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Resumo

Sistemas cadticos podem evoluir de forma irregular e imprevisivel. Além disso, apre-
sentam forte dependéncia nas condigoes iniciais, isto é, pequenas mudancas nas condi¢oes
iniciais implicam em resultados completamente diferentes a longo prazo. Neste trabalho
de conclusao de curso, primeiramente, introduzimos os mapas unidimensionais. Que sao
os sistemas dinamicos mais simples que apresentam comportamento cadtico, e sao apre-
sentados os conceitos de orbitas e pontos fixos. Além disso, estudamos o mapa logistico,
que para certos valores do parametro r, apresenta comportamento cadtico. Em um se-
gundo momento, expoe-se o estudo sobre os graficos de recorréncia, uma ferramenta de
analise de sistemas dinamicos que se baseia na recorréncia nestes sistemas. Em seguida,
aplicamos a andlise quantitativa de recorréncia ao mapa logistico.
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Introducao

Jules Henri Poincaré (1854-1912) iniciou no final do século XIX o que hoje conhecemos
como Teoria do Caos [1]. Na época, Poincaré estudava o problema das érbitas de trés cor-
pos celestiais submetidos a atragao gravitacional mitua. Considerando o comportamento
das orbitas a partir de condigoes iniciais, Poincaré mostrou que as orbitas se tornavam
complexas e irregulares, comportamento hoje conhecido como caético. Por seu trabalho,
Poincaré ganhou um prémio do rei Oscar II, tal prémio seria entregue para quem provasse
matematicamente a estabilidade do Sistema Solar [2].

Apo6s o trabalho de Poincaré, os trabalhos de George. D. Birkhoff (1884-1944), An-
drei Kolmogorov (1903-1987), Vladimr Arnold (1937-2010) e Jurgen Moser (1928-1999)
contribuiram muito para o desenvolvimento da teoria de sistemas dindmicos [3]. O sur-
gimento dos computadores permitiu um grande avango na andlise de sistemas dinamicos
nao-lineares [4], em especial Edward Lorenz (1917-2008) mostrou que um conjunto de
equacoes diferenciais nao-lineares apresentava o mesmo comportamento caotico observado
por Poincaré [5].

Na época, a comunidade de meteorologistas desenvolvia modelos lineares de previsao.
Lorenz estudava um modelo meteorologico de 12 equagoes diferenciais, com o objetivo de
demonstrar que algum fator, ainda desconhecido, limitava o sucesso dos modelos lineares
[4]. Ao longo de seu trabalho, Lorenz descobriu o que hoje é chamado de dependéncia
nas condigoes iniciais, ou seja, pequenas diferencas nas condigoes inicials causam grandes
diferencas conforme o sistema evolui. No caso meteorologico, pequenos erros nas medidas
da atmosfera seriam ampliadOs rapidamente, levando a previsdes meteoroldgicas erradas.
Além disso, por meio de um modelo simplificado, de 3 equagoes diferencials, Lorenz
observou um comportamento cadtico [3].

A década de 70 foi marcada por um grande fluxo de trabalhos na era da dindmica
nao-linear e caos. Em especial, podemos citar o trabalho do ecologista Robert May, que
descobriu um comportamento cadtico em processos iterativos presentes na biologia, e o
trabalho do fisico-matemético Mitchell Feigenbaum, que observou, apesar do comporta-
mento complexo do caos, a existéncia de padroes na maneira com que certos sistemas se
tornam caoticos, esse trabalho estabeleceu a base entre o caos e transi¢oes de fase. Hoje,
sabemos que o comportamento caético pode ser observado em diversas areas da ciéncias:
o movimento de Plutao, circuitos eletronicos e rea¢oes quimicas sdo exemplos de sistemas
que apresentam tal comportamento.

No presente trabalho, estudaremos mapas unidimensionais, tais mapas sao os sistemas
mais simples capazes de apresentar comportamento cadtico [1]. Podemos definir um mapa
como uma fungdo ou regra matematica que possui o seu dominio e imagem no mesmo
espaco. De forma genérica, podemos escrever a equacao de recorréncia:

Tn41 = f(xn) ) (1)



onde z,, representa o estado da varidvel x e f(z,) é a funcdo que governa a evolugao do
sistema. A o6rbita do mapa é o conjunto de pontos xg, 1, xa, ..., T,, onde xg é o valor
inicial da érbita. O estudo de mapas se faz importante uma vez que a abordagem discreta
torna a analise mais simples sem perder as propriedades do comportamento cadtico.

Também estudaremos graficos de recorréncia, que sao ferramentas de andlise de siste-
mas dinamicos, inclusive nao-lineares e cadticos. Jean-Pierre Eckmann, fisico-matematico
suigo, introduziu os gréaficos de recorréncia em 1987, para visualizar recorréncias em sis-
temas dinamicos, uma vez que essas sao uma propriedade de sistemas nao-lineares e caé-
ticos [6]. A recorréncia de estados, no sentido que estados sdo proximos no espago de fase
apds certo tempo, surge em processos naturais e foi introduzida por Poincaré em 1890.
O estudo da recorréncia sofreu um grande desenvolvimento com os avangos tecnoldgicos,
uma vez que esse depende em grande parte de métodos numéricos [6].

Optamos por estruturar este trabalho em dois capitulos, apresentando os mapas uni-
dimensionais e o graficos de recorréncia da seguinte forma:

No Capitulo 1 abordamos os mapas unidimensionais. Na secao 1.1 introduzimos os
conceitos de orbitas e pontos fixos por meios de exemplos. Além disso, discutimos a es-
tabilidade dos pontos fixos em um mapa unidimensional e como determinar os mesmos,
por meio algébricos e graficos, como pelo uso de cobwebs. Cobwebs sao ferramentas gra-
ficas capazes de determinar os pontos fixos de um mapa unidimensional. Na se¢ao 1.2
apresentamos o mapa logistico, em um primeiro momento discutimos sobre a estabilidade
dos pontos fixos do mapa logistico e em seguida apresentamos o diagrama de bifurca-
¢oes do mapa, em tal diagrama é possivel visualzar a dindmica do mapa em relacao ao
parametro r. Ainda na secao 1.2, discutimos o mecanismo de duplicacdo de periodo,
responsavel pelo surgimento do comportamento caético no mapa logistico [5], as janelas
periddicas presentes no diagrama de bifurcagoes do mapa e apresentamos o expoente de
Lyapunov, tal expoente é utilizado para determinar a sensibilidade as condi¢oes iniciais,
caracteristica de sistemas dindmicos cadticos. Na secao 1.3 apresentamos um exemplo de
aplicacao do mapa logistico, onde vemos que a dinamica de um péndulo forcado e amor-
tecido pode apresentar caracteristicas vistas no mapa logistico para determinados valores
dos parametros envolvidos em sua equacao de movimento.

O Capitulo 2 foi dedicado a apresentacao dos estudos dos graficos de recorréncia, uma
ferramenta numérica que explora o fato de sistemas dinamicos apresentarem recorréncia.
Na secao 2.1 introduzimos os graficos de recorréncia e em seguida discutimos a importancia
do parametro €. Esse parametro, também conhecido por threshold é responsavel pela
qualidade do grafico de recorréncia, uma vez que as estruturas nos graficos podem variar
para diferentes valores de ¢ [6]. Além disso, discutimos as estruturas formadas nos gréficos
de recorréncia e apresentamos algumas medidas de complexidade. Por meio das medidas
de complexidade é possivel analisar quantitativamente as estruturas formadas nos graficos
de recorréncia, permitindo identificar estados laminares e transigoes de estado [7]. Na
secao 2.2, aplicamos a analise quantitativa de recorréncia ao mapa logistico e discutimos
os resultados comparando-os com os obtidos no capitulo anterior.

A 1ltima parte do trabalho é reservada as conclusoes.



Capitulo 1

Mapas unidimensionais

Mapas unidimensionais sao os sistemas dinamicos mais simples capazes de apresentar
comportamento cadtico [1]. Um sistema dindmico consiste em um conjunto de possiveis
estados, que juntamente com uma regra, determina o presente estado em termos dos
estados anteriores [4]. Se a regra é aplicada de forma discreta, chamamos o sistema
discreto de mapa, que pode ser escrito como

Tor1 = f(xn) (1.1)

sendo que x,,; representa o préximo estado, x, o estado atual e f(x,) é a regra, ou
funcao que governa a evolucao do sistema. Devido a sua simplicidade, os mapas oferecem
diversas vantagens em relacao a equagoes diferenciais, a partir deles podemos estudar a
sensibilidade as condigoes iniciais, evolugdo de informacao e outras propriedades que aju-
dam a compreensao do comportamento cadtico [8]. Ao longo deste capitulo, estudaremos
mapas unidimensionais. Analisaremos as propriedades dos mapas que sdo encontradas
em sistemas cadticos e ao final do capitulo apresentamos as aplica¢oes estudadas sobre a
dindmica de um péndulo.

1.1 Orbitas e Pontos fixos

Mapas envolvem iteracao, ou seja, calculamos o valor de uma funcao f(z,) para um
dado z,, e entdo usamos o resultado para calcular novamente f(z,). Por exemplo, se
apertarmos o botao “cos” de uma calculadora para um dado x( repetidamente, estaremos
executando uma iteracao, que pode ser escrita como o seguinte mapa

Tpi1 = cos(zy). (1.2)

que é um exemplo de mapa unidimensional, pois os pontos z,, pertencem ao espaco uni-
dimensional dos nimeros reais. A 6rbita desse mapa é a sequéncia xg, f(zo),...,f" (o).
Podemos representar a 6rbita do mapa (1.1) graficamente, se tomarmos o = 0,2, temos
o resultado da Figura 1.1
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Figura 1.1: Representagao da 6rbita do mapa x,, = cos(x,) para xo = 0, 2.

Na Figura 1.1, os resultados de cada iteracao sao representados pelos pontos vermelhos,
enquanto a linha que os conecta é apenas ilustrativa. Vemos que apds doze iteragoes, os
valores tendem assintoticamente para um valor fixo ao redor de 0, 7. Esse comportamento
pode ser explicado se introduzirmos o conceito de ponto fixo. Um ponto fixo z,, = z*
satisfaz a seguinte propriedade:

f(z*) =", (1.3)
Logo, se o valor de entrada da iteracao for um ponto fixo z* entao a saida também sera o
ponto fixo z*. Podemos determinar o ponto fixo de um mapa analiticamente e determinar
a estabilidade do mesmo. Para isso, vamos considerar uma Orbita proxima a z* dada por

sendo 7, a diferenca infinitesimal entre um ponto da o6rbita x,, e o ponto fixo z*. Podemos
escrever

Tpy1 = T+ Noyr = f(27 +1m0) (1.5)
e expandir o termo f(z*+mn,) em série de Taylor, uma vez que o termo 7,, é muito pequeno,
levando a

fl@* +ma) = f(2*) + f'(@)n, + Om) - (1.6)
Substituindo esse resultado na equacao (1.5), temos
2" A pgr 2 f(27) + f (@) + O(n;) - (1.7)
Mas, pela equagdo (1.3), temos que f(x*) = z*, entao,
M1 = f' (@)1, + O(17) - (1.8)

Negligenciando os termos quadraticos da expansao, obtemos o mapa que descreve como
a diferenca 71 evolui a cada iteracao,

M+l = f,(x*>77n . (1-9)
Uma vez que 1y pode ser escolhido, o que determina se a distancia n aumenta ou diminui
apds n iteragoes é o autovalor, no caso o fator f’(z*), que chamaremos de . Sendo assim,
se |\| < 1, entdo 1, — 0 quando n — oo e o ponto fixo z* ¢é linearmente estdvel. Se
IA\| > 1, entdo 7, — oo quando n — oo e o ponto z* é linearmente instével. Ainda
que essas conclusdes sejam baseados no mapa linear (1.9), elas sdo validas para mapas
nao-lineares [3]. Porém, ndo podemos concluir nada sobre o caso |A\| = 1, nesse caso o0s
termos quadraticos determinam a estabilidade do ponto fixo.
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1.1.1 Cobwebs

Podemos analisar os pontos fixos de um mapa utilizando a ferramenta grafica conhecida
como cobweb. Uma cobweb é uma representagao grafica da érbita de um mapa, que consiste
em um grafico da fungdo f do mapa com a linha diagonal y = z [4]. Os pontos fixos do
mapa em questao estao localizados nas intersec¢oes de f com a linha y = x. Para ilustrar
o mecanismo da cobweb, vamos considerar o mapa x,1; = 2x,, como ilustrado na Figura
1.2.

12 T T T T

R(Xn) ——
10 ]

Xn+1
o
T

Figura 1.2: Cobweb correspondente ao mapa x,,, = 2z, para xo = 0, 3.

Na Figura 1.2, dada uma condicao inicial zq, foi tracada uma linha vertical até que
mesma tocasse o grafico de f (linha em vermelho), o valor de y nessa altura é igual o
valor de ;. O proximo passo foi tragar uma linha horizontal da altura x; até a linha
y = x, e entdo tracamos uma linha vertical a partir desse ponto até a o grafico de f para
obter x5. Esse processo pode ser repetetido n vezes para obter n pontos da érbita de
um mapa. Vimos anteriormente na Figura 1.1 que o mapa z,,1 = cos(z,) tende a um
valor préximo de 0,7 quando x — oco. Se fizermos essa operagao em uma calculadora,
repetindo a operagao cos, obteremos o valor 0, 739.... Esse niimero ¢ a solucao da equagao
transcedental x = cos(x) [3] e vem a ser o ponto fixo do mapa (1.2), como podemos ver
com clareza na cobweb do mapa na Figura 1.3:

1/1 T T T T T T T T

1 - -
09 I N
0,8 | .
07t RSN :
0,6 - N
0,5 | -
0al
03[ N
02 | | | | | | |

, 062 o3 04 05 06 07 08 09 1 11

Xn

Xn+1

Figura 1.3: Cobweb correspondente ao mapa x,1 = cos(x,) para zo = 0, 3.



1.2 Mapa Logistico

O estudo do mapa logistico foi proposto pelo fisico tedrico e ecologista Robert May, em
1976, com o objetivo de mostrar que até mesmo mapas nao-lineares simples sdo capazes
de apresentar uma dindmica complexa [3]. O mapa logistico é dado pela equagao

Tpr1 = 12,1 —2y) (1.10)

que ¢ analoga a equagao diferencial que descreve o crescimento logistico, proposta por P.
F. Verhulst em 1845 [§]

jtx:rx(l—x) : (1.11)
O mapa logistico (1.10) pode ser interpretado como um modelo ecolégico das variagoes de
uma populacao de insetos. Assumindo condigdes constantes todos os anos, como clima,
predagao, etc., podemos dizer que a populacao no ano n determinara a populagao no ano
n+ 1 [1]. Na andlise do mapa logistico, o valor de z fica limitado ao intervalo 0 < x <1
quando parametro r esta no intervalo 0 < r < 4. A seguir, temos o grafico do mapa
logistico (1.10) para algumas possibilidades do pardmetro 7.

1 T T T T
r>1
0,8 N
0,6 —
@
53
04 —
r=1
02t .
r<i1
0 I I I I
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
Xn

Figura 1.4: Graficos do mapa logistico para diferentes valores de 7.

Como vemos na Figura 1.4, o comportamento do mapa depende diretamente de 7.
Quando o parametro r assume valores menores ou iguais a um, o mapa possui apenas um
ponto fixo, que é a origem, uma vez que esse é o inico ponto que intersecta a reta y = x.
O caso onde r é maior do que um, outro ponto intersecta a reta y = x, temos entao dois
pontos fixos. Lembrando que para pontos fixos temos f(z*) = z*, podemos encontrar o
segundo ponto fixo do mapa,

*=rz*(1—2"), (1.12)
dividindo ambos os lados por x*
l=r(l-2"), (1.13)
e resolvendo para z*
1
f=1——. 1.14
vl (114)

A estabilidade dos pontos fixos é determinada pelo multiplicador A, que no caso do mapa
logistico é dado por f'(z*) = r — 2rz*. Para o ponto fixo * = 0 temos que,

A=r, (1.15)



e entao, como definido na sec¢ao anterior, o ponto z* = 0 é estavel quando r < 1 e instavel

quando r > 1. Para o ponto fixo 2* =1 — —, temos
r

1
A=r—=2r(l—=)=2—-r, (1.16)

T
a estabilidade desse ponto ¢ limitada ao intervalo —1 < 2 —r < 1, ou seja, 1 < r < 3.
Para qualquer r > 3 o ponto ¢é instavel. Vamos observar como as 6rbitas do mapa diferem

para diferentes valores de r na Figura 1.5.

0 5 10 15 20 25 30 35 40

1,6 F. o & T o _ 1 T 1
14+ 0.8
1,2 “ 0,6
1 5 0,4
< 0,8 [ r=2,8 —@— r=3,58 —@— | 0,2
0,6 0
04 0,2
0,2 . . . -0,4
0 5 10 15 20

Figura 1.5: Orbitas do mapa logistico para diferentes valores de r. Os eixos inferior e
esquerdo sao referentes ao grafico de r = 2,8, enquanto os eixos superior e direito sao
referentes ao grafico de r = 3, 58.

Na Figura 1.5 vemos que as Orbitas sao completamente diferentes para diferentes
valores de r. Para o caso r = 2,8 (curva azul na Figura 1.5) vemos que o mapa se
comporta de maneira esperada, e apos 20 iteragoes é possivel identificar que o sistema
se torna estavel. Porém, quando r = 3,58 (curva vermelha na Figura 1.5) o mapa nao
apresenta equilibrio e assume diversos valores ao longo das iteragdes. Dessa forma, nao
podemos dizer nada sobre x,, 1 se nao conhecermos x,. Podemos ainda ver como o mapa
logistico evolui para diferentes valores de r por meio de cobwebs, como nas figuras 1.6, 1.7
e 1.8.

1 T T T T
081 =238 i
0,6 —
=
53
0,4 | _
02| :
0 l l l l
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Figura 1.6: Cobweb do mapa logistico para r = 2,8 e zy = 0, 3.
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Figura 1.7: Cobweb do mapa logistico para r = 3,4 e o = 0, 3.
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Figura 1.8: Cobweb do mapa logistico para r = 3,58 e o = 0, 3.

Na Figura 1.6 vemos que a cobweb evolui para o ponto fixo, como esperado. Para
r = 3,4, vemos na Figura 1.7 a formagao de um retangulo na cobweb, o que indica um
comportamento periddico. Finalmente, na Figura 1.8 vemos que a cobweb se comporta de
maneira diferente e ocupa grande parte do gréfico, isso porque para r = 3,58 o sistema
assume diversos valores, como visto na Figura 1.5. Para melhor analisarmos como o mapa
logistico se comporta conforme o parametro r ¢é variado, foi confeccionado um diagrama
de bifurcagoes do mapa, como visto na Figura 1.9:



Xn

Figura 1.9: Diagrama de bifurcagoes do mapa logistico.

O diagrama de bifurcagoes na Figura 1.9 foi confeccionado a partir de dados gerados
por um programa escrito em linguagem C++ disponivel no Apéndice A. Nesse programa,
o parametro r foi variado de r = 2,8 até r = 4 , primeiramente, para cada valor de r,
iteramos o mapa logistico 1000 vezes, a fim de eliminar qualquer comportamento transi-
ente. Apos isso, iteramos o mapa mais 1000 vezes salvando os resultados de cada iteragao.

1
Vemos na Figura 1.6, que de 2,8 até 3, o sistema tende ao ponto fixo z* =1 — —, como
T

visto anteriormente. No ponto r = 3 temos uma bifurcacdo do tipo pitchfork, que li-
teralmente quer dizer forquilha, uma vez que graficamente essa bifurcacdo lembra uma
forquilha. Nesse ponto o mapa passa a oscilar em dois valores, ou seja, ocorre uma du-
plicagdo de periodo. Uma caracteristica do diagrama de bifurca¢des do mapa logistico, é
seu comportamento fractal, isso é, vemos uma miniatura do diagrama se ampliarmos uma
determinada regiao [3], como mostrado na sequéncia das Figuras 1.10-1.12.
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Figura 1.11
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: Diagrama de bifurcagoes do mapa logistico.
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Figura 1.10: Diagrama de
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bifurca¢des do mapa logistico.
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Figura 1.12: Diagrama de bifurcagoes do mapa logistico.

Na Figura 1.10 temos o diagrama de bifurcagoes do mapa logistico, vemos a area
ampliada marcada pelo retangulo vermelho, o resultado é visto na Figura 1.11, onde
vemos uma série de bifurcagoes semelhantes a da Figura 1.10. Ainda, o resultado da
ampliacao na Figura 1.11 é visto na Figura 1.12, onde vemos o mesmo comportamento
das figuras anteriores.

1.2.1 Duplicacao de periodo

Podemos observar na Figura 1.9 que no ponto » = 3 ocorre uma bifurcacao pitchfork,
e entdo o mapa passa a oscilar entre dois valores a cada iteragao [8], por exemplo, para
r = 3,2, ja para r = 3,5 o mapa oscila entre quatro valores. Vemos na Figura 1.13 esse
comportamento oscilatorio.

1 T T T T T
0,8 /‘ s“ n i / / / /
s osrg VU VU WYY UYYYY
04 [ 0%6%°¢°¢ 4 ¢ o -
r=3,2 —@—
0,2 r=3,5 —@— .
0 5 10 15 20 25 30

Figura 1.13: Representagoes de érbitas do mapa logistico para r = 3,2 (vermelho) e
r=3,5 (azul).

Para esse caso, dizemos que o mapa logistico possui periodicidade 2 quando r = 3, 2.
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Podemos observar ainda, que quando r = 3, 44, outras duas bifurcagoes pitchfork ocorrem,
e entdo o mapa assume uma periodicidade 4, variando entre 4 valores diferentes, como
podemos ver na Figura 1.9 com r = 3,5. Note que conforme r cresce, novas bifurcagoes
surgem até que para r = 3,569946... o0 mapa se torna cadtico [3], esse ponto também é
chamado de ponto de bifurcacao infinito. Esse efeito é conhecido como period-doubling e
¢ um mecanismo que leva um sistema dindmico ao caos. Ainda, esse mecanismo pode ser
caracterizado por constantes universais que nao dependem de certa forma do mapa em
questao [8]. Uma delas é a constante de Feigenbaum, que recebe esse nome em homenagem
a Mitchell Feigenbaum, um fisico-matemético que a descobriu em 1975 [9]. A constante de
Feigenbaum ¢é uma propriedade universal de period-doubling em mapas com um maximo
quadratico, como o mapa logistico. Se a primeira bifurcagdo ocorre em 7, a segunda em
ro € assim por diante, a constante de Feigenbaum é escrita como

Tk 7Tkl s

4,66920160910. (1.17)

lim
k— oo Th+1 — Tk

Na Figura 1.14 apresenta-se uma representacao grafica da constante de Feigenbaum:

09
08}
07t
06 S & ‘
05 /\f:':'

04 \ Y

03}

02
n+1~Tn
n = Tn1

01

0 L L L
2,8 3 32 3,4

Figura 1.14: A constante de Feigeinbaum é a razao entre os espagos entre as bifurcagoes
de um mapa.

1.2.2 Expoente de Lyapunov

Em 1892, Aleksandr Lyapunov (1857-1918), um grande matemadtico russo, defendeu
sua tese de doutorado The general problem of the stability of motion, dentre varios con-
ceitos desenvolvidos por ele em sua tese, estava o nimero caracteristico de uma fun¢ao no
tempo, hoje conhecido por expoente de Lyapunov. O expoente de Lyapunov ¢é utilizado
para caracterizar a evolugao de um sistema dinamico, em especial, a sensibilidade as con-
digbes iniciais, que é uma das caracteristicas do comportamento cadtico [8]. Considere
uma condicao inicial zy e outra muito préxima, separada por uma distancia infinitesimal
do, To + dp. Se um sistema, no presente caso um mapa f™(x), evolui a partir dessas con-
digoes iniciais, vemos que a distancia entre as duas orbitas apds n iteracoes é dada pela
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seguinte expressao [3],
6] & [60]e™™ (1.18)

sendo A o expoente de Lyapunov. Podemos ainda, escrever 9,, como
6] = f" (20 + do) — " (o) (1.19)
assim, igualando as equagoes (1.18) e (1.19), temos
’50|€An ~ f"(xo + o) — f"(z0) - (1.20)
Aplicando a fun¢ao In na equagao (1.20) e resolvendo para A, temos

~ lln‘f"(xo + o) — " (o)
n

: (1.21)

Como consideramos a distancia dy infinitesimal, o logaritmando da equagao (1.21) pode
ser escrito como a derivada do mapa f™(z), calculada no ponto xg

1. d .
Amﬁln‘%f (w0)] - (1.22)

Utilizando a regra da cadeia, podemos escrever a derivada de f™(zg) como

dci_f”(wo) = nlj f(z) (1.23)

uma vez que f" é a nésima iteragdo do mapa em questao, ou seja, f"(xo) = f(f(f(...(f(x0))))-
Substituindo a equagao (1.23) na equacao (1.21), temos

A= leln\nl:ff’(xm . (1.24)
=0

Lembrando da propriedade logaritmica
log(a.b) = log(a) + log(d) , (1.25)

podemos reescrever o logaritmo na equagao (1.24) como

1 n—1

A== Zo In|f'(z:)] - (1.26)

O expoente de Lyapunov fica definido quando tomamos o limite de n — oo [3],

n—oo

A = lim i(gln’f’(%)‘) : (1.27)

Portanto, o expoente de Lyapunov nos mostra como a distancia entre os pontos das érbitas
evoluem. Temos trés possiveis valores significativos para o expoente de Lyapunov:

e A <0, o ponto em questao ¢é fixo ou periodico;

e A =0, ocorre uma bifurcacao no ponto;
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e A >0, o ponto ¢ instavel e caotico.

Na Figura 1.15, temos uma representacao do expoente de Lyapunov para o mapa logistico:

e e a||x||‘
Y Ig”

Logistico

L AR B
-0,5 r i

2,8 3 32 34 3,6 38 4

r

o

Figura 1.15: Diagrama de bifurca¢oes e Expoente de Lyapunov do mapa logistico.

No grafico da Figura 1.15, vemos como o expoente de Lyapunov varia em funcao do
parametro r, juntamente com o diagrama de bifurcagoes do mapa logistico. Os dados
para o grafico do expoente de Lyapunov foram obtidos a partir de um programa escrito
em linguagem C++. Vemos na Figura 1.15 que os valores do expoente de Lyapunov estao
de acordo com a andlise feita anteriormente. Em especial, podemos verificar que a regiao
onde r > 3,5969946..., de comportamento instavel, tem cardter cadtico. Porém, vemos
que a regiao cadtica é interrompida por janelas de periodicidade, em tais regioes vemos
que o expoente de Lyapunov se torna negativo.

1.2.3 Janela de periodicidade

Como visto, as regioes de comportamento cadtico sao interrompidas por janelas de
periodicidade no diagrama de bifurca¢des do mapa logistico. A maior delas ocorre nas
proximidades de r &~ 3,83, como vemos na Figura 1.16.
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Figura 1.16: Janela periédica do mapa logistico ao redor de r = 3, 83.

O mecanismo responsavel pelo surgimento dessa janela periddica esta ligado ao mapa
da terceira iteragao. Se f(x) = raz(1—=x) , entdo o mapa logistico é dado por x, 1 = f(z,),
e Tnyo = f(f(x,)), ou Tuio = f3(x,), e de forma andloga z,,3 = f3(x). Como visto
anteriormente, em uma Orbita de periodo 3, um ponto se repete a cada trés iteracoes, e
por defini¢do, os pontos que satisfazem x* = f3(z*) sdo pontos fixos do mapa da terceira
iteragdo [3]. Para encontrarmos tais pontos fixos, podemos utilizar o grifico de f3(z),
uma vez que nao podemos encontrar as raizes de f3(z) explicitamente.

1 T T T T
08 _
0,6 -
S
0,4
0,2 ]
0 I I I
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Figura 1.17: Gréfico de f3(z) para r = 3, 835.

As intersecgoes entre f3(z) e reta f(r) = x apresentadas na Figura 1.17 correspondem
a solugoes de f3(x) = x, mas apenas seis sao solugdao de perfodo 3, estas sdo marcadas
por pontos na Figura 1.17. Os pontos fechados correspondem a periodos estaveis, ou
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seja, orbitas que oscilam em trés valores. A transicdo que ocorre no comego da janela
vista na Figura 1.16 é devida a esses trés pontos, vemos que o diagrama de bifurcacoes
sai de uma regiao cadtica para uma de periodicidade definida, esse tipo de transicao é
chamada de tangent bifurcation, ou seja, bifurcacdo tangente. Ja os pontos abertos sao
pontos instdveis. Note que a inclinacdo de f3(x) é negativa nos pontos estdveis e positiva
nos pontos instaveis. O sistema permanece no periodo 3 até o parametro r atingir um
valor proximo de 3,842, nesse ponto vemos o mecanismo de duplicacao de periodo, que
continua até o surgimento de bandas cadticas em r ~ 3,857. A seguir, apresentaremos
uma aplicacao desta teoria ao estudo do péndulo forcado e amortecido.

1.3 Péndulo forcado e amortecido

A nao-linearidade embora nao seja garantia de caos, é essencia para que haja. Por
exemplo, a equagao de movimento para o péndulo simples, de massa m e comprimento L,
¢ dada por

mL?¢ = —mgLsen(¢) (1.28)

em que ¢ é o angulo que denota a amplitude do movimento. Note que ndo consideramos
a aproximagao sen(¢) ~ ¢ e mesmo para grandes amplitudes o péndulo simples nunca
apresenta comportamento cadtico [10]. Agora, se adicionarmos a for¢a de amortecimento
—bv = —bng% e uma forga de impulso F(t), temos a equacido de movimento do péndulo
forcado e amortecido:

mL? = —mgLsen(¢) — bL*p + LF(t) . (1.29)

Vamos assumir que a for¢a de impulso F(t) é senoidal e dada por F(t) = Fycos(wt).
Onde w é a frequéncia do impulso e Fy a amplitude do impulso. Dessa forma, podemos
reescrever a equagao (1.29) como

el 7 = ) 1.
¢+ mgb + 7 sen(¢) —T cos(wt) (1.30)
Introduzimos agora, a constante de amortecimento 3, de forma que
b
— =20, (1.31)
m

, . N . . . g ,.
em que 3 é proporcional & for¢a de amortecimento. Ainda, o coeficiente = ¢ igual a wg,
L

Z =R, (1.32)

sendo wy a frequéncia natural do péndulo. Por ultimo, vamos introduzir o parametro
adimensional 7, tal que,

= = 1.33

ou seja, v é a razao entre a amplitude de impulso Fj e o peso mg. O pardmetro v mede o
poder da forca de impulso. Se v < 1, a forca de impulso é menor que a forca peso e pouco
afeta o movimento do péndulo. Por outro lado, se v > 1, a for¢ca de impulso é maior
que o peso e induz movimentos significativos no péndulo. Substituindo os parametros
apresentados, a equagdao de movimento do péndulo fica

b+ 2B¢ + wisen(p) = ywd cos(wt) . (1.34)
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Resolvendo numéricamente a equagao (1.33), obtemos a solugao ¢(t) e podemos verificar
como a dinamica do péndulo varia de acordo com o pardmetro y. A melhor forma de
observar essa variagdo é por meio de um diagrama de bifurcagoes. Com a solucao de
¢(t) em maos, consideramos apenas a dindmica para valores de ¢ tais que ndo existam
transientes, nesse caso, valores de t = 501 até ¢t = 600. Entao, para cada valor de v, os
pontos ¢(501), $(502), ..., »(600) correspondentes sao calculados, formando o diagrama de
bifurcacdo que vemos na Figura 1.18.

1. 1.065 107 1.075 1.0% 1.083 ¥
£= 501,502, ..., 600 :

SULE

Figura 1.18: Diagrama de bifurcagoes de ¢ em funcao de . Fonte: J. R. Taylor, Classical
Mechanics. University Science Books, 2005.

O diagrama de bifurcagoes apresentado na Figura 1.18, retirado de [10] é semelhante
ao da Figura 1.9, o parametro v foi variado de 1,06 até 1,087. Vemos que de 1,06 até
1,6603 o diagrama apresenta uma unica curva, o que fisicamente significa que para esse
intervalo o sistema possui periodicidade 1 e, logo, os valores se repetem. Apds esse valor,
vemos a duplicagao de periodo, assim como no mapa logistico e, entdao, para v = 1, 0829
vemos que o sistema assume diversos valores de forma cadtica [10]. No préximo capitulo
apresentamos o estudos do mapa logistico por meio dos graficos de recorréncia.
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Capitulo 2

Graficos de Recorréncia

Diversos sistemas, desde do movimento de galaxias até a sinapse dos neurdnios pos-
suem algo em comum: eles se comportam de uma maneira determistica, no sentido em
que podemos prever sua evolugdo uma vez que sabemos suas condigbes iniciais [6]. En-
tretanto, caos pode surgir em sistemas, como na dinamica populacional ou em um fluido
turbulento, e em outros sistemas [11]. Tais sistemas, mesmo que deterministicos sdo sen-
siveis as condigoes iniciais, como visto no capitulo anterior, o que torna a predicao a longo
termo muito complicada. Ainda assim, predi¢oes de curto termo sao possiveis [6]. Uma
caracteristica presente em diversos sistemas dinamicos, incluindo caoticos, é a recorréncia,
ou seja, os sistemas voltam a estados iguais a estados anteriores. O conceito de recor-
réncia em sistemas dinamicos foi proposto por Henri Poincaré, no fim do século XIX. No
entanto, o estudo da recorréncia, que depende em grande parte de métodos numeéricos,
se desenvolveu gracas aos avancos tecnoldgicos na area da computacao. Nesse contexto,
Jean-Pierre Eckmann introduziu em 1987 os graficos de recorréncia com o objetivo de ana-
lisar sistemas dindmicos por meio de suas recorréncias [6]. Sendo [7;]Y, a trajetéria de
um sistema em seu espaco de fase, os componentes dos vetores x; podem ser por exemplo,
a posicao e velocidade de um péndulo, logo, a evolugao do sistema pode ser descrita por
uma série desses vetores, representando uma trajetéria. Assim, o grafico de recorréncia é
baseado na seguinte matriz de recorréncia:

1 se x;~u;

R;; =
7 — —
0 se ; #

onde 4,5 = 1,..., N, em que N o ntimero de estados. Ainda, z; ~ z; significa que z; ¢
aproximadamente igual a x; considerando um erro €, que ¢ conhecido como distancia de
limiar ou threshold. Neste capitulo estudaremos os graficos de recorréncia, apresentando
medidas de complexidade e aplicando essa ferramenta ao mapa logistico.

2.1 Analise Quantitativa de Recorréncia

2.1.1 Graficos de recorréncia

A ferramenta utilizada para medir a recorréncia de estados em um sistema dindmico
¢ o gréfico de recorréncia [6]. O grafico de recorréncia expressa de forma eficiente as
recorréncias de um sistema, ele pode ser definido formalmente pela matriz:

Rij(e) =O( = & = 750), 4, =1,... N (2.1)
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em que N é o nimero de pontos T;, € é a distancia de limiar e © a fungdao de Heaviside
(O(x) =0sex <0,eO(x) =1 para x > 0). Sendo assim, para os estados na vizinhanca
€ temos:

O grafico de recorréncia é obtido por meio da matriz dada pela equagdo (2.1), usando
cores diferentes para cada entrada. Se as coordenadas (i, j) sdo tais que R;; = 1, entao
¢ marcado um ponto preto, se R; ; = 0 é marcado um ponto branco. Uma vez que, por
definigdo R;; = 1|¥,, o grafico de recorréncia sempre possui uma linha diagonal principal
preta, a linha de identidade. Ainda, o grafico de recorréncia é simétrico em relagao a linha
diagonal, ou seja, R; ; = R;;.

2.1.2 O parametro ¢

Um parametro essencial na confeccao do grafico de recorréncia é o limiar £, uma vez
que a partir dele analisamos se ha ou nao recorréncia. Se € é muito pequeno, entao
O(z < 0) = 0 e quase nao temos pontos de recorréncia, e assim nao podemos analisar as
estruturas formadas no gréafico de recorréncia. Por outro lado, se € é muito grande, entao
O(z > 0) = 1 e temos muitos pontos nas vizinhangas de outros pontos. O resultado sao
estruturas diagonais, mais longas e mais espessas no grafico de recorréncia. Devemos levar
em conta, que ruidos podem distorcer as estruturas formadas no grafico de recorréncia,
mas que para limiares maiores, as estruturas sdo preservadas [6]. Algumas das regras
para determinar o valor de e incluem tomar € de forma que ele ndo exceda 10 por cento
do didmetro méaximo do espago de fase. Outra sugere escolher € a partir da densidade
de pontos de recorréncia do grafico de recorréncia. Para processos quasi-periddicos, as
estruturas diagonais do grafico de recorréncia podem ser usadas para otimizar o valor do
limiar €. Consideramos a densidade de distribuicdo de pontos de recorréncia ao longo
das linhas diagonais paralelas a linha de identidade. Dessa densidade, o nimero de picos
significativos NV, é contado. Em seguida, o ntimero médio de vizinhos N,, que cada ponto
possui ¢ calculado. O limiar € é escolhido de forma que NN, ¢ maximo e N,, se aproxima
do valor de N,. Assim, uma boa escolha para € deve minimizar o parametro j3:

_Nu(e) ~ N, ()
V(@)

Ble)

Existem diversas formas de encontrar um valor adequado para o limiar &, porém a escolha
depende do sistema dinamico considerado.

2.1.3 Estruturas nos graficos de recorréncia

Gréficos de recorréncia apresentam padroes tipicos que estao ligados ao comporta-
mento sistema dinamico. Padroes de larga escala, sao classificados em homogéneo, perié-
dico, drift e interrompido.

e Homogéneo: esse padrao surge em graficos de recorréncia referentes a sistemas es-
taciondrios, nos quais o tempo de relaxamento é pequeno quando comparado com o
tempo que o grafico de recorréncia abrange.

e Periddico e quasi-periodico: esses sistemas apresentam estruturas peridédicas no gra-
fico de recorréncia. A complexidade das estruturas depende da frequéncia do sistema
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em questao e mesmo em sistema onde as oscilagdes nao sao identificadas facilmente
os graficos de recorréncia podem ser uteis.

e Drift: esse padrao surge em sistemas com parametros que variam lentamente, como
sistemas nao-estacionarios. A caracteristica desse padrao é a intensidade do grafico
de recorréncia, que é inversamente proporcional a distancia da linha de identidade.

e Interrompido: esse padrao é causado por mudancas abruptas na dinamica do sis-
tema, o resultado sdo bandas brancas no grafico de recorréncia. Por meio do gréafico
de recorréncia é possivel identificar os eventos que estao associados a tais mudancas
na dinamica do sistema.

Existem também estruturas especificas em pequena escala nos gréaficos de recorréncia:

e Pontos de recorréncia isolados: podem ocorrer se o estado associado é raro, ou existe
por um periodo curto de tempo ou se oscila fortemente.

e Linhas diagonais: linhas diagonais Ry j+x = 1/%=4 ocorrem quando um segmento
da trajetéria no espaco de fase é quase paralela a outro segmento, para [ unidades
de tempo:

[f; ~ I_;', f,'+1 ~ fj+1, -"751'—0—[—1 ~ fj—l—l—l (23)
a linha diagonal de largura [ é definida como:

-1

(1 =Riz1j-1)(1 = Rigyjnt) [] Rignjn =1 (2.4)
k=0

O comprimento da linha diagonal é determinado pela duragao desse comportamento.

e Linhas verticais: uma linha vertical R, j, = 1|}_j marca um intervalo de tempo no
qual um estado nao seu altera ou se altera lentamente, tal que:

Ti R Tj, Tjf X Ljg1yeeey Tj N Tjpp—1 (25)

a definicao formal da linha vertical é,

v—1

(1-Ri;-1)(1 —Rijr) [[Rijie=1 (2.6)

k=0

e Linhas curvas: tais linhas ndo possuem inclinacao constante. A forma de tais li-
nhas depende da relacao de tempo local entre trajetorias proximas. Elas podem
representar uma mudanca no sistema.

2.1.4 Medidas de complexidade

Vemos nas segoes anteriores as estruturas formadas nos gréficos de recorréncia. Para
analisar essas estruturas, temos medidas de complexidade, tais medidas sao baseadas
densidade de recorréncia e nas estruturas de linhas dos graficos de recorréncia. Estudos
mostram que essa analise quantitativa de recorréncia é capaz de identificar pontos de
bifurcagao, inclusive pontos de transi¢ao de caos e ordem [6]. A medida mais simples da
andlise quantitativa de recorréncia é a taxa de recorréncia (RR), definida como

RR(c) = ;2 SRy, . (2.7)

4,j=1
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A taxa de recorréncia é a medida de pontos de recorréncia no grafico de recorréncia. Note
que no limite N — 00, a taxa de recorréncia é a probabilidade de um estado voltar a sua
vizinhanga dentro do limite €. Temos também, medidas baseadas nas linhas diagonais
do grafico recorréncia, elas sdo baseadas no histograma P(e,l) de linhas diagonais de
comprimento [, o histograma ¢é definido como

P(e,l) = Z_:l(l —Ri-1;-1(6))(1 = Riyuj(e)) kf[ Riinjri(e) - (2.8)

Processos estocésticos e cadticos, resultam diagonais curtas, ou nenhuma diagonal no gra-
fico de recorréncia, por outro lado, processos deterministicos resultam em longas diagonais
e poucos pontos de recorréncia isolados. Dessa forma, a taxa de pontos de recorréncia
que formam diagonais, de um comprimento minimo /,,;, em relacao a todos os pontos de
recorréncia é dada por

ziil lP( ) '
Tal taxa pode ser interpretada como uma medida de predicabilidade do sistema. Para um
sistema periddico, temos DET = 1 e para um puramente estocastico temos que DET — 0.
Uma linha diagonal de comprimento [ significa que um segmento da trajetoria no espaco
de fase esta mais préoximo de outro segmento durante [ unidades de tempo em um tempo
diferente. Logo, as diagonais estao relacionadas a divergéncia de tais segmentos. O
comprimento médio das linhas diagonais,

Sl i P (1)
Sl P(0)

¢ o tempo médio que dois segmentos da trajetoria ficam préximos um do outro e pode
ser interpretado como o tempo médio de predicabilidade, ainda sobre as linhas diagonais
presentes no grafico de recorréncia, temos a medida da maior diagonal,

DET = (2.9)

L= (2.10)

Limsz = mam([li]f-vzll) (2.11)
e ainda a divergéncia DIV,
1
DIV = 2.12
Lméx ( )

que pode ser utilizada para calcular o maior expoente de Lyapunov do sistema [11].
Podemos também, calcular a entropia de Shannon da frequéncia de distribuicao das linhas
diagonais do grafico,

ENTR = Z p(1) Inp(l) (2.13)
l lmln
onde p(l) = P(1)/>Y, . P(l). A entropia ENT R quantifica a complexidade da estrutura

deterministica do 51stema [11]. Temos ainda uma medida que indica transigoes entre
diferentes estados, onde RR muda mas DFET nao, tal medida é definida como RAT 1O

DET
RATIO = = . 2.14

As medidas apresentadas até agora se baseiam na distribuicdo das linhas diagonais, exis-
tem ainda medidas que se baseiam nas estruturas verticais, como a laminaridade LAM

SN wPy(1)

V=Umin

qu;vzl v P, (1)
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em que P,(l) é nimero de linhas verticais de comprimento v encontradas no gréafico de
recorréncia dado pelo histograma

N v—1
P(U) = Z (]_ — Rz,j)(l — Ri,j+v) H Ri,j—l—k . (216)
i,j=1 k=0

Ainda podemos calcular o comprimento médio das linhas verticais,

o P(V)

V=Umin

(2.17)

chamado de trapping time, que é a estimativa do tempo médio que o sistema pode ficar
preso em um determinado estado. Por tultimo, temos o comprimento da maior linha
vertical, que analogamente a L,,;, ¢ dado por:

Vinae = max([vl]lN:”l) : (2.18)

Na qual N, é o nimero absoluto de linhas verticais. As medidas baseadas em linhas
verticais sao capazes de identificar transi¢coes caos-ordem. Para sistemas peridédicos as
medidas baseadas em linhas verticais sdo iguais a zero.

2.2 Aplicacao ao mapa logistico

Podemos calcular as medidas de complexidade apresentadas na tltima se¢ao ao mapa
logistico estudado no capitulo anterior, dado pela equagao (1.10)

Tpr1 =1x,(1 — ) . (2.19)

Os graficos de recorréncia do mapa logistico foram confeccionados a partir das séries
temporais para os valores de r iguas a 3,679, 3,720, 3,830 e 4,0. Dado o valor do
parametro r, evoluimos o sistema 1000 vezes para eliminar possiveis transientes, entao
evoluimos o sistema mais 1000 vezes. O valor do pardmetro € foi definido como

NN
€= 6J e (x; — ) (2.20)

=1

Os valores obtidos foram utilizados para a confec¢ao dos graficos de recorréncia. A linha
de identidade foi excluida dos graficos de recorréncia uma vez que ela nao interfere nas
andlises. Os resultados obtidos podem ser vistos a seguir.
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2.2.1 Parametro r = 3,679

Quando o pardmetro assume o valor r = 3,679, sabemos ao observar o grafico do
expoente de Lyapunov da Figura 2.1, que sistema evolui de forma cadtica, uma vez o que
o expoente de Lyapunov ¢é positivo para esse valor.

p i muiraill

_0,5 - -

Lyapunov

Lyapunov

1,5 L L L L L L L
36 365 37 375 38 38 39 39 4

r

Figura 2.1: Grafico do expoente de Lyapunov.

Na Figura 2.2 abaixo a série temporal do sistema limitada as 100 primeiras unididades
de tempo, para uma melhor visualizacao.

Xn

o

o
T

0 20 40 60 80 100

Figura 2.2: Série temporal do mapa logistico para r = 3,679.

Nao é possivel identificar nenhum comportamento periédico na série temporal da Fi-
gura 2.2, uma vez que se trata de uma regiao cadtica. Na Figura 2.3, temos o gréafico de
recorréncia para a série temporal mostrada na Figura 2.2, considerando a série temporal
inteira.
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Figura 2.3: Grafico de recorréncia do mapa logistico para r = 3,679.

Podemos observar no grafico de recorréncia 2.3 areas retangulares negras, que sao
aglomerados de linhas verticais e horizontais [6]. Tais estruturas representam estados
laminares, ou seja, estados que ndo mudam ou mudam de forma lenta [7]. Além disso,
vemos bandas brancas ao longo do gréfico, essas estruturas indicam a estados raros ou
fora do normal, que podem ser consequéncia de transicoes.

2.2.2 Parametro r = 3,720

Para r = 3,720 , o mapa logistico evolui de forma cadtica novamente, como podemos
verificar pelo valor do expoente de Lyapunov na Figura 2.1. Ainda, vemos abaixo a série
temporal do sistema limitada as 100 primeiras unididades de tempo, ¢ mostrada na Figura
2.4.
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Figura 2.4: Série temporal do mapa logistico para r = 3, 720.

Como esperado, a série temporal vista na Figura 2.4 nao apresenta nenhuma periodi-

cidade. Com base nos dados dessa série periddica, foi confeccionado o gréfico da Figura
2.5.

Figura 2.5: Grafico de recorréncia do mapa logistico para r = 3, 720.

De forma semelhante ao grafico de recorréncia para r = 3,679, vemos no grafico
da Figura 2.5 aglomerados de linhas verticais e horizontais e bandas brancas. Porém,
vemos que elas sao menos intensas, o que pode indicar menos estados laminares e menos
transicoes de estados.
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2.2.3 Parametro r = 3,830

No caso onde r = 3,830 o sistema evolui de forma peridédica, como podemos ver na
Figura do expoente de Lyapunov (2.1) e na Figura da janela periddica (1.16), ou na série
temporal da Figura 2.6.
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Figura 2.6: Série temporal do mapa logistico para r = 3, 830.

Vemos na Figura 2.6 que o sistema possui um periodo bem definido, nesse caso igual a
3, como esperado. A partir dos dados dessa série foi confeccionado o grafico de recorréncia
mostrado na Figura 2.7.

Figura 2.7: Grafico de recorréncia do mapa logistico para r = 3, 830.
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Diferente dos graficos vistos até agora, o grafico da Figura 2.7 apresenta uma homoge-
neidade, que como visto anteriormente, esta relacionada a estados estacionarios. Vemos
ainda que o grafico é formado por linhas diagonais paralelas a linha de identidade, o que
indica que o sistema é deterministico [6].

2.2.4 Parametro r =4,0

Quando o parametro r é igual a 4, vemos no diagrama de bifurcagoes 1.9 que o sistema
é cadtico e tem acesso a mais valores do que para qualquer outro valor de r, além de
possuir o maior valor para o expoente de Lyapunov, como podemos ver na Figura 2.1.
Na Figura 2.8 temos a série temporal do sistema para esse valor de r, na qual observamos
um comportamento cadtico.
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Figura 2.8: Série temporal do mapa logistico para r = 4, 000.

A partir dessa série temporal foi confeccionado o grafico de recorréncia que vemos a
seguir.
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Figura 2.9: Grafico de recorréncia do mapa logistico para r = 4,000.

Na Figura 2.9 vemos poucas linhas diagonais e verticais, por outro lado, podemos ver
diversos pontos singulares ao lado de linhas diagonais. Tais pontos estao relacionados a
fortes flutuacoes de estados e o fato de estarem ao lado de linhas diagonais indica que o
sistema é caético [6].
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2.2.5 Medidas de complexidade do mapa logistico

Para cada um dos quatro graficos de recorréncia, foram tomadas as suas medidas de
complexidade. Os resultados sao apresentados na Tabela 2.1.

r=3,679]r=3,720]r=3,80]r=4,0
RR 0,128 0,1172 0,3323 0,1247
DET 0,7941 0,7518 1 0,6996
RATIO 6,204 6,414 3,009 5,61
Lnax 36 33 997 15
Lonean 4,327 4,278 500,5 3,071
Lentr 1,947 1,999 5,805 1,434
DIV 0,02778 0,0303 0,0001 0,066
LAM 0,3182 0,08641 0 0,215
LAM/DET | 0,4008 0,1149 0 0,308
Vi 12 9 0 11
Ventr 2,095 1,654 0 1,322
TT 4,862 3,553 0 2,97

Tabela 2.1: Tabela com medidas de complexidade dos graficos de recorréncia.

Como visto anteriormente, os graficos de recorréncia das figuras 2.3 e 2.5 apresentam
estruturas semelhantes. Podemos verificar a partir das medidas referentes a r = 3,679
e r = 3,720 na 2.1, que laminaridade discutida a partir das estruturas de ambos os
graficos é de fato menor para r = 3,720. Ainda, as medidas de DET que esta ligada ao
determinismo do sistema e L., que é ligado ao tempo de predicabilidade do sistema,
também sdo menores para r = 3,720. Vemos na Tabela 2.1 que o grafico de recorréncia
nao apresenta as medidas baseadas em linhas verticais, como o T7T. Tal medida estd
relacionada ao tempo que o sistema permanece em um dado estado. Nesse caso essa
medida nao existe pois o sistema ¢é periddico e oscila entre trés valores diferentes. Podemos
comparar os resultados de r = 4,0 com r = 3,679 e r = 3,720 uma vez que para esses
valores de r o mapa logistico apresenta comportamento cadtico. Comparando os valores
de DET e Lpean, que estao ligados ao determinismo e predicabilidade do sistema, vemos
que quando r = 4,0 tais medidas sao menores, ou seja, o sistema é mais cadtico, como
previsto.
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Conclusoes

Na primeira parte deste trabalho abordamos mapas unidimensionais. Estudamos ini-
cialmente os conceitos de Orbitas e pontos fixos. Que apesar de basicos, se mostram
essenciais na analise dos mapas. Além disso, discutimos as estabilidade dos pontos fixos e
formas de identifica-los em um mapa unidimensional, como por meio de cobwebs. Ainda
no primeiro capitulo, apresentamos o mapa logistico, um mapa proposto por Robert May
como uma ferramenta para o estudo de sistemas nao-lineares. Em um primeiro momento,
estudamos as Orbitas do mapa logistico para diferentes valores do parametro r e, entao,
para uma analise mais abrangente, apresentamos o diagrama de bifurcacoes. A partir do
diagrama de bifurcagoes apresentamos o estudo do o mecanismo que leva o mapa logistico
ao caos, a duplicagdo de periodo, e ainda vimos que esse mecanismo esta ligado a uma
constante universal, a constante de Feigenbaum. O fato da constante de Feigenbaum ser
universal nos diz que esse mecanismo esta presente em mapas com um maximo quadratico.
Em seguida, estudamos o expoente de Lyapunov, que esta relacionado a sensibilidade que
um sistema apresenta as suas condigoes iniciais, onde vimos quais regioes do diagrama de
bifurcacoes sao cadticas. Ainda, estudamos as janelas periddicas que surgem no diagrama
de bifurcacoes, onde vimos que a raiz delas pode ser encontrada estudando os pontos fixos
do mapa. Finalizando o primeiro capitulo, estudamos o péndulo amortecido e forcado,
onde vimos que para certos valores do parametro 7y, que é relacionado a for¢a de impulso,
o péndulo apresenta um diagrama de bifurcagoes semelhante ao do mapa logistico. Na
segunda parte do trabalho estudamos, de forma introdutoéria, os gréaficos de recorréncia,
uma ferramenta numérica que permite analisar sistemas dindmicos a partir da recorrén-
cia dos mesmos. Em um primeiro momento apresentamos as estruturas que surgem nos
graficos de recorréncia e as medidas de complexidade. Em seguida, estudamos os graficos
de recorréncia do mapa logistico para valores distintos do pardmetro r. Analisando as
estruturas formadas nos graficos obtidos e as medidas de complexidade, vemos que os
graficos de recorréncia proporcionam informacgoes de acordo com as analises feitas previa-
mente por outros métodos. Em um trabalho futuro, a confeccao de graficos de recorréncia
para todos so valores de no intervalo aqui estudado pode gerar analises mais completas e
precisas.
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Apéndice A

Diagrama de bifurcacoes

Listing A.1: Programa C++ para diagrama de bifurcagoes

#include <stdio.h>
#include <math.h>
#include <cmath>

#define
#define
#define x_ 4

#define step (a_f—a_ 1)/1000.0
9 #define trans 1000

10 #define N 1000

2.8
4
0.

ST -
O‘?—h"—‘

CO 1O Ul W N

11

12 int main(int argc, char sxargv){
13 int i;

14 double x, a, test;

15 FILE xout;

16 out= fopen ("map.dat", "w');
17

18 for(a= a i; a< a_f; at= step){
19 x= x_0;

20

21 for (i= 0; i< trans; i++){
22 x= axx*x(1—x);

23 }

24 for (i= 0; i< N; i4++){

25

26 x= a*xx*(1—x);

27

28 fprintf (out, "%e %e\n", a, x);
29 }

30 }

31 fclose (out);

32 }
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