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Resumo

As teorias da relatividade especial e geral fazem parte dos pilares do panorama da fisica
atual. Nao ¢ por menos que ha inimeros esfor¢os para a unificagao destas com a mecanica
quantica, pois evidentemente uma descricao da natureza sem uma destas fica incompleta.
Além de todo o seu sucesso empirico estas duas teorias modificaram a fisica como um
todo, dado que iniciaram a sua geometrizacao. Nesta monografia apresentamos o estudo,
com ferramentas da geometria diferencial, para a descricao dos campos gravitacional e
eletromagnético. Primeiramente discutimos topicos de geometria diferencial e formas
diferenciais, feito isso analisamos brevemente as teorias da relatividade especial e geral, por
fim apresentamos uma formulacao do eletromagnetismo compativel com as duas tltimas.

Palavras chave: analise tensorial, geometria diferencial, formas diferenciais, relati-
vidade especial, gravitagao, eletromagnetismo covariante.



Abstract

The theories of special and general relativity are part of the cornerstones of today’s
physics landscape. It is no small matter that there are many efforts to unify them with
quantum mechanics, because evidently a description of nature without one of these is
incomplete. In addition to all their empirical success these two theories modified physics as
a whole, since they began its geometrization. In this monograph we present the study, with
tools of differential geometry, of the description of the gravitational and electromagnetic
fields. Firstly, we discuss topics of differential geometry and differential forms, as we briefly
analyze the theories of special and general relativity, finally we present a formulation of
electromagnetism compatible with the last two.

Keywords: tensor analysis, differential geometry, differential forms, special relativity,
gravitation, covariant electromagnetism.
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Introducao

Os conceitos de tempo e espaco absolutos foram introduzidos por Sir Isaac Newton
(1643-1727) em seu Principia em 1687 e perduraram na fisica até o século XIX, os quais
foram abalados pelo desenvolvimento da eletrodindmica classica. As questoes da nao
existéncia de um meio propagador de ondas eletromagnéticas e da incompatibilidade das
equagoes de Maxwell com a mecanica classica culminaram na formulagao da relatividade
especial.

Esta teoria procurou formular as leis da fisica de tal maneira que sejam covariantes por
transformacoes entre referenciais inerciais. Sendo assim no seu desenvolvimento tomou-
se como guia dois principios fundamentais: a invariancia das leis fisicas em referenciais
inerciais e a constancia da velocidade da luz no vacuo. Como consequéncia disto, temos a
unificacdo do espago e tempo em uma entidade denominada espaco-tempo, introducao do
formalismo tensorial e da ideia de métrica na fisica, transformacoes de Lorentz, dilatagao
do tempo, unificagao da eletricidade e magnetismo no tensor eletromagnético, entre outros.
Apesar do rompimento com os postulados fundamentais da mecanica classica, muitos
conceitos foram reaproveitados, em especifico as formulagoes hamiltoniana e lagrangiana.

A teoria da relatividade especial é uma das ideias mais testadas e comprovadas da
histéria da Fisica. Portanto, multiplos esforcos foram feitos para unifica-la com a mecanica
quantica e generaliza-la para conter a gravitagao, resultando, respectivamente, na teoria
quantica de campos e na teoria da relatividade geral, sendo estas os pilares da fisica
moderna. Nesta tltima, a gravidade é uma forga inercial gerada pela curvatura do espaco-
tempo. Agora este deixou de ser um pano de fundo para os eventos fisicos para se tornar
parte destes. Além disso, as leis da fisica eram invariantes por quaisquer transformacoes
de coordenadas. Com estas teorias ja formuladas, restava-se naquele momento unifica-las
com as outras, a primeira delas foi o eletromagnetismo.

Na presente monografia mostraremos um breve estudo da relatividade especial e geral,
além da descri¢ao do eletromagnetismo nestas teorias, com o uso de geometria diferencial.
Desta forma dividimos o trabalho em quatro partes. Nos dois primeiros capitulos apresen-
tamos, respectivamente, o formalismo da geometria diferencial e das formas diferenciais.
No Capitulo 3 descrevemos as teorias da relatividade especial e geral. Ja no Capitulo 4
apresentamos uma descricao do eletromagnetismo covariante, sendo a covariancia tanto
restrita como geral. Por fim, encerramos mostrando algumas conclusoes sobre os topicos
abordados.

“A mathematician is a machine for turning coffee into theorems.”

Rényi, Alfréd.



Convencoes e Notacoes

R é a reta e R™ o espaco real n-dimensional;

Diremos que o conjunto/elemento A pertence B e nao pertence a B, respectiva-
mente, por A € Be A¢ B;

Diremos que o conjunto A estd contido em B e nao esta contido em B, respectiva-
mente, por AC Be A{ B;

P(A) é o conjunto poténcia de A, isto é, P(A) = {X; X C A},

AU B representa a uniao dos conjuntos A e B;

AN B representa a intersecdo dos conjuntos A e B;

A — B representa o conjunto diferenga, isto é, A— B ={z;x € Aex ¢ B};

A x B representa o produto cartesiano, isto é, A x B = {(z,y);x € Aey € B};

Nos Capitulos 1 e 2 utilizaremos indices com caracteres latinos e gregos indiscrimi-
nadamente, dado que a analise ¢é realizada sobre espagos vetoriais quaisquer, todavia
nos Capitulos 3 e 4 os indices latinos serdo somados somente no espago e os gregos
no espaco-tempo;

No presente texto adota-se o tensor de Riemann, R, com a seguinte convenc¢ao de
sinal:
R(u,v)w = =V, V,w + V,V,w + V[, ,w;

Convencionamos a métrica de Lorentz em uma base ortonormal como

-1 0 0 0

o 100
(nuu)_ 0 010
0 001



Capitulo 1

Topicos de Topologia, Analise
Tensorial e Variedades Diferenciaveis

Ao decorrer do texto usaremos muitas ferramentas da andlise tensorial e geometria
diferencial, consequentemente, neste capitulo, desenvolveremos um pouco sobre estes as-
suntos de uma percepcao matematica. Comegaremos discutindo, na Secao 1.1, espacos
topologicos, dado que estes sao de fundamental importancia para a construcao de abertos
em uma variedade, definicao de subvariedade e integracao em variedades. Na Secao 1.2
veremos tensores em um espaco vetorial qualquer, para entao analisar os casos de interesse
que sao campos tensoriais em variedades.

Comecaremos na Se¢ao 1.3 o estudo de variedades diferencidveis, espacos tangente e
cotangentes, subvariedades, campos de vetores, fibrados tangente e cotangente, fibrados
tensoriais. Além disso, definiremos o tensor métrico e o isomorfismo musical. Dada entao
a estrutura basica de variedades, na Se¢ao 1.4, apresentamos como construir um operador
derivativo que denominaremos de conexao. Introduziremos entao a derivada covariante e
veremos como encontrar a Unica conexao que é livre de torcao e que é compativel com a
métrica, ou seja,definiremos a conexao de Levi-Civita.

Na Secao 1.5 introduziremos curvatura riemanniana, Ricci e escalar. Feito isso, cons-
truiremos um tensor solenoidal da curvatura de Ricci, o tensor de Einstein, sendo este
fundamental nas equagoes de campo. Além disso, mostraremos como calcular o tensor de
Riemann em uma base ortonormal em termos dos coeficientes de rotacao de Ricci.

Por fim, na Secao 1.6 discutiremos geodésicas, desvio geodésico e como utiliza-las
para construir um sistema de coordenadas localmente euclidiano, ou seja, as coordenadas
normais de Riemann.

1.1 Topologia

A topologia é ubiqua em toda a matematica, pois serve de base a varios ramos desta,
como, por exemplo, geometria diferencial, analise, algebra, entre outros. E dificil definir
exatamente um propésito para esta, todavia pode-se pensar nesta como a maneira mais
geral de se construir uma estrutura de abertos e continuidade em um espago qualquer.
Esta teoria tem dois elementos bésicos: espagos topologicos e homeomorfismos.



1.1.1 Espacos Topolégicos

Espacos topoldgicos sao conjuntos com uma estrutura de abertos dada nestes. Mais
precisamente [1,2]:

Defini¢ao 1.1.1. Um espago topoldgico (X, T) consiste em um conjunto X e uma classe
de subconjuntos de X denotada por T, tal que os elementos desta gozam das sequintes
propriedades:

i. A uniao arbitrdria de quaisquer elementos de T estd nesta classe;
1. A intersecdo finita de elementos de T estd na classe;
iii. X,0 erT.

A classe 7 é denominada topologia de X e os elementos de 7 sdo denominados abertos.
O interessante desta estrutura é que temos uma definicao de abertos sem sequer falarmos
do conceito de distdncia e mesmo assim esta definicio de abertos satisfaz as mesmas
propriedades daqueles definidos no contexto da andlise na reta [3]. Um conjunto pode ter
diferentes topologias, como veremos nos exemplos a seguir.

Exemplo 1.1.1. Seja 7 = P(X), em que P(X) é o conjunto poténcia de X. E trivial
provar que T satisfaz a definicao e portanto € uma topologia de X. FEsta é denominada
topologia discreta.

Exemplo 1.1.2. Seja 7 = {X, (}. E ficil verificar que T € uma topologia de X, sendo
esta chamada de topologia trivial ou indiscreta.

Exemplo 1.1.3. Sejam X = R" e 7 a unido arbitrdaria de todas as bolas abertas de raio
r e centro y € R", definidas como

Bi(y) ={z e R"; [z —y| <r}.

Entdo T é uma topologia de R™. Para provar que a classe dada satisfaz os axiomas dados,
basta usar propriedades bdsicas de bolas abertas [3]. Esta é denominada topologia usual
do R".

Assim como temos subespagos vetoriais, subgrupos, podemos ter espacgos topologi-
cos imersos em outros e com isso construir uma topologia denominada induzida ou do
subespago. Mais precisamente temos que [1,2]:

Defini¢ao 1.1.2. Seja (X, 7) um espago topologico e A C X. A topologia induzida ou
relativa, o, de A €

a={ANC|C e 1}.
Entao (A, ) é um espago topologico.

Com isso podemos construir uma topologia em qualquer subconjunto de X. Em
especifico considere a topologia usual do R", assim da Defini¢ao 1.1.2 temos que R™, com
m < n, ja possui o automaticamente definida e além disso essa ¢ igual a topologia usual
do R™.

Outra maneira de construir espagos topoldgicos por meio de exemplos conhecidos é
pelo produto cartesiano [1,2].



Defini¢ao 1.1.3. Sejam (X1, ) e (Xa, ) espagos topoldgicos. Definamos T por
T={AXB|A€n e Bemn}.
Entdao T ¢ uma topologia de X1 x Xy denominada topologia produto.

Portanto, dada a topologia usual em R podemos definir a de R™. Para isso basta
utilizar a topologia produto n vezes.

1.1.2 Espacos Métricos e Topologia da Métrica

Em certos tipos de espacos podemos medir distancias, estes sdo denominados espagos
métricos. Temos que [4]:

Definig¢ao 1.1.4. Uma métrica d em um conjunto A é um funcio d : A x A — R que
goza das sequintes propriedades

i. d(z,z) = 0;
it. Se x #y entdo d(z,y) > 0;
it d(z,y) = d(y,x);
. d(x,y) <d(z,z)+d(z,y).
Sendo assim, o par (A,d) é denominado espago métrico.

Claramente estas propriedades satisfazem as caracteristicas intuitivas que damos ao
conceito de distancia. Temos que as duas primeiras garantem a nao-degenerescéncia da
métrica, 7.e., a distancia entre dois elementos é positiva ou nula, e além disso é nula se,
e somente se, estes sdo iguais. Vérios espagos nao cumprem (i) e (ii), e.g., o espago de
Minkowski que serd explicitado no Capitulo 3. A condigao (iv) é denominada desigualdade
triangular, intuitivamente esta nos diz que a soma de dois lados de um triangulo é sempre
maior que o outro.

Com d podemos definir de maneira geral uma bola aberta em um espago métrico
(A,d), temos:

B.(y) ={z € 4; d(z,y) <r}.

A seguir, temos exemplos de como imbuir um espago com diferentes métricas e as suas
respectivas bolas abertas.

Exemplo 1.1.4. Consideremos o A = R". Sejam x,y € R", a métrica l, é definida por
meio da sequinte relacdo:

d(z,y) = (Z |z — Z/j|p>
j=1
Para p = 2 temos a norma euclidiana usual do R™ e no limite p — oo obtém-se

d(x>y) = maX(’fEl - yl‘a ce0y |xn - yn’)

Na Figura 1.1 temos grdficos de bolas abertas caracteristicas para certos valores de p.



(a)p=1 (b)p=2 (c) p=o0

Figura 1.1: Bolas abertas, respectivamente, para [y, l5 e [.

Exemplo 1.1.5. Podemos definir métricas até em espacos mais abstratos, e.g., o espago
das fungoes integraveis e definidas em [a,b] C R. Neste, uma possivel métrica é dada por

d(f.9) = [ 1(x) ~ g(a)lda.

Podemos construir uma topologia em um espago métrico que é analoga a topologia
usual do R™. Sendo assim tem-se que [4]:

Defini¢ao 1.1.5. Seja (A, d) um espago métrico, a topologia métrica, denotada por T,
de A € composto por todo conjunto de A que é a uniao arbitrdaria de bolas abertas, sendo
assim (A, T) formam um espago topoldgico.

Existem diversas maneiras de se classificar um espaco topolégico. Contudo, aqui
utilizaremos a denominada espaco T ou de Hausdorff [1,2]:

Definigao 1.1.6. Um espago topoldgico (X, 1) é dito de Hausdorff se para todo p1,ps € X
existem abertos Oy, , 0,, € T, tais que p1 € Op, e pa € O, com

Opl N Opz = 0.

Isto é, um espago topoldgico é Ty se neste existem dois pontos distintos que podem ser
separados por abertos disjuntos. Intuitivamente é dificil pensar em um espaco que nao
seja Ty, contudo varios nao cumprem esta condi¢ao, em especial o espago de Minkowski.
Claramente um espag¢o métrico, com a topologia usual, é de Hausdorff, o que é dado pelo
teorema a seguir [1,2].

Teorema 1.1.1. Sejam M um espago métrico e T a sua topologia usual. Entao (M,d) é
um espaco de Hausdorff.

1.1.3 Continuidade e Compacticidade

Como dito anteriormente uma das nogoes basicas em topologia é a de continuidade.
Consequentemente definamos esta:

Defini¢ao 1.1.7. Sejam (X, 1) e (Y, 72) espagos topoldgicos e f : X — Y. A aplicagio
[ € dita continua se dado um aberto A C'Y temos que f~'(A) é um aberto de X.

Logo, uma funcao é continua se a imagem inversa de um aberto é também um aberto.
Pode-se questionar qual a rela¢do entre o conceito de continuidade analitica (definigao
usando intervalos) e a topoldgica, na realidade é possivel provar que as duas defini¢oes
sdo equivalentes [3]. Um tipo de aplicagdo continua de relevancia é o homeomorfismo.

6



Defini¢ao 1.1.8. Sejam (X, 1) e (Y, ) espacos topologicos e f : X — Y um mapa
invertivel. A aplicacdo f é dita um homeomorfismo caso f e f~' sejam continuas.

A importancia deste conceito consiste no fato de que varias caracteristicas topologicas
passam de um espago para o outro por meio de homeomorfismos, como veremos a seguir.
Um exemplo particular de homeomorfismo é o difeomorfismo, sendo estes uma ideia central
na geometria diferencial [5].

Defini¢ao 1.1.9. Sejam (X, 1) e (Y, 72) espacos topologicos e f : X — Y um mapa
invertivel. A aplicacio f € dita um difeomorfismo caso f e f=% sejam diferencidveis.

Para finalizar vamos discutir mais alguns conceitos topoldgicos, em especial conjuntos
fechados e compacticidade. Um conjunto fechado em um espaco topoldgico é definido
como:

Defini¢ao 1.1.10. Seja (X, 7) um espago topoldgico. Entdo um conjunto A C X € dito
fechado se X — A ¢é aberto.

Sendo assim, temos que um conjunto pode ser fechado, aberto, os dois ou ainda ne-
nhum, e.g., a unidao de uma bola aberta e outra fechada, sendo estas disjuntas, é semi-
aberta ou semi-fechada. Por outro lado, R e (), em anélise, sao abertos e fechados ao
mesmo tempo [3]. Por meio das relagoes de Morgan temos o seguinte lema [6]:

Lema 1.1.1. Seja {A;} uma familia de fechados em um espago topoldgico (X, 7). Sendo
assim temos que esta goza das sequintes propriedades:

i. A intersecao arbitraria de A; € fechada,
it. A unido finita de A; € fechada.

Exemplos nos quais a uniao infinita de fechados nao é necessariamente fechada podem
ser encontrados na ref. [3]. Da Defini¢ao 1.1.10 conclui-se que um conjunto é aberto se, e
somente se, seu complementar for fechado. Temos também a noc¢ao de conexidade.

Definigao 1.1.11. Seja (X, 7) um espago topolégico. Temos que X € dito conezxo se os
inicos conjuntos abertos e fechados, ao mesmo tempo, deste sio X e ().

Sendo assim, intuitivamente, um conjunto conexo é aquele que nao pode ser separado
em abertos disjuntos, isto é, em partes. Em andlise um conjunto é conexo se, e somente
se, admite cisdo trivial, ezempli gratia, o R e () [3].

Podemos também fechar um conjunto, isto é:

Definigao 1.1.12. Seja (X, 7) um espago topolégico. O fecho de um conjunto A C X,
denotado por A, é a intersecio de todo fechado em X que contém A.

Por definicao temos que o fecho é fechado e que um conjunto A é fechado se, e somente
se, A= A. Ja o interior de um conjunto é definido como:

Definigao 1.1.13. Seja (X, 7) um espago topologico. O interior de um conjunto A C X,
denotado por int(A), € a unido de todo aberto em X que estd contido em A.



Conclui-se entao que A é aberto se, e somente se, A = int(A), além disso o interior de
um conjunto é, por definicao, aberto. A fronteira de A, aqui denotada por 0A, é definida
como

0A = A — int(A).

Podemos também estudar compacticidade em topologia. Porém, primeiro definamos
cobertura.

Defini¢ao 1.1.14. Sejam (X, 7) um espago topologico, A C X e {On} uma familia de
abertos de 7, tal que A C U,O,,. Entio {O,} é uma cobertura, ou cobertura aberta, de A.

Com isto definimos um conjunto compacto como:

Definigao 1.1.15. Sejam (X, 7) um espago topolégico e A C X. Entao A é dito compacto
se admite subcobertura finita.

Estes gozam de uma série de teoremas conhecidos. Em especial destacam-se que
a compacticidade é preservada por homeomorfismo, o teorema de Heine-Borel e o que
afirma que o espago produto de compactos é compacto [1,2].

1.2 Analise Tensorial

Com o inicio da geometria diferencial moderna precisou-se desenvolver um conceito
matematico para descrevé-la, este tinha que ser independente do sistema de coordenadas.
Foi com essas ideias em mente que G. Ricci-Curbastro (1853-1925), T. Levi-Civita (1873-
1941) e A. Einstein (1879-1955) desenvolveram o calculo tensorial no século XIX. Além
disso, este conceito matematico é de essencial importancia na Fisica para a construcao
de uma teoria que satisfaca o principio da covaridncia geral, ou mesmo a covariancia
restrita [7].

1.2.1 Tensores

Seja V um espago vetorial de dimensdo n. Entdo definamos [§]:

Definicao 1.2.1. Um funcional linear ou vetor dual de V é uma transformacao linear
de Vem R, isto €, T : V — R. O conjunto de todos os funcionais lineares é um espagco
vetorial, sendo este denominado de espaco dual de V e denotado por V*.

Da mesma maneira que se definiu V* podemos definir V** que sera o espago bi-dual
de V, isto é, o conjunto de todas as transformacdes lineares do tipo T : V* — R.

Todo espago vetorial e o seu dual sdo isomorfos. Para provar isso basta construir uma
base em V*. Seja {vi,...,v,} uma base de V, podemos definir v** € V* por meio da
seguinte relacao’

v (v;) =4, (1.1)

Em que 5ij é o delta de Kronecker. Pode-se provar que {v*', v*? ..., v*"} é um conjunto

linearmente independente e que gera V*. Consequentemente esta é base de V* e é chamada
de base dual de {vy,...,v,}. Portanto V* tem a mesma dimensao de V', sendo assim sdo
isomorfos. Analogamente, podemos obter que V** e V sdo também isomorfos.

IExistem outras maneiras de se construir esta base, exempli gratia, em variedades utiliza-se o isomor-
fismo musical.



No presente texto representaremos uma base em V por indices inferiores de maneira
que um vetor w € V seja dado por

n
w = Z whv,.
pn=1

Em que w" sdo as componentes de w na base {v,}. Logo, podemos utilizar a notacao
de Einstein, na qual se realizarmos uma soma sobre um indice inferior e outro superior
podemos ocultar o simbolo do somatério. Ou seja, w é escrito como

— P
w = w'v,,

portanto o vetor dual de w é dado por:

w* = w, v,
sendo que as componentes w,, de w* sao dadas por meio da Equacao (1.1). Denomina-
remos os vetores de V', com indice superior, de contravariantes e os de V*, com indice
inferior, de covariantes.
Definamos agora uma generalizacao da ideia de transformacao linear: os mapas mul-
tilineares.

Definic¢ao 1.2.2. Seja {V4, ..., V.} uma familia de espagos vetoriais. Uma aplica¢io mul-
tilinear, neste caso r-linear, T : Vi X --- x V., — R é um mapa que goza da sequinte
propriedade

T(uy,...,qwy + ws, ..., u,) = aT(uy, ..., wq, ..., u,) + T(uy, ..., wo, ..., u,).
Para todo u; € V; e a € R.

Logo, uma transformacao multilinear é um mapa linear em cada uma das suas varia-
veis, e com isso pode-se definir um tensor:

Definicao 1.2.3. Sejam V um espago vetorial e V* o seu dual. Um tensor T do tipo
(k,1) sobre V é um mapa multilinear definido por T : (V*)* x VI — R. O conjunto de
todos os tensores do tipo (k,l) sobre V' é o conjunto T (k,).

De maneira usual podemos definir soma e produto por escalar de tensores. Sejam
T\, T, € T(k,1) entao

(Th + Tp) (v, ..., w",u, ..., t) = Ty (v, ..., w", u, ..., t)

(oTh)(v*, ..., w* u, ... t) = Ty (v, ..., w", u, ..., t).
Portanto T (k,l), é um espago vetorial. A seguir temos alguns exemplos de tensores.
Exemplo 1.2.1. Um vetor dual, v : V. — R, é um tensor do tipo (0,1). Jd um vetor
bi-dual, w : V** — R, é um tensor do tipo (1,0). Logo V* = T(0,1) e V** = T(1,0).

A sequir usaremos estes para construir uma base para T (k,l). Pode-se ainda identificar
T(0,0) com o conjunto dos campos escalares f : R — R.

Exemplo 1.2.2. Seja V' um espago vetorial com um produto interno, g : V x V — R,
definido neste. Temos que este goza das sequintes propriedades:



. g

(
ii. glv+w,u)=gv,u)+g(w,u);
iii. g(

(

. g(v,v) > 0;
v. g(v,v) =0 se, e somente se, v = 0.

Logo da bilinearidade de g, propriedade (ii) em conjunto com a (iii), seque que este é um
tensor do tipo (0,2).

1.2.2 Operagoes Tensoriais

Temos algumas operagoes de interesse com tensores: contragao, produto tensorial,
simetrizacao, anti-simetrizacdo, derivacdo e produto exterior. Com excecao das duas
ultimas, que necessitam de uma estrutura de variedades, as demais podem ser definidas
em um espaco vetorial qualquer. Vejamos primeiramente a contragao.

Definigao 1.2.4. Sejam {v;} uma base de V' e {w'} a base dual correspondente, em que
V' é um espago vetorial n-dimensional. Dados i,j naturais, com 1 <1< kel <j <,
uma contragio é um mapa Trq ) T (k1) = T (k —1,1 = 1) definido por

Trpn(T)=> T(..,w’, ..., 05,...),

em que a soma € efetuada, respectivamente, na i-ésima entrada de vetores duais e na
j-€ésima dos vetores contravariantes.

Portanto, a contracao leva um tensor (k,[) em um do tipo (k— 1,1 —1). J& o produto
tensorial é definido como:

Definicao 1.2.5. Sejam T € T (k,l) e T' € T(K',l'). O produto tensorial de T com T",
denotado por T @ T', é um tensor do tipo (k+ k'l +1") e é definido por

T T (w?, .. w wy, . wyy) =T, . w* w, .. w)
T/(’U,*kJrl, ey ’U/*kJrk/, Wity .-y wl+l/).

Consequentemente o produto tensorial leva dois tensores (k,) e (k',1') em um terceiro
do tipo (k+ k', 1 +1"). O interessante é que podemos definir produto tensorial até entre
espacos vetoriais, algo usado na teoria formal da adigdo do momento angular em mecanica
quéntica [9].

Do produto tensorial podemos construir um tensor do tipo (k,[) somente com vetores
contravariante e covariantes. Como V** é isomorfo a V', pode-se identificar V' com 7 (1, 0).
Logo, partindo de uma base em V dada por {v;} e a base dual correspondente {w’} pode-
se construir o tensor

vy, ®"'®’U#k®wal R QwM,

que ¢ do tipo (k,[). Além disso, tem-se que o conjunto {v,, ®-- - v, QWM ® - - @w™}
forma uma base em T (k,l). Por multilinearidade dados quaisquer uw; € V, ¢ € V* e
T € T (k,1) tem-se que

T(ql, e 7qk7u17 e 7ul) — q,llLl Ce q/]jkutlll .. .u?‘lT(wlu‘l’ e 7w:u‘k7va17 v 7rval).
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Em que T'(w*, -, w"*, vy, -+ ,Vs,) sdo as componentes de T na base {v,, ® --- ®
vy, QWM ® - @ w™}, para simplificar a notagao coloquemos que

125 Kk - — TH1 P
T(w ) , W, Ve ) val) =T ar-ap”

Consequentemente para todo T € T (k, [) existe uma tinica lista de coeficientes, {7+ 1,
tal que
— K1 Mk ... aq .. g
T =TM"" U, @ @v, QW - @ w.

Caso a dimensao de V seja n, tem-se que o niumero de componentes independentes do
tensor é n**! isto ¢, dim T (k,l) = n**!. Em analogia aos vetores de V e V*, os indices
(i sdo os contravariantes e «; os covariantes. O rank ou ordem de um tensor é o nimero
de indices destes, neste caso o rank é k 4+ [.

Em termos das componentes, a contracao e o produto tensorial sao dados por

. 1 o —1 LT
(TripT) =T

a1y q Qo)

AV — THLHE k1 gy
(T ® T ) Qp-Qppr T T a1~--alT iyt

Note que as operacoes dadas nao sao escritas em nenhuma base especial, ou seja, as

defini¢bes dadas sao validas em qualquer sistema de coordenadas. A seguir, temos como
exemplo de um tensor em termos das suas componentes o tensor de Levi-Civita.

Exemplo 1.2.3. Seja M(n x n) o espago das matrizes quadradas reais de ordem n.
Consideremos cada linha da matriz como um vetor em R"™, assim o determinante pode ser
visto como um tensor € : (R™)" — R, isto €, um tensor do tipo (0,n). Em que:

det(A) = €(vy, ..., vy,),

tal que v; é a j-ésima linha da matriz A € M(n x n). Em termos de suas componentes
temos que
_ H1 %51
€V, , V) = €upop, U] - URL

Em termos de uma base ortonormal e positiva temos que €., = €y s €M QUE Epycp,
¢ o simbolo de Levi-Civita, sendo este definido por

S = (~D),

sendo N o nimero de permutagoes de (1,2,3,- - ,n) necessdrias para se obter (py, -+ , fin)
€ €yypn, = 0 caso haja indices repetidos. Devido a esta anti-simetria temos que det(A)
possui somente n! termos distintos. O determinante também ¢é denominado tensor de
Levi-Civita, a expressao para este em uma base qualquer serd deduzida no Capitulo 2,
Secao 2.2.

Fisicamente define-se um tensor como todo objeto de varios indices que se transforma
como um vetor. Vejamos entdo a mudanga de base em tensores. Seja A uma matriz de
mudanca de base em um espago vetorial V', temos as seguintes relacoes para todo u € V'
eqeV”

W= A e g =A%

Dada as bases {v,} de V e {w"} de V*, as novas bases, obtidas por meio das relagoes

acima, sao {v,} e {w™}. Sendo assim, um tensor T do tipo (k,l) na nova base ¢

/ JLL - / / / /
m=1" uka1---azvﬂl®.“®'v#k®wal®”.®wal'
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Usando as transformacoes de mudanca de base e a definicao das componentes de T temos
que

/
UBRETA COAME U AP AP AP e
T ooy = N AN o A a;T (1.2)

p1pL”

Que ¢ a definicao fisica de tensores, portanto esta e a defini¢ao algébrica dada previamente
sao andlogas. A Equacado (1.2) é denominada Lei de Transformagdo dos Tensores. Para

que uma aplicacao TH " #* La, SEJa UM tensor é necessario que satisfaca esta regra.

1.2.3 Simetrias

Para finalizar tensores discutiremos a simetrizacao destes. Consideremos primeira-
mente um tensor T do tipo (0, 2), isto é, um tensor totalmente contravariante de rank 2.
Podemos construir dois tensores a partir deste:

Tho + T
j(ua) = £ 9 N;

T — 1o
l[uoc] — %

O tensor T, ¢ simétrico, isto ¢, qualquer troca nos seus indices nao altera o valor da
componente. Contudo, T}, € anti-simétrico, i.e., trocando os seus indices invertemos o
sinal da componente. Sendo assim temos que todo tensor do tipo (0,2) pode ser escrito
como uma soma de um tensor simétrico com outro anti-simétrico?, neste caso,

Tha = Tpa) + Tiap)-

Podemos generalizar esta nogao de simetria para tensores de ranks superiores. Consi-
deremos agora um tensor T € T (0,p). Sendo assim definamos dois tensores

ST,
- Ho(1) /'Lcr(p).

Tpiyoopsy) = ;

p!

22 Ehoa)y i Loy ot
p!

Em que as somas s@o realizadas sob todas as permutagoes o da lista (p1,- -, f1,). Temos
que T{y,...u,) € um tensor totalmente simétrico, sendo assim qualquer troca nos indices nao
altera o valor da componente. Todavia Tj,,...,,) ¢ um tensor totalmente anti-simétrico, pois
uma permutacao par dos seus indices nao troca o sinal da componente, porém uma per-
mutacao impar o faz. Como dito no Exemplo 1.2.3, um tensor totalmente anti-simétrico
do tipo (0, p) possui p! componentes distintas em médulo. O tensor T, ..., ¢ denominado
tensor alternado de T, sendo este denotado por Alt(T).

Quando indices de um tensor tiverem entre parénteses temos que este é totalmente
simétrico nestes indices, caso estejam entre colchetes entao o tensor é totalmente anti-
simétrico nestes. As vezes nao ha um sé tipo de simetria em um dado tensor. Por

exemplo, o tensor T(MWZ)M[M”S]“6 ¢ anti-simétrico em relacao a juy e s e simétrico em i
€ 2.

Tipsypip) =

2Fato este que ndo é generalizdvel para tensores de ranks superiores, dado que a simetrizacdo e anti-
simetrizagdo ndo contém toda a informacao do tensor.
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1.3 Geometria Diferencial

A geometria iniciou-se na Grécia antiga com o estudo de figuras planas, porém esta
baseava-se fortemente em construgoes geométricas. Todavia nos séculos XVIII e XIX,
com o advento do célculo infinitesimal, floresceu a geometria diferencial na sua forma
moderna, entre os seus pioneiros estavam Gaspard Monge (1746-1818), este considerado
o pai da area [7]. O ponto méaximo foi atingido por Carl Friedrich Gauss (1777-1855) com
o seu trabalho em superficies [10].

Entretanto, na geometria classica, quando se define uma superficie geralmente supoe-
se a existéncia de uma espaco de dimensao superior, R", no qual ela estd imersa. Logo
buscou-se uma maneira de definir superficies, ou mesmo entes de dimensao maior, sem
a necessidade do espago exterior ou ainda de um sistema de coordenadas fixo, como por

exemplo o cartesiano. Neste contexto surgiu a geometria riemanniana, que iniciou-se com
Bernhard Riemann (1826-1866) [11].

1.3.1 Variedades Diferenciaveis

As variedades diferenciaveis sao basicamente uma maneira de se definir conjuntos que
sejam localmente semelhantes ao espaco euclidiano usual, contudo sejam distintos deste
globalmente [5]. Temos entao que

Definicao 1.3.1. Uma variedade diferencidvel de dimensao n é um conjunto M e uma
familia de mapas injetivos ¥, : U, — M, nos quais U, € um aberto de R™ dada a topologia
usual, que satisfazem as sequintes condigcoes

. ana(Ua) = M;

i. Para todo par o, tal que ¥o,(Us) N, (U,) = W # 0, os conjuntos 1,

o (W) e
P, (W) sio abertos em R™ e o mapa ;" oapy é C®;

iii. A familia {(Ua, %a)} € mazimal relativa as condigoes (i) e (i1).

Dado p € M, o mapa v, : U, — M, com p € ¥,(U,), é denominado parametrizacao
ou sistema de coordenadas de M no ponto p e ¥,(U,) de vizinhanga coordenada. Da
Definigao 1.3.1 temos que {(U,,%,)} induz uma estrutura diferencidvel e, além disso,
topoldgica em M. No caso n = 2 obtém-se o caso particular de superficies. A terceira
propriedade esta ali puramente por razoes técnicas, pois assim incluimos todos os mapas
que dao origem a mesma variedade em M, e podemos retird-la que nao havera muita
alteragdo na definicao dada.

A propriedade (i7) expressa que a mudanga de coordenadas é diferencidvel. O interes-
sante é que no caso de superficies no R?® podemos deixar de defini-la, contudo supde-se
entdo que 1, é um difeomorfismo, e entdo podemos obté-la como um teorema [12]. No
presente texto consideraremos somente variedades diferenciaveis que sao espagos de Haus-
dorff e para-compactas, pois nestas podemos definir uma métrica em M [13]. A seguir
temos exemplos de variedades.

Exemplo 1.3.1. Ezistem variedades com somente uma parametrizagdo, neste caso dize-
mos que o sistema de coordenadas é global. O exemplo mais trivial é o R™. Para verificar
isto basta utilizar o mapa identidade v : R™ — R", pois este satisfaz as propriedades
(1) — (11). Além disso, temos que todo aberto de R™ também € uma variedade diferencid-
vel.
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Exemplo 1.3.2. Sejam M e M’ variedades com as suas respectivas estruturas diferen-
ciaqveis {(Uy, ¥a)} e {(U.,4.)}. Entao M x M' é uma variedade, para isso basta utilizar

a familia {(Uy x UL, (Yo, )}

Dadas duas variedades M e M’ podemos definir uma aplicacdo entre elas f : M — M’.
Contudo, pode-se questionar que caso f seja diferenciavel em uma parametrizacao de M
se esta continua diferenciavel em outro sistema de coordenadas. Para contornar este
problema temos a seguinte definicao:

Definicao 1.3.2. Sejam M e M’ duas variedades, com as respectivas estruturas diferen-
cidqveis {(Ua, ¥a)} e {(UL, )}, e f: M — M'. Entdo, f é dita diferencidvel se para
todos 0s v, 8 temos que Pt o f oaps € diferencidvel.

O conjunto de todas as funcoes diferenciaveis definidas em M com contradominio em R,
também denominadas campos escalares, sera denotado por F. Exemplos importantes sao
difeomorfismos entre variedades, mais especificamente isometrias e aplica¢des conformes.

Uma variedade diferenciavel nao possui necessariamente a estrutura de um espaco
vetorial, logo o conceito de vetor em M nao ¢ trivial de ser dado. Todavia pode-se
pensar nestes como deslocamentos infinitesimais em um espaco tangente. Porém, antes
de entrarmos em detalhes analisemos a derivada direcional no R". Esta pode ser definida
como a projecao do gradiente de um campo escalar f na direcao de um vetor v € R", ou

seja 5
Df,(Xo) = v’faafk(xo).

Consequentemente poderiamos definir um operador derivativo ao longo de v por meio da
seguinte relagao:

0
ok
Dv =7 @ (13)
Portanto, em uma variedade, considera-se que um vetor tangente ¢ uma derivada
direcional de um campo escalar definido na variedade, o que é andlogo a Equagao 1.3.

Consequentemente define-se [13]:

Definicao 1.3.3. Seja M uma variedade diferencidvel e p € M. Um vetor tangente v
a M no ponto p € um mapa v : F — R que € linear e goza da regra de Leibniz, isto €,
dados f,g € F e a,b € R temos

i. v(af +g) = av(f) +v(g);
ii. v(fg) = fv(g) +gv(f).

Das propriedades acima temos que sendo h uma constante, entao v(h) = 0. Denota-se
por T,M o conjunto de todos os vetores tangentes a variedade no ponto p e este denomina-
se espago tangente. Sejam vy, v, € T,M e a € R, pode-se definir as seguintes operagoes:

(01 +v2)(f) = va(f) + va(f);
(av)(f) = avi(f).

Logo T,M ¢é um espaco vetorial e além disso com a mesma dimensao de M. Para
provar a ultima afirmacao basta construir uma base em 7, M. Definamos uma curva na
variedade como uma aplicacao 7 : (—e¢,€) — M que é diferenciavel. Temos que a derivada
de f € F ao longo da curva v é

d(f(y)) _dy" Of
dt  dt Oxz+
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Em analogia com a Equacao 1.3 temos que o vetor tangente a curva, denotado por v é
definido por

O que nos dé a seguinte equacgao
v =0"0,.
Em que 0, ¢é a derivada parcial em relacdo a z#. Portanto, uma base natural em T,M é

{0,} e esta possui n elementos. Uma representagao da ideia aqui utilizada esté expressa
na Figura 1.2.

Figura 1.2: Representacao pictérica do espaco tangente a uma variedade M em um ponto
xr € M e o vetor tangente a uma curva ~y [14].

Da equagao anterior obtém-se que mudando a parametrizagdo de M o vetor tangente
nas novas coordenadas é dado por meio da seguinte transformacao tensorial

I
oz

I
vt = ve.
ox®

Denomina-se o dual de T}, M, denotado por 7,7 M, como o espago cotangente a variedade
M em p. Os seus vetores sao denominados vetores duais ou contravariantes e a equagao
de mudanca de base destes ¢é
,  Ox“
b= g Vo
A base dual de TyM ¢é denotada por {dz"}. Claramente o espaco cotangente é n-
dimensional.

Dada uma variedade, nao é qualquer subconjunto U C M desta que também é uma
variedade, ou neste caso, subvariedade, para isso é necessario que U tenha uma estrutura
diferenciavel. Para definirmos uma subvariedade em M é necessario trés conceitos: funcao
inclusao, imersao e mergulho.

(%

Definicao 1.3.4. Seja B C A. Uma inclusao é um mapa injetivo f : B — A tal que
f(b) =10, Vb e B.

Basicamente o mapa inclusdo nos fornece uma maneira formal de colocar um conjunto
dentro de outro. Caso B = A entao a inclusdo é o mapa identidade. Um mergulho é
definido como:
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Definicao 1.3.5. Sejam M e N wvariedades de dimensdo n e p, respectivamente, tal que
p < n. Uma imersao ¢ : N — M ¢é um mapa diferencidvel, tal que Dy, : T,N — Ty, M
¢ injetiva para todo p € N.

Caso ¢ exista, N é dita imersa em M, o que significa que para todo vetor tangente
de T,N ou T;N existe um tnico correspondente em Ty, M ou T, M. Contudo, um
mergulho transfere as propriedades topolégicas de uma variedade para outra.

Definicao 1.3.6. Sejam M e N wvariedades diferencidveis com dim M < dim N. Caso
¢: N — M seja uma imersao e um homeomorfismo com ¢p(N), entao ¢ é uma mergulho.

Por fim, podemos definir subvariedades:

Definicao 1.3.7. Sejam M e N wvariedades com dim N < dim M e N C M. Se o mapa
inclusao i : N — M for um mergulho entdo N é uma subvariedade de M.

Consequentemente, uma subvariedade possui a estrutura diferenciavel e topoldgica da
variedade original. Uma aplicagdo destes conceitos é o Teorema de Whitney, que afirma
basicamente que toda variedade de Hausdorff pode ser imersa e mergulhada em algum
R™, mais precisamente [5, 15]:

Teorema 1.3.1. Toda variedade diferencidvel de Hausdorff e com base enumerdvel de
dimensdo n pode ser imersa em R*" e mergulhada em R?*"+1,

Dados os espacos tangente e cotangente podemos definir varios campos sobre M.
Contudo, definamos antes os fibrados tangente e cotangente. Estes nos dao uma maneira
de juntar todos os espagos tangentes e cotangentes.

Definicao 1.3.8. O fibrado tangente TM de uma variedade diferencidvel M é o conjunto
TM ={(p,v);pe M eveT,M}.
Analogamente o fibrado cotangente de M, denotado por T*M, é
"M = {(p,v);pe M ev e T, M}
Com isso, podemos definir uma série de campos em M:

Definicao 1.3.9. Um campo de vetores contravariantes diferencidveis v em uma vari-
edade M € uma aplicagio diferenciavel v : M — TM, isto é, que associa cada ponto
p € M um vetor v € T,M diferencidvel.

Definicao 1.3.10. Um campo de vetores covariantes diferencidveis v em uma variedade
M ¢ uma aplicagdo diferencidvel v : M — T*M, isto ¢, que associa cada ponto p € M
um vetor v € Ty M diferencidvel.

Definigao 1.3.11. Um campo de tensores T' do tipo (k,l) diferencidveis em uma variedade
M ¢é uma aplicagao diferenciavel T : M — Ty (k, 1), isto é, que associa cada ponto p € M
um tensor T : (Ty M)* x (T,M)" — R diferencidvel. Em que Ty (k,1) € o conjunto de
todos 0s campos tensoriais do tipo (k,l) definidos em M.

Temos que Ty (1,0) = TM e Ty (0,1) = T*M, logo os campos tensoriais sdo uma
generalizacao dos campos covariantes e contravariantes.
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1.3.2 Tensor Métrico e Isomorfismo Musical

Na geometria de superficies no R? surge naturalmente uma forma quadrética no clculo
do produto interno de vetores no plano tangente, esta ¢ denominada primeira forma fun-
damental. Todas as propriedades intrinsecas da superficie podem ser escritas em termos
desta forma, todavia esta surge devido a presenca do espago externo no qual a superfi-
cie estd imersa [12]. Portanto, se a primeira forma fundamental fosse definida a priori
todas as caracteristicas da superficies seriam dedutiveis desta e a presenca do R? seria
descartavel. Por este motivo, na geometria riemanniana, dada uma variedade definimos
um campo tensorial de rank 2 sobre esta, que cumpre o papel andlogo a primeira forma
fundamental: o tensor métrico. Com este computaremos a curvatura de Riemann, os
simbolos de Christoffel, entre outros.

O tensor métrico é um campo tensorial g € Ty/(0,2). Formalmente, em cada ponto
da variedade, este nos da o produto interno entre dois vetores de T,M, portanto, por
definicao, este goza das seguintes propriedades, dados quaisquer v,u € T,M:

g(u,v) = g(v, u);
g(u,v) =0 com v # 0 entdo u = 0.

Isto €, g é simétrico, g,, = gy, e nao degenerado. Em termos das componentes, este ¢
escrito como
g fr gH/V dl’” ® dl‘y.

Dado o Teorema Espectral e a Lei da Inércia de Sylvester é sempre possivel encontrar
uma base em T),M tal que g seja ortogonal, pelo menos localmente, [§]

Guv = j:é,ul/?

em que 6, ¢ o delta de Kronecker. O sinal do determinante da forma ortonormal de g,
¢ denominada assinatura da métrica de M. Métricas com assinatura positiva cuja forma
ortogonal possui todos os elementos positivos, sao ditas riemannianas e quando g1; = —1,
com as demais componentes sendo positivas, estas sao denominadas lorentzianas.

Claramente T,M e Ty M sao isomorfos, pois tém a mesma dimensao, todavia a cons-
trucao do isomorfismo depende, geralmente, da base dada. Uma maneira de contornar
este problema ¢é utilizando o isomorfismo musical, sendo este naturalmente induzido pela
métrica.

Definicao 1.3.12. Seja M uma variedade diferencidvel com p € M. Dado w € T,M, o
isomorfismo musical b : T,M — TxM ¢ definido por

w(u) = g(w,u),Vu € Ty M.
A inversa deste isomorfismo € a aplicagao § : Ty M — T, M.

O fato de b ser um isomorfismo decorre diretamente da nao degenerescéncia da métrica.
A partir da definicdo tem-se que a acdo de b em um vetor w, em uma base qualquer, é
dada por
Wy = Guw”.
Em que w,, sao as componentes de bw, assim indicaremos o dual de um vetor qualquer v*
por v,, deixando, portanto, implicito que este foi calculado utilizando-se o isomorfismo
musical. Seja w € T M, entao fw em termos das componentes ¢

wh = (g_l)iju'
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Indicaremos (g~')* por g", consequentemente ¢ obtido as seguintes relagdes

— V.
Wy, = Guw”;
— 174
w! = g w,,.

Em que a relagao entre g e g, €

gyugua = 5Va-

Ou seja, g" e g,, sao matrizes inversas, portanto g sempre existe, pois g tem deter-
minante nao nulo. Logo g, e ¢g"” podem ser vistos, respectivamente, como tensores que
abaixam e levantam indices. Para indices em tensores basta utilizar g para cada indice
que se deseja alterar. Um exemplo de uma operacao do tipo esta dado a seguir.

Exemplo 1.3.3. Seja T um tensor do tipo (3,2) dado por T ,¢. Vamos obter o tensor

Tope de  Primeiramente abaizemos os indices a e b:

Tabcd ‘= gaugbuT'wf:d e'
Agora basta subir o indice d:

de __ _dvy e
T(zbc =4 TabC'y

Sendo assim temos

de _ d v e
Tabc - g ’ygaugbl/Tuc-y .

Utilizando a métrica, o trago de um tensor A* seria

A=A, ousea, A=guA"Y.

1.4 Conexao de Levi-Civita

Toda teoria fisica pode ser expressa por meio de uma equacgao diferencial, seja ela
parcial, ordinaria ou ainda diferencial-integral. Sendo assim, vamos construir a partir
da derivada parcial usual um operador diferencial em uma variedade n-dimensional M,
sendo que a principal linha de pensamento a seguir é fazer com que este seja independente
do sistema de coordenadas. Este operador derivativo foi desenvolvido primeiramente por
Tulio Levi-Civita e Gregorio Ricci-Curbastro na construgdo de um calculo diferencial
absoluto [16].

1.4.1 Operador derivativo

Todo operador derivativo deve satisfazer algumas condig¢oes basicas, como por exemplo
ser linear, satisfazer a regra de Leibniz, ser consistente com a noc¢ao de vetor tangente,
entre outros. Portanto, defini-lo-emos como aquele que cumpre essas condigoes e ainda
leva um campo tensorial Ty (k,l) em outro campo Ty (k,l + 1), o que seria andlogo ao
gradiente no R™ que transforma campos escalares em vetores. Portanto, temos:

Defini¢ao 1.4.1. Dados T € Ty (k,l), T' € Ty (K',I') e f € F, o operador derivativo
Vo Tu(k, ) = Tay(k, L+ 1) é uma aplicagio que goza das sequintes propriedades

1. Linearidade:
V(T +T'") =aVT + VT' Va € R;
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11. Regra de Leibniz:
VT T)=VTT' +T VT’

1ii. Comuta com a contragdo:

Tr)(VT) = V(Tre 5 T);

. Dado t € V), temos que

t(f) = tavaf;

v. Livre de tor¢do:

ViVaf = VaVsf.

As propriedades (i) — (iv) sao razodveis de serem impostas, embora a tltima nao seja
necessdria. Caso nao a colocéssemos existiria um tensor antissimétrico 7', denominado
torgao, tal que [13]

C
(VoVy = VoV f =T,V f.

Contudo, no presente trabalho, consideraremos que este tensor é nulo.

Existem varios operadores derivativos que satisfazem a defini¢do, contudo VT deve
ser um tensor, logo V deve se transformar via Lei de Transformagoes dos Tensores. Con-
sideremos primeiramente a derivada usual d,, esta nao se transforma como um tensor. De
fato, seja t um campo contravariante e (z'*) um novo sistema de coordenadas, logo

0z’ Oz OzP 9z’

/gla v v
ot' = e axlbapt + ED 6xpx"t . (1.4)

O primeiro termo da Equagao (1.4) é o que esperarfamos caso 0, se transformasse como
um tensor, todavia devido ao termo extra esta nao é um tensor>.

Portanto, vamos construir um operador derivativo, a partir de d, que satisfaca as
propriedades (i) — (v). Da condigao (iv) obtemos que a agao de V e J, em um campo
escalar f é mesma, isto é,

#99, f = 9V, f.

Portanto,

(0a = Vo) f = 0. (1.5)

Consideremos agora um campo tensorial de rank superior, mais precisamente um
campo covariante wy. A diferenca (0, — V,)w, € linear e, além disso, s6 depende do valor
de wy, no ponto p em que se calcula a derivada. Para provar isso basta considerar dois
campos covariantes distintos w e v, porém iguais em p. Temos que

Va(vb - wb) = 0;
aa(?]b — wb) =0.

Subtraindo uma equacao da outra é obtido que
(8(1 - Va)u}b - (aa - va)Ub,
provando a afirmacgao anterior. Além disso, para todo f € F tem-se que

(6!1 - Va)(fwb) = f(aa - Va)wlr

3A ndo ser que a curvatura de Riemann seja nula em toda a variedade.
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c
ab’

(04 — Va)wy = C° ...

Portanto, existe uma lista de coeficientes C,,, ndo necessariamente um tensor, tal que
Logo, o operador derivativo desejado, aplicado em um campo w € T*M, é
Vawb = &zwb - Cdabwd- (16)

Vejamos agora como derivar um campo contravariante ¢*. Consideremos o escalar da
forma f = t*w,, entdo, da Equacdo 1.5, é obtido que

(04 — Va)(tbwb) =0.
Utilizando a regra de Leibniz, propriedade (i), e a Equagao 1.6 tem-se que
Vat? = 0,t" + C° it (1.7)

Para encontrar a derivada de um campo tensorial do tipo (k,l) basta utilizar um
escalar da forma f = TH#Fk t - tMw,,, - - - wy, , a regra de Leibniz e as Equagoes
1.6 e 1.7 obtém-se

ay-ag

k l
VaTmmuk = aaTur-'uk + Z CwadTMMdmukalmocz - Z Cdaaijmukar"d"-az' (1'8)

J=1 Jj=1

1oy 1o

Consequentemente, o operador derivativo V é totalmente descrito dado os coefici-
entes C%,. A principio C°, tem n?® componentes independentes em uma variedade n-
dimensional. Contudo, este é parcialmente simétrico, reduzindo assim este niimero. De
fato, consideremos um campo contravariante dado por w = Vf, em que f é um campo
escalar. Utilizando a Equacao 1.6 temos que

vavbf - aaabf - Cdabadf;
vbvaf - 8baaf - CWlbaadf'

Subtraindo as duas equagdes anteriores e fazendo uso da propriedade (v) segue que
d d
C ab — C ba*

Consequentemente C¢, tem n?(n + 1)/2 componentes independentes. Somente com as
condigoes dadas nao hé como definir de maneira tnica os coeficientes C%,, para isso é
necessario a nocao de derivada covariante e transporte paralelo que serd abordado a seguir.

1.4.2 Derivada Covariante e Transporte Paralelo

Em analogia a aplicacdo de vetores tangentes em campos escalares, definimos a deri-
vada de um campo tensorial ao longo de um campo contravariante como:

Definicao 1.4.2. Seja M uma variedade diferencidvel com um operador derivativo V
definida nesta e t um campo vetorial contravariante. Entdo, a derivada de um campo
T € Ty (k1) ao longo do campo de vetores t, denotada por V,T', é

VtT = TI'(LQ) (t & VT)
Em termos das componentes esta pode ser dada pela sequintes expressoes

ayi--ag __ 4C al--ag .
VtT bl"'bl —t VCT bl"'bl7

k l
ai--ag __4c al--ag aj ay-d--ap c d al--ag c
VT bty = U o.T by T § :C cal’ bt l E :C cbjT bydey b -
j=1 j=1
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Decorre diretamente da defini¢do o seguinte lema:

Lema 1.4.1. Sejam v,u € TM, T, T € Ty (k,l) e « € R. Entdo o operador derivativo
goza das sequintes propriedades:

i. Linearidade em relacao as entradas inferiores:

VaouioT = aV,T + V,T;

11. Linearidade em relagcao as entradas superiores:

VuloT +T') = aV,T + V, T

Como vemos na Definicao 1.4.2 a derivada de VT nao depende de todo o campo
t, somente do valor deste no ponto a ser derivado. Consequentemente pode-se definir
o operador VT somente ao longo de uma curva, o que origina o conceito de derivada
covariante.

Definicao 1.4.3. Sejam I um aberto na reta, M uma variedade diferencidvel, v : I — M
uma curva em M dada pelo pardmetro T e com vetor tangente definido por t* = v'%(7).
Entdo, a derivada covariante de um campo tensorial T € Ty (k,1) ao longo da curva =,
isto é, a derivada de (T o~)(T) é

DT
- = ; 7'17
dr 4r)

ou em termos das componentes

D k . l

ai--ag __4C ai--ag aj ay--d--ap c d ai---ay c
diT biby — t 8CT b1---by + Z ¢ ch blmblt - Z C cbjT bl---d~-~blt )

T =1 =1

ou ainda®

D Talu-ak _ d Ta1~-~ak + i Caj Talu-d-“ak tc o i Cd Taln-ak tc
% bi-by T % bi---b; cd bi-+-by cb; by---d--by” -

=1 j=1

Consequentemente, a derivada covariante pode ser vista como um operador linear que
leva T (k,l) em T (k,1), isto é, esta mantém o rank do campo tensorial, ao contrario de V.
Intuitivamente a derivada covariante pode ser interpretada como a variacao do campo T’
do ponto de vista de um observador na variedade M ao longo da curva . No R3 isto é
bem claro, pois neste caso a derivada covariante é a proje¢ao da derivada total do campo
no plano tangente da superficie [12].

Para definir de maneira tnica os coeficientes C%, é utilizada a ideia de transporte
paralelo, logo definamos este:

Definicao 1.4.4. Sejam I um aberto na reta, M uma variedade diferencidvel, v : I — M
uma curva em M dada pelo pardmetro T e com vetor tangente definido por t* = ~'*(7).
Entao o campo tensorial T € Ty(k,1) € dito paralelo em um ponto se

DT_0
dr

neste ponto. Caso T seja paralelo em todo ponto de ~ dizemos que este é transportado
paralelamente ao longo da curva.

4Para esta passagem basta utilizar a regra da cadeia.
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Um campo transportado paralelamente ao longo de uma curva pode ser interpretado,
do ponto de vista de um observador na curva, como constante. Dado um vetor tangente
temos um unico transporte paralelo deste ao longo de uma curva. De fato:

Teorema 1.4.1. Sejam I um aberto na reta, M uma variedade diferencidvel, v : I — M
uma curva em M dada pelo pardmetro T e com vetor tangente definido por t* = +'%(7).
Consideremos que um vetor wy € V), seja paralelo em . Entao, existe um tunico transporte
paralelo w de wy.

Para provar o Teorema 1.4.1 basta utilizar o Teorema da Existéncia e Unicidade da
Solugao de um Sistema de Equagoes Diferenciais [17].

Como um vetor define somente um transporte paralelo ao longo de uma curva podemos
usa-lo para ligar diferentes espagos tangentes por meio de uma aplicacao bijetora. Por
este motivo, o operador V é denominado também de conexao, pois este conecta os espagos
tangentes de uma variedade, como exemplificado na Figura 1.3. Claramente o transporte
paralelo de wy depende, em geral, da curva dada. Quando isto ndo ocorre dizemos que a
curvatura do espacgo é nula e consequentemente os coeficientes C¢, sdo todos nulos [13].

(a) (b)

Figura 1.3: Representacdo do transporte paralelo em uma esfera (a) e do conceito de
conexao (b) [18].

Com as condigoes dadas nao ha como definir de maneira tinica os coeficientes C%, e
cada conjunto delas nos d4 uma conexao diferente. Contudo, temos o seguinte teorema.

Teorema 1.4.2. Sejam [ um aberto na reta, M uma variedade, v : [ — M uma curva
qualquer em M e w,v campos contravariantes quaisquer transportados paralelamente em
~. Caso o produto interno de v e w, isto é, g(u,v), seja constante ao longo de v entdo
a conexdo V € unica e é denominada conexao de Levi-Civita. Neste caso dizemos que o
operador derivativo é compativel com a métrica.

Para provarmos isto basta encontrar Cdab. Temos que

Dg(w,v)

=0 (1.9)

b

Utilizando g(w,v) = guw®’ e a regra de Leibniz encontra-se

Dw*® o Db 0
W gap—— = 0.
dr Jab dr

Dg,
w“vbig b + gabvb
dr
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Como w e v sao transportados paralelamente e v é uma curva qualquer nos resta que a
tnica maneira que a Equacao (1.9) seja satisfeita é que

Va.gbc =0.
Utilizando a Equagao (1.8) tem-se que a derivada de g é

aagbc - Caabgac - Caacgba =0.

O que nos resulta em:
aagbc = C'cab =+ Cbac- (110)

Fazendo uma permuta nos indices da Equagao (1.10) obtemos o seguinte sistema

aagbc = Ccab + Cbac;
ab.gac = cha + Oabc;
8c.gab - Cbca + C1ozcb~

Somando as duas primeiras equagoes e subtraindo-se a terceira temos que

1
Ccab - 5 (aagbc + abgaw - acgab) .

Levantando o indice ¢ é obtido

cd

C = % (Oagbd + OvYad — OaYap) -

Portanto, C°, ¢é unico e é dado pela equagdo acima, consequentemente a conexao
também ¢ tnica. Para a conexao de Levi-Civita geralmente usa-se C¢,, = I'“,;, em que

I, sao denominados simbolos de Christoffel. Logo,

cd

[ = % (Oabbd + ObGad — Oaap) - (1.11)

A derivada covariante de um campo tensorial é, entdo, dada por

D d k . !

al--ag _ al--ak a; ay-d--ap c d al--ak c
—T bib; — —T byb, T Z T I Z [ T byow-deby b
dr dr J

J=1 J=1

Anteriormente afirmou-se que a diferenca V, — d,, sendo esta igual ao simbolos de
Christoffel para a conexao de Levi-Civita, ndo era necessariamente um tensor, de fato
utilizando as equagoes de mudanga de variavel na Equagao (1.11) é obtido que

o 02/ 0zt Ot OxP Oz 0%z’

™ Prp Qe fr'd” M Qate Oa'd Qurda
O que nao é uma transformagao tensorial devido ao termo inomogéneo. Todavia se so-
marmos a Equagao (1.3), aplicada em um campo vetorial, com a (1.11) temos que

Du'® B 0%’ Du”
dr — Oxr dr

Para campos de rank superior obtém-se uma expressao analoga. Logo, apesar de I'",;
e 0, nao se transformarem como tensores, a conexao se transforma como um, pois os
termos inomogéneos na transformagcao da derivada parcial e dos simbolos de Christoffel se
anulam, nos dando assim uma conexao que se transforma como um tensor e cuja defini¢ao
¢ independente do sistema de coordenadas [19].

(1.12)
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1.5 Curvatura Riemanniana

Quando fala-se em curvatura geralmente se pensa em superficies curvas, todavia esta
nao é relacionada necessariamente com o quanto uma superficie deixa de ser plana, mas
sim com o quanto o comprimento de uma curva ¢é alterado. De fato, consideremos por
exemplo uma superficie cilindrica, esta pode ser obtida deformando-se isometricamente
o plano, logo pelo Teorema Egregium o plano e o cilindro tém a mesma curvatura, que
neste caso é nula [12]. Portanto, a nog¢ao de curvatura esté relacionada com a deformagao
em superficies que alteram comprimentos e nao simplesmente com o fato desta deixar de
ser plana.

Na geometria classica existem dois meios de se caracterizar curvatura de superficies,
com curvaturas principais ou via aplicacdo normal de Gauss. A primeira maneira foi
desenvolvida por Leonhard P. Euler (1707-1783), este afirmava que a curvatura (K) de
uma superficie é dada por

K = kks,

em que k; e ky sdo as curvaturas principais [12]. Todavia, na época, ficou-se em duvida se
esta era de fato a melhor definicdo para curvatura, ou ainda se qualquer outra combina-
cao de ky e ky era mais adequada para tal propésito [5]. Entao em seu trabalho, General
Investigations on Curved Surfaces, Gauss redefiniu K como a diferencial da aplicacao de
Gauss e com isso reproduziu o resultado de Euler. Todavia em geometria riemanniana
tomou-se um rumo completamente diferente e contra-intuitivo. Definiu-se a curvatura
como um tensor obtido da comutagao do operador derivativo, todavia este reproduz exa-
tamente os resultados de Euler e Gauss, além disso descreve o comportamento de uma
variedade, como veremos a seguir.

1.5.1 Tensor de Riemann
Definamos primeiramente o comutador de dois campos vetoriais:

Definicao 1.5.1. Sejam f € F euw,v € TM. O comutador de w e v €
[w,v]f = u(v(f)) —v(u(f), VfeF
Em termos das coordenadas a expressao para o comutador é
[u,v] = (uPOv™ — v°Opu®)0,.

Logo, este é um operador linear e satisfaz as propriedades usuais de comutadores, como
anti-simetria e identidade de Jacobi. Com isso o tensor de curvatura de Riemann pode
ser definido como um operador linear que atua em 7'M, mais precisamente [5]:

Definicao 1.5.2. Sejam u,v € TM. O tensor de curvatura de Riemann, R, ¢ um
operador linear que dado um par (u,v) do fibrado tangente associa um vetor de TM a
outro no mesmo espago, isto é, R(w,v): TM — TM. Este é dado por

R(u,v)w = -V,V,w + V,V,w + Vi, qw, VYw e TM.

Como este é definido em termos de tensores, claramente é um tensor. O tensor de Rie-
mann pode ser entendido como uma medida da comutacio do operador derivativo®, além

5 p . ’ . . . . .
°0 ultimo termo V[, ,jw € inserido para garantir a linearidade, contudo este se anula em uma base,
assim a interpretagdo de R como uma medida de comutacao continua vélida.
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disso este é linear nas trés entradas e possui multiplas relagoes de simetria que limitam o
nimero de componentes, que & principio seriam n* em uma variedade n-dimensional.

Vamos escrever o tensor de curvatura em um sistema de coordenadas {0,}. Sejam u
e v os elementos da base, logo

R(0,,0y)w = R, wd.,.
Como 9, e 0, sempre comutam e Vy, = V,, entao
(VaVy — ViV = =R, fw.

Para obtermos o tensor de curvatura aplicado em um vetor dual, basta considerar um
campo escalar da forma f = w®u, e utilizar o fato de que as derivadas deste sempre
comutam, o que é andlogo ao que foi feito na Secao 1.4.1 para o operador derivativo.
Portanto,

(Vavb - vaa)uc = Rabcdud' (1.13)

Substituindo a Equacao (1.6) em (1.13) e utilizando as propriedades de simetria das
derivadas parciais e de I'%,. é obtido que

Rabcd = _aardbc + adeac - 1—‘decFeab + Ffachbf' (114)

Logo, o tensor de Riemann depende somente de I'%., consequentemente este é zero
somente se estes os simbolos de Christoffel sdo nulos para todo a, b e ¢. Quando isso
acontece, a métrica é ortonormal e o espaco é dito plano. Sempre que existir um sistema
de coordenadas em que isto ocorra a métrica é dita plana.

Em relacao as simetrias de R temos o seguinte lema:

Lema 1.5.1. O tensor de curvatura de Riemman goza das sequintes propriedades de
simetria:

. d __ d.
L. Rabc - _Rbac ’
.o d _ B

. Rpgy” =0;

111, Rabcd = _Rabdc;

iv. V[eRab]cd = 0 (Identidade de Bianchi);
V. Raped = Redap-

Para prové-las basta utilizar as equagoes (1.13), (1.14) e o fato da conexao ser compa-
tivel com a métrica [13]. Devido a estas relagdes o nimero de componentes de R se reduz
de n* para

n%(n? — 1)
12 ‘
Consequentemente para variedades bidimensionais temos uma componente independente,
sendo esta justamente a curvatura gaussiana, e para quatro dimensoes tem-se 20 compo-
nentes em vez de 256.

Vejamos como o transporte paralelo esta relacionado com a curvatura e nos fornece
a definicdo dada para o tensor de Riemann. Consideremos que o transporte paralelo de
um certo campo é independente do caminho escolhido. Portanto, o isomorfismo obtido
entre espacos tangentes com o uso da conexao ¢ independente da curva escolhida, para
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isto ocorrer é necessario que os simbolos de Christoffel sejam nulos, consequentemente a
curvatura é nula. A Figura 1.4 contém uma ilustracdo de como o transporte paralelo é
dependente da curva em uma superficie curvada.

Figura 1.4: Exemplificacao da falha do transporte paralelo em uma esfera. Note que
apesar do vetor tangente partir do ponto A e ser transportado paralelamente, ao retornar
a A este difere do vetor inicial [20].

1.5.2 Curvatura de Ricci

As equagdes de campo de Einstein exigem um tensor que esteja relacionado com a
curvatura, mas que seja de rank 2, portanto vejamos as contragoes do tensor de Riemann.
Este tem somente uma tinica contragao nao nula, o tensor de Ricci. De fato, se contrairmos
nos dois primeiros indices temos

Rcd = gbluR,ubcd

Porém, da propriedade (i) do Lema 1.5.1 tem-se
d b d
Rc =g MRb,uc
Como g¢" é simétrico nos resulta que

R'=-R/.

C (&

E, portanto,
gbuR“de - 0

Usando-se o mesmo argumento temos que a contracao nos terceiro e quarto indices ¢é
nula. Logo, resta provar que
TI“(]jg)R = TI“(QA)R. (1.15)

De fato, temos que
Rac = Rabcb = Rac = ngRabcu = Rac = _gbuRbacu = Rac = gbuRbauc = Rac = Rbabc~

Consequentemente

b __ b
Rabc - Rba c*

O que é a Equagao (1.15) em termos das componentes. Sendo assim, a unica contragao
nao nula da curvatura ¢é o tensor de Ricci:
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Definicao 1.5.3. O tensor de Ricci, Ric € Ty(0,2), é definido como Ric = Trp ) R.

Temos ainda que Ry, é simétrico, o que segue da definigdo e da propriedade (v) do
Lema 1.5.1:

b b, b
Rac = Rabc = Rac =g MRabcu = Rac = gﬂ Rcuab = Rac = Rcuau = Rac = Rca-

Logo, ao invés de n? componentes independentes temos n(n + 1)/2 em uma variedade

n-dimensional, exempli gratia, para n = 4 temos 10 componentes independentes.
Podemos obter o tensor de Ricci em termos dos simbolos de Christoffel. Contraindo
a Equagao (1.14) obtém-se que

Rye = —0,I% 4+ 0%, —T° I, + Pfacrbbf. (1.16)

Podemos simplificar a equagao anterior com o uso de uma identidade para termos contendo
I'*,,. Da defini¢do dos simbolos de Christoffel ¢ obtido diretamente que

cd
Faab = % abgcd .

O que pode ser reescrito utilizando o teorema de Jacobi para a derivagao de determinantes:

Lema 1.5.2 (Jacobi). Seja A, uma matriz quadrada e invertivel e A = det(A,,). Entdo
dA = A(A*dA,).

Assim para o tensor métrico temos que

0
ngabgcd = Lg-
g
Portanto,
a 8bg a ab ln |g| a
Fabzzjrab:72 jrab:abln ‘g‘

Consequentemente a Equacao (1.16) pode ser reescrita como
Rae = —0,0.101/|g| + 8I°,, — T, %, + 4,0, 1ny/]g]. (1.17)
A contracao do tensor de Ricci é a curvatura escalar, sendo esta dada por
R = ¢"Rg.
Das Equagoes (1.16) e (1.17) podemos escrevé-la em termos da conexdo ou do tensor

métrico:
R = _aarbba + abrbaa - Fbeareab + Ffaarbbf;

R = —00,1n/|g| + o,I'* @ — T, Tt + T2 9;1In \/|g].
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1.5.3 Tensor de Einstein

A teoria da relatividade geral necessita de um tensor simétrico de segunda ordem que
tenha divergéncia nula e que esteja relacionado com o tensor de Riemann, este é o tensor
de Einstein. Para construirmos este, consideremos a identidade de Bianchi, ou seja, a
propriedade (iv) do Lema 1.5.1:

V[“Rbcd]e =0.

Escrevendo todos os termos da equacao anterior temos que
VaRyi” + VioReog + VeRyy — ViRooi — Vel —VaBRys" = 0.
Contraindo nos indices a e e é obtém-se
VaoRy. " + VyReg — VeRpg = 0.
Contraindo novamente, porém agora em b e d, resulta em
VR, + VR - V.R=0.

Todavia utilizando as propriedades de simetria obtém-se que R, = R.*, sendo assim
o 1
V.R." — §VCR =0.

O que pode ser reescrito como

gea V'R

v Rca_ 9

0.

Como a conexao é compativel com a métrica a expressao anterior culmina em

a _ gcaR> B
v <Rca ) =0,

E assim obtemos o tensor de Einstein:

gabR

Gap = Rap — 5 (1.18)

Claramente este é simétrico e tem divergéncia nula, além disso, em quatro dimensoes, é

dito que G € o tensor trago reverso de R, pois G* = —R. A equacao tensorial para G é
) R

G = Ric — 59 (1.19)

1.5.4 Tétradas

Em uma variedade sempre existe uma base no espago tangente que ortonormaliza o
tensor métrico, a esta damos o nome de tétradas. Em geral, esta base é local, isto é, nao
existe necessariamente um sistema de coordenadas global no qual g é ortonormal®, porém
dado um ponto sempre existe uma parametrizacao na qual isto ocorre naquele ponto.

Seja {e,} € T, M uma tétrada em um ponto e n o tensor métrico na forma ortonormal,
logo

g(ea, es) = ag.

6Caso exista a variedade é plana.
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Reescrevendo a equacao acima em termos das coordenadas resulta em

uv(€a)"(€8)” = Thap-

Definamos os coeficientes de rotagdo de Ricci, com base neles escreveremos o tensor
de curvatura.

Definigao 1.5.4. Seja {e,} uma tétrada. Os coeficientes de rotagao de Ricci w,, sio as
componentes da uma 1-forma definida por

Wy, = (eu)bV(e,,)b,
ou em termos das coordenadas
Wapy = (eu>bva(eV)b'

Com base nisso, calculemos o tensor de curvatura de Riemann em termos de uma
tétrada:
R(e,, e, eu,e,) = Roop

Logo
Ry = Rapea(€,)” (€)" (€4) ()" = Rooiu = (€,)"(€5)"(€,) (Va Vi — Vi V) ()",
Utilizemos a seguinte identidade [13]
(€,)°VaVi(e,)e = Vo — 1 Whan Wag,.
Portanto
Roopus = (€5)"(€5)" |Vt = Vitvas =1 (Wagithar — wopttaas)| . (1.20)

Da Definicao 1.5.4 temos que como a derivacao é feita em um campo escalar podemos
substituir o operador derivativo pela derivada parcial. Consequentemente a Equagao
(1.20) se simplifica, pois nao é necessario o calculo de nenhum simbolo de Christoffel, o
que resulta em

Rpcr;w = (ep>a(eo)b [aawb,uy — abU)a,u,ll - "7aﬂ (waﬁ,uwbcw - wbﬁpwaau)] . (121)

Portanto, o tensor de Ricci e a curvatura escalar sao dados por:

RPN = (eﬂ)a(eﬂ)b [aawbug o abwaug B naﬁ (waﬁuwbag - wbﬁﬂwaoco)} )

R = (e")%(e5)" |Dawy,” = Oywy, =0 (Waptye — wope)] -

Consideremos uma variedade n-dimensional. Pode-se provar que os coeficientes de
rotacdo de Ricci sao anti-simétricos em relacao aos dois ultimos indices, isto é,

Wy = —Wyy,.

Sendo assim, para o célculo da curvatura é necessdrio computar n?(n — 1)/2 coeficientes.
Todavia, como dito anteriormente, os simbolos de Christoffel tém n?(n+1)/2 componentes
independentes. Logo é mais vidvel se utilizar de tétradas, pois o nimero de célculo se
reduz significantemente, por exemplo, para n = 4 hé 24 coeficientes de rotacao e 32
simbolos de Christoffel.
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1.6 Geodésicas

Geodésicas sao curvas que ligam dois pontos em uma variedades, tais que estas extre-
mam o comprimento. Apesar desta definicao simples, estas tém importantes aplicagdes na
geometria e relatividade, no presente texto usaremos duas destas: definem o movimento
inercial no espago-tempo e geram uma familia de parametrizagbes denominadas coorde-
nadas normais de Riemann. Portanto, desenvolveremos alguns tépicos sobre geodésicas,
em especial a equacao que as define e a parametrizacao de Riemann.

1.6.1 Equacao das Geodésicas

Uma curva em uma variedade diferenciavel é dita uma geodésica caso a derivada
covariante do vetor tangente a curva seja paralelo ao mesmo. Poderiamos pensar que,
neste caso, o vetor velocidade da curva ¢é paralelo a aceleragao.

Definigao 1.6.1. Sejam M wuma variedade, vy : (—€,€) — M uma curva diferencidvel
parametrizada por T e T € TM o seu vetor tangente. A curva vy é uma geodésica se

DT
W = Oé(T)T.

Em que a € F € uma fungdo continua.

Entretanto toda curva pode ser reparametrizadas de maneira que « é sempre nulo.
Antes de mostrar isso, provemos primeiramente que

Lema 1.6.1. Toda curva v € M, tal que g(T,T) # 0 em todo ponto desta, pode ser
reparametrizada de tal maneira que

9(T,T)| =1,
A nova curva € dita parametrizada afim.

Para comecar a demonstracao do Lema 1.6.1 definamos o comprimento de arco de
uma curva.

Definicao 1.6.2. O tempo préprio ou comprimento de arco de uma curva diferencidvel
v : (—€€) = M, com T*T, ndo nulo, é dado por

t
s(t) = /d/\ Nl

Pode-se provar que o comprimento de arco ¢ independente da parametrizacao, para
isso basta utilizar o teorema de mudanca de varidveis para integral. A partir da definicao
tem-se que s : (—¢, ) — R é uma aplicagdo injetora, pois

ds
i V09 THTY| > 0.

E consequentemente é invertivel, pois é bijetora com a imagem. Reparametrizemos a
curva 7 por s e seja S* o vetor tangente neste nova parametrizacao. Logo
dy* dt d~* T

St = B = =5 = ——
ds ds dt |guyTMTV|
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Sendo assim, temos que

" T
L o |9rS, = 1.

V09w DT /|9, THT|

Como queriamos demonstrar, agora basta mostrar que com esta parametrizagao a = 0.
Da definicao de geodésicas na nova parametrizagdo obtém-se

ShS, =

S59V,S" = a(s)SP.

Portanto, contraindo com S, obtemos que

b
S9S,VaS" = a(s)9,S" = SV, (5,5°) = 2a(s)S,S" = d(b:;S) = 2a(s)S5,S" =
s
d (In,/|5,5"])
= a(s) = 7 :

Como o médulo do vetor tangente é constante e unitario na nova parametrizacao, resulta
que o = 0. Consequentemente, para curvas parametrizadas afim, a equagao das geodésicas
¢ dada por

TV, 1" = 0.

Consequentemente, temos o seguinte lema:

Lema 1.6.2. Sejam M uma variedade, vy : (—€,€) — M uma curva diferencidvel parame-
trizada port e T € TM o seu vetor tangente. A curva vy € uma geodésica parametrizada
afim se, e somente se,
bT_,
dr

Sejam x* as componentes da curva 7, a equacao anterior pode ser reescrita como

d?z® ., dabdx°
— I %e————=0. (1.22)
dr dr dr

Esta ¢ a equacao das geodésicas.

Por definicao, a tangente de uma geodésica ¢é transportada paralelamente ao longo de
uma curva, logo 7, T* é constante na curva, pois a conexao ¢ compativel com a métrica.
Sendo assim, pode-se classificar as curvas geodésicas em uma variedade com métrica
lorentziana em trés tipos:

i. Tipo temporal: T,,T" < 0;
ii. Tipo espacial: T, T* > 0;
iii. Tipo luminoso: T, T* = 0.

Como discutido acima, uma geodésica afim nao pode mudar de um tipo para outro, pois
o modulo de T é constante, logo o tempo proprio esta bem definido somente para curvas
do tipo temporal ou espacial e nao para aquelas que passam de um tipo para outro, ou
ainda que sao luminosas. A seguir no Capitulo 3 veremos que a classificagdo acima ird
imbuir o espaco-tempo de uma estrutura de causalidade. Em uma variedade riemanniana
existem somente curvas do tipo espacial, pois a métrica é positiva definida.
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Vejamos agora que uma geodésica possui a propriedade de extremar a integral do
comprimento de arco’. Consideremos uma curva em uma variedade riemanniana M dada
por v : I C R — M. Sejam a,b € I, {v(a),y(b)} pontos fixos da curva ¢ z* as
componentes desta. O tempo préprio pode ser pensado como o seguinte funcional

Em que

dx# dxt dxv
p ) e e
£<x’d7> VngT dr

As equagdes de Euler-Lagrange associadas que extremam o funcional dado sao

oL

Sak

Como L depende somente de x* e do vetor tangente *, as equagoes de Euler-Lagrange
0 oL oL
i 1.23
Ot dr (895”) ( )

Efetuando-se as derivadas é obtido que

aﬁ 1 agaﬁ .o ﬂ
9o = 2L [aggu ] (1.24)
oc 1
—— .0
Erialy (1.25)

Substituindo as Equagoes (1.24) e (1.25) na (1.23) e efetuando-se as derivadas temos
que

1 {09us ., 1dc . 1 09,5 ., 098 . . r .
5y [Gﬁﬂ B] " g g laua i R

Rearranjando os termos e multiplicando por g™ resulta em

rib 9" (095 | Ogus  09ap] azs _ 1AL g
5 oy 2 [8%* +8ma oz v £d7'5

Consequentemente, utilizando a definicao dos simbolos de Christoffel, obtém-se

) dln (L)
NN peqh — A
i N A dr T

Sendo esta justamente a equacao das geodésicas dada na Definicdo 1.6.1 em que

dln (L)
dr

a(r) =

Consequentemente, as geodésicas extremam o funcional do tempo préprio. E evidente
que caso a parametrizacao seja afim tem-se que o = 0, pois L é unitario.

70 formalismo a ser utilizado serd desenvolvido em detalhes no Capitulo 3, Secdo 3.2.3.
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Para uma variedade lorentziana o calculo continua sendo valido para curvas dos tipos
temporal e espacial. Contudo, as suas propriedades extremantes sao diferentes de uma
curva em uma variedade riemanniana. Quaisquer dois pontos nesta ultima podem ser
conectados por uma curva de tempo préprio arbitrariamente alto, todavia com limite
inferior, sendo a curva com o menor comprimento de arco a geodésica que liga os dois
pontos.

Ja em uma variedade lorentziana, dois pontos nem sempre podem ser conectados
por uma geodésica, pois existem casos em que toda curva que conecta estes deve passar
de um tipo para o outro e o tipo de uma geodésica nunca muda. Caso dois pontos
possam ser conectados por uma curva temporal, o tempo proprio desta nao pode ser
limitado inferiormente e nem superiormente, contudo podem existir curvas temporais que
maximizam o comprimento de arco, mas nunca o minimizam [13].

1.6.2 Desvio Geodésico

Vejamos agora como a curvatura estd relacionada com as geodésicas, mais precisa-
mente como estas divergem ou convergem. Sejam {7s; s € R} uma familia de geodésicas
parametrizadas afim e o mapa x : (7,s) — ,(t) suave e bijetor. Consideremos o vetor
T tangente a cada geodésica e X o vetor separacao entre duas curvas préoximas. Sendo
assim temos que

oxt oxt
- or - 0s
Calculemos o quanto uma geodésica se afasta de outra, isto é, mais precisamente com-
putemos a variacao da aceleracdo relativa entre duas geodésicas, também denominada
desvio geodésico:

T e X*

D2XH
dr?
Primeiramente vejamos que T e X comutam, de fato
oxH  OTH
T, X" =T, X" — X0, T" = [T, XV = 5 " Be = [T, X]" =0.
T s

Consequentemente,

THV, X" = X'V, T".

Sendo assim, o desvio geodésico é

D2X® D D2XxH
— :E(T“VQX“): 3 = TPV 3(T*V  X").
Logo,
D2XH D2XH
= =T V3(XV, T") = = = TPV (X*)V T + X“TPV 3V, T

Podemos escrever a derivada covariante dupla em termos do tensor de curvatura e obtemos
que
D2 X+
dr?

Utilizando a regra da cadeia pode-se reescrever esta equagdo como

= XOVg(T*)\Vo T + XT NV VaTH — Ry " T TP X"

DX+
dr?

= XV (TPV5TH) = Ry " T TP X"
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Como a curva dada é uma geodésica afim é obtido que

D2 X+
=n

= —R,3/'T T’ X*. (1.26)

Esta é a equacao do desvio geodésico. Na forma livre de coordenadas esta é

D?X
=-R(X,T)T.
d7—2 ( ’ )

Suponhamos que inicialmente a velocidade relativa entre as geodésicas seja nula, isto
é, estas sejam paralelas:
DX# 0
dr
Caso isto ocorra e a curvatura for nula entao as geodésicas se mantém paralelas, caso
contrario estas divergem ou convergem. Logo, para identificar se o espago é curvo ou nao
basta verificar se duas geodésicas inicialmente paralelas se mantém paralelas. Claramente
em um espago euclidiano, exempli gratia, duas retas, isto é, geodésicas deste espaco,
paralelas em um ponto sempre se mantém paralelas, todavia em uma esfera isto nao
ocorre, pois os grandes circulos, geodésicas da esfera, se interceptam.

1.6.3 Coordenadas Normais de Riemann

A existéncia e unicidade de geodésicas nos permite definir um sistema de coordenadas
local tal que os simbolos de Christoffel se anulam e a métrica é ortonormal. Construamos
agora esta parametrizacao, seja M uma variedade e p € M. Consideremos uma geodésica
~ :[0,€) — M que seja parametrizada afim, tal que

¥(0)=p e "(0) = ug.

Por definicao temos que
#(0) = —T" sudug.

Sendo assim, a expansao em série de Taylor de v em torno de zero é
-2
(1) = 2" (0) + ufT — F“aﬁugug? + O().

Os termos de terceira ordem estariam relacionados com o tensor de curvatura e os demais
com as derivadas deste [13]. Podemos descrever o vetor tangente em termos de uma
tétrada local {e,}, sendo assim terfamos que

uy = A(eq)".
Consequentemente a expansao em série de Taylor é dada por
2
(1) = 2#(0) + A\¥(eq)H 1 — F“aﬁ)\”(ey)o‘)\”(ey)ﬁ? + O(t?). (1.27)
Dada uma geodésica afim que passa por um ponto p , definamos o mapa exponencial
exp, : T,M — M neste ponto como uma aplicagdo que leva um vetor tangente a uma

geodésica afim associada em um ponto deste na direcdo do vetor tangente. Mais especifi-
camente seria como se andassemos na geodésica na direcao do vetor tangente. Este mapa

34



sempre estd bem definido para uma vizinhancga infinitesimal em torno de p e possui as
seguintes propriedades.

exp,(T) = 7(7);

exp,(0) = p.

Em termos desta aplicacao a geodésica ¢ dada, pelo menos localmente, por
§H(r) =& + T, (1.28)

em que & = p. Temos que variando o vetor tangente, irfamos obter outro ponto da
variedade e outra aplicacao exponencial, em suma existe uma vizinhanca de p que é
totalmente parametrizada pelas geodésicas que passam por este ponto [5]. Portanto,
localmente uma variedade sempre pode ser parametrizada de tal maneira que as geodésicas
sejam retas (Equagao (1.28)). De fato, substituindo a Equagao (1.28) na (1.27) é obtido

I

S )€~ )en) (e + O((G)).  (129)

ot = a#(0) + (&% — &5)(ea)” —

Esta expansao estd bem definida para uma vizinhanga de p, portanto o sistema de coor-
denadas (") existe e é denominado Coordenadas Normais de Riemann.
Como as geodésicas na nova parametrizacao sao dadas pela Equagao (1.28), temos que

£h = 0.

Comparando esta com a equacao das geodésicas conclui-se que I'* op S0 nulos na vizi-
nhanca em que (1.29) é valida. Consequentemente, a primeira derivada de g,, ¢é nula,
assim a expansao do tensor métrico em série de Taylor é

Juv = M + O((gu)g)

Portanto, localmente, no sistema de coordenadas normais de Riemann o tensor métrico
assume a forma ortonormal e os simbolos de Christoffel se anulam. Fato este que sera de
grande utilidade na transicao da relatividade especial para a geral, pois fornece uma base
matematica para o Principio da Equivaléncia Forte. Todavia o tensor de curvatura nao se
anula, pois estes estao relacionados com termos de ordem superior na expansao e pelo fato
de que nenhuma mudanca de coordenadas pode eliminar a curvatura em uma variedade,
além disso os coeficientes de rotacao de Ricci ndo sao necessariamente nulos [5].

Neste primeiro capitulo desenvolvemos o formalismo necessario ao estudo das teorias da
relatividade especial e geral no Capitulo 3, todavia a seguir desenvolveremos o formalismo
necessario a analise das Leis de Maxwell em um espago-tempo curvo.
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Capitulo 2

Calculo Exterior

As formas diferenciais sdo uma maneira natural de generalizar o produto vetorial, area
orientada e operacoes de derivagao com vetores, e.g., divergéncia, rotacional, gradiente
e laplaciano, para dimensoes maiores e até mesmo para campos de vetores em varieda-
des. Além disso, estas nos fornecem um maneira natural de se escrever as Equacgoes de
Maxwell de forma independente do sistema de coordenadas, isto é, de maneira puramente
geométrica, e mais, temos uma elegante generalizacdo do Teorema de Stokes. O criador
deste formalismo foi Elie Joseph Cartan (1869-1951) [7].

Primeiramente definiremos p-formas, para entao nas Segoes 2.1.1, 2.1.2 e 2.1.3 vermos,
respectivamente, o produto exterior, a diferencial exterior, e o dual de Hodge. Por fim,
na Secao 2.2, usaremos estes conceitos para definirmos integrais em variedades.

2.1 Formas Diferenciais

Sendo assim, definamos p-formas:

Definicao 2.1.1. Seja M uma variedade diferenciavel. Uma p-forma ou forma diferencial
de rank p é um campo tensorial w € Ty (0,p) totalmente anti-simétrico.

O conjunto das p-formas definidas em M no ponto x € M é denotado por A? e este é
um subespaco vetorial de Tj;(0,p). Temos ainda que as 0-formas sdo os campos escalares
e as 1-formas os campos duais de M, id est, F = AY e T*M = Al. Devido a anti-simetria
de w, toda componente deste que possui indices repetidos é nula, sendo assim formas com
p > n, sendo n a dimensao do espago M, sao sempre nulas. Isto é,

AP ={0},Vp > n.

Novamente da anti-simetria, temos que para p < n o numero de componentes indepen-
dentes de w é a quantidade de combinagoes de (1,--- ,n) em grupos de p elementos, pois
w tem p indices e qualquer troca destes nos fornecem a mesma componente com o sinal
trocado ou nao dependendo da paridade da permutagao. Consequentemente,

dim AP = (”),vp <n.
P

Logo, para uma variedade n-dimensional existem p + 1 formas possiveis que sao nao
nulas. Além disso, o maior tensor totalmente anti-simétrico que pode ser construido em
M é um multiplo do tensor de Levi-Civita, este que sera definido formalmente na Secao
2.2, pois dim A? = 1.
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2.1.1 Produto Exterior

O produto externo generaliza a nocao de produto vetorial para tensores, este pode ser
entendido como uma anti-simetrizagdo do produto tensorial e uma maneira de se gerar
novas p-formas. Logo:

Definigao 2.1.2. O produto externo de duas formas w € AP e w' € A% é um mapa
A AP x AL — APT2 definido por

wAw' = <p+q>A1t(w®'w’).
P g

Da definicdo obtém-se as seguintes propriedades para o produto externo:

Lema 2.1.1. Sejam u € AP, v € A, w € A, e a € R. Sendo assim, o produto externo
goza das sequintes propriedades:

. uN(VAw)=(uAv) A\Nw;
i. uN (v +w)=a(uAv)+uAw para g =r;
. wuAv=(—1)P(v Au).

Claramente se p + ¢ > n entao o produto exterior é sempre nulo. Da associatividade,
propriedade (7), podemos generalizar o produto tensorial para varias formas, seja w; € AP
temos que :

>Alt('w1 ® R wy).
P1 - DPn

Exemplo 2.1.1. O produto vetorial de um vetor com outro paralelo sempre resulta em
um vetor nulo, todavia isto nao ocorre para p-formas em geral. No entanto, sendo w € AP

com p impar, logo w Aw = 0. Para provar isto basta utilizar a propriedade (iii) do Lema
2.1.1.

Usando a equacao anterior e o Lema 2.1.1 podemos escrever uma base para o espago
das p-formas em termos da base dual. Consideremos primeiramente duas 1-formas w e
w’ em uma variedade n dimensional. Logo, o produto externo das duas é dado por

wAw = (w,dz®) A (w,da’),
utilizando as propriedades enunciadas no Lema 2.1.1 é obtido
w A w' = (wew, — wyw,)dz® A da®.

Sendo a soma realizada para a > b, para retiramos esta condi¢ao basta inserir um fator
1/2
’_ (wawlly — wbw:z)
2
Agora a soma é realizada para todo a e b. Logo, a 2-forma w A w’ é dada em termos
da base {dz® A d2®}. Podemos generalizar o argumento para qualquer p-forma, basta

dz® A da®.
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multiplicar p vezes as 1-formas, consequentemente uma base de A? é {dz™ A --- Adx®}.
Logo qualquer que seja w € AP temos que!

w = w‘“""a?’
p!

dz® N - - Ndz™.

Por definicao tem-se que
dz™ A - Ndaz® = p! Alt(ds™ ® - - @ dz).

Além disso, temos que as componentes de w € A? em uma variedade n-dimensional gozam
da seguinte identidade que sera utilizada mais adiante:

Way-a, = Wi.nEay-ay-

Em que €,4,..4, € 0 simbolo de Levi-Civita.
A seguir temos dois exemplos, sendo que o primeiro deles estabelece uma relagao entre
o produto exterior e o vetorial [21].

Exemplo 2.1.2. Seja M = R3. Sejam w e v dois vetores duais de seus correspondentes
no R* e {dx,dy,dz} a base de T'R®. Logo

U AV = (Uyvy — uyv,)de A dy + (uyv, — uv,)de A dz + (uyv, —u,vy,)dy A dz.
O que sao justamente as componentes de u X v.

Exemplo 2.1.3. Seja M = R? e {dz,dy,dz} a base de T;]R?’. Consideremos as sequintes
formas:

¢ =xdx—ydy;

Y =zdrNdy+xdyANdz

0 =zdy.

Logo ¢,0 € Al ey € A2. Sendo assim, temos que @ AN e O A\ A sio

YA =2° dx Ady A dz;
ONp AN =0.

O sequndo produto nem precisa ser efetuado, visto que AL = {0} para p > 3.

Podemos interpretar geometricamente as p-formas como uma sucessao de planos no
espago. De fato, consideremos M = R3 e € € Al. As superficies de nivel de € : T,R?> — R
sao dadas por

e (k) = {v € T,R? e1v, + e9v, + 30, = k}.

Logo as superficies de nivel e~ (k) sdo sempre planos com (1, €9, €3) como vetor normal,
consequentemente uma 1-forma é uma sequéncia de planos no R? com esta sendo um
vetor normal a estes. Seja 7 € AL, de maneira andloga podemos interpretar a 2-forma
eAn: T,R3 x T,R* - R como uma sequéncia de planos. Fixemos a primeira entrada
e variemos a segunda, temos uma sequéncia de planos normais a 1 e fazendo o mesmo
para a primeira entrada é obtido uma sequéncia de planos normais a €. Assim, em cada
ponto € e M nos dao uma area orientada na intersecao destes planos. Para um 3-forma o
procedimento é o mesmo, todavia teremos um volume orientado dado na intersecao dos
trés planos [22]. A Figura 2.1 contém ilustragoes destes conceitos.

1O fator 1/p! serve para cancelar o miltiplo p! que aparece quando realiza-se todas a soma sobre todo
a;, assim como foi feita a introducéo do fator 1/2 anteriormente em w A w’.
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3 € M € mn

(a) e (b) eAn (c)eAnAhw

Figura 2.1: Representagao geométrica da 1-forma (a), 2-forma (b) e 3-forma (c).

2.1.2 Diferencial Exterior

A diferencial exterior é outro meio de se produzir p-formas a partir de outras. Esta é
obtida por meio de uma anti-simetrizagado da derivada de um tensor. De fato, temos:

Definigao 2.1.3. A diferencial exterior é um operador linear d : A2 — APT! em que,
dado w € A2, esta é definido por

dw = (p+ )Alt(Vw).
Em termos das componentes a expressao para este seria dado por
dWpay.a, = (P + 1)V W, .qy)-
Todavia consideremos uma 1-forma w, entao a diferencial exterior desta seria
dway, = 2V [qwy).
Substituindo a expressao para a derivada de w temos que
dway = 2(0awp) — Tgpwe)-

Entretanto os simbolos de Christoffel sao simétricos nos indices inferiores, logo I = 0.
Consequentemente,
dwab = 28[awb],

isto é, para as 1-formas pode-se utilizar a derivada parcial em vez da conexao para com-
putar a diferencial exterior. Para formas de dimensao superior o argumento é facilmente
generalizado e assim obtemos o seguinte teorema:

Teorema 2.1.1. Uma definicao equivalente para a diferencial exterior de w € AP é
dwba1~-~ap = (p + 1)8[bwa1...ap].

Claramente as defini¢oes 2.1.0 e consequentemente a 2.1.3 é independente do sistema de
coordenadas e portanto transforma-se de forma covariante de um sistema de coordenadas
para outro, sendo assim compativel com o principio da relatividade. Uma maneira de
se computar a diferencial exterior, com um 6ébvio abuso de notagdo, seria por meio da
seguinte relacao:

Wareay 5 o u
dw = (9, d2®) A < ) dx] N dxp> ,
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note que esta nao é uma definicdo do ponto de vista formal, contudo nos fornece uma
maneira rapida de se calcular dw. Pode-se pensar nesta como uma regra analoga a do
determinante para o calculo do produto vetorial ou rotacional. A seguir, temos dois
exemplos que nos dao aplicagoes deste conceito.

Exemplo 2.1.4. Seja M =R? ev € A} e {dz,dy,dz} a base de T;R®. Logo

~ [Ov,  Ou, ov, Ov, Ov, 0Ovy,
dv_(@x ay)dx/\dy—l—((% aZ>dm/\dz+<ay 8z>dy/\dz.

O que sao justamente as componentes de V x w. Fsta ainda nao é a generalizagdo do
rotacional, para isso vamos precisar do dual de Hodge.

Exemplo 2.1.5. Consideremos novamente as formas do Exemplo 2.1.3, logo
¢ =xdr—ydy;
Y =zdrNdy+xdyANdz
0 =:dy.

Consequentemente, as diferenciais exteriores sao

dp = 0;
diy) =2 dx Ndy Ndz;
dé = dz A dy.

Temos ainda que a diferencial exterior satisfaz as seguintes propriedades que sao muito
utilizadas durante os calculos com estas:

Lema 2.1.2. Sejam M uma variedade n-dimensional, w € A, o € AL e ¢ € R, temos
que a diferencial exterior goza das sequintes propriedades

i. d(cw + a) = cdw + da, para p = q;
1. dw =0, para p =n;
. dlw N a)=dw AN a+ (—1)’w Ada;
iv. d(dw) = 0.

A 1ltima das propriedades nos diz que d? é sempre nulo. Isso decorre diretamente
do Teorema 2.1.1 e da comutacao das derivadas parciais. Este fato é uma generalizagao
dos teoremas que dizem que o rotacional do gradiente e o divergente do rotacional sao
nulos [21]. Seja a € A?, caso dae = 0 dizemos que « é fechada, para estas formas existe
o seguinte lema:

Lema 2.1.3 (Poincaré). Seja o € AE. Temos que o € uma forma fechada se, e somente
se, existe w € AP7! tal que dw = a.

Este lema pode ser pensado como uma reciproca da propriedade (iv) do Lema 2.1.2.
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2.1.3 Dual de Hodge

Note que em nenhum momento necessitou-se do tensor métrico para definir ou mesmo
realizar operagoes com p-formas, assim os conceitos dados servem tanto para variedades
com métrica definida quanto para as que nao gozam desta condi¢ao. No entanto para
definirmos as ferramentas a seguir serd necessario o uso de g,,. Definamos primeiramente
o produto interno de duas p-formas.

Definicao 2.1.4. Seja M uma variedade diferencidavel com métrica definida e w, o € AP.
Entdo o produto interno de w e o € uma aplicagio (,) : AL X AP — R, sendo esta bilinear,
simétrica e definida por
ai---a
) = 2,
p!
ou analogamente
aiby |

b
g PP Wy b, Oay e
p! '
Claramente esta é uma generalizacao do produto interno para vetores, visto que dado
w,a € Al entao

(w,a) =

g(w,a) = (w,a).
Logo, definimos o dual de Hodge como:

Definicao 2.1.5. Sejam M uma variedade diferencidvel n-dimensional com métrica de-
finida e w,ax € AP. O dual de Hodge de w, denotado por xw, é o inica (n — p)-forma
que satisfaz a sequinte relacao

aN*xw = (o, w)e,

para todo o, em que € é a forma volume de M.

Sendo a forma volume, com n sendo a dimensao de M, dada por
e=/lgl dz' A--- Nda".

Consequentemente, o dual de Hodge é uma aplicacao = : A? — AP que em termos das
componentes é dado por

walma}peal---apby--b -\ ‘g‘
- dz® A - Adabrr.
p!(n —p)!

Seja s a assinatura da métrica, entdo temos que

*W =

*xw = (=1)PPg .
Logo, o inverso do dual de Hodge é dado por

KL= ()PP

1 1

Portanto, fica evidente que *~'x = xx~ ¢ a aplicagdo identidade. Como dim A7 =
dim A? temos que estes espacos sao isomorfos e como o dual de Hodge é uma injecao
linear tem-se que este é um isomorfismo entre A2 e A77P. Consequentemente, analisar w
e xw ¢ equivalente, i.e., nao ha perda de informacao quando se utiliza a p-forma original
ou o seu dual de Hodge. A seguir temos um exemplo de como generalizar o gradiente,
rotacional e o divergente para variedades. Este sera utilizado mais adiante, no Capitulo

4, como justificativa para deduzirmos as Equacoes de Maxwell relativisticas.
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Exemplo 2.1.6. Consideremos M = R® e {dx,dy,dz} a base de T;R®. Sejo f € F,
logo, o dual do gradiente de f é dado por
of

f fd + —dz.

af = 8 0z

Seja w € AL, entdo

dw = %_aww dx N\ dy + 3wz_8wx dr Ndz + (%UZ_% dy Ndz.
ox Jy ox 0z

Como dw é uma 2-forma o dual de Hodge deste sera uma 1-forma e esta é

*dw = Q. dwy dx + O, _ 0w, dy + Owy _ 0w dz.
0z ox T

Computemos agora, d* w, temos que calcular xw, que é uma 2-forma, assim
*w =w, dv Ndy —w, doe Ndz + w, dy N dz.

Calculemos agora d x w, logo

ow, Ow, Ow,
d*w_<8x + dy + aZ)dac/\dy/\dz.

O que ¢é bem parecido com o divergente, porém este é um escalar e d*w € uma 3-forma,
portanto para obtermos o divergente, que é uma 0-forma, basta computar o dual de Hodge,

o que nos fornece
ow, Ow, Ow,

+ + .
ox oy 0z
Para obter o laplaciano de f € F basta colocar w = df na expressio anterior, o que
resulta em

*xd *w =

Pf  O*f  O*f
*dxdf = + + .
/ ox?  0y? 022
Consequentemente todas as identidades do calculo vetorial podem ser sumarizadas em
termos de formas diferenciais. Seja ¥V o operador gradiente no R3, logo

Vf=1(df);

V x (fw) = § (xdw);
- (fw) = *d x w;
2f = xd x df.

v
v

2.2 Integracao em Variedades

Quando integra-se em superficies no R? deve-se definir uma orientacdo para esta, o que
geralmente é feito definindo-se um vetor normal em cada ponto da superficie. Contudo
em variedades diferenciaveis n-dimensionais nao é possivel definir exatamente um vetor
normal a esta, entretanto podemos utilizar um conceito analogo que sao as n-formas.
Temos entao que:

Definicao 2.2.1. Uma variedade diferenciavel n-dimensional M ¢é dita orientdvel se em
todo ponto de M existe uma n-forma € € Ty (0,n) continua e nao nula.

42



Outra maneira de se definir orientabilidade é colocando que o jacobiano da mudancga
de coordenadas deve ser estritamente positivo [12]. Temos que € pode ser expresso como

e=hdz' N Ndx".

Quando h > 0 temos que o sistema ¢ dito dextrégiro?, caso contrario é levogiro. Duas
orientacoes €; e €, sdo ditas equivalentes quando existe um escalar f > 0 tal que €; = fe,,
isto é, quando a orientacao é preservada. Toda variedade simplesmente conexa é orientavel
e o produto de variedades orientaveis também ¢é orientével [13].

Antes de definirmos a integral de n-formas em M vejamos como a € A” se transforma
sob uma mudanga de coordenadas. Seja a dado por

a=oq.,dt NN da”,
logo fazendo-se a mudanca de coordenadas para um sistema linha temos que

/ = ail)l.axbn:}a/ = aibl.aajbn
ar-an — “Shibn ox'a Ox'lan Lon = Sb1bn ox't ox'm

Oxh Oxlr

, , oxP
= Qq..y = Oél...ngbl...bnw R W = Q.. = A1y det Gy .

Com isto finalmente podemos definir a integral de uma n-forma em uma variedade:

(07

Definicao 2.2.2. Sejam M wuma variedade n-dimensional, U C M um aberto, de M e
Y um sistema de coordenadas de U. Entao, a integral de uma n-forma o de M em U é

dada por
/ o = / d[El ceedx” 193...n -
U Y=HU)

Claramente esta definicdo é independente do sistema de coordenadas utilizado. De
fato, caso integremos no sistema linha temos que

0xP
r n. . m
/UOC = /ll(U) dx dx X123...n det (aq}/7> .

Utilizando o Teorema de Mudanca de Variaveis em Integrais de Jacobi resulta que

/ o/ = / dl‘l e dx” 123...n-
U Yv=1(U)

o= b

Logo a integral é independente do sistema de coordenadas. Isto é de particular impor-
tancia para definirmos uma acao que satisfaca o principio da relatividade. A orientacao
define o sinal da integral, caso inverta-se a orientacao da variedade o sinal inverte.

Caso queiramos integrar p-formas quaisquer com p menor que a dimensao da variedade,
basta integrar na subvariedade de dimensao p. De fato, consideremos que a variedade N
estd mergulhada em M, com dim N = p, logo a integral de w € AP ¢é

/ w = / dxt - da? W123-p-
N Y= 1(N)

Um teorema envolvendo integrais de elevada importancia é a generalizagao do Teorema
de Stokes:

Consequentemente

?Intuitivamente um sistema dextrégiro significa que o mapa cumpre a regra da mao direita.

43



Teorema 2.2.1 (Stokes). Sejam M uma variedade p-dimensional compacta e orientada
com fronteira também orientdvel e w uma (p—1)-forma em M que é de classe C*. Entdo

dw = w
intM

Nos exemplos a seguir deduziremos os teoremas integrais classicos a partir do Teorema
2.2.1.

Exemplo 2.2.1. Consideremos a variedade R e a subvariedade [a,b] € R, com a < b.
Seja f € F, assim
f

df =
Pois |a,b] é unidimensional. A orientag¢ao de [a, b] € o vetor dn, em que este aponta para
fora do intervalo, logo dn(a) = —dz e dn(b) = dx. Assim o teorema de Stokes aplicado
em df nos da
df = f
[a,b] Ola,b]

Como 0la,b] = {a,b} entao obtemos

b
[ ax i) = £0) = f(@)
Exemplo 2.2.2. Consideremos o R e um volume V, neste caso uma subvariedade tridi-

mensional V€ R3 compacta, orientada e com fronteira orientdvel. Seja w € T;Rg, logo
do Teorema de Stokes tem-se que

/d*w:/ *W.
1% ov

deNdy —dxNdz+dyNdz

Podemos identificar a 2-forma

como a orientacao da superficie OV, isto é, o vetor normal, m, a superficie. Teriamos
entao que

/ &z ﬁ(ﬁw):/ dS (tw)-n
v ov
em que m é o vetor normal a superficie S. Este é o Teorema da Divergéncia de Gauss.

Exemplo 2.2.3. Consideremos o R® novamente, mas agora uma superficie S, neste caso
uma subvariedade bidimensional S € R® compacta, orientada e com fronteira orientdvel.
Seja w € T;‘]R?’. Do Teorema de Stokes tem-se que

/d'w = w.
s ds

Novamente identificamos a 2-forma
deNdy —dxNdz+dyNdz

como uma orientacdo da superficie, logo

/SdS [ﬁx(ﬁw)].n:fas dl - (tw)

Em que v € o vetor normal a superficie S. Este é o Teorema de Stokes no R3.
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Vejamos agora como integrar uma fun¢ao escalar em uma variedade n-dimensional M
e como definir a forma volume. Temos que integrar uma 0-forma em M é o mesmo que
integrar a n-forma obtida pelo dual de Hodge. De fato, seja f € F temos que

*f = fe.

Em que € € A? seria a forma volume, para obtermos esta n-forma vamos supor que € esta
normalizado, isto é
(e, €) = s,

em que s a assinatura da métrica. Da definicao do produto interno de formas podemos
obter

a1b anb arb anb 2
gt g ey Ly €aya, = NS = gL g ey Eaya, (€1.n)” = nlS =

n!det (g“b) (61---n)2 =nls = €., = \/]g]-

Aqui podemos escolher duas orientacdes possiveis, como em uma base ortonormal
positiva temos que ¢;..,, = 1 escolhamos a de sinal positivo, logo

€= /lg| dz' A Ada™

A forma volume também é denominada tensor de Levi-Civita.
Portanto, o dual de Hodge de qualquer funcao f € F é

*xf = f/lg| dz' A - A da™,

o que nos fornece o seguinte resultado para a integral de f na variedade M:

*f = dat - dx” ,
/M / /1/11(M) / \/@

sendo esta, como mostrado acima, independente do sistema de coordenadas.

Exemplo 2.2.4. Seja T um campo vetorial tangente a uma variedade n-dimensional M,
o Teorema de Gauss assume a sequinte forma nesta

[ae vu@ gl = [ ate rn/il,
M oM
em que m e 7y sao, respectivamente, uma orientacio de OM e o determinante do tensor

métrico em OM [23].

No Capitulo 1 desenvolvemos o formalismo matemético necessario para a relatividade
especial e geral, ja no Capitulo 2 o formalismo para as Leis de Maxwell, agora no Capitulo
3 veremos as teorias da relatividade restrita e geral.
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Capitulo 3

Teorias da Relatividade

Neste capitulo sera discutido os fundamentos da relatividade especial e a teoria da
gravitacao de Einstein. Na Sec¢ao 2.1 descreveremos brevemente o panorama da fisica pre-
relativistica, i.e., pré-1900, neste contexto faremos uma breve andlise das transformacoes
de Galileu e do espago-tempo newtoniano, e discutiremos a incompatibilidade destas com
a eletrodindmica de Maxwell. Além disso, falaremos do inicio da relatividade especial.

Na Secao 2.2 sera feito um desenvolvimento do espago-tempo de Lorentz-Minkowski
com base em postulados e no formalismo da geometria diferencial, aqui sera abrangido
cinematica e dinamica relativisticas, grupo de Lorentz e principios variacionais. Por fim,
na Secao 2.3 discutiremos o principio da covariancia geral, gravitagao, Equagoes de Campo
de Einstein e Acao de Hilbert.

3.1 Fisica Pré-Relativistica e Inicio da Relatividade

O objetivo da mecanica classica é modelar o movimento dos corpos e expressar os seus
movimentos em fungdao do tempo. Portanto, estes descrevem trajetérias em um espaco
euclidiano de trés dimensoes espaciais e uma temporal. Dada uma origem e um sistema
de coordenadas podemos escrever este espaco como R x R? e os seus pontos podem ser
dados por (t,z,y, z). Este sistema de coordenadas pode ser introduzido pela presenca de
um observador com uma fita métrica e um relégio, mapeando assim o espaco.

A estrutura causal deste espago é bem-definida, temos que o tempo passa de igual ma-
neira para todos os observadores neste, consequentemente quando mudamos de observador
somente a parte espacial muda, a temporal nao. Isto é, consideremos dois observadores S
e S’ e os respectivos sistemas de coordenadas (t', 2,1/, 2') e (t,x,y, z). Entdo a maxima
alteracao possivel no tempo é um shift constante, isto é

t=t +r.

Em que 7 é constante, logo a variagao de tempo em dois referenciais é sempre igual. Isto
significa que classicamente todos os relégios, em movimento ou nao, marcam a mesma
passagem de tempo para um dado evento, id est, o tempo é absoluto. Estas defini¢oes
sdo essenciais na mecéanica classica e foram dadas por Isaac Newton (1643-1727) na sua
obra Principia [24]. A superficie de simultaneidade é dado pelo plano definido por ¢t = ¢,
isto é, o conjunto de todos os pontos do espaco RT x R® que marcam o mesmo tempo,
em que tg constante.

O problema agora seria modelar o movimento, isto é, escrever a equagao de movimento
para o corpo. Existem basicamente trés formas de se fazer isso, via mecanica newtoniana
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lagrangeana ou hamiltoniana. Cada uma tem suas vantagens e desvantagens, contudo
a principal suposicao feita para estas formulagoes é que as equagoes de movimento sao
covariantes, isto é, sdo escritas da mesma forma, em diferentes referenciais inerciais. Sendo
assim definamos estes:

Definicao 3.1.1. Um referencial inercial é todo observador no qual a Primeira Lei de
Newton € vdlida, isto €, um corpo livre da agdo de forcas tende a ficar em repouso ou em
movimento continuo.

Entao para verificarmos se dado observador S é inercial basta deixar um corpo em um
movimento livre de forcas, caso este acelere entao o referencial nao é inercial. Dado um
referencial inercial S, os lnicos referenciais inerciais que podem ser construidos a partir
deste sao por meio de uma translagao, rotacdo ou translagdo com velocidade constante.
Ao conjunto das transformacoes entre referenciais inerciais damos o nome de Grupo de
Galileu, qualquer outra mudanga de referencial que nao pertencga a este grupo nao deixa
as equagoes de movimento covariantes [25].

Uma classe muito especial de transformacgoes do grupo de Galileu sao os boosts de
Galileu, i.e., as translacoes com velocidade constante. Consideremos que o referencial S’
esteja em movimento com velocidade constante V' em relagao ao referencial inercial S,
logo S’ é inercial e a transformagcao de coordenadas é dada por

r=r—Vt.

Supondo ¢é claro que no instante ¢ = 0 as origens coincidiam. Consequentemente obtemos
a famosa lei de adicao de velocidades galileana

vV=v-V.

Diferentemente das rotagoes, os boosts de Galileu sao comutativos e para obtermos as
transformacoes inversas basta fazer a mudanca V' — —V | isto é, o referencial S se move
com velocidade —V em relacao a S’. Na forma matricial podemos escrever os boosts de
Galileu como [25]

1 000
—V, 100

TG ="y o1 o (3.1)
V. 00 1

Como todas as leis da mecanica sdo covariantes por transformagoes pertencentes ao
grupo de Galileu podemos estender esta caracteristica a todas as leis da fisica, o que nos
leva a postular:

“Todas as leis fisicas sdo covariantes por transformagcoes de Galileu.”

Uma das primeiras pessoas a supor um axioma parecido foi J. H. Poincaré (1854-1912)
na sua obra O Valor da Ciéncia, contudo este especificou que as leis fisicas sdo as mesmas
em todos os referenciais inerciais, todavia nao restringiu sob que classe de transformacgoes
a covariancia se mantém [26].

No final do século XIX o panorama da fisica seguia sem grandes mudancas, porém
nesta época surgiu a eletrodinamica sob a forma das Leis de Maxwell. Esta continha uma
grande falha, em meio a inimeros sucessos diga-se de passagem, do ponto de vista classico:
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nao era covariante pelo grupo de Galileu. De fato, consideremos um boost somente no
eixo x dado por

!/ __
t_a

' =x — ut;
/I __ .
y_y7

2 =z

Em que u é a velocidade do referencial S" em relacao a S. E as Equagdes de Maxwell no
vacuo, escritas no sistema internacional de unidades, e em S sao dadas por

6'E:,MOCQP;
§~B:0;
- 0B
E=__—.
V X 5
1 0F

V x B = pgJ + ——.
Hol + 2 ot

Em que E é o campo elétrico, B o campo magnético, p densidade de carga, c a velocidade
da luz e pg é a permeabilidade magnética do vacuo que vale 47 -10~7 N/A2. Utilizando as

transformacoes dadas e a regra da cadeia podemos obter que estas equagoes em S’ seriam

6,'E:HJOCQP;
V' -B=0;
. OB .
/ E = — . /B.
V' x 8t’+(u V') B;
10E (u-V')

=/

V XB—/L()J—l-Czat/ 2 E.
Sendo V' é o operador derivativo no referencial S’. Como visto acima as leis de Maxwell
nao sao covariantes por boosts de Galileu.

Outra incongruéncia da eletrodindmica com a mecanica classica seria o fato de que
de acordo com a equacao de onda a velocidade da luz é sempre c. Pois estas sdo obtidas
das equacoes de Maxwell, que a principio nao valem em um referencial inercial especifico.
Todavia para as ondas sonoras em um meio, a equagao de onda ¢é valida em relacao a
por¢ao do meio em repouso, em analogia a este fato postulou-se que o mesmo ocorre para
as ondas eletromagnéticas e o meio de propagacao destas seria o éter.

Consequentemente as leis de Maxwell seriam validas no referencial no qual o éter esta
em repouso. Na época existiam duas possibilidades: o éter é estacionario e é parcialmente
arrastado pela Terra em seu movimento de translacdo ao redor do Sol ou o éter é comple-
tamente arrastado na superficie da Terra. Devido ao experimento de Fizeau! preferiu-se a
primeira hipotese e, além disso, se a segunda fosse verdadeira nao teriamos como verificar
a existéncia do éter via diferencas na velocidade da luz.

Para testar esta hipotese realizou-se o Experimento de Michelson-Morley em 1887 por
Albert A. Michelson (1852-1931) e Edward W. Morley (1838-1923). Este consistia na luz
sendo emitida por uma fonte e sendo divida por um divisor de feixe em duas diregoes
ortogonais sendo uma delas alinhada com a direcao de rotacao na Terra. Estes dois

IEste foi realizado por H. Fizeau (1819-1896) em 1851 e consiste basicamente em medir a velocidade
da luz em uma corrente de agua.
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feixes deslocavam-se o mesmo comprimento e eram refletidos em um espelho, retornando
assim ao divisor de feixe e voltando ser um s6 feixe que era mostrado em um anteparo.
Todavia, devido a lei de adicao de velocidades galileana, no feixe paralelo a rotacao da
Terra a velocidade da luz deveria ser modificada, logo haveria uma diferenca de tempo
entre os feixes ortogonais, gerando assim um padrao de interferéncia. Entretanto, este
padrao nao foi observado, pelo menos nao no nivel esperado, e entdo poderia-se concluir
que: a velocidade da luz era constante em todos os referenciais inerciais ou o éter era
completamente arrastado pela Terra.

Como o nivel de precisao do Experimento de Michelson-Morley era baixo, devido aos
equipamentos disponiveis na época, com o passar do tempo realizou-se outros testes para
comprovar a invariancia da velocidade da luz. A maioria dos métodos modernos baseia-se
em ressonancia ética, em especial destacamos o trabalho de Mueller et al., que usando
feixes de ressonadores 6ticos criogénicos ortogonais e observagdes no periodo de um ano,
além de previsoes do modelo padrao buscaram anisotropias na velocidade da luz, como
resultado obtiveram Ac/c & 1071°, comprovando assim a invaridncia de ¢ [27].

Para explicar o resultado nulo do Experimento de Michelson-Morley, H. A. Lorentz
(1853-1928) publicou dois trabalhos de fundamental importancia, sendo estes Electromag-
netic phenomena in a system moving with any velocity smaller than that of light em 1904
e Simplified Theory of Electrical and Optical Phenomena in Moving Systems em 1899.
Nestes o autor introduziu arbitrariamente um conjunto de transformagoes para as coor-
denadas e os campos elétrico e magnético que mantinham as Leis de Maxwell invariantes
e a velocidade da luz constante [28]. Estas transformacoes tinham a propriedade de que o
tempo era medido localmente, isto é, para diferentes observadores a passagem de tempo
era distinta e, além disso, nenhum corpo poderia possuir uma velocidade maior que a da
luz. Devido ao conflito com a fisica classica elas foram pontualmente rejeitadas e rele-
gadas a um truque matematico pelo préprio Lorentz, contudo em 1905 iniciou-se uma
revolucao na Fisica que viria a confirmar todas estas hipdteses consideradas absurdas: a
relatividade restrita?.

A principal motivacao de Albert Einstein (1879-1955) para a formulac¢ao da relativi-
dade restrita foi fazer com que todas as leis fisicas assumissem a mesma forma sob todos
os referenciais inerciais, algo que ja havia sido proposto por Poincaré como dito anteri-
ormente, todavia s6 foi colocado em bases fisicas e elevado a status de principio geral
por Einstein [28]. Além disso, este baseou-se fortemente no resultado do experimento de
Fizeau, mais ainda do que no experimento de Michelson-Morley.

O seu principal guia na construgao desta teoria foi a convicgao de que a eletrodinamica
estava precisa em suas afirmacoes sem a necessidade do éter. Portanto, a pergunta que
ficou era qual o referencial que a equagao de onda é valida? A resposta é: em todos os
referenciais inerciais.

3.2 Relatividade Especial

A relatividade restrita pode ser entendida sem geometria diferencial, todavia o poder
desta teoria é manifestado somente com a utilizagao da ultima. Portanto, no desenvolvi-
mento da primeira ao longo do texto utilizaremos métodos geométricos e uma formulagao
axiomatica para a introdugao dos postulados e resultados relativisticos.

2Também denominada relatividade especial.
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3.2.1 Espacgo-tempo de Lorentz-Minkowski

Como visto anteriormente, o espaco fisico na mecanica classica é o R?, sendo as-
sim, vamos analisar algumas propriedades desta variedade. Esta admite um conjunto
de parametrizacoes usuais, coordenadas cartesianas, e a distancia entre dois pontos é
independente da parametrizacdo, cartesiana, utilizada e neste caso é dado por

D = (Ax)? + (Ay)? + (A2)2,
Consequentemente o tensor métrico deste espago ¢ da forma g, = 04 € obtemos as
seguintes equacoes
Ougpe =0 e I', = 0.
Logo, o operador derivativo é somente a derivada parcial e o tensor de curvatura ¢é
nulo. Como consequéncia as geodésicas, parametrizadas afim, deste espago sao da forma

(1) = AT + B,
com A% e B* dados pela condicao de contorno. Entao as geodésicas sao retas e o mapa
exponencial é global, logo pode-se identificar R* com T,R? para todo p € R?. Em vez de

supormos que o R? tem o elemento de arco dado anteriormente e que existe um grupo de
coordenadas cartesianas que mantém este invariante, basta colocar que:

“O espago fisico é a variedade R com uma métrica riemanniana plana.”

Somente com esta afirmacao podemos retirar todas as suposicoes feitas. De fato, temos
que existe um grupo de transformagoes entre sistema de coordenadas que preservam a
métrica ortonormal. Do tensor métrico temos ainda que as geodésicas seriam retas e com
isso construimos o mapa exponencial, que é global pois a curvatura é nula, e temos as
coordenadas cartesianas.

Seguindo o mesmo raciocinio enunciaremos postulados que conterao os axiomas pro-
postos por Einstein e nos dirao como ¢é a estrutura do espaco-tempo relativistico.

Postulado (Existéncia de L1). O espago-tempo fisico na relatividade restrita, o espago de
Lorentz-Minkowski IL*, € a variedade R* com uma métrica lorentziana plana. Um ponto
neste espaco € denominado evento.

Analogamente ao que fizemos anteriormente para o R?, temos que os simbolos de Ch-
ristoffel e o tensor de curvatura se anulam. Logo, o L* é uma variedade quadridimensional
plana, portanto as geodésicas neste espaco sao retas e com estas podemos construir um
sistema de coordenadas globais da forma

xozct, xlzx, :172:y e 1=z

Nos quais o tensor métrico é sempre ortonormal

-1 0 0 0
0O 1 0O

(nab) - 0 010 (32)
0O 0 0 1

O que motiva a seguinte definicao,

Definicao 3.2.1. Todo sistema de coordenadas do espago-tempo na qual o tensor métrico
tem a forma ortonormal em todo o IL* é denominado inercial.

O segundo postulado nos diz como um corpo livre de forcas se move em L* e nos dao
uma estrutura de causalidade para este espaco®. Além disso, nos informam que nenhum

30 que torna este postulado anélogo a lei da inércia.
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corpo se move com velocidade maior que a luz.

Postulado (Lei da Inércia). A trajetoria de qualquer corpo no espago de Lorentz-Minkowski
¢ denominada linha do universo e é sempre do tipo temporal. Além disso, corpos livres
da agdo de forcas movimentam-se em geodésicas do tipo temporal.

Temos que a equagao de movimento de um corpo é dado pela forma relativistica da
Segunda Lei de Newton. Primeiramente definamos 4-velocidade e 4-momento.

Definicao 3.2.2. Sejam C' a trajetoria de uma particula e T o tempo proprio da particula.

Definamos uw € TM
dC

Esta ¢ a 4-velocidade da particula.

Temos que o tempo préprio pode ser escrito como

[ 2
dr = \/—ndxrdx” = dr = |1 — 2—2 cdt,

em que v é a velocidade usual no R?. Consequentemente as componentes da 4-velocidade,
em um referencial inercial, sdo dadas por

u’ =7;

al = 0. /e
u? = yu, /¢
ud =y, /c.

Portanto ¢ diretamente dedutivel que w é unitario, isto é
u*u, = —1.

Com a 4-velocidade podemos definir o 4-momento, basta multiplicar pela massa de
repouso, sendo esta:

Definicao 3.2.3. A massa de repouso, m, de um corpo é aquela a qual é medida no
referencial em que este permanece em repouso.

Entao a massa de repouso é um invariante relativistico, ou seja, ¢ a mesma em todos
os referenciais por definicao. Portanto o 4-momento é definido de maneira analoga ao
caso cléssico.

Definicao 3.2.4. Seja u a 4-velocidade de uma particula, assim definamos o 4-momento
desta, p € T'M, como
p = mu. (3.3)

Como consequéncia da definicao temos que o

p'p, = —m?.
E as componentes de p sao

p’ =my;

Pt =0/

p* = py/c

p* =p./c



Portanto a Lei de Forca Relativistica é dada por

dp
= _H
dr ’

em que H é a forca de Minkowski que sera definida na Secao 3.2.3.
Na relatividade especial o 4-momento ja engloba a energia e o momento, portanto as
leis de conservacao destas quantidades podem ser reescritas como

Postulado (Conservacao do momento). Em um sistema fechado e isolado o 4-momento
é conservado.

De fato, as componentes espaciais de p sao proporcionais ao momento classico, en-
quanto que a componente temporal é proporcional a energia relativistica:

E=c" ou E=~vymc.

Fazendo-se o limite classico em E temos que esta ¢ igual a energia cinética, a nao ser um
termo mc? que é a energia de repouso:

2 2 2
E::Emmc2<1+;>:>Ezm2v+mc2.

v2 c2
% 2

Como dito anteriormente, a Lei da Inércia introduz uma estrutura de causalidade no
espaco-tempo. No Capitulo 1 foi dito que um espago com métrica de Lorentz possui
trés tipos de vetores tangentes. De maneira analoga podemos classificar intervalos entre
eventos. Seja um intervalo entre dois eventos (z*) e (y*) dado por

S = (2" — ") (" —y").
Consequentemente temos que
i. S? > 0 (Tipo Espacial);
ii. S? <0 (Tipo Temporal);
iii. S? =0 (Tipo Luminoso).

Para intervalos temporais sempre existe um referencial inercial tal que x* = y* para a
parte espacial (u = 1,2,3), ou seja, existe um observador tal que estes eventos ocorrem
no mesmo local no espago, mas em tempos diferentes. Todavia nao existe um sistema
de coordenadas tal que os eventos sejam simultaneos, dado que neste caso teriamos que
S? > 0. No entanto, caso o intervalo seja espacial existe um referencial no qual os eventos
sao simultaneos, porém estes nunca ocorrem no mesmo local no espacgo. Agora da-lo-emos
uma interpretacao causal para estes conceitos.
Dado um evento (y*), denominemos o conjunto

{(2% 2t 2%, 2%) e My —(2° —¢°)" + (' —y")? + (2 = 9°)? + (¢ — ¢*)* = 0}

de cone de luz centrado em (y*). Portanto toda linha de universo que passa pelo evento
(y*) estd no interior do cone de luz. Temos que todo evento (2*) no interior do cone
de luz, é ligado por (y*) via um intervalo temporal. Logo, neste caso, (z*) é um evento
futuro de (y*) caso 2° > 3° e evento passado para 2° < y°. Portanto, o interior do cone de
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luz contém todos os eventos que podem ser ligados causalmente com a origem para algum
observador. Consideremos agora eventos no exterior do cone de luz, estes sempre estao
separados espacialmente e contém todos os pontos que podem ser simultaneos a origem
em algum referencial. A Figura 3.1 contém um diagrama de um cone de luz.

Figura 3.1: Cone de luz centrado no evento A, em que os eventos B e C' podem, respecti-
vamente, ser futuro e simultaneo a origem. A parte superior ao cone é denominado cone
do futuro e a inferior de cone do passado [29].

Fica evidente na discussao acima que simultaneidade é um conceito relativo e nao
absoluto. No espaco-tempo newtoniano as hiper-superficies de simultaneidade, id est,
conjunto de todos eventos simultaneos, sdo hiper-planos com tempo fixo, sendo estas
iguais para todo observador, a nao ser que sejam transladadas paralelamente no caso em
que a mudanca de coordenadas seja uma translacao temporal. Todavia no espago de
Lorentz-Minkowski estas variam de acordo com o referencial, pois eventos simultaneos
para um observador podem nao ser para outros. Uma consequéncia disto é que no espaco
de Lorentz-Minkowski nem todos os relégios podem ser sincronizados.

3.2.2 Grupo de Lorentz

O ultimo postulado da relatividade especial introduz o Principio da Covariancia Res-
trita, este que foi o principal guia de Einstein na formulacao desta teoria.

Postulado (Covariancia Restrita). As leis da Fisica sio covariantes pelo grupo de Lo-
rentz.

Vejamos agora o que sdo estas transformagdes e como estas nos fornecem o principio
da covariancia. Como dito anteriormente, um referencial inercial é todo aquele no qual
a métrica ¢ ortonormal, contudo estes nao sao unicos, na realidade temos um conjunto
infinito de sistemas de coordenadas que satisfazem esta propriedade. A transformagao
entre estes mapas é dado pelo grupo de Poincaré.

Definicao 3.2.5. O grupo de Poincaré, denotado por P, contém toda transformagdo entre
dois sistemas de coordenadas que mantém a métrica ortonormal, isto €, sejam (z*) e (z'*)
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referenciais inerciais de L* temos que

a B a
0z® Ox logo <&E ) ep.

B o 100 T ox'm

Denotemos A como a matriz de mudanca de coordenadas do grupo de Poincaré, por-
tanto utilizaremos a seguinte notacao

(e
Ao Ox
! .
[ amlu
Da defini¢do temos que P é nao-abeliano® e que A é ortonormal, isto é

det A = £1.

As transformagoes com determinante positivos sao ditas préprias, caso contrario sao
ditas impréprias. As primeiras preservam a orientagao espacial, isto é, o sinal de uma
3-forma em qualquer hiper-superficie espacial de . é mantido, j& as impréprias nao tém
esta propriedade, um exemplo seriam as transformagoes espelhadas [30]. As mudangas de
coordenadas com A% > 1 e A% < —1 sdo denominadas, respectivamente, orto-cronicas
e nao orto-cronicas. O primeiro tipo preserva a dire¢do temporal, ja o segundo nao, ou
seja, futuro vira passado e vice-versa. Portanto, pode-se separar P em quatro classes
distintas [30]:

1. Ly, ={AeP;detA=1e A% > 1};

2. L ={AeP;detA=1e A < —1};
3. L, ={A€P;detA=—1eA%>1};
4. L. ={A e P;detA=—-1e A% < —1}.

Exemplos de transformacoes de P sdo translacoes em L*, rotacoes espaciais, inversoes
temporais, inversoes espaciais e translacoes a velocidade constante. Todavia nao sao
todas as transformagoes de Poincaré que preservam a forma das leis fisicas, de fato ja
demonstrou-se em experimentos a quebra da simetria de paridade® na interacao fraca por
meio do decaimento beta do cobalto-60 [31]. Além disso, a inversao temporal também é
rejeitada devido a segunda lei da termodinamica [30]. Portanto, o grupo de Lorentz, que
¢ a classe das transformacoes que satisfazem o Principio da Covariancia Restrita, ¢ dado
nao por todo P, mas somente por uma parte deste, mais especificamente L, . A seguir
temos como exemplo de A € L, o boost de Lorentz.

Analisemos brevemente uma classe especifica de transformacoes de L, : os boosts
de Lorentz. Consideremos dois referenciais inerciais S e S’ em que o primeiro estd em
movimento com velocidade constante em relagdo ao segundo, a transformacao de Lorentz
entre estes é denominada boost. Sejam V a velocidade da origem de S’ em relagdo a S e
n o vetor unitdrio na diregao e sentido da velocidade. Coloquemos 8 = V/¢, portanto o
boost de Lorentz de S para S’ é dado por [22]

A% =
A% = Ny = s

Aj,C = Ak]'. = (y—1D)nIn* + 5jk.

4Basicamente as transformacoes nio comutam, isto é, AjAy # AgA;.
5Sendo esta uma transformacio de inversio espacial, isto ¢, da classe L_ .
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Para obtermos a transformacao inversa basta fazer a substituicao 8 — —f. Na forma
matricial temos

g —pyn’ —pyn? —pyn?
A— | 7B (=D +1 (v —Dn'n? (v = Dn'n?®
—Byn?  (y=Dr*nt (y=D@*)*+1 (v - n*n’
—pyn® (v —1n'n® (y=Dn*n® (v =1)(n*)>+1

Note que o boost de Lorentz é uma transformacao que afeta somente as diregoes paralelas
a V, além disso temos que Az’ # Az’°, portanto o tempo passa de maneira diferente
para os dois referenciais, ou seja, relégios em S e S’ nao podem ser sincronizados. J&
o limite classico destas transformacgoes, em uma direcdo genérica, é a transformacao de
Galileu discutida na introducao.

Consideremos um caso particular do boost de Lorentz com V no eixo x e no sentido
positivo, logo n' = 1 e n? = n = 0, além disso seja A uma transformacao de S’ para S.
Portanto,

¥ By 00
By v 00
A=1% 0 10

0 0 01

Em termos das coordenadas as transformagoes sao dadas por

t=~[t'+Va'/A?;

x =[x+ V],

=l V) (3.4
y_y7
z =2\

Com isso calculemos agora a famosa Lei de Adigao de Velocidades:

Teorema 3.2.1. Sejam S e S’ dois referenciais inerciais, com o sequndo movimentando-
se com velocidade constante V' no eixo x em relagio ao primeiro. Consideremos v e v’,
respectivamente, a velocidade de um corpo em S e S’. Logo v goza das sequintes relagoes:

Ul _ V + ,Ull U2 _ ,U/2 . U3 _ ,UIS .
14+ Vo't/e?’ y(1+Vut/e?)’ v (14 Vo'l /c?)

Primeiramente consideremos a diferencial do sistema de equagoes 3.5:

dt =~ [dt' + Vdx'/c];
de = [dx' + Vdt'];
dy = dy';

dz =d7.

Utilizando a definicao de velocidade temos que

de  vylda’ + V] , At + V] . V4ot

dt vy ldt + Vdz'/d] TV T 1+ Vo'l/c] U 1L+ Volt/e?

Para as demais dire¢oes temos calculos analogos, exempli gratia, para a coordenada y

temos:
dy dy/ ) v/2

dat v [dt + Vda' /(] U y(1+Vot/e?)
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E evidente que o limite cldssico do Teorema 3.2.1 ¢ basicamente a Lei de Adicao de
Velocidades de Galileu, todavia esta goza de uma caracteristica que a sua contraparte
classica nao a tem: a invariancia da velocidade da luz. Consideremos um feixe de luz em
S’ na direcdo 2/, logo v? e v3 sdao nulos e

1 V+e .
1+ Ve/e

Portanto, estas transformacoes satisfazem de fato o Segundo Postulado de Einstein.

3.2.3 Principios Variacionais na Relatividade Especial

O principio da agao estacionaria é central no panorama fisico atual, pois ¢é a ligagao
mais imediata das teorias fisicas classicas com as suas versoes quanticas, sendo o pro-
pagador de Feynmann o que liga estas teorias [32]. Nesta se¢ao especificaremos como o
principio da acao estaciondaria pode ser utilizado para se obter as equagoes que regem a
dindmica de um sistema em L*.

Primeiramente definamos funcional integral:

Definicao 3.2.6. Um funcional integral S é um mapa S : F — R que leva o espago
de fungoes F definido em uma variedade M em um nimero, em que S € dado por uma
integral

= /dnl' L (¢, 8#¢, 8uay¢7 8,ual/aa¢7 T ) ‘g‘
M

A fungao L € denominada lagrangiana.

Daqui para frente consideremos o caso em que |g| = 1, temos que sistemas de coor-
denadas inerciais em L* cumprem esta condicdo. A definicio dada é automaticamente
generalizavel, caso ¢ seja um campo tensorial de qualquer ordem. A aplicacao deste con-
ceito na Fisica consiste em encontrar um funcional integral, que denominamos acao, e
variarmos a funcao de entrada. Feito isso encontramos qual destas extrema o funcional
dado, esta funcao satisfaz um conjunto de equagoes diferenciais denominadas Equacoes
de Euler-Lagrange. Como exemplo variemos primeiramente uma acgdo cuja lagrangiana
depende de uma campo escalar ¢ e de sua primeira derivada, isto é,

- / d"z L (,0,0) .
M

Deste modo encontremos a variacao de S, 0.5, em termos da variacao em ¢, ou seja,
d0¢. Sendo assim

oL

/d"xéﬁgb, 9,0) = 65 = /d”( 50+ 5370
i

=9 5¢>

os= dﬂ“( 9570+ O [ (af¢)a¢] lagf@]w)

O segundo termo pode ser reescrito utilizando o Teorema de Gauss

. il oL
/d x 0, l qu)égzﬁ] 84 xn, 78(8M¢)5¢' (3.5)
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Em geral fixamos a variacao de ¢ em OM, o que seria equivalente a especificarmos as
condigbes de contorno, portanto d¢(0M) = {0}. Consequentemente a integral 3.5 é nula,
em suma todo termo que pode ser reescrito, utilizando o Teorema de Gauss, em termos
de uma integral de superficie é nulo na variagao da agao. Portanto,

58 :Ald”x (gg ~ 9, la(gfqﬁ)]) 5¢.

No ponto de extremo tem-se que 05 = 0, porém d¢ é uma variagao arbitraria, logo para
a integral ser sempre nula temos que

oL l oL ]

= =0, =]

0¢ 0(0,.9)
Esta é a Equacao de Euler-Lagrange que descreve o sistema®. A vantagem do método
variacional é que este satisfaz automaticamente o Principio da Covaridncia Especial”, dado
que a integral é independente do sistema de coordenadas. Como a agdo é um escalar, a
lagrangiana deve ser um invariante relativistico, portanto esta é geralmente escrita em
termos de normas de tensores ou vetores.

O caso realizado anteriormente foi para uma lagrangiana de primeira ordem, ou seja,

depende somente das primeiras derivadas de ¢. Generalizemos o argumento para qualquer
ordem.

6

Teorema 3.2.2. Seja S : F — R a acao de um sistema, sendo esta dada por

Sl = /d"a: L (0,040, 01,010, 04y 0y Ops 0, - -+ )
M

em que ¢ € F € de classe C*° e L é de ordem n-ésima ordem. Seja ¢ € F a fungdo que
extrema a ac¢ao e n uma variagdo desta, isto é,

ple, @) = ¢+ an,

tal que o« € R. A wariagao e suas (n — 1)-ésimas derivadas gozam de

n(OM) = {0};
Oun(OM) = {0};
5u1<9u277(<9M) = {0}3

Oy~ 8un:177(aM) = {0}.

Entdao ¢ satisfaz a sequinte equagdao diferencial:

(~1Y0,.-- -9, oL

1 {N%~@mﬁza

6Para um campo tensorial de rank n terfamos n” equacdes.
"Na realidade este goza até do Principio da Covaridncia Geral.

oL,
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n

o7



Provemos este resultado, porém primeiramente temos que para j < n

]\ld T a<aul - .8M¢) a,lu 5uj77 ]\ld T ( 1)J8u1 8Mj [a (8M1 8M]¢)] n (3 6)
De fato,
/d 3 @W) o+ Oy = /d ( 1...3M¢)a’“ 0%177) "

. oL
_/d T Oy, (8(0 .3 ¢)) Oy -+ Oy

(B} Hy

Pelo Teorema de Gauss o primeiro termo ¢é nulo, logo

oL or
]\{ T 8 <au1 e aﬂj(b) / ( b auj(b)) H1 ,ujfl/r]

Repetindo j — 1 vezes o processo anterior obtemos o resultado desejado.
Temos entao que S[p] é uma funcao de €, logo

= /dnx L (go, alt(pv aulau2907 8#18“2(9“3@, T ) .
M

Portanto o extremo de S ocorre quando

ds
dE( )_07

ou seja,

/d" (a¢n+;6< ...aﬂjqb) am"'auﬂ?)z(l

Podemos reescrever esta equagao utilizando o resultado anterior, portanto

/d" ( ;(—1)18#1...% [a(a ?fa(ﬁ)])":()'

Mg

O que ocorre para toda variacao 7 se, e somente se,

n

oL
=+ (=18, -0,
¢ jgf o ‘“[a(am...

aﬂjszs)] -

Obtemos assim a equagao de Euler-Lagrange para uma lagrangiana de n-ésima ordem.
Podemos definir a derivada funcional da agao como

s 68
M
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Temos entao que a derivada funcional é linear e satisfaz a regra de Leibniz, como esperado
de um operador derivativo. Decorre da definicdo que

08 + Z": oL
%~ % 0 0u0) |
Consequentemente a equagao de Euler-Lagrange é
08
% =0.

Exemplo 3.2.1. Consideremos a sequinte lagrangiana que descreve o campo de Klein-
Gordon neutro [33]

c:;p%wW¢—m%ﬂ.

Portanto, a equacao de FEuler-Lagrange associada é

()
8¢ "\0(0ue))"

0L _ oy, 0L

d¢

O que nos resulta na equacdao de Klein-Gordon

Sendo assim,

0"0,6 + m2¢ = 0.

Exemplo 3.2.2. Classicamente a trajetoria é obtida extremando-se a ag¢do, sendo esta
calculada ao longo da trajetoria da particula

:/ﬁﬁ@qw

Todavia a acao é um invariante, dado que é um escalar, e na relatividade especial o tempo
¢ uma varidavel local, isto é, depende do referencial. Sendo assim, € proposta uma nova

acao para a particula livre:
Slzt] = /d)\ Qg /N utu? . (3.7)

Esta de fato € invariante, dado que € nada mais que o tempo proprio de uma particula
multiplicado por uma constante a que tem como fungdo fornecer o limite cldssico e nos
dar a dimensao correta.

As Equagoes de Euler-Lagrange decorrentes de (3.7) foram calculadas na Se¢io 1.6.1 e
¢ basicamente a equagdo das geodésicas parametrizadas afim, dado que u é a 4-velocidade.
Logo

du

dT
¢ a equagdo de movimento da particula. Consequentemente, utilizando a Fquagdo (3.7)
obtemos a Lei da Inércia. Para calcular o basta realizarmos o limite cldssico em (3.7),
logo

=0

2

5[33“]:/60\04 Nuuru’ = Slat] :/dTa:S[x“]:/dt ac 1—2—2:>
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2
:>S[x“]%/dtozc<1—2vc2>.

Para que o limite cldssico faca sentido temos que o« = —mc, logo

2
= S[at] = /dt (va —mc2> :

Portanto a agdo da particula livre relativistica € dada por

Slzt] = /d/\ (—mc2,/nwu“uV). (3.8)

Consideremos agora que o sistema estd sob a influéncia de forcas externas descritas
ela lagrangiana L..:, portanto a acdo seria
)

Szt = /d)\ (—mcz,/nw,u“u” + kﬁm) ,

em que k € a constante de acoplamento. Extremando a a¢do temos que
dug,

0 d ko
+k‘ Ee:vt:0:> ua_i Eemt

—mcﬁ dx dr ¢ Sz

Portanto, podemos tomar k = ¢, consequentemente as equacdo de movimento é

% . 6£ext
dr oz’
sendo assim, a forca de Minkowski é
. 5£ewt
“ e

Logo, a acdo relativistica para a equacao de movimento é dada por

Szt = /d)\ (—mcz./nuyu“u” + cﬁm) )

O método variacional também ¢é til para se analisar como as simetrias da lagrangiana
nos fornecem informacgoes sobre o sistema [33]. Mais precisamente temos o Teorema de
Emmy Noether:

Teorema 3.2.3 (Noether). A todo grupo de transformagoes continuas de campo que mu-
dam a lagrangiana no mdzimo por uma divergéncia, existe uma corrente em TIL* conser-
vada.

De fato, consideremos uma lagrangiana de primeira ordem dependente de um campo
escalar ¢ e a seguinte mudanca continua deste

¢ — ¢+ 09;
desta forma a lagrangiana muda por no maximo uma divergéncia de um campo S*, ou

seja,
L — L+09,5".
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Logo, a variagao de L é nula e é dada por

oL oL

L= 0,5 = T30+ 5550, (50) = 98" =
o)y ) -
:%<;ﬁmw y>_
Seja j* a corrente conservada, logo
= a(aajm 56 — S*.

Para uma lagrangiana de ordem n podemos fazer uma andlise andloga e a corrente
conservada é

" oL
= 0, -0
kgl H1 Hie—1 (a ((%C% .. .aﬂquﬁ))

Consequentemente para cada tipo de transformacao temos uma corrente conservada,
invariancias por rotagoes nos dao a conservacao do momento angular e por translacoes
em L a conservacao da energia e do momento. Analisemos mais profundamente o altimo
caso.

Consideremos translacoes em L* por um vetor infinitesimal, logo

5 — SH.

ot =t et
em que €* é uma mudanca infinitesimal arbitraria. Portanto,
56 = ¢/ (" + ) — d(a%).
Seja ¢ é simétrica por translagoes, isto é, ¢ (z" + ) = ¢(a*). Consequentemente
dp = —€"'0,0.
Calculemos agora a variacao em L
0L =L(p+0¢,0,0+ 0,(00)) — L(¢,0,0) = 0L = —€'0, L.

Consequentemente temos S* e d¢, substituindo na expressao da corrente conservada é

obtido que
oL

gt =—e, 0" —n""'L
9(9,9)
Como €* ¢é arbitrario temos o seguinte tensor conservado
oL
M — auqb nuu£
9 (9,9)

O tensor ® ¢é denominado o tensor energia-momento candnico e satisfaz a seguinte lei de
COnservagao:

9,0 = 0.

Da definicao temos que ©% é a densidade de energia do sistema, O é a densidade de
momento e as componentes O% estao relacionadas ao estresse sofrido pelo sistema.
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Exemplo 3.2.3. O tensor energia-momento associado ao campo de Klein-Gordon é
1
O = 0 06 + 5 [m*¢? — 0" 0ud| 0"

Temos, em geral, que o tensor energia-momento canénico nao é simétrico, nem ¢
invariante por transformacoes de calibre ou ainda condiz com o tensor de energia-momento
de Hilbert para o caso em que o campo gravitacional é desprezivel [33]. Portanto, temos
que simetriza-lo sem que a informagao fisica se perca, isto é, seja T a simetrizacao de
O ¢ 3 uma hiper superficie tridimensional do tipo espacial em L*, logo

[ o1 = [dr o
b by

A existéncia de T é demonstrada pelo seguinte teorema:

Teorema 3.2.4. A parte anti-simétrica de © é dada pela divergéncia total de um campo
tensorial diferenciavel H**, ou seja,

14 14 [e9Vh 7
O — Q"M = —0,H",
se, e somente se, existe T simétrico tal que
14 7 ouv
™ =" + 0,B*".

Em que B ¢ o tensor de Belifante e este é dado por

Howv 4 fuve o frop
5 .

B —

Temos que T* é denominado tensor de Belifante-Rosenfeld. Do Teorema 3.2.3 pode-
se concluir que este é simétrico e solenoidal, além disso ¢ invariante por calibre e ¢ igual o
tensor de Hilbert para o caso em que a métrica é sempre ortonormal, portanto este tensor
é preferido em relagao a ©*”. Todavia B é escrito em termos dos geradores do grupo
de Lorentz, portanto nao especificaremos este aqui, pois isto foge do escopo do trabalho,
porém a expressao explicita deste pode ser encontrada na ref. [32].

Exemplo 3.2.4. O tensor energia-momento simétrico da particula livre é dado por [22]
T = pc® u @ u,

em que p € a densidade da particula.

3.3 Relatividade Geral

No seu inicio a relatividade especial era uma teoria que tinha como formalismo mate-
matico basicamente o calculo diferencial e a geometria euclidiana. Todavia a tltima tinha
uma leve modificagdo, o niimero imaginario ¢ era multiplicado na coordenada temporal,
de tal maneira que 2° = ict. Utilizando esta alteracao era possivel definir uma métrica
que formalmente era euclidiana, porém que lembrava uma com assinatura de Lorentz.

Todavia H. Minkowski (1864-1909) mudou o panorama da relatividade quando in-
troduziu o R* com uma métrica lorentziana plana, eliminando assim a necessidade da
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coordenada temporal ser imaginaria [28]. Ao mesmo tempo Einstein estava tentando,
sem sucesso até o momento, unir a gravitagdo com relatividade restrita, porém a sua
abordagem mudou ao ver o trabalho de Minkowski. A partir desse momento, motivado
por Minkowski, Einstein comegou uma abordagem geométrica na formulacao de uma te-
oria gravitacional, levando assim a publicacdo® da teoria da relatividade geral em 1910.

3.3.1 Equacoes de Campo de Einstein

Na relatividade geral a gravidade é vista como uma forga inercial gerada pela curvatura
do espacgo-tempo, sendo esta, assim como o campo eletromagnético, dado por um campo
tensorial de segunda ordem. Portanto, discutamos primeiramente como as forcas inerciais
sdo escritas em termos dos simbolos de Christoffel e como observadores em um espago
curvo sentem a curvatura como uma forca inercial, por fim apliquemos estes argumentos
ao campo gravitacional.

As transformagoes do Grupo de Lorentz preservam a métrica ortonormal, todavia
mudancas de coordenadas mais gerais nem sempre nos dao este resultado. Na realidade
a equacao de movimento da relatividade especial pode ser reescrita como

DUl _ I, = d
e em que [" ;=0 para todou,aef.
Entretanto em um referencial nao-inercial teriamos que os simbolos de Christoffel sdo nao

nulos, consequentemente a equacdo de movimento assumiria a seguinte forma
Ph BoosasfB _ prp
4+ 17 gi%a” = HY,

em que identificariamos I'* aﬁx'ax'ﬁ como forcas inerciais?. Em suma forcas inerciais gozam
das seguintes propriedades:

1. Sao descritas em termos dos simbolos de Christoffel, portanto em um referencial
inercial estas sao nulas;

2. Independem de caracteristicas do corpo em si, isto é, sao universais, afetam todos
os objetos da mesma maneira;

3. Podem ser eliminadas por mudanca de coordenadas, sendo esta tanto local ou global.

O terceiro item da origem as forgas de maré, quando a mudanca de coordenadas é local.
Estas surgem devido ao fato de que diferentes regioes de um corpo sentem aceleracoes
distintas, portanto o corpo seria esticado.

Vejamos agora que a curvatura introduz forcas inerciais. Consideremos a Terra uma
esfera perfeita e dois observadores Gauss (G) e Euler (E) em pontos distintos do equador,
como mostrado na Figura 3.2. Inicialmente os dois possuem a velocidade paralela e
apontando para o polo norte. Caso os dois movam-se com velocidade constante, isto é
em uma geodésica, temos que se encontraram no polo. Contudo, a velocidade inicial era
paralela, portanto de acordo com um dos observadores deve haver uma forca agindo no
outro para que a velocidade deixe de ser paralela. Todavia nao hé forcas reais, o que ocorre
é que a esfera é uma superficie com curvatura nao nula, sendo assim, devido ao desvio
geodésico, as trajetorias de E e G se encontram, dando a ilusdo de um forga. Claramente
esta for¢a nunca pode ser eliminada globalmente, pois provém da curvatura.

8Muitos autores atribuem a A. Eisntein ou/e a David Hilbert (1862-1943) a formulagdo da teoria
da relatividade geral, tendo em vista que o tltimo encontrou as Equag¢des de Campo por meio de um
principio variacional.

9Mais precisamente seriam as aceleracdes devido as forcas inerciais.
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Polo Norte

Figura 3.2: Representacao de forgas inerciais em uma variedade curva, neste caso em
especifico as geodésicas sao os grandes circulos da esfera.

Com estas afirmacoes justifiquemos a afirmacao inicial de que o campo gravitacional
pode ser visto como uma forga inercial devido a curvatura do espago-tempo. Consideremos
um corpo imerso em um campo gravitacional com potencial ¢. Seja a a aceleracdo, entao

Pine@ = _pgraveqb = a= _egb

Em que pine € pgrav 530, respectivamente, as densidades de massa inercial e gravitacional'.
Nesta derivagao utilizamos de um principio que é entendido desde Newton, todavia cuja
importancia foi compreendida somente por Einstein: o Principio da Equivaléncia Fraco

[19]. Sendo este enunciado como

"As massas inercial e gravitacional sao iguais, id est, a forca de atracao gravitacional é
universal. "

Sendo este extremamente bem corroborado por inimeros experimentos, em especifico
Baessler, et al. comprovaram a validade deste até a ordem de 10™'* em 1999 utilizando
uma balanca de torgao [34].

Portanto, a atracao gravitacional goza da segunda propriedade das forgas inerciais,
provemos agora que ela satisfaz também a terceira, isto é, pode ser eliminada por uma
mudanca de coordenadas. Sejam S e S” dois referenciais, no qual o segundo esta unifor-
memente acelerado em relacao ao primeiro e a aceleracao relativa é —ﬁgb(ro), em que 7
¢ um ponto fixo em S. Consideremos um corpo em queda livre em 5, logo a aceleracao
deste em S’ é

& = —Vo(@) + Vo(ry).

Portanto, em & = 7y a aceleracdo em S’ é nula, isto é, S’ é inercial neste ponto, ou seja, a
forca gravitacional é nula. Consequentemente eliminamos, pelo menos localmente, a forca
gravitacional, sendo assim a gravidade pode ser visto como uma forca de inércia.

Resta agora verificar que a atracao gravitacional estd relacionada com a curvatura.
Consideremos primeiramente forcas eletromagnéticas, para medi-las pode-se definir um
observador inercial que nao sente a forca, neste caso um corpo neutro, e entao aferir
o quanto o movimento de uma carga teste desvia de ser uma geodésica e com a lei de
forca relativistica calcular os campos elétricos e magnéticos. Para a forca gravitacio-
nal poderiamos tentar o mesmo procedimento, todavia qualquer observador seria afetado

10A massa inercial é a que figura na definicio da segunda lei de Newton e a gravitacional aquela
colocada na lei da atragao universal.
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pela gravitagdo, pois esta é uma forca universal. Consequentemente, ndao é possivel cons-
truir um referencial globalmente inercial, id est, a métrica nao é ortonormal em todo o
espago-tempo, o que implica na curvatura nao-nula deste. Isto nos leva ao Principio da
Equivaléncia Forte:

"Em todo ponto do espago-tempo existe um sistema de coordenadas localmente inercial,
ou seja, neste ponto o tensor métrico é ortonormal. Caso o campo gravitacional seja
nulo esta parametrizacao € global."

Portanto, a gravidade pode ser vista como uma for¢a inercial devida a curvatura do
espaco-tempo. Utilizando o Principio da Equivaléncia Forte poderiamos transcrever as leis
validas em LL* para um espaco-tempo curvo, para isto basta colocé-las em termos de obje-
tos geométricos covariantes e realizar uma mudanca de coordenadas!!. Consequentemente
um corpo livre da agao de for¢as nao-gravitacionais moveria-se em uma geodésica deste
espaco. Basta agora encontrar uma equacgao que relaciona g, a distribuicao de matéria no
espago, cujo limite classico seja a Equagdo de Poisson para a gravidade newtoniana [35]:

62¢ = 4nGp,

em que GG é a constante de gravitagao universal e p a densidade de matéria.

A equacgao do desvio geodésico relaciona a variacao da aceleragao relativa entre dois
corpos movendo-se em geodésicas, contudo para duas particulas em um campo gravitaci-
onal esta é dada por

—(zo V)V
em que x é vetor posi¢ao relativa. Em termos das coordenadas esta equacao pode ser
reescrita como
—:B’@ié?]gb.
Utilizando a equagao do desvio geodésico (1.26) podemos supor a seguinte relagao
i9 5 doa g v
20,0V ¢ o R, uzhu.

Porém, da Equacao de Poisson poderiamos supor também que as segundas derivadas do
potencial gravitacional sao proporcionais a 7}, u*u”, em que T' ¢ o tensor-energia momento
da particula livre (Exemplo 3.2.4), pois Toy < p. Concluimos assim que

Raw/'u X Taﬁ-
Consequentemente podemos postular a seguinte equagao para o tensor métrico
R, = KT, (3.9)

em que k é uma constante de proporcionalidade que nos fornece a dimensionalidade cor-
reta.

A Equagao (3.9) foi inicialmente proposta por Einstein, todavia esta é muito restritiva
fisicamente. Provemos esta afirmacao, na relatividade especial o tensor energia-momento
é solenoidal, o que no espaco-tempo curvo pode ser reescrito como

vV T, = 0.

"UEm alguns casos basta fazer as substituicoes Ou — V€ Ny — g, contudo, em geral, estas regras
nao validas pois levam a ambiguidades em algumas leis.
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Portanto, teriamos que o tensor de Ricci também seria solenoidal
V'R, = 0.
A derivada de R, foi calculada na Secao 1.5.3, utilizando aquele resultado temos que
TR =0= V,R = 0.
Da contracio da Equacdo (3.9) temos que R = kT, sendo T%, = T, logo
V,T=0=V,T% =0= V,003T"" = 0= g3V, T = 0= V, T = 0.

Desta forma, o tensor energia-momento seria constante, o que é altamente restritivo.
Portanto, descartemos a Equagao (3.9) e coloquemos um tensor que é solenoidal, simétrico
e que estd relacionado com R,,: o tensor de Einstein. Assim, as Equagoes de Campo de
Einstein sao

R
2
sendo k escolhida de forma que fornega no limite classico a Equacao de Poisson.

Em vista disso podemos reescrever os postulados da relatividade como:

G =kl ou Ry — —gu =k,

Postulado (Espago-tempo). O espaco-tempo é uma variedade quadridimensional com
uma métrica com assinatura de Lorentz que satisfaz as equagoes de campo de Einstein:

R 8w
R;uz - ng/ = 7TMV7

em que T}, € o tensor energia-momento definido por

0L,
T/,Ly = —2W + guyﬁm,
sendo L,, a lagrangiana da parte ndo gravitacional do sistema. Além disso, a gravidade
¢ dada pelo tensor métrico.

Postulado (Lei da Inércia e da Forga). A trajetdria de qualquer corpo no espago-tempo é
denominada linha do universo e é sempre do tipo temporal. Além disso, corpos livres da
acao de forcas se movimentam em geodésicas do tipo temporal. Para corpos sob a acao de
forcas temos que a trajetoria satisfaz

Du
T _H
dr ’

em que H ¢ a forca de Minkowski e w a 4-velocidade.

Postulado (Covaridncia Geral). As leis da Fisica sio covariantes por transformagées
entre quaisquer sistemas de coordenadas.

Como dito anteriormente, o tensor energia-momento é simétrico e solenoidal e no
limite da relatividade especial o tensor dado no Postulado do Espago-tempo é igual a
simetrizacao do tensor energia-momento canonico descrito na Sec¢ao 3.2.3. Além disso, a
equacao

Vi, =0,
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nao expressa a conservacao de energia na presenca de um campo gravitacional, dado que
a gravidade executa trabalho devido as forcas de maré. A expressao dada para 7T, serd
justificada com o uso da acao de Hilbert na Secao 3.3.4.

Portanto, na relatividade geral, para encontrar o movimento de um corpo basta re-
solver as equacoes de campo, encontrar o tensor métrico, calcular T' op € aplicar a lei de
forca relativistica. Todavia as equacoes nao sao lineares, além disso 7}, pode depender
do tensor métrico, dificultando ainda mais a solu¢do. Podemos reescrevé-las, de maneira
que permita a analise em algumas situagdes. Contraindo-as temos que

portanto as equagoes de Einstein podem ser expressas como

8w T
Rl“’ == 7 (T/ﬂ, - 2g,ul/> . (310)

Em geral solugoes de interesse sao em regioes nas quais 7}, = 0, isto €, no vacuo, portanto
a Equagao (3.10) se simplifica e obtemos

R, =0.

Existem métodos para a solucao das equagoes de campo, um deles ¢ a linearizacao que
sera descrita na se¢ao seguinte.

3.3.2 Linearizacao das Equacoes de Campo

A ideia do processo de linearizacdo é escrever uma aproximacao da métrica que difira
pouco do caso plano, 7,,, e com isso descartar todos os termos nao-lineares nas equagoes
de campo. Logo, admitamos uma métrica da forma

Guv = N + h,uu~

Além disso, usaremos 7, para o isomorfismo musical. O inverso da métrica é dado por
g = — p

De fato, multiplicando g, e g"” temos e descartando termos de segunda ordem temos que

QWQW == (nwj - hlﬂ’)(nuu + h'u,y) = gMVgMV ~ 1.
Com isso calculemos os simbolos de Christoffel. Portanto,

g

v —
2 2

«

(0agpr + 03gar — Ongap) = IM'5 = (Oahigr + Oghar — Oxhag) =

UA
=I5 = 777 (Oahpr + Oghax — Oxhag) - (3.11)

Com a Equagao (3.11) podemos calcular o tensor e o escalar de Ricci. Sendo assim, R,,
sem os termos quadraticos em I 5 ¢

Ryp = 0.1, — 0,0,
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Para o segundo termo temos a seguinte identidade

o O

ap 27

em que h*, = h. Portanto, o tensor de Ricci linear é

al 0,0,h
R,, = % (OaOuhpr + 0aOphyn — OaOrhyy) — u2p =
1
= Ry = 3’\3(Mhp),\ o i(aaaahup + aﬂaﬂh)' (3.12)

Portanto, contraindo a Equagdo (3.12) obtemos o escalar de Ricci linear, sendo este
R = 0*0"h,\ — 0“04h. (3.13)

Substituindo as aproximagoes lineares (3.12) e (3.13) nas equagoes de campo obtemos

1 8tG
PO — (0%l + 0,05h) — % (020° hax — 0°9ah) = %TM). (3.14)
Definamos o tensor traco reverso de h,,, denotado por ﬁup:
~ h
hip = Pyp — 5%0- (3.15)

Consequentemente, a Equagao (3.14) se simplifica e obtém-se, finalmente, as Equagoes
Linearizadas de Einstein

~ 1 ~ ~ 8tG
0" Ouhya — 5 (0Ot + 1up "0 ) = 5 T (3.16)

Em que a aproximagao linear para a métrica também deve ser usada no tensor energia-
momento, caso este dependa de g,,. O tensor iLW contém toda a informacao sobre h,,,
dado que a Equacao (3.15) é invertivel, logo encontrar o campo auxiliar Bup ¢é analogo a
determinar h,,. A Equacao (3.16) ainda é complicada, todavia Bup admite uma transfor-
magao de calibre, tal que este [13]

0"h,,, = 0.
Portanto a forma linearizada mais simples das Equagoes de Campo de Einstein é
~ 167G
O Doy = ———T}p. (3.17)
C

A expressao (3.17) é basicamente uma equagdo de onda com um termo de fonte,
dando origem as ondas gravitacionais. Em geral busca-se solugoes de (3.17) nas regides
sem matéria, neste caso T' = 0, e as solugoes teriam a forma, para o caso com amplitude
constante, B

hyuw = ay, exp (kaz®).

Caso o termo de fonte seja ndo nulo temos que restringir as solugdes ao cone de luz
passado, isto é, as alteracbes na fonte se propagam com velocidade finita no espaco,
sendo esta igual a da luz, e somente o estado passado de 7T}, influencia o futuro da
onda [13]. Devido a sua natureza as ondas gravitacionais tém uma amplitude muito fraca,
portanto para a sua deteccao é necessario uma fonte muito potente e um instrumento
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sensivel o suficiente para detecté-las. Feito este, realizado pelo experimento LIGO (sigla
do inglés para Laser Interferometer Gravitational-Wave Observatory) em 14 de setembro
de 2015. O experimento consiste basicamente em um interferometro de laser do tipo
Michelson-Morley modificado, com uma fonte Nd:YAG com comprimento de onda de
1064 nm e bracos ortogonais, cada um com comprimento aproximado de 4 km, sendo
estes denominados Hanford e Livingston. As ondas gravitacionais gerariam um distturbio
no espago-tempo aumentando o comprimento de um brago e diminuindo o do outro,
gerando assim um padrao de interferéncia. Para cada tipo de padrao obtido ha uma fonte
e neste caso esta foi a colisdo de dois buracos negros supermassivos [36]. A Figura 3.3
contém o sinal detectado pelo LIGO.
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Figura 3.3: Na linha superior no lado esquerdo temos o sinal detectado pelo Hanford,
enquanto que no lado direito o sinal de Hanford e Livingston sobrepostos. Na linha inferior
temos respectivamente o sinal de cada detector filtrado e comparado com a simulagao
numérica. Por fim, na tdltima linha temos um gréafico da frequéncia detectada pelo tempo,

mostrando assim um aumento na frequéncia da onda, o que indica a iminéncia colisao dos
buracos negros - cortesia CALTECH/MIT /LIGO Laboratory [36].

3.3.3 Limite Newtoniano

Utilizando a aproximacao linear vamos deduzir o caso classico, todavia é necessario as
seguintes hipdteses adicionais

1. O campo h,, ¢ estatico, isto é
ol = 0;
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2. As velocidades da fonte do campo gravitacional e das particulas imersas neste sao
baixas, mais precisamente

v !

vl < ou ~ 0.

c2

Consideremos um corpo em que livre, consequentemente este move-se ao longo de
uma geodésica. Portanto, utilizando a segunda aproximacao e a definicao da 4-velocidade

temos que
d?xt dz® dz” 1 d?z*
dr? s dr dr 0= 2 dr —Io0- (3.18)

Da aproximagao linear dos simbolos de Christoffel (Equagao (3.13)) temos que

" o"h
F#OO = % (8Uh0)\ + aOhO)\ - 3,\h00) = FNOO = — 5 00'

Consequentemente a Equagao (3.18) pode ser escrita, desprezando-se a parte temporal
pois %, = 0, como

d*xt 2 d*x Ao
ez~ 20 "0 T a2 ™ (319)
Comparando-se (3.19) com a equagdo cldssica de movimento conclui-se que, a menos de
uma constante aditiva, hgg é proporcional ao potencial gravitacional

hoo = _2 e goo=— (1 + 2¢> : (3.20)

c2

Encontremos agora a Equacao de Poisson a partir das equagoes de campo. O tensor
energia-momento de uma particula é dado pela seguinte forma quadratica

2
Ty = pcuy,.

Devido a segunda aproximacao, a iinica componente nao nula seria Tyy. Substituindo este
tensor métrico na Equagao (3.10) temos que

8rG T
Ry = A (Too - 2900) . (3:21)

O segundo termo no lado direito da equacao é
G T = (N + huu)(ﬁa’g — haﬁ)Taﬁ = gooT = (Moo + hoo) (n*° — h*°)Too = gooT = Too-
Substituindo este resultado na Equagao (3.21) resulta que

G Too B 47TGp

ROO = 077 = ROO = 2 (322)

Para encontrarmos Ry basta colocar o resultado para hgy (Equagao (3.20)) em (3.12) e
obtemos que

Vi

c2

Roo =
Portanto a Equagao (3.22) resulta na Equagao de Poisson:

62¢> = 4AnGp.
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3.3.4 Acao de Hilbert

Na presente se¢ao vamos deduzir as equagoes de campo do principio variacional, logo
vejamos primeiramente como escrever a acao em um espago-tempo curvo. Esta pode ser
escrita em termos da lagrangiana como

S:/*E on S:/d4a:£\/_— ,
M M

em que M é o espago-tempo relativistico. Portanto, para obtermos as equacoes desejadas,
deve-se extremar S em relagao a £1/—g e ndo somente a L2,

A lagrangiana para se obter as equagodes de Einstein, no vacuo, foi primeiramente
escrita por David Hilbert em 1915 e esta é

Ler = R.

13

Portanto a acao de Hilbert deve ser extremada variando-se a métrica™ e esta ¢ dada por

Sulg™] = / d'z R\/=g.

Calculemos a variagao de Sy. Primeiramente, escrevamos R como ¢g"'R,,. Logo, a
variacao possui trés termos

§Sy = / d*z (g‘“’x/—gmuy + Ruv/—g 06" + RO/ —g) : (3.23)
M

O segundo termo ja possui a forma desejada, calculemos agora o terceiro. Temos que a
variacao do determinante ¢ dada pelo Lema 1.5.2, sendo assim

N

3g
V=G = — 5t = 6/ g = — =09 = 6/ =g = — T g.,89".

2v=9 F 2
Substituindo este resultado na Equagao (3.23) temos que
R
0Sy = /d4:1: (g“”\/—g R, + [Ruu — Qg#,,] V=g 5g‘“’> . (3.24)
M

Resta agora computar o primeiro termo de (3.24). Consideremos a variagdo do tensor
de Riemann

— B A A A 8 A
0R,." = =0, (01%,,) + 0, (01%,,) = I, 017, = %617 + 17,017, + 17,017,

Temos que a variacao dos simbolos de Christoffel é um tensor, pois neste caso o compor-
tamento nao linear da mudanga de coordenadas deste é eliminado. Consequentemente
pode-se calcular a derivada covariante de 6I'? . sendo assim

vo?

Vi (01%,5) = 04 (0T"05) = T8, 5 = T%50T "y + 1,017

12Em alguns textos £,/—g é denominada de densidade lagrangiana [23].
13 Aqui tanto faz variar g"* ou Juv, POis uma variagdo pode ser escrita em termos da outra.
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Portanto, a variacao do tensor de Riemann pode ser reescrita em termos de V, (5F”a 5),
logo
B _— B B
0R,." =V, (6T7,,) =V, (6T%,,) .

Contraindo em v e § a equagao anterior obtemos a variacao do tensor de Ricci:
0Rua =V, (0T",0) = V,u (0T%,,) - (3.25)

Substituindo a Equagao (3.25) em (3.24) temos que
R
35u = [ d'e (V=g [V (07) = Ve (51)] + [ R = 5 00| V=5 89 ).
b7

Como a conexao é compativel com a métrica, g entra na derivada nos dois primeiros
termos, logo

0Sy = /d4x <\/__9 [VA (QWCSF/\W) - Vy <9W5F)\Auﬂ + {Rw - ];LQW} V=g 59W> :
M

(3.26)
Utilizando o Teorema de Gauss nos dois primeiros termos podemos reescrever (3.28) como

R
§Sy = / Prv/=g [g’“’(SF)‘W — g“”(SF*AV} + /d4x R, — QQ;W] V=g dg".
oM M

A variagdo é sempre nula na fronteira, portanto a integral em M é zero, o que nos resulta

0Sy = /d4x {R;w — }Q%gw,} vV —g ogh.
M

Consequentemente
) (EGR\/ —g) R
T = |:R/LV — 2gu,j:| vV —g. (327)
Obtemos assim as equacoes de campo de Einstein no vacuo,
R
R/“/ - §gl“’ =0.

Agora vamos introduzir outras interagoes na lagrangiana, para isso basta adicionar um
termo L,, que contenha toda a informacao nao gravitacional do sistema. Desta forma, a
lagrangiana total a ser variada é

L=kLgr+ L.

Em que k é a constante de acoplamento, note que caso £,, = 0 temos as mesmas equagoes
obtidas anteriormente, pois multiplicar a acado por uma constante nao afeta as Equacoes
de Euler-Lagrange. Portanto, a acao é

S[gH] = / d*z (kR + L) v/ =7.

Logo, as equagoes de Euler-Lagrange sao

0L _ o A (BY=9)

L 3(Lnv=0)

59/“’ 59“” 69!“’ =0=
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_ . W
> B = o] b = v - et =
R (6w  Ln 6vg R 1(6Ln Ln
= Ruu - Eg,uz/ = ]{7 ((Sg'u‘y + \/_—g 5g‘uy ) = RIW - 9 Guv = L <6g'm/ 9 g,w> =

2 2k ogH

Comparando com as Equagoes de Einstein temos que

R 1 0L,
= R,uy — 59w = 57 < 2 m.g,uu> .

0L, ct
T,=-2 = .
+LnGw e k 6nC

214 5guy

O que nos da a seguinte agao para acoplarmos gravitacao com outros campos

S[g"] = /d4x < pig) V=g (3.28)
167G
M
Com a Equagao (3.28) encontraremos as equagoes de Einstein-Maxwell & seguir no
Capitulo 4, estas vao acoplar a teoria eletromagnética com a gravitacional. Nos Capitulos
1 e 2 introduzimos o formalismo matematico e neste capitulo as bases fisicas, por fim no
capitulo seguinte vejamos uma maneira de se escrever uma teoria do electromagnetismo
compativel com a relatividade especial e a geral.
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Capitulo 4

Electromagnetismo Covariante

Neste capitulo explicitaremos, por meio do formalismo das formas diferenciais, como
descrever as Equagoes de Maxwell em um espago-tempo curvo quadridimensional. Primei-
ramente, na Secao 3.1, descreveremos a formulacao na relatividade especial das Equacoes
de Maxwell, aqui vamos obter o tensor eletromagnético, definir os vetores 4-corrente e
4-potencial, além de escrever a equagao de onda e a conservagao da 4-corrente.

J& na Secao 3.2 usaremos todo o maquinério do Capitulo 2, para escrevermos as Leis
de Maxwell em um espaco-tempo curvo. Por fim na Secao 3.3 discutiremos a formula-
¢ao lagrangiana da eletrodinamica relativistica, obtendo entao as Equacoes de Einstein-
Maxwell.

4.1 Covariancia Restrita das Equacoes de Maxwell

Antes de comegar, introduziremos brevemente a notagao classica do eletromagnetismo
que sera utilizado adiante. As Equagoes de Maxwell no sistema internacional de unidades
Sa0

ﬁ-E:QL;
C"Ho
ﬁ-B:O;
- 0B
VxFE=——:
% ot
- 1 0F
VXB—MOJC—"?E

Em que J. é o vetor densidade de corrente. Estas sao denominadas, respectivamente, Lei
de Gauss, Lei de Gauss para o Magnetismo, Lei de Faraday e Lei de Ampere-Maxwell.
Seja ¢ a carga de uma particula, p. o momento classico e v a velocidade. A Lei de

Forca de Lorentz, ou seja, a forga sofrida por uma particula carregada devido ao campos
E e B, é dada por

dp.

dt
Ja o fluxo de energia eletromagnética T é obtido multiplicando a equagao anterior por v,
logo

=q[E+v x B]j.

I -
ag 1 EY
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Os potenciais elétrico, ¢, e vetor A, satisfazem as relagoes

0A

ot

A lagrangiana para obter as Equacoes de Maxwell é

E=-V¢— e B=VxA..

4.1.1 Existéncia do Tensor Eletromagnético e Leis de Maxwell

Os campos elétrico e magnético na relatividade especial sao descritos por uma amal-
gama dos dois denominada tensor eletromagnético, vejamos como este pode ser obtido das
equagdes usuais do eletromagnetismo. Como visto no capitulo anterior as componentes
espaciais do 4-momento estao relacionadas com o momento usual e a temporal com a
energia, e as equagoes de evolucao destas grandezas no eletromagnetismo classico sao

dp’
dt

:q[Ei+(va)i} e —=qkF-w.

Fazendo-se as substituigoes T — p°, p, — p', p, — p? e p, — p* e multiplicando as
equacgoes acima por 7y/c? temos uma relacao linear em u®:

dp*
% = qF" u”, (4.1)

em que F*, é o tensor eletromagnético, também denominado tensor de Faraday. Esta seria
a forma quadrivetorial da Forca de Lorentz. Reescrevendo cada componente da Equacao

(4.1) temos que
dp® E, E E,
p:q< ul + y2+ u3>;
c

dr c
(B Do B,
dr c c c
diﬁ — q <%UO _|_ Bx 3 BZ ul)
dr c c c
" _ =q (EZUO 1B BW)
dr c c

Por comparacao com a Equagao 4.1 é obtido que

0 E,/c E,Jc E./c
ay | Ezfc 0 B, -—B,
5 =\E/) —B. 0 B
0

E./c B, -B,

A seguir definiremos F' como um tensor de rank 2 anti-simétrico totalmente covariante,
consequentemente:

0 —-E,/c —E,/Jc —E./c

_|Ezfe O B, -B,
(Fag) = EJc —B. 0 5| (4.2)
E.)Jc B, -B, 0
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Da anti-simetria podemos concluir que F' pode ser identificado com uma 2-forma, além
disso esta é fechada como veremos a seguir, logo pelo Lema de Poincaré existe uma 1-forma
cuja derivada exterior nos da o tensor eletromagnético.
A Lei de Forga de Lorentz pode ser escrita, utilizando (4.2) como
d (bp)
—= =qF(-,u).
o =aF(u)
Sendo que esta satisfaz claramente a covariancia restrita.
Agora a partir das Equagoes de Maxwell classicas iremos obter a forma relativistica
destas, pelo menos na relatividade especial. Primeiramente definamos a 4-corrente como
o campo J € TIL* cujas componentes sdo

J =cpdxyg+ J, dvy + J, dxs + J, dus.
Este tem divergéncia nula, de fato utilizando a conservacao de carga classica tem-se que

8#J“ = —030,0—1- ale]x + 82Jy + a3Jz = a/ﬂ]'u = _gf +Vo JC = aﬂ‘]# =0.

Analogamente ao caso classico podemos escrever a Lei de Forca de Lorentz em termos da
densidade de 4-momento p, colocando que
J = pu.
Consequentemente a lei de Lorentz pode ser reescrita como
d(vp)
dr

Consideremos as Equagoes de Maxwell em que nao aparecem termos de fonte, isto é, a
Lei de Gauss para o magnetismo e a Lei de Faraday. Reescrevendo a primeira em termos
do tensor eletromagnético temos que

81F23 + 82F31 + 83F12 = 0 (43)

= F(-.J).

J& a segunda nos fornece trés equagoes que levam em conta as derivadas e componentes
temporais
Oy Fg — O3F50 + O oz = 0;
O3F19 — O1F30 + OpF31 = 0; (4.4)
O1Fog — OaF1o + Op P2 = 0.

Somando-se todas as equagoes do sistema (4.4) com a (4.3) e dividindo por 3! obtém-se
que
OjaFpy = 0. (4.5)

Esta é primeira Equacao de Maxwell na relatividade especial.
Levemos em conta agora as equagoes com termos de fonte, isto é, a Lei de Gauss e a
de Ampere. Reescrevendo a primeira tem-se que

61F10 + 82F20 + 83F30 = —ILL()J(). (46)
E para a Lei de Ampere é obtido que

O?Fyy + O3Fy; + O Fyy = —poJy;
B Fyy + 0" Fiy + 0°Fop = —pio o (4.7)
O Fi5 + 0%Fas + 0°Fog = —puoJs.
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Consequentemente as Equagoes (4.6) e (4.7) podem ser sintetizadas por meio da seguinte
expressao:

(9“Fu,, = —/LQJV. (48)
Portanto, as leis de Maxwell sao reduzidas de quatro equagoes para duas, sendo assim
OjaF3y = 0; (Lei de Gauss-Einstein)
O'F = —pody. (Lei de Faraday-Ampere)

Por meio destas equagoes e a Lei de Forca de Lorentz todo o electromagnetismo clés-
sico pode ser obtido, exempli gratia, a 4-corrente é preservada. De fato, calculando a
divergéncia na segunda equacao temos

0"O"F,, = —pp0”J,.
Como F' é anti-simétrico e as derivadas parciais comutam, 9"0" = 9"9", logo
0"o'F,, = —0"0"F,, = 0"0"F,, = 0.

Consequentemente

0"J, =0.

4.1.2 Quadripotencial e Ondas Eletromagnéticas

Analogo ao que foi feito para a 4-corrente podemos definir um 4-potencial, A € TIL*,
que generaliza a nocao de potenciais elétrico e vetor. As componentes deste sao

¢

A= 2
c

d[li'[) + Ax diUl + Ay dl’g -+ Az diL‘g.
Logo, podemos obter o tensor eletromagnético por meio de A. Para este fim, consideremos
a definicao do campo elétrico em termos dos potenciais

DA E 0]

i E_ _a4_g(2)
ot 8¢:>C % a(c)

E=—

As componentes da equacao anterior podem ser escritas como

Fio= 0,40 — 60A1;
Foy = 0, A0 — 80A2;
F30 - (93140 - 80A3.

J& para o campo magnético temos que

Fo3 = 05 A3 — 05 As;
F5 = 054, — 01As;
F12 = 81A2 - 62141.

Portanto, os sistemas de equacoes anteriores podem ser sintetizadas por meio de
F,=90,A,-0,A,. (4.9)

Em que fica clara a anti-simetria do tensor de Faraday. Da Equagao (4.9) decorre direta-
mente a primeira Equacdo de Maxwell (Equagao (4.5)), pois a expressao acima (4.9) nos
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diz que o tensor eletromagnético é a derivada exterior, em termos das coordenadas, do
4-potencial. Logo
F =dA, (4.10)

Consequentemente utilizando o Lema 2.1.2, é obtido que
dF =d’A = dF = 0= 0,,F,, =0.

A segunda lei é de cardter experimental e ndo pode ser obtida diretamente! de (4.10),
contudo pode-se obter uma equacao de onda para A", ou pelo menos uma forma dela.
Porém, determinemos primeiramente a liberdade de calibre do 4-potencial. Seja x € F
diferenciavel, fagcamos a transformagao

Al = A+ ux. (4.11)
Consequentemente os tensores de Faraday associados & A e A’ sdo iguais,
F;/w = (A, + 0ux) — 0y (A + Oux) = F;W = F,, +0,0,x — 0,0,x = F;/w = F..
Substituindo a Equacao (4.9) na Lei de Faraday-Ampere é obtido
o"(0,A, — 0,A,) = —pod, = 0"0,A, —0,0"A, = —poJ,.

Porém, sempre podemos definir A’ de maneira que seja solenoidal, para isso basta utilizar-
se da liberdade de calibre e definir y por meio da seguinte equacao

0"9,x = —0"A,,

o que sempre possui solucao, esta ¢ basicamente a Equagao de Poisson no espago-tempo
de Lorentz-Minkowski [13]. Definamos entdo o operador D’Alembertiano por

0"0, = 02
Consequentemente a equacao de onda para o 4-potencial é
[PA, = —poJ,- (4.12)

Esta equacao é a versao quadridimensional da equagao de Poisson para o 4-potencial,
podemos resolvé-la utilizando Fungoes de Green retardadas, ou seja, limitadas ao cone
passado, o que nos resulta as Equagoes de Jefimenko [37].
Resolvamos a Equagao (4.12) em um local sem densidade de cargas ou correntes, isto
é’
[°A4, = 0. (4.13)

Primeiramente vamos supor uma solugao exponencial da forma
A, (z") = Cpexp(iS(z")),

em que a amplitude C, é constante e S ¢ a fase da onda. Substituindo esta funcao na
Equacao (4.13) e utilizando-se do fato que o 4-potencial é solenoidal temos que

0"9,S=0 e  (9"8)(9,5) =0.

LA ndo ser que especifiquemos como o 4-potencial é gerado pela 4-corrente, neste caso é possivel obté-
la. Todavia, em geral, é necessario especificar um mecanismo de interacdo entre o tensor de Faraday ou
o 4-potencial com a 4-corrente.
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Definamos k,, = 9,5, sendo assim ¢ obtido o seguinte sistema de equagoes para k € TL*

ktk, = 0;
Okt = 0;
o'k, = 0.

Primeiramente concluimos que k, da terceira equagao do sistema anterior, é normal as
hiper-superficies com S constante. Além disso, este é do tipo luminoso, consequentemente
as hiper-superficies com k normal sdo ditas nulas [13]. Temos ainda que nestas superficies
o vetor k ¢ normal e tangente a variedade ao mesmo tempo, devido a primeira e segunda
equacao do sistema anterior.

Denominamos k de vetor diretor, este nos da a direcao de propagacao da onda. Temos
ainda que a onda se propaga em uma trajetoria nula, de fato

0,50"S = 0= 0,(9,80"S) = 0 = 9"59,0,5 = 0 = k"d,k, = 0.

O que é a equacao da geodésicas afins. Logo, as curvas integrais de k sdo geodésicas
nulas e estas geram as superficies nulas. Portanto, a luz se propaga em geodésicas nulas,
justificando assim a denominacao cone de luz no Capitulo 3.

Consideremos brevemente as ondas planas, isto é, as superficies de nivel de S sao
planos. Portanto,

S = kyx".

Seja k. a parte espacial do vetor diretor, a expressao anterior pode ser reescrita, em um
sistema de coordenadas inercial, como

k
S:kzcor——ot,
c

em que r = (z,y, z). A equagdo acima é justamente a fase de uma onda plana em um meio
nao dispersivo, portanto podemos fazer a identificacao ko/c = w, a frequéncia angular da
onda, e obtemos a classica relacao

S=k.or — wt.

4.2 Covariancia Geral das Equacoes de Maxwell

Como vimos na se¢ao anterior o tensor de Faraday goza da seguinte identidade
F =dA. (4.14)

Portanto, obtemos diretamente a Lei de Gauss-Einstein, utilizando é claro a prescricao
de Einstein, em um espaco-tempo curvo e esta é

dF = 0. (4.15)

Na realidade poderiamos postular a Equacao (4.15) e juntamente com o Lema de
Poincaré teriamos a existéncia do 4-potencial. Consideremos as leis de Maxwell classicas,
temos que elas sao escritas em termos do rotacional e do divergente dos campos magnéticos
e elétricos. Como foi visto no Capitulo 2, o rotacional é andlogo a d, ja o divergente é
dado por dx, logo calculemos d x F'. O dual do tensor de Faraday é dado por

Faﬁgamw\/ —g
9 .

*F,, =
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Portanto, consideremos o caso particular de uma base ortonormal, logo v/—¢g = 1 e o dual
de F ¢
0 B, B, B,
—B, 0 E./c —E,/c
-B, —E,/c 0 E./c
_Bz Ey/C —Ex/C 0
Consequentemente as componentes nao nulas de d x F', nesta base ortonormal, sao?
(d* F)o1g = 0" F3;
(d* F)013 = _8“FN2;
(d*F)123 = a“FHO;
(d*F)Ogg = 8"F#1.

(*Fu) =

Utilizando a Lei de Faraday-Ampere, o sistema acima pode ser reescrito como

(d*F)ou = —poJ3;
(dx F)o13 = poda;
(dx F)i23 = poJo;
(d*F)023 = —poJ1-

(4.16)

Portanto, d x F' é proporcional a J, todavia a dltima é uma 1-forma enquanto que a
primeira é uma 3-forma, logo nao existe uma relacao de igualdade entre estas. Porém,
consideremos agora *J em uma base ortonormal

(*J)/UJ)\ = Jagauu)n

ou seja, as componentes nao nulas desta 3-forma sao

(*J)on = —J3;

(xJ )o1s = Ja;

(*J)123 = Ju; (4.17)
(*J>023 = _J1~

Comparando os sistemas (4.16) e (4.17) concluimos que, em uma base ortonormal, a
seguinte equagao ¢ valida
dxF = pug*J.

Esta é a Lei de Faraday-Ampere. Esta equacao foi deduzida em uma base ortonormal,
contudo esta escrita em termos de um operador geométrico covariante, portanto as Leis
de Maxwell em um espaco-tempo curvo sao

dF = 0; (Lei de Gauss-Einstein)
d*F = ug*J. (Lei de Faraday-Ampere)

A Lei de Gauss-Einstein pode ser reduzida a forma valida na relatividade restrita quando
a colocarmos em termo das coordenadas, contudo a Lei de Faraday-Ampere nao, pois
aparecem termos contendo \/—g e as suas derivadas.

Podemos agora escrever as Equacoes de Maxwell na forma integral. Consideremos a
primeira delas, esta deve ser integrada em uma hiper-superficie tridimensional orientada
Y} com fronteira orientavel. Logo,

/fxdpzu
)

2Estas sdo basicamente as transformagdes duais discutidas em [37].
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Utilizando o teorema de Stokes temos que

/d%F:o.
ox

Consideremos agora a segunda equacao. Integrando ainda em 3 temos que
/d%; d*F:uo/d% wJ = /d% *F:ug/d?’x .
b b % b
Portanto na forma integral as Leis de Gauss-Einstein e Faraday-Ampeére sao, respectiva-
mente,
/deF:O e /dZm*F:uo/d?’x*J.
o% 0% 5

Podemos ainda obter a lei de conservacao da 4-corrente, de fato consideremos a Lei
de Faraday-Ampeére, portanto

d+F =jpoxJ =>d**F =pod+xJ =dxJ=0.

Esta é equacao de continuidade na relatividade geral. Ja a sua forma integral, considerando-
se uma subvariedade 2 quadridimensional orientada com uma fronteira orientavel, é dada
por

/d4a:d*J:0 ou /dgx *xJ =0.
0 80

A simetria de calibre também pode ser reescrita em termos das formas diferenciais.
Seja x um campo escalar diferenciavel no espaco-tempo curvo, consideremos o novo 4-

potencial dado por
A = A +dy.

Portanto, o tensor de Faraday satisfaz
dA' =dA+d*y=F =F.

Logo o 4-potencial é invariante por calibre pela adi¢do de uma 1-forma fechada, ou seja,
do gradiente de um campo escalar.

Vejamos agora como a equagao de onda é escrita em um espaco-tempo curvo. As Leis
de Maxwell em termos do 4-potencial sdo dadas como

d*A = 0;
dxdA = pg*dJ.

A primeira é 6bvia, contudo aplicando o dual de Hodge na segunda temos que
*dxdA = pogx*J = *xd*dA = 1pJ. (4.18)

Temos esta é a equagao de onda para A, o que faz sentido dado que xd x d é analogo ao
operador laplaciano. Todavia a Equagao (4.18) contém termos com as derivadas de y/—g,
porém a luz ainda movimenta-se em geodésicas nulas [13]. Portanto, para verificarmos
experimentalmente a curvatura do espago-tempo basta vermos se a luz se movimenta em
trajetérias curvas, o que de fato ocorre e denomina-se Efeito de Lente Gravitacional [22].
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4.3 Formulacoes Variacionais da Eletrodinamica

O formalismo variacional é essencial no processo de segunda quantizacao, além disso
fornece um meio simples de acoplarmos o eletromagnetismo com a relatividade geral. Con-
sequentemente desenvolveremos alguns aspectos deste assunto, em especial como escrever
uma acao invariante e obter as Equagoes de Maxwell por meio desta.

Podemos reescrever a densidade lagrangiana classica utilizando-se o tensor de Faraday.
Esta deve ser uma quantidade invariante pois é um escalar, logo é dada em termos de
produtos internos. Consideremos primeiramente IL* e utilizemos a seguinte identidade

FefF,,  E?
2 2

+ B (4.19)

Claramente F*°F,5 é um invariante relativistico. A lagrangiana para as Equagdes de
Maxwell pode ser dada por

F8E,
Loy =——"22 4 JrA, (4.20)
Apio
Portanto, a acao relativistica é
4 FPF,4
S[A*] :/d r |—— + J'A, .
410

Extremando esta em termos do 4-potencial obtemos a Lei de Faraday-Ampere. As equa-
¢oes de Euler-Lagrange associadas sao

=0=—=0"=%7"+]- 4.21
== 5= () .
Em termos de A a lagrangiana é
™
Loy = — 4,u (8MA,, — a,,AH)(aaAg — agAa) —+ UOWJO[A,/.
0
O termo & esquerda de (4.21) é dado por
_ o — — ] 4.22
o4, " ega, T a4, 1 Jedw = gy == (4.22)

Consideremos a seguinte identidade

0(0aAp)

7@(8,,14“) = a0

Portanto, o termo a direita da Equacao (4.21) é

aE 7]0‘)‘7]18'7
8(8% - _TMO[((SA”(SW‘ - 57’/5>\N)F0¢5 + (6auéﬂu - 5/31/5@“)17)\7] =
vp
OLEm 1

8(8VAM) - _4N0 [(50(,,5ﬁ# — 5BV6QM)FaIB + ((5>\V57# _ 5'YV6)\M>FM]'
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OLEm (Foy—Fuw+F,—F.) 0Ly F,
50, 4, I 00,4~ ho (4:25)

Substituindo as Equagoes (4.22) e (4.23) em (4.21) temos que

—i(?”F,,u =J,=0"F,, = —nod,.
Ho
Sendo esta justamente a Lei de Faraday-Ampere, ja a lei de Gauss-Einstein, como dito
anteriormente, é obtida diretamente da defini¢cdo do tensor de Faraday.
No espaco-tempo curvo a lagrangiana é dada fazendo-se a substituicao g — nt,
portanto

. F,
EEM = g)‘o‘gw )Z/,Lo B + MVJ A (424)

Com a definicao de dual de Hodge a expressao anterior pode ser escrita de forma inde-
pendente do sistema de coordenadas

F NxF
*»CEM = —27* — JANXA. (425)

Ho
Das expressoes (4.20) e (4.25) pode-se obter as Leis de Maxwell em um espago-tempo
curvo.
Calculemos agora o tensor energia-momento eletromagnético. Todavia temos que Lgns
nao ¢é invariante por transformacoes de calibre, sendo assim em geral consideramos so-
mente a lagrangiana sem o termo contendo A, ou seja,

F)\ Faﬁ
Ly = —9/\0‘97577 .
4pto
Portanto, o tensor energia-momento neste caso é
LM
T,ul/ =—2—— 5 1w + g,uwCEM

Consideremos primeiramente as seguintes identidades

8gaﬁ (SEEM . 8£EM

= 5% §8 = .
89/“/ v ¢ 5g,uz/ agm/
Consequentemente
_ A sa B ¥ /\Oc gNV af
T = =70 (5 0%g" Fry Fag + 07,0%,6™ Foy Fap) — TR e

g*° Guv

=T, = >—F3F, — " FF,; (4.26)
Ho 4

O tensor T}, é simétrico e invariante por transformacoes de calibre, todavia nao possui
necessariamente divergéncia nula. De fato, consideremos o caso particular de T, em L*:

THY — i (FuaFV _ nNVFa/BFO‘ﬁ) )
Ho “ 4

Logo

aB
O T — 1 O [Frepy | — phv ay {F Faﬁ]
v 1 v [ a] n 4 =

83



1 F, 30t FB e o, Fr
= 0,T" = — (Fl’a@Z,FW A ) = o,pm = Ta I
Ho Ho
Utilizando a Lei de Gauss-Einstein em L* temos que
0T, = —FuJ”. (4.27)

O que é basicamente a Lei de Forgca de Lorentz escrita em termos da densidade de 4-
momento, portanto o tensor energia-momento ¢é solenoidal somente em regides sem cargas
ou correntes. A Equacao (4.27) é a forma relativistica das leis de conservagdo do momento
e da energia eletromagnéticos [37].

Podemos entao escrever as Equacoes de Einstein-Maxwell que acoplam a teoria da
relatividade geral com o eletromagnetismo, isso em uma regiao com 4-corrente nula. Estas
Sa0: R e

R;w - §g,uz/ = Z-

C Mo

Como o trago de T' é nulo temos que outra forma das Equacoes de Einstein-Maxwell é
dada por

[gaﬁFﬂng — gzl"”FaﬁFaﬁ] .

811G g
, = B o F, — I B R, } .
1 Ao [9 up 4 B

oy
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Consideracoes Finais

Ao longo do desenvolvimento desta monografia estudamos, brevemente, varias téc-
nicas matematicas para podermos analisar as teorias da relatividade especial e geral,
além ¢é claro do eletromagnetismo covariante. Vimos como definir variedades diferencia-
veis e como trabalhar conceitos geométricos nestas, como por exemplo, espago tangente,
derivada covariante e curvatura. Feito isso procuramos o formalismo necessario para ge-
neralizar os operadores diferenciais do R™ para variedades, o que culminou no estudo de
formas diferenciais. Portanto, além de ganharmos uma certa experiéncia com as teorias
relativisticas, o desenvolvimento desta monografia nos forneceu uma boa base matematica.

Em estudos futuros o autor se aprofundara na teoria quantica de campos, e usara os
conhecimentos adquiridos durante a confeccao deste trabalho, em especial relatividade
restrita e teoria classica de campos, para este fim.
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