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Resumo

As leis de conservacao sao resultados centrais e essenciais a Fisica. Essas leis permi-
tem desde a prépria construcao de teorias fisicas até a solugdo de um grande niimero de
problemas fisicos importantes. Tendo isso em mente, julgamos mais do que pertinente
estuda-las neste trabalho fazendo uso de sistemas mecanicos de particulas valendo-nos dos
formalismos Newtoniano e Lagrangiano da Mecanica. Apds uma investigacao dessas leis
de conservacao nessas duas Mecanicas, partimos da Mecanica de Lagrange para estender
ainda mais nossa compreensao acerca desses resultados introduzindo um importante teo-
rema devido a Emmy Noether e, por fim, estabelecer conexdes diretas entre as simetrias

concernentes a um dado sistema fisico e suas correspondentes constantes de movimento.

Palavras-chave: leis de conservacao, Mecanica Newtoniana, Mecanica Lagrangiana, te-

orema de Noether.
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Abstract

Conservation laws are central and essential results to Physics. These laws allow both the
construction of physical theories itself and the solution of a great number of important
physical problems. Keeping that in mind we believe to be more than pertinent to study
them in this work by using mechanical systems of particles through the Newtonian and
Lagrangian formalisms of Mechanics. After an investigation of those conservation laws
in these two Mechanics we start from Lagrangian Mechanics to extend even more our
understanding about these results by introducing an important theorem due to Emmy
Noether and, at last, establish direct connections between the symmetries concerning a

given physical system and its corresponding constants of motion.

Key words: conservation laws, Newtonian Mechanics, Lagrangian Mechanics, Noether’s

theorem.
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Introducao

O grande fisico norte-americano Richard P. Feynman (1918 - 1988), no livro The
Character of the Physical Law [1], compara a tentativa do cientista de desvender as leis
que regem a natureza com o projeto de um observador que se lanca a tentar desvendar
as regras de um jogo de xadrez jogado pelos deuses apenas assistindo ao movimento das
pecas. Em seguida, considerando que se impossibilitado de assistir a todos os instantes
do jogo o observador perderia valiosas informagcoes sobre suas regras, ele nota que se
nao existirem determinadas quantidades que se mantém inalteradas (quantidades que se
conservam, em uma linguagem muito cara aos fisicos), acontega o que for, durante o
periodo de nao observacao, a capacidade de previsao do obsevador estaria arruinada e
desvendar as regras do jogo se tornaria uma tarefa ainda mais dificil ou até impossivel [1].
E dessa maneira que ele advoga em favor das leis de conservacio no processo de construgao
da Fisica. Se, agora, langarmos mao da definicdo de simetria, também apresentada por
Feynman, mas dada pelo matemético alemao Hermann Weyl (1885 - 1955) de que uma
“coisa” ¢é simétrica se existe algo que vocé pode fazer a mesma de modo que quando
vocé termina de fazer este algo a “coisa” lhe parece da mesma maneira que lhe parecia
anteriormente [1], ¢ inevitavel estabelecer um paralelo entre conservacao e simetria e soa-
nos fascinante a possibilidade de que quantidades conservadas estejam diretamente ligadas
a condicoes de simetria. E com essas ideias que vamos & Mecanica.

Sabemos que os fundamentos da Mecanica Classica podem ser estabelecidos de duas
maneiras: as leis de movimento de Newton (Mecénica Newtoniana, obviamente) ou o prin-
cipio variacional conhecido como principio de Hamilton (Mecénica Analitica). Essas duas
propostas possuem abordagens distintas no proceder até as equacgoes de movimento, mas
em ultima analise sao completamente equivalentes, ou posto de outro modo, produzem
os mesmos resultados quando aplicadas aos mesmos sistemas mecanicos. Na formulagao
Newtoniana, uma dada forca resultante externa age sobre um corpo e produz um movi-
mento especifico, isto é, sempre associamos um efeito particular com uma dada causa.
Todavia, de acordo com o principio de Hamilton, o movimento de um corpo resulta da
tentativa da natureza de atingir um certo proposito, que seria minimizar a integral da
Lagrangiana no tempo [2].

Com a Mecanica Analitica, o ferramental matematico usado para lidar com problemas

fisicos deixa de ser os vetores, tao caros a formulacao Newtoniana, que sao substituidos



por Lagrangianas e funcionais, objetos de estudo do Célculo das Variacoes. E aqui, que
valendo-nos da profundidade dessa formulacao variacional, encontramos pela primeira vez
um teorema matematico de grande beleza e elegancia, o teorema de Noether, publicado
pela primeira vez em 1918, devido a grande algebrista alema de origem judia Amalie
Emmy Noether (1882 - 1935). Ao estudar a invariancia dos funcionais quando submetidos
a certas transformacgoes é que Emmy Noether encontrou uma maneira de expressar em
linhas gerais as conexdes entre conservagao e simetria [3].

Sendo assim, é no sentido de possibilitar um embasamento sélido em temas centrais e
fundamentais em Fisica que o estudo da Mecanica Classica é relevante.

Por fim, com o objetivo de comunicar essas ideias, apresentamos a forma como este
trabalho encontra-se organizado:

No Capitulo 1, apresentamos as trés leis de Newton e seguimos para encontrar as con-
digoes sob as quais os momentos linear e angular e a energia de um sistema de particulas
se conservam fazendo uma analise final do papel proeminente que a terceira lei de Newton
desempenha na obtencao desses resultados.

No Capitulo 2, fazemos uso do trabalho de Newton para construir a Mecéanica de
Lagrange, um novo método de tratamento de problemas mecanicos. Apds isso, mais
uma vez, trabalhamos para encontrar as condigoes necessarias para que os momentos e a
energia se conservem, mas no contexto desse novo formalismo.

No Capitulo 3, o ultimo capitulo deste trabalho, introduzimos o principio de Hamilton
e fazendo uso dele apresentamos e demonstramos o teorema de Noether. Munidos desse
teorema, produzimos, a partir da analise das simetrias de sistemas fisicos, as mesmas
conservagoes dos momentos e da energia. Ainda, aplicamos o teorema de Noether a
alguns sistemas fisicos dissipativos.

Encerramos o trabalho com as consideragoes finais acerca dos tépicos expostos.



Capitulo 1

Mecanica Newtoniana

Neste primeiro capitulo, exporemos as trés leis de movimento devidas a Sir Isaac
Newton (1643 - 1727) e realizaremos breves observagoes acerca das mesmas. Em seguida,
empregaremos essas leis na obtencao dos resultados de conservacdo do momento linear,

do momento angular e da energia para o caso de um sistema de particulas.

1.1 Leis de Newton

A redacao das trés leis de movimento aqui apresentada encontra-se muito proxima a
do préprio Newton em seu Principia'. Apesar de sabermos que existem severas e justas
criticas a elas e que podem ser enunciadas de outras maneiras, preferimos nos ater as suas

primeiras versoes. As leis serdo expostas e brevemente comentadas.

Lei I: Todo corpo continua em seu estado de repouso ou de movimento uniforme em
uma linha reta, a menos que seja forcado a mudar aquele estado por forcas imprimidas

sobre ele.

A primeira lei é conhecida como Lei da Inércia e uma breve consulta a literatura em
Mecanica ¢é patente em indicar que é, e sempre foi, motivo de grande debate desde seu
estabelecimento. Contudo, é notério o fato da mesma primeira lei ser usada para definir
os limites de observacao da validade das leis de Newton na sua forma candnica. As leis
de Newton, como aqui enunciadas, sdo validas e invariantes (assumem a mesma forma)
em uma classe especial de referenciais ditos inerciais e um sistema de referéncia é de-
finido como sendo inercial se a Lei I é nele valida. Os sistemas inerciais de referéncia

sdo uma categoria muito particular de referenciais completamente equivalentes entre siZ.

L As trés lei como aqui enunciadas se encontram na referéncia [4] deste trabalho. A maioria das outras
fontes apresenta as mesmas leis em uma linguagem mais moderna e direta. Uma exposi¢do que julgamos
interessante e que busca trazer o mesmo conteiido fisico exposto de modo razoavelmente diferente pode
ser encontrada na referéncia [5].

2Colocando de outro modo, experimentos mecanicos ndo podem ser distinguidos entre referenciais



Nesses referenciais, espago e tempo sdo ambos homogéneos e o espago é, ainda, isotré-
pico. A homogeneidade significa que nenhum ponto do espago (ou nenhum instante de
tempo) é diferente de qualquer outro e a isotropia garante que nenhuma diregao espacial
é privilegiada [2,7,8].

Mais interessante é o fato de conseguirmos relacionar as posi¢oes de um corpo em

diferentes sistemas de referéncia translados entre si fazendo uso das transformacoes de
Galileu:

r=r'+r,, (1.1)
P=i 4, (1.2)
P =i (1.3)

Nas transformagcoes acima, r indica a localizacao de um corpo num determinado referencial
inercial, r’ expressa a localizagdo do mesmo corpo em um segundo referencial (inercial ou
nao) transladado em relacdo ao primeiro e r, dd a posicdo do segundo referencial em
relacao ao primeiro. O ponto sobre os vetores posi¢ado denota, como ¢é usual, sua derivada
temporal.

Um exame mais atento das transformacoes de Galileu revela que um sistema de refe-
réncia em repouso ou movimento retilineo uniforme em relacao a um sistema de referéncia
inercial é, por sua vez, também, um sistema inercial. Esse resultado é conhecido como
o principio de relatividade Galileano. Essa equivaléncia entre uma classe de referenci-
ais revela que nao existe um referencial privilegiado em relagdo ao qual todos os outros
deveriam ser preteridos na descrigdo do movimento [7]. Nas transformagoes de Galileu
assumimos que o tempo (ou melhor, os intervalos de tempo) é o mesmo para todos os
referenciais. A hipotese de que o tempo é absoluto é um dos fundamentos da Mecanica

Classica [7,8].

Lei II: A mudanga de movimento é proporcional a forca motora imprimida, e € pro-

duzida na direcao da linha reta na qual aquela forca € imprimida.

A segunda lei é conhecida como o Principio Fundamental da Dindmica e em notagao

matematica moderna é comumente apresentada, na sua forma mais geral, como

dp

F=—
dt’

(1.4)
com F representando a forga resultante externa (é fato experimental que um corpo nao
pode fazer forga sobre si mesmo) que atua sobre o corpo e p seu momento linear dado

pela expressao p = mv.

inerciais [6].



Se a massa inercial® é constante, a Lei II se reduz a sua forma mais familiar

F = ma. (1.5)

Lei I1I: A toda acao hd sempre oposta uma reacdo igual, ou, as acoes mutuas de dois

corpos um sobre o outro sao sempre iquais e dirigidas a partes opostas.
Matematicamente, a terceira lei pode ser expressa na forma:

Como ¢ habitual, F;; representa a forca atuando sobre o corpo i devida ao corpo j e
vice-versa.

A Lei III, tal como apresentada acima, é conhecida como a terceira lei de Newton na
forma fraca. Quando assumimos que o par de forcas de acao e reagao, além de ser igual e
atuar em sentido oposto deve se restringir a dire¢ao da linha reta que une os dois corpos,

dizemos esta ser a terceira lei na sua forma forte.

1.2 Leis de Conservacao

Ao longo de todo este trabalho trataremos de leis de conservacao para sistemas (con-
juntos) de particulas. Sendo assim, definimos o que é uma particula no contexto da
Mecanica Classica: uma particula é um corpo cujas dimensoes podem ser negligenciadas
na descrigdo do seu movimento, mas de massa finita [7]. Claramente, esse conceito é uma
abstragao que visa facilitar a resolucao de problemas fisicos e a possibilidade de sua aplica-
¢ao deve ter em conta o problema enfrentado. Ao longo deste trabalho, lidaremos apenas

com particulas, individualmente, ou coletivamente no caso de sistemas de particulas.

. . . d N
3Aqui, chamamos de massa inercial a massa que aparece na Lei II, F = %"), em oposicio & massa
gravitacional que integra a expressao da Lei da Gravitagao Universal, Fyp) = —G %f‘lg. Essas duas

massas aparecem em dois contextos completamente distintos: a primeira massa, a que compode a Lei II,
é o0 “coeficiente de inércia” de um corpo e representa como que a “resisténcia” deste a qualquer mudanga
no estado do seu movimento (em outras palavras, resisténcia a aceleragio); enquanto isso, a massa que
aparece no contexto da interagdo gravitacional funciona como a “carga” geradora da interagdo, da mesma
forma que as cargas elétricas na Lei de Coulomb. E notével, no entanto, o fato experimental, muito
bem estabelecido, de ambas serem iguais, ou seja, que m; = mg. Essa tltima igualdade teve um papel
fundamental no desenvolvimento da Teoria da Relatividade Geral de Einstein [9].



1.2.1 Conservagao do Momento Linear

Em um sistema de N particulas, a forga resultante que atua sobre a i-ésima particula

do sistema sob analise é dada pela segunda lei de Newton,

dp. X
DY R, +FP), (1.7)

na qual o primeiro termo a direita da igualdade representa a soma de todas as forcas
internas ao sistema (forca de interacdo entre a i-ésima e j-ésima particulas), e FZ(E) re-
presenta a forca resultante devida a causas externas ao sistema. A distingao entre o que
é interno ou externo é meramente formal, uma vez que sempre podemos modificar aquilo
que identificamos como o sistema de modo a abarcar elementos que dele antes nao faziam
parte [8].
O momento linear da i-ésima particula é difinido como
dI'i
P = MiVi = Mo (1.8)

Conhecida a expressao da for¢a atuando sobre cada particula, individualmente, a forca

total atuando sobre todo o conjunto ¢ dada por

N dZI'i N N (&)
i=1 z'g%:'l i=1
7]

Agora, supondo que as forcas internas obedecem a terceira lei de Newton, mesmo que
apenas na forma fraca (1.6), vamos mostrar que sua soma se anula. F importante notar

que os indices ¢ e j sao apenas indices mudos, logo, temos que

N N

Y Fy=> Fy (1.10)
ij=1 ij=1

oy i

e do uso da equacio acima’ juntamente da terceira lei de Newton (1.6), decorre que

> Fy=5 2 (Fy+Fu) =5 > (Fy—Fy) =0, (1.11)
=1 =1 =1
i i#i i

como queriamos demonstrar.

Para tornar mais simples a representacao do coletivo de particulas, introduzimos a

1A equacdo (1.10) decorre do simples detalhe de que se escolhermos chamar a particula a qual estamos
analisando as forcas externas de ¢ ou de j, o resultado da soma final, que expressa a forga de interacao
total entre todas os elementos do sistema, é o mesmo. O que nos interessa aqui, é que esse detalhe,
conjuntamente com a Lei III, permitird-nos chegar ao anulamento das forcas internas.



definicao do centro de massa do sistema:

N N
Doim1 Ty Dol T
- N
M > i1 M

R = (1.12)
O centro de massa é um ponto, nao necessariamente coincidente com a posi¢ao de qualquer
particula do sistema, no qual se concentra toda a massa e momento do sistema, bastando
para sua representagao.
Usando a defini¢ao de centro de massa e o resultado da (1.11), podemos trabalhar com
a equagao (1.9) para representar seu resultado de outra maneira:
PR X

M=y = S FF = @) (1.13)
=1

com F® sendo a forga externa total que atua sobre todas as particulas que compoem o
sistema. Usando, mais uma vez, o centro de massa para definir o momento linear total

do sistema, obtemos

ol N dry dR
P = iVi i— = M— 1.14
2 mivi = migs = M=, (1.14)
e, finalmente, podemos escrever
dP
— =F®, 1.15

Somos, entao, levados a concluir um importante resultado.

Teorema da Conservagao do Momento Linear de um Sistema de Particulas:
se a resultante das forcas externas sobre um sistema de particulas é nula, o momento

linear total do sistema € conservado.

O teorema acima é valido em sua integralidade para um tipo muito particular de
sistema fisico, chamado de sistema fechado. Um sistema é fechado se as particulas que
o formam interagem entre si (ou ndo) mas com nenhum outro corpo fora do sistema®.
Como o momento linear é um vetor, pode acontecer de o momento se conservar em uma
direcdo e nao em outra dependendo da forca resultante externa que esteja atuando sobre
o sistema.

No caso de um sistema com apenas uma particula é simples notar que o enunciado
acima ¢ apenas outra maneira de estabelecer a primeira lei de Newton. Usando o principio
de relatividade Galileano podemos demonstrar que se o momento é conservado em um

referencial inercial ele é conservado em todos os referencias inerciais.

50 que é outro modo de enunciar a condicdo central do teorema.



1.2.2 Conservagao do Momento Angular

O momento angular de um sistema de /N particulas em relacao a um ponto P qualquer

do espaco tridimensional, localizado em um determinado referencial inercial, é dado por

N N N
L, = Zr; X pl = Zr; X mivi = Z(rl —1p,) X m(F; — 1), (1.16)

sendo que nos dois tltimos termos da equagao usamos as transformagoes (1.1) e (1.2) de
maneira conveniente.

Se derivarmos a (1.16) em relagdo ao tempo, ficamos com

dL, &, . .. N ..
e > (@ — 1) x my(; — 1) + Y (v — 1) X my(F; — ). (1.17)
i=1 i=1
O primeiro termo a direita da igualdade se anula, pois os vetores sao colineares. Re-

arranjando o segundo termo e aplicando a propriedade distributiva do produto vetorial

somos levados a

dL, N . N .
i z:(rZ —1r,) X m;t; — z:(rZ —1,) X m;t, (1.18)
i=1 =1
N N N
— Z(I‘z —1r,) X m¥; — Zmiri X Tp + <Z mi> r, X I (1.19)
i=1 i=1 i=1

Assim como para discutir a conservacao do momento linear a Lei III foi essencial, ela
também o é para a conservacdo do momento angular de um sistema de particulas, como
logo ficard evidente. Enquanto o prenunciado nao acontece, vamos avangar com a (1.19)
abordando seus termos separadamente. O primeiro termo, obviamente, pode ser reescrito

CcOo1mo
N N

Z(ri —1,) X m;t; = Z(rZ —r1,) X P;. (1.20)

i=1 =1

Substituindo a (1.7) na (1.20):

N N N N
Sri—1) < | Y F; +FE [ =3 (1—1,) xFi + > (r; —1,) x ;9. (1.21)
i=1 =1 ij=1 i1

stﬁi jj?fi

Ainda, o primeiro termo a direita da igualdade na (1.21) pode, com o uso de uma ideia

muito semelhante a da equagao (1.10), ser expresso por

N 1 N

Z (ri — rp) X Fij = 5 Z [(I‘l — I'p> X Fij + (I'j — I'p) X Fﬂ] . (122)
1,j=1 1,5=1
jj;éi jj;ﬁi



Mais uma vez, para mostrar que também o primeiro a direita da igualdade na (1.21) se
anula (sob condigbes que ja anunciaremos), usaremos a terceira lei de Newton na forma

da equagao (1.6):

N 1 N
Z (I‘i — I'p) X Fz‘j = 5 Z KI‘Z — I'p) — (I'j — I'p>] X Fij (123)
ij=1 Q=1
jj#i 1?7'51'
1 N
ij=1
j]séi

Retornando a (1.19), restam-nos dois termos que nao enfrentamos. Usando a (1.12), o

segundo e o terceiro termos da (1.19), tomados conjuntamente, resultam em
N N
=Y mr; X T, + (Zmz> r, xt,=(-MR+ Mr,) xi,=—-M(R —r,) x¥, (1.25)
i=1 i=1

O que querfamos com todos os calculos anteriores era reescrever a (1.19) de modo que

a Fisica contida viesse a tona. Depois destes calculos, ficamos com

dL, 1Y a (B) ;

—2=5 ri—r) xFy+> (r;—1,) x F;" — MR —r,) x i, (1.26)
iJ:l =1
J#i

e se as forcas internas obedecem a Lei III, dessa vez na sua forma forte, o primeiro
produto vetorial na equagao (1.26) se anula (a forca F;; e r; — r; sdo colineares) e a

variacao temporal do momento angular fica

L N
ddtp = Z(I‘Z — I'p) X FZ(E) — M(R — I'p) X f'p (127)
=1
ou
dL )
= N — M(R - 1,) x §, (1.28)

com o primeiro termo a direita da igualdade representando o torque externo em relagao ao
ponto P atuando sobre o sistema de N particulas. E fato que o torque depende do ponto
em relacao ao qual é medido. Desse modo, se o ponto P esta em repouso ou movimento
retilineo uniforme em relacao ao referencial adotado, ou P é o centro de massa, o segundo
termo também se anula, e

L NIC) (1.29)

dt P

Assim como para o momento linear, inferimos, imediatamente, mais um resultado de

grande interesse.

Teorema da Conservagdo do Momento Angular de um Sistema de Parti-



culas: se a resultante dos torques externos sobre um sistema de particulas € nula, seu

momento angular total é conservado.

Mais uma vez, notamos que o teorema acima é valido para um sistema fechado. Além
disso, assim como para o momento linear, a natureza vetorial do momento angular possi-
bilita a sua conservacao em uma dire¢ao independentemente das outras, tudo dependendo

das componentes do vetor NéE)

1.2.3 Conservacao da Energia

A energia cinética total de um grupo de particulas, em um referencial inercial, é a

soma das energias cinéticas individuais e é representada por

1 N
==Y mv;. (1.30)
2=

Se alterarmos a descricdo do movimento para o referencial do centro de massa usando a
notagdo voy =1, = V e v} como a velocidade da i-ésima particula em relacao ao centro

de massa, as transformagoes de Galileu (1.2) nos dao o seguinte resultado:

N
z:mZ vi+V)? Zmz (Vi+V)-(Vi+V) = ;Z (V2 42V -V V), (1.31)
i=1 i=1 i=1
Zmlv’Q + Z V42 ZmN2 (1.32)

N
—;Zmiv’z (Zm, ) V4 - Zszz (1.33)
=1

i=1
O segundo termo da (1.33) é eliminado com o uso da equagdo do centro de massa e da

transformagao de Galileu (1.1):
N N N N
> omur; =Y m(r; = R) =) (myr; —mR) =D myr; — (Z mi> R=0 (1.34)
i=1 i=1 i=1 i=1 ;
Logo, resta-nos
1
Zm,v’2—|— ZmZVQ MV2+ Zm v (1.35)
i=1

Calculamos a expressao para a energia cinética, mas sabemos que podemos ter outra
parte importante da energia total do sistema, a energia potencial. Para trazer a energia
potencial a analise do problema da conservacao da energia, vamos calcular o trabalho

total realizado sobre o sistema ao alterar seu estado.
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O trabalho total realizado sobre todas as particulas do sistema para leva-lo de uma

configuracao A até uma configuracao B é, no caso mais geral, calculado pela integral

N B N B N B
Wap = Z/A p; - dr; = Z/A mv; - dr; = Z/A mv; - vidt. (1.36)
=1 i=1 i=1

Podemos manipular a derivada temporal da velocidade para resolver a integral:

d 2
—(vH =2

dVi
dt

Usando o resultado acima, obtemos

Was =23 [T w3 [7 S mar =3 [*amad) =T -1
AB 2 Ja  dt ! —Ja dt 2 T —Ja 2 B4
(1.38)
Esse é o famoso Teorema Trabalho-Energia Cinética®, resultado bastante conhecido e

valido inclusive na Teoria da Relatividade, feitas as devidas modificagdes. Por outro lado,

¢ evidente que a mesma integral produz

[ o [P g [P E) B
WABZ;/A pi'dri:;/A (F; +2Fij)'dri:;/A F; 'dri_l'ZZ/A F,;-dr;.

ij=1 i=14,j=1
i#] 1#]

(1.39)

Dispondo separadamente de cada um dos dois termos da equagao (1.39) vamos supor

que as forgas externas sao conservativas, ou seja, podem ser obtidas a partir de uma

fungao (escalar) energia potencial” na forma
FP = —v,u®. (1.40)

Aplicando esse resultado ao primeiro termo da (1.39) ficamos com

N B N B
Z/ F - dr; = —Z/ V.U dr, = U — U (1.41)
=174 =174

onde na obtencao da tultima igualdade fizemos uso do Teorema Fundamental do Célculo
para Gradientes. Para o tltimo termo da (1.39) vamos supor que as forgas internas além

de serem conservativas, como as forgas externas, sao centrais (isto é, obedecem a Lei III

6No Teorema Trabalho-Energia Cinética igualamos o trabalho da forca resultante externa atuando
sobre o sistema (o trabalho total) & variagdo da energia cinética. Como na (1.36) p, representa a forga
resultante externa atuando sobre cada particula do sistema fisico, a soma sobre a contribuicdo de todas

as particulas (Zfil), na mesma (1.36), resulta na forga total e, logo, o teorema ¢é vélido nesse caso.

7Aqui, quando dizemos energia potencial, nos referimos, de fato, & diferenca de energia potencial.
Essa funcéo escalar, como é bem sabido, é definida a menos de uma constante aditiva arbitraria, o que
quer dizer que o nivel zero de energia potencial é sempre escolhido convenientemente de acordo com o
problema em questao.
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na forma forte) e também que U;; = Uj;, com U;; proporcional a r;; = |r; —rj|, ou seja, a
distancia relativa entre dois elementos do sistema.

Se a terceira lei é valida, usamos das relagoes entre as energias potencias para escrever:
Fij — _V’LU’LJ - ijij - ijji — —Fﬂ (142)

Considerando, finalmente, o tltimo membro da (1.39) munidos da terceira lei e, mais uma

vez, da (1.10), alcangamos

N
5 Z/ Fyj dri =~ Z Z/ (Fy;-dr; + Fj;-dr;) = Z Z/ (F; - dr; — Fyj-dr;).

i=114,5=1 z—l i,7=1 1=114,j=1
i#] i#] i#]
(1.43)

Ainda é possivel rearranjar a (1.43) na forma:

Z 3 / F,;-(dr;—dr;) = / F,-d(r / Fj-dry. (1.44)

’Ll’le ZlZ]l zlz]l
i#] i#] i#]

Usando a (1.42) e o Teorema Fundamental do Célculo para Gradientes, temos

1 1 X B I I

9 4 Z / Fij-drij = Z Z / ViUyj(rij)-dry; = "9 Z Z Uij(ri)| = ngl )_Ué)
i=11,5=1 i=114,5=1 i=11,57=1
i iy ki

(1.45)
com o indice superior (1) significando interno, uma vez que essas sao as energias potenciais
correspondentes as interagoes internas ao sistema nas suas configuragoes A e B. Logo, das
equagoes (1.39), (1.41) e (1.45), resulta que

Wap =T —Ta=UF —vP + v vl (1.46)

que reagrupada é reescrita na forma

Ti+UP + U0 =15+ 0P + UV, (1.47)
Definindo,
U=U% 4y, (1.48)

a interpretacao da (1.47) é evidente.

Teorema da Conservagao da Energia de um Sistema de Particulas: se todas
as forcas, internas e externas, atuando sobre um sistema de particulas sao conservativas e
as forgas internas sao, ainda, centrais, a energia total E =T+ U do sistema de particulas

€ conservada.
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E interessante notar o cardter escalar da energia em oposi¢ao aos momentos, que sao
vetores. Também é curioso perceber que ao contrario dos momentos a energia se conserva
mesmo se o sistema interage com o exterior (nesse caso o sistema é dito aberto), mas
sujeito apenas a forcas externas conservativas. Observamos, também, o papel central que
a terceira lei desempenha na deducao desses resultados de conservacao e fica claro que sem
ela nenhum dos trés resultados poderia ser enunciado. Citando o fisico alemao Arnold
Sommerfeld (1868 - 1951), podemos dizer que a terceira lei de Newton é o ponto eminente

na transigdo da mecénica da particula para a mecanica dos sistemas [10].
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Capitulo 2
Mecanica Lagrangiana

Neste segundo capitulo, construiremos a formulacao Lagrangiana da Mecanica par-
tindo do principio de D’Alembert. Em seguida, apresentaremos as mesmas trés leis de
conservacgao para sistemas de particulas abordadas no Capitulo 1, mas desta vez na con-

juntura da Mecanica de Langrange.

2.1 Equacoes de Lagrange

Comecamos o capitulo anterior deste trabalho reapresentando as leis de movimento
devidas a Newton, que fundam a Mecanica Clédssica. A partir de agora, queremos rumar
em direcdo a uma nova formulacdo, uma nova concep¢ao da Mecéanica, mais eficaz, mais
elegante e mais geral.

Apesar do grande sucesso do trabalho de Newton ou mesmo por causa dele, novos
desenvolvimentos na ciéncia que estuda o movimento dos corpos continuaram a acontecer
e mais marcadamente em 1788 o grande matematico e astronomo italiano Joseph-Louis
Lagrange® (1736 - 1813) apresenta o seu trabalho acerca dessa ciéncia em seu Mécanique
Analytique®. O objetivo geral da MecAnica Analitica® continua a ser o mesmo do projeto

Newtoniano, a saber, encontrar e resolver as equagoes que regem o movimento de um

! Joseph-Louis Lagrange (1736 - 1813) nasceu em Turim, Itélia, em 25 de janeiro de 1736 e morreu em
Paris, Franca, em 10 de abril de 1813. Educado em Turim e inicialmente preparado para se tornar advo-
gado ele voltou, rapidamente, seus interesses em direcdo a mateméatica apds a entrada na universidade.
Trabalhou como professor de matematica na Escola Real de Artilharia em Turim de 1755 (quando tinha
apenas 19 anos!) até 1766, quando se muda para Berlim em vista da vacincia da posigao de Diretor de
Matematica na Academia de Berlim, resultado da ida de Leonhard Euler para Sdo Petersburgo. Lagrange
foi indicado pelo préprio Euler e também por Jean Le Rond D’Alembert ao rei Frederico IT da Priussia
para ocupar o posto. Apds a morte de Frederico II, em 1786, Lagrange deixa Berlim em meados de
1787 para ir a Paris trabalhar na Académie des Sciences. E em Paris que ele publica o seu Mécanique
Analytique e 14 permaneceu até sua morte [11].

2Famosamente, Lagrange anuncia no prefiacio de sua obra que seus leitores ndo encontrariam nela
figura alguma [12].

30 termo Mecénica Analitica é geralmente usado para se referir as formulagoes Lagrangiana e Hamil-
toniana da Mecanica. Como neste trabalho estudaremos apenas o formalismo devido a Lagrange, quando
usarmos o termo Mecanica Analitica estaremos nos referindo a Mecanica Lagrangiana.
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sistema mecanico.

Diversos sao os caminhos possiveis encontrados na literatura para se chegar as equa-
¢oes basicas dessa nova formulacao, as famosas equagoes de Lagrange, sendo que o mais
sofisticado deles faz uso de um principio variacional chamado principio de Hamilton, o
qual encontraremos no Capitulo 3. Em um primeiro momento, obteremos essas equagoes
diferenciais com uma abordagem muito semelhante a do préoprio Lagrange, valendo-nos
de dois principios fisicos: o principio dos trabalhos virtuais e o principio de D’Alembert.

Mas antes de nos encontrarmos com as famosas equagoes, precisamos falar sobre vinculos.

2.1.1 Vinculos

A questao das restrigoes impostas ao movimento é de absoluta importancia na Me-
canica Analitica. Tais limitagoes cinematicas recebem o nome de vinculos. Nao que os
vinculos nao sejam importantes na Mecanica Newtoniana, longe disso, mas quando com-
paramos o seu papel nessas duas formulagoes ha sutilezas quanto a sua apreciacdo na
questao da determinacdo do movimento. Quando comecamos a estudar Mecanica, atra-
vés das leis de movimento, estudamos os vinculos pelos seus efeitos sobre a dinamica de
uma particula: a forca normal que o plano inclinado exerce sobre o bloco; a tensao do fio
sobre o péndulo; a tensao sobre a corda na maquina de Atwood. Analisamos os vinculos
através de forcas que fazem parte das equagoes de movimento. Queremos, agora, tentar
analisar os vinculos pelas restrigoes diretas que impoem ao movimento de um sistema, ou
seja, pelas delimitacoes que esses trazem sobre o conjunto dos movimentos possiveis: o
movimento do bloco, quando da descida sobre um plano inclinado, é restrito a superficie
deste plano enquanto o bloco nao atinge o chao; quando perturbado, o péndulo oscila
a uma distancia fixa do seu ponto de suspensao; a altura que um dos blocos em uma
maquina de Atwood sobe é a mesma que o outro tem de descer pois estao ligados por
uma mesma corda inextensivel.

Para nés é, também, essencial discutir os tipos existentes de vinculo pois tipos dife-
rentes levam a diferentes generalizagoes da Mecanica Analitica. Neste trabalho, somente
estudaremos vinculos ditos holénomos (do grego, ndmos = lei e hélos = inteiro, completo).
Esses vinculos sdo representados por um conjunto de p equagdes (caso o sistema esteja

sujeito a mais de um vinculo), independentes entre si, e, invariavelmente, dadas na forma
fj(rl,rg,...,rN,t) =0 ]: 1,2,3,...,]7. (21)

Como é usual, r; representa o raio vetor que localiza a i-ésima particula de um sistema
de N particulas. Em um corpo rigido a distancia entre dois pontos P e () tem de ser
constante. Essa restricdo é representada por uma equacao do tipo |rp — rg| — cte = 0.
Como durante o movimento a distancia entre os pontos nao pode se alterar, a condicao

de rigidez do corpo é, portanto, um bom exemplo de vinculo holénomo. Outro exemplo
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de vinculo holénomo é o caso de uma particula sujeita a se mover sobre uma superficie
ou curva no espago representada por uma equacao do tipo f(z,y,z,t) = 0. Como fica
claro na equacao anterior, a curva ou superficie ndo precisa ser fixa no espaco, vide a
possibilidade da dependéncia explicita da equagao da superficie em relacao ao tempo.

Qualquer tipo de vinculo que se expresse diferentemente da equacao (2.1), seja na
forma de desigualdade, de diferenciais, ou qualquer outra forma, é dito nao-holénomo.
Os vinculos, quer sejam holénomos ou nao, sao, ainda, subdivididos em dois grupos: os
escleronomicos (grego para scléros = duro, rigido e ndmos = lei), que nao dependem
explicitamente do tempo na equagao de vinculo e os reondémicos (grego para réo = fluir,
correr e ndmos = lei), que, por sua vez, dependem explicitamente do tempo.

Como tultima observacao, fazemos saber que para os propésitos gerais da Mecanica
Lagrangiana, todos os vinculos com os quais nos depararmos serao vinculos ideais. Os
vinculos sao assim chamados quando o trabalho virtual total das suas respectivas forcas
(as forgas de vinculo) é nulo. E claro que sem introduzir o conceito de trabalho virtual a
definicao anterior parece um tanto sem propodsito, mas mesmo assim, anunciamos, desde
j&, que sem essa condicao toda a teoria que visamos construir, ruiria. No decorrer do

texto isso ficara evidente.

2.1.2 Principio dos Trabalhos Virtuais

O principio dos trabalhos virtuais* é um principio fisico usado para tratar de situacoes
em que se avalia o equilibrio dos corpos, ou seja, no estudo da estatica. Em palavras, po-
deriamos estabelecé-lo da seguinte maneira: um sistema mecanico esta em total equilibrio
se, e somente se, o trabalho virtual total de todas as forgas aplicadas for nulo [13]. Aqui,
com forgas aplicadas, ndo queremos dizer, como na maioria dos casos, forgas externas a
um corpo de uma maneira geral, mas, sim, especificamente, forcas externas de origem
fisica, como as da gravidade ou do eletromagnetismo. As forcas aplicadas seriam opostas
as forgas de vinculo, for¢as que tem origem na geometria do sistema [10].

Se um conjunto de particulas encontra-se em equilibrio, a forca resultante externa que
atua sobre o ponto material é nula, o que representaremos por R; = 0. Se a resultante é

nula, o trabalho virtual total também se anula e podemos escrever
N
> R;-0r;=0 (2.2)
i=1

onde na equagao acima, or; representa um deslocamento virtual ao qual um elemento do

sistema é submetido em oposi¢cdo a um deslocamento real dr;. Agora, como fica evidente,

precisamos definir trabalho e deslocamento virtual.

4Lagrange, no seu Mécanique Analytique, atribui a formulacdo mais geral do principio dos trabalhos
virtuais ao suico Johann Bernoulli (1667 - 1748). No entanto, o principio é bem mais antigo remontando
a Jordanus no século XIII [12]. Para aplicagoes desse principio, ver as referéncias [10, 13]
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Um deslocamento virtual é um deslocamento no mesmo espirito dos modernos gedan-
kenexperiment introduzidos por Einstein no contexto das revolugoes cientificas do inicio do
século passado. A primeira caracteristica de um deslocamento virtual é que olhamos para
o sistema em um tempo fixo e analisamos quais sao as restri¢oes impostas ao movimento
nesse instante®. A segunda caracteristica é que dentre toda a classe de deslocamentos
possiveis a um sistema fisico (isto é, os deslocamentos compativeis com os vinculos), com
o tempo fixado, o deslocamento virtual é um desses deslocamentos possiveis. A terceira
e ultima caracteristica, é a de que esses deslocamentos tem a propriedade de serem in-
finitesimais. Essas trés especificidades definem um deslocamento virtual: tempo fixado,
compatibilidade com os vinculos e carater infinitesimal. O trabalho da forca resultante
quando tomado junto a um deslocamento virtual é o que chamamos de trabalho vitual.

Mas o que queriamos era o principio dos trabalhos virtuais, do qual a (2.2) ndo pode
ser a representagdo mateméatica uma vez que envolve a forca resultante externa (soma
tanto das forgas de origem fisica, forcas aplicadas, quanto das que tem origem na geo-
metria do sistema, forcas de vinculo, forcas de reagao) e nao apenas as forga aplicadas.
Para prosseguir, lembramos que, anteriormente, separamos a forga resultante sobre uma
particula em uma parte interna e outra externa. Quando tratamos de trabalhos virtuais
é util separar as forgas resultantes em forcas aplicadas, representadas por F e forcas de
vinculo, expressas como f. O préximo grande avanco é dado supondo que os vinculos sao
ideais. Anteriormente, afirmamos que vinculos sao ideais se o trabalho virtual das suas
respectivas forgas (de vinculo, de reagao) é nulo. Aplicando todas essas ideias a (2.2), por

fim, chegamos a expressao matemética para o principio dos trabalhos virtuais:

N

N N N
1=1 i=1 i=1

i=1

N
i=1

Aqui, a hipotese da idealidade dos vinculos para a obtencao do tltimo resultado pode
parecer demasiadamente geral e restritiva. Além do mais, justificativa alguma foi dada
para tornar tal condi¢ao mais crivel. A verdade é que se considerarmos sistemas sujeitos a
vinculos tais como o de rigidez (distancias fixas entre seus componentes) ou de movimento
sobre uma superficie lisa os trabalhos virtuais das forcas de vinculo sdo nulos. Podemos,
ainda, argumentar que anteriormente, quando discutimos a lei de conservagao da energia
no contexto da Mecanica Newtoniana, trabalhamos com a suposi¢ao de que o trabalho
total das forcas internas se anulava e as forcas de vinculo sao, justamente, forcas internas

ao sistema. Considerando tudo isso, a exigéncia de os vinculos serem ideais talvez ja nao

5Essa fixacao do tempo é uma condicdo necessaria para que o trabalho virtual seja zero, uma vez que
o trabalho realizado, quando levamos em conta um deslocamento real, com variagdo temporal, pode nao
ser zero [5]

17



pareca tao desagradavel. Entretanto, se as consideragoes anteriores ainda nao inspirarem
confianga suficiente, poderfamos, simplesmente, entdo, seguir as referéncias [10, 14| e pos-
tular que o trabalho virtual realizado pelas forcas de vinculo é zero, dada a essencialidade

dessa condicao para a Mecanica Analitica.

2.1.3 Principio de D’Alembert

O principio de D’Alembert® é como que a generalizaciao do principio dos trabalhos
virtuais uma vez que se aplica aos casos em que 0s corpos estao sujeitos a uma forca
resultante nao nula, ou seja, ao estudo da dinamica.

Consideremos, por exemplo, o movimento de uma particula submetida a uma forga
resultante ndo-nula no seu préprio referencial (nao-inercial, dado que a particula é acele-
rada). E claro que a particula, no seu préprio referencial, encontra-se em repouso e, logo,
deve existir uma forga de inércia (forga ficticia) que mantém a particula em repouso. Essa
é a ideia fundamental do chamado principio de D’Alembert. Poderiamos, entao, enunciar
o principio da seguinte maneira: as forcas de inércia de um sistema estao em equilibrio
com as forgas aplicadas” ao sistema [10].

Aplicando as ideias de D’Alembert podemos escrever R — p = 0, com o termo —p
representando a forca de inércia R* devida ao referencial acelerado da particula e R
representando a forga resultante externa atuando sobre a particula. Logo, assim como
no caso estatico, faremos o trabalho virtual se anular. Se trabalharmos mais uma vez
com vinculos ideais e separarmos a resultante R em forcas aplicadas e forcas de vinculo,

podemos fazer:

0= Z(R —p)-or; = Z:[(Fi +f)—p,]-or; = Z(F —p,) - Oy + Zf ot (2.5)
> (Fi—p;)-or; = 0. (2.6)

A equacdo (2.6) é a expressao matematica do principio de D’Alembert. Esse principio
representa um avancgo em relacao a formulagdo de Newton pois sé leva em consideracao
as forgas aplicadas e nenhuma for¢a de vinculo [5]. E claro que a equacdo acima pode

ser escrita diferentemente de modo a enfatizar o produto da derivada do momento com o

SEste principio é devido ao francés Jean Le Rond D’Alembert que nasceu em 17 de novembro de 1717
em Paris, Franga e morreu na mesma Paris em 29 de outubro 1783. D’Alembert, que era altamente
educado (em direito, medicina, ciéncias e matemética) colaborou entre 1751 e 1772 com Denis Diderot na
celebrada Encyclopédie ou Dictionnaire raisonné des sciences, des arts et des métiers. Nesta, ele escreveu
a maioria dos artigos matemaéticos e cientificos. O principio de D’Alembert apareceu pela primeira vez
em 1743 no livro Traité de dynamique que apresenta suas ideias em Mecénica [15]. Para aplicagdes do
principio de D’Alembert as referéncias [10, 13, 16] séo indicadas.

70 termo forca aplicada é usado no mesmo sentido que foi usado quando da deducio do principio dos
trabalhos virtuais.
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deslocamento virtual, p, - dr;, e da for¢a com o deslocamento virtual, F; - ér;. Em alusao
ao resultado (2.4), chamaremos o termo que envolve a forga de parte estatica do principio
de D’Alembert e o termo que envolve o momento de parte dindmica. E a partir daqui
que, definitivamente, rumamos as equagoes de Lagrange.

Sendo os vinculos aos quais um sistema fisico esta sujeito holonomos e ideais, é possivel
introduzir um conjunto muito especial de varidveis na descricao do sistema, chamadas de
coordenadas generalizadas e, tradicionalmente, denotadas por ¢i,qo, ..., @k, ..., qn. Essas
coordenadas sdo compativeis com os vinculos e representam o niimero minimo de variaveis,
independentes entre si, suficientes para descrever, completamente, a configuracao de um
sistema mecanico. O nimero de coordenadas generalizadas equivale, neste caso, ao nimero
n de graus de liberdade do sistema dado por® n = 3N — p. O avanco em relacdo a
abordagem vetorial é que temos um niimero minimo de equagoes de movimento a serem
resolvidas e as forgas de vinculo (forgas de reagdo) ndo mais aparecem nas equagoes de
movimento.

Para comecar a representar o sistema fisico com essas novas coordenadas é preciso

representar os vetores posicao como fungoes dessas variaveis fazendo
r; = 1(q1, Q2 ooy Qhy ooy Qs 1), 1=1,2,3,...,N. (2.7)

As equagbes acimas sao transformacoes supostas inversiveis quando levadas em conta as
equagoes de vinculo (2.1). As coordenadas generalizadas sao assim chamadas pois podem
ser varidveis muito diferentes das usuais coordenadas cartesianas. As derivadas tempo-
rais das coordenadas generalizadas, ¢i, s, ..., 4k, ---, Gn, SA0 suas respectivas velocidades
generalizadas.

Agora que passamos a trabalhar com as coordenadas generalizadas, precisamos rees-
crever a equagao (2.6) explicitamente em fun¢ao dessas novas varidveis. Vamos comegar

pelos deslocamentos virtuais:

n (31‘1-
G,

or; = 5. (2.8)

Na equacgao acima, notamos a auséncia da derivada temporal. Isso se deve ao fato de que
os deslocamentos virtuais sao tomados com o tempo fixado.

Depois dos deslocamentos, dirigimo-nos as velocidades, pois como estamos lidando, por
suposicao, com um sistema de particulas, a massa é constante e a velocidade é essencial
a expressao do momento. Da natureza das coordenadas generalizadas decorre que a

velocidade, derivada temporal do vetor posicao, em funcao das coordenadas generalizadas

8Aqui, N é o ntimero de particulas do sistema mecénico e p o niimero de vinculos ao qual o sistema
estd sujeito, vide a (2.1)
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e do tempo, é expressa na forma

dr; n (91'1 ) or;
g — . 2.
Vit T 20" (2.9)

Calculados os deslocamentos virtuais e as velocidades em funcao das ¢, tratamos do

que chamamos de termo estatico da (2.6) que nada mais é que o trabalho virtual:

8rz

N N
SW=3F-or, =3 3 F,-

i=1 k=11i=1

k=1

Aqui, faz-se necessaria uma pausa para outra definicdo, a de forca generalizada. Na

equacao anterior, chamamos
Qr = Z F, - a (2.11)
dk

de forca generalizada, pois em consequéncia da natureza geral das coordenadas ¢, o termo
@, pode nao ter dimensao de forca. Apesar disso, da coeréncia dimensional que deve
existir na (2.10), o produto da forga generalizada pela respectiva coordenada generalizada
tem de ter dimensao de trabalho.

Passamos, entao, a lidar com o termo restante do principio de D’Alembert. Para esse

termo os calculos serao mais envolventes. Comecamos com

N N n N o
E p, - or; = E m;v; - 0r; = E E myv; - a0, —0q, (2.12)
i—1 i=1

k=11=1

e observamos que

81‘Z N or; d ( Or;
Zszz Z{dt <mZ v; ) —mivi-% < )}, (2.13)

Oqr Oqy

de modo que na obtencao do tltimo resultado empregamos a regra do produto no calculo

de derivadas, mais especificamente,

d (9ri . 81‘1» d ari
Vi — | = mavy - — Vv, - — . 2.14
(mlv, Qk> m;Vv; 5% m;vy It ( ) ( )

Apesar do progresso, a equacao (2.13) parece confusa e pouco reveladora. A fim de
apreendermos seu significado fisico vamos fazer alguns célculos intermediarios. Comega-

mos com

d 81“2- 0 81“1» . 0 @I‘i "0 (‘31"@» . 0 81‘1'
- -y = + = o + (215
it (aqk> 2 5 (aqk> Tt 5 (aqk> 2 5 (aql> T g (at> (2.15)
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onde invertemos a ordem das derivadas para conseguir escrever

d 81*1» 0 " 61"@» . Qri 8V,~
dt (aqk> o {; (aq,> N o } B4 (2.16)

e da expressao da velocidade em fungdo das coordenadas generalizadas (2.9) concluir que

dgy. gy,

qr + :
];1 8(]k ot aqk
Efetuados todos os cdlculos anteriores, se substituirmos na equacao (2.13) os resultados

obtidos em (2.16) e (2.17), temos que

aq}c i=1 an:

Feitas todas as substituigoes, a (2.18) nao parece muito mais reveladora que a (2.13).
Sendo assim, continuamos a rearranjar seus termos no intuito de que algo mais sugestivo
apareca. Podemos manipular as derivadas dos vetores velocidade em relagao as velocida-

des generalizadas:

- =2V, — 2.19
O O ( )
ov? ov;

L= v, - —. 2.20
gy, oqr (220)

De posse dos resultados acima, retornamos a (2.18) e encontramos

Or;

ov ov;
va, Z{ ( ;aqk>— ;8%} (2.21)

R XA RO R

A ultima equagao revela o conteudo fisico disfargado sob a (2.13): o termo dindmico do
principio de D’Alembert esta diretamente ligado a energia cinética de cada uma das parti-
culas do sistema (agora deve ficar claro porque escolhemos chamé-lo de termo dinamico).

Se escrevermos

T=3T, (2.23)

é facil perceber que

ol %) %) d (0T or
S ) U e 24
Zm’“ Z{dt <8qk ) aqkT’} dt (an O (2.24)

Depois de todas essas manipulagoes, os dois termos da equagao (2.6), em fungao das
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coordenadas generalizadas, podem ser escritos nas formas

N n 8 ; n
> Fiori=3_ Z " 5% = > Qroqs (2.25)
=1 k=11= 1 k=1
¢ N
“(d (oT orT
D; - 0ri =) = | 5 5 2.2
> b-an= 3 {5 (50 ) - o o (2.20

Agora, resta-nos utilizar os dois resultados acima e, simplesmente, efetuar a subtragao

na expressao matematica do principio de D’Alembert:

N N
S F-ori— Y p; - o =0, (2.27)
=1 =1
n no(d (0T\ OT
L b R e 9.9
kz::le(SQk kz::l{dt (aqk> 8qk}5qk ( 8)
n d (0T\ OT
E{Q’f‘[dt (aq-k) aqk]}‘s%—o (229)

Anteriormente, quando introduzimos as coordenadas generalizadas, dissemos que essas
eram independentes entre si. Considerando essa independéncia e a arbitrariedade dos
deslocamentos g, a tnica maneira de a (2.29) ser satisfeita é se cada um dos termos
da soma se anular individualmente. Dessa condicao, resultam as chamadas equagoes de
D’Alembert-Lagrange [8],

d (0T oT
L) k=1,2,3,..n. 2.30
<an> gk s ! (230

As equagdes acima sao equagoes gerais que se aplicam quaisquer sejam as forcas apli-
cadas envolvidas, sendo os vinculos, como sempre, holonomos e ideais.
Entretanto, estamos interessados no caso especifico em que as forgas sejam derivaveis

de um potencial escalar U(r,t), ou seja,
F, = —V,U(r, ). (2.31)

Aplicando o resultado acima na equagao (2.11), na qual defimos for¢a generalizada, temos

que
N 0ri N ari
= F, — =— V.U - . 2.32
Qx ; ae ; ar (2.32)

-

E visivel que a forma da (2.32) ndo se ajusta a expressao (2.30). Para resolver esse

22



problema, temos de efetuar mais alguns calculos:

aI‘i N <8UA 8UA (’*)UA> ) <6x“ ay“ 8zz ~

N
V.U - = 14 + k 14 + k 2.33
2 VU5 = 25 T a3t 92%) N e T agd T ag, ) (2:33)

N (0U 0x;  OU Oy, é%f@%) oU
; <8x¢ g Oyi Oqr 0z Oqr) O O (2:34)
Substituindo a tltima igualdade da (2.34) na (2.30), ficamos com
d (0T or ou
a(ory _of _ oU 2.35
it (04) " ou = 0 (2:39)
o d (0T oT —-U)
Sl ki I S/ 2.36

Como escolhemos trabalhar com potenciais apenas dependentes das posicoes, tais
potenciais nao dependem das velocidades generalizadas segundo a (2.7). Assim, é claro

que
ou

ip
e reescrevendo, uma ultima vez, a (2.36),

d (8T —-U)\ o(T—U)
dt( G, >_ gy,

0 (2.37)

= 0. (2.38)

A partir de agora, definimos a funcao de Lagrange, ou Lagrangiana, como sendo a
diferenca entre as energias cinética e potencial, L = T — U. Finalmente, escrevemos as

famosas equacoes de Lagrange:

d (0L oL
— (= |—-—=—=0 k=123, ..n. 2.39
dt (aqk> aqk b ) ) b n ( )
Em resumo, partimos do principio de D’Alembert e supondo certas condi¢oes chegamos

as equagoes de Lagrange. Na sua forma mais geral a Lagrangiana é uma fungao do tipo
L= L(qk,qk,t) k= 1,2,...,71. (240)

com n representando o numero de graus de liberdade do sistema de particulas. Uma
vez estabelecida a Lagrangiana para uma situacao fisica de interesse, as equacoes de
Lagrange determinam as equagoes de movimento e, por conseguinte, a evolugdo dinamica
do sistema.

Por fim, alertamos que a Lagrangiana deve ser escrita em relacdo a um referencial
inercial. Isso se deve ao fato de que todo o processo de dedugao da Mecanica Lagrangiana

envolveu o uso das leis de Newton e estas s6 sdo validas, na forma apresentada neste
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trabalho, em tais referenciais.

2.2 Leis de Conservacao

Da mesma forma que falamos sobre leis de conservac¢ao no Capitulo 1, abordaremos
esse tema mais uma vez, s6 que agora, usaremos a Mecanica que acabamos de construir.
Uma diferenca essencial entre as abordagens desse capitulo e do capitulo anterior, que
ficard rapidamente evidente, é que mais adiante seremos capazes de estabelecer conexoes
diretas entre resultados de conservacao e propriedades de simetria. Mas antes disso,
precisamos de duas definigbes. A primeira é a de coordenada ciclica e a segunda de
momento generalizado.

Considerando uma Lagrangiana que representa um sistema fisico dizemos que uma
coordenada generalizada ¢, é ciclica ou ignoravel quando essa nao esta presente na La-
grangiana mas sua correspondente velocidade generalizada ¢y, estd. Atendida a condigao

anterior, usamos a (2.39) para escrever

oL 0T

= — = — = cle, 2.41
Oqi  Ody ( )

Pk
onde p; é chamado de momento generalizado associado a coordenada ¢;. O momento
na (2.41) é também, as vezes, dito momento conjugado ou, ainda, momento canénico
conjugado a coordenada g. Como neste trabalho assumimos que a (2.34) é vilida, a
igualdade entre as derivadas parciais da Lagrangiana e da energia cinética é apropriada.
Em palavras, o momento generalizado associado a uma coordenada ciclica é conservado. E
importante esclarecer que o momento conjugado nao, necessariamente, representa alguma
componente do momento linear do sistema uma vez que as coordenadas generalizadas
podem nao ter dimensdo de comprimento [17]. Apesar da natureza bastante geral da
(2.41), duas situagoes importantes podem ser inferidas considerando a equagao (2.10).

Seja um sistema fisico representado pela Lagrangiana L = T — U com o potencial
independente das velocidades generalizadas (como temos feito) mas, possivelmente, de-
pendente do tempo. Atentemos, a partir deste momento, para as coordenadas do centro
de massa do sistema. Transla¢oes ou rotagoes do centro de massa correspondem, natu-
ralmente, a translacoes e rotagoes do sistema como um todo. Visivelmente, a energia
cinética do sistema nao pode se alterar sob variagoes nas coordenadas generalizadas que

especificam o estado do sistema’ e, portanto, ndo pode ser funcao das coordenadas gene-

9E da natureza dos vetores serem objetos ndo localizados e, portanto, nio afetados por translacdes.
Porém, quando consideramos rotagoes é certo que suas diregoes sao alteradas e os vetores ndo sao mais
os mesmos. O que ird garantir a preservagdo da energia cinética é o fato da dependéncia desta com o
modulo quadrado da velocidade que é claramente constante tanto sob tanslagdes quanto rotagoes.
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ralizadas [17]. Dos argumentos anteriores, decorre que

d (0L\ d (9T\ dp
@ (aq> = (aq-,) =t (2.42)
) oL aU
oL __9%Y o, 2.43
logo,

Se, ainda, uma coordenada ¢, tem dimensdo de comprimento, para que a (2.10) seja
dimensionalmente coerente é necessario que a forca generalizada @), correspondente tenha
dimensao de forca e o momento generalizado p; seja o momento linear correspondente &
coordenada de posi¢ao. Da mesma forma, se a coordenada generalizada é um angulo
(fisicamente, tal coordenada é adimensional) a forca generalizada ha de ter dimensao de
torque e o momento generalizado ¢ o momento angular associado.

Estendendo a nossa andlise, suporemos que a coordenada ¢ é ciclica. Sendo assim,
se g € uma posicao ciclica, o momento linear do sistema nessa direcdo deve se conservar
segundo a (2.41). Caso ¢ seja um angulo ciclico, 0 momento angular correspondente
deve se manter constante. Da mesma forma, a Lagrangiana permanece inalterada pelo
deslocamento de uma coordenada ciclica uma vez que nao existe qualquer dependéncia
funcional explicita. Entretanto, segundo a nossa investigacao, o deslocamento de uma
posicao ciclica significa uma translagdo no todo do sistema, enquanto que a alteragao
de um angulo ignoravel representa uma rotagao. Consequentemente, acabamos de asso-
ciar a constancia dos momentos a propriedades de simetria do sistema que se refletem
na Lagrangiana. Essa é apenas uma amostra da capacidade da Mecanica Analitica em

estabelecer ligacoes entre simetrias e quantidades dinamicas conservadas.

2.2.1 Variacgoes Infinitesimais

A partir de agora introduziremos uma nova notacao na escrita das equacoes de La-
grange com base nas referéncias [5,7] deste trabalho. Essa notagdo nos serd muito ttil no
desevolvimento do texto.

Depois de apresentadas as equagoes de Lagrange em termos das coordenadas gene-
ralizadas, iremos reapresenta-las usando coordenadas retangulares de modo a explorar a
representacao simples do gradiente nessas coordenadas. Podemos reescrever a funcao de

Lagrange para um sistema de N particulas, na sua forma genérica, como

L:L(ri,vi,t), L= 1,2,...,N (245)
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e as equacgoes de Lagrange ficam

d (0L oL
— = ) (2.46)
dt aVZ' (91“1-

Seguidamente, definimos os vetores, resultados da derivacao da fun¢ao de Lagrange
em relagao aos vetores posicao e velocidade de cada um dos componentes de um sistema
sob andlise. Eles sao dados por

oL 0L,

oL, OLg (2.47)

oL 0L

oL OL ~
= 1 j k 2.4

onde, claramente, a (2.47) é s6 uma maneira diferente de escrever o gradiente de uma

funcao escalar em relagao as coordenadas da i-ésima particula.
Quando analisarmos as conservagoes dos momentos linear e angular, mais a frente,
precisaremos analisar como uma Lagrangiana se comporta quando variada sob translacoes

e rotacoes. Sendo assim, introduzimos os vetores posicao e velocidade
/
r, =r; + 0r;, (2.49)

Vi =v; + 0v;, (2.50)

representando variagoes na posicao dr; e velocidade dv; da i-ésima particula com o tempo
fixado, no mesmo espirito dos deslocamentos virtuais (para nossos propoésitos é interes-
sante analisar o sistema em situacoes diferentes, em um mesmo instante no tempo, no
que concerne as posigoes e velocidades de seus constituintes).

Quando submetida as variagoes de posicao e velocidade dadas nas equagoes acima, a
Lagrangiana ¢ sujeita a uma variagao, em relagao ao seu estado anterior, que representa-
remos na forma

6L = L(r}, v, t) — L(r;,v;, ). (2.51)

Considerando as variagoes nas posigoes e velocidades dadas pelas (2.49) e (2.50),podemos

expressar a variagao da Lagrangiana fazendo

N (oL oL
0L = 0T + — - 0v; | . 2.52
; (81'1 ‘ aVi Z) ( )

A equagdo acima é apenas uma generalizagdo para o caso de um diferencial total de
uma funcao escalar que depende da posi¢ao e das velocidades em trés dimensdes. Como
j& anunciamos, desejamos analisar o sistema fisico sob diferentes condi¢oes em um mesmo

instante de tempo, por isso nenhuma variacao temporal é levada em conta nas equacoes
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anteriores. Quando chegado o momento de analisarmos o papel da variacdo temporal na

nossa discussao, exporemos os calculos. Vamos as leis de conservacao.

2.2.2 Conservagao do Momento Linear

Neste trabalho, na se¢ao Leis de Newton, logo apds a discussao da primeira lei de
movimento, asseguramos que o espaco ¢ homogéneo em um referencial inercial, ou seja,
todos os pontos do espaco sdo equivalentes entre si. Desse fato, decorre que a Lagrangiana
de um sistema fechado deve se manter invariante sob translacoes no espaco'’

Consideremos, entao, a Lagrangiana de um sistema mecéanico fechado, que se reduz a
sua energia cinética. Se, mantendo o tempo fixado, transladarmos infinitesimalmente cada
um dos componentes do conjunto de dr; = €, com € arbitrario, e impormos a invariancia

da Lagrangiana, temos

N
L = Z 8r2 -0r; = €- Zj <8Vz> =0, (2.53)

onde fizemos uso das equagoes de Lagrange na forma (2.46) e ressaltamos que v, — v; =
0 = dv; visto que os vetores velocidade de cada uma das particulas sdo apenas transladado

espacialmente. Agora, usando a (2.41), notamos que

oL

pi = v, (2.54)

P
L (2.55)

oL =
dt

com P correspondendo ao momento linear total do sistema. Como € é ndao-nulo e arbitra-
rio, a Unica maneira da igualdade ser satisfeita é a variacdo do momento linear total ser
nula, ou seja, 0 momento linear total de um sistema fechado é constante de movimento. E
claro que podem haver outras situagoes nas quais um sistema possua simetria parcial sob
translagoes de modo que a conservagao do momento linear ocorra em diregoes especificas.

Desse modo, obtemos a primeira relagao direta entre simetrias e leis de conservacao:
a invariancia da Lagrangiana sob translagoes implica na conservacao do momento linear.
Esse resultado ja havia sido por noés sugerido anteriormente, o que fizemos foi apenas uma
demonstracdo mais formal que se aplica diretamente ao caso que haviamos tratado no

primeiro capitulo.

100 estado de movimento de um sistema fechado ndo pode, simplesmente, alterar-se devido & sua
localizagao ao longo de uma direcao do espago. E necessario que haja a acao de algum agente externo.
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2.2.3 Conservacao do Momento Angular

Depois da homogeneidade, destacamos a isotropia do espago, que é assercao de que
todas as diregoes do espaco sdo equivalentes. Agora, a invariancia da Lagrangiana de um
sistema fechado sob rotagdes (simetria rotacional) deve ser expressao dessa isotropia.

Se submetermos um sistema fechado a uma rotacao infinitesimal arbitraria represen-
tada pelo vetor!! ¢, as variacoes nas posicoes e velocidades das particulas do sistema
sao

or; =0¢ X 1; (2.56)

5Vi = 6¢ X V. (257)

Se impormos a condicio de invaridncia'? da Lagrangiana obtemos

N (0L oL
L = ; ((91"1- - 0T + v, 5vi> (2.58)
N
= 2 [Bi- (6 x1i) + p; - (60 x vi)] =0, (2.59)

@
Il
-

onde usamos a (2.54) para substituir a derivada da Lagrangiana em relagao a velocidade e
a (2.46) para encontrar a relagao entre o gradiente da Lagrangiana e o momento linear. Se
usarmos que o resultado de um produto misto se mantém o mesmo sob duas comutacoes

de vetores, podemos rearranjar a (2.59) na forma

N
SL=06¢ ) (r;xp;+v; xp;) =0 (2.60)
i=1
e notando que
d
2 (B X Py) = Vi X p; 15 X Py, (2.61)

chegamos ao seguinte resultado:

0L =d¢ d g:( X p;) =0¢ dL 0 (2.62)
= - — r; i) = - — = U. .

it =" P dt
Mais uma vez, L representa o momento angular total do sistema e como o vetor d¢ é

nao-nulo (de fato, infinitesimal) e arbitrario, a tltima igualdade implica na conservagao

1Nos referimos a rotacdes infinitesimais pois estas possuem carater sabidamente vetorial ao contrario
de rotagoes finitas [9]. O vetor d¢ representa o vetor axial (segundo a regra da méo direita) cuja diregéo
coincide com a do eixo de rotacao e a magnitude indica o dngulo de rotagao.

12Aqui, a invaridncia da funcdo de Lagrange vai significar o anulamento dos dois termos da (2.52)
ao contrario do que aconteceu para o momento linear, pois, como mencionamos, vetores se mantém
inalterados quando transladados mas mudam quando rotacionados. Logo, a translacao de todo o conjunto
de particulas nao tem efeito algum sobre os vetores velocidade, o que nao acontece no caso da rotagao.
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do momento angular total de um sistema mecéanico fechado. Outra vez mais, obtemos o
mesmo resultado do primeiro capitulo seguindo um caminho inteiramente diferente.
Assim como para o momento linear, a conservagao parcial do momento angular pode
ocorrer dependendo das propriedades de simetria do sistema. Um caso importante é o
de forgas centrais no qual o momento angular na direcao ortogonal ao plano de rotacao

(direcdo do eixo de rotagdo) é conservado [7].

2.2.4 Conservacao da Energia

Por fim, deve ser possivel enunciar um teorema de conservacao da energia de mesma
natureza daquele enunciado no capitulo anterior, mas usando a formulagdo Lagrangiana.
De fato, é possivel enunciar um teorema mais geral que sob condigoes especificas se re-
duz a conservacgao da energia. A andlise desse caso é razoavelmente diferente da analise
dos momentos uma vez que se relaciona a invariancia da Lagrangiana sob translacoes
temporais e usaremos coordenadas generalizadas ao invés de coordenadas cartesianas.

Consideremos uma Lagrangiana de um sistema holénomo dada por L = T — U com
energia potencial na forma U = U(r). A derivada total da Lagrangiana em relagdo ao

tempo é
pri S —dq+ > 8—%% + 5 (2.63)
Se usarmos que
d (< 0L " d (0L " 0L
- “Zal = — =g — 2.64
i (1; 8q’ka) Z o (aqk> qr + Z aquIm ( )

podemos reescrever a (2.63) como

dL " OL oL
i = 2.
it~ dt <k§ Dd, q’“) ot (2.65)
ou, ainda,
d " 0L oL
Y-S 2 ) =2 2.
dt < kz::l d, q’“) ot (2.66)

Fazemos, aqui, uma pausa para uma importante definicao. Definimos a quantidade h,
chamada de funcao energia!®, como sendo

h= Z

i Qk - (2.67)

13Seguindo as referéncias [5,17] evitamos chamar a quantidade h = h(qy, x,t) de Hamiltoniana. A
Hamiltoniana é, de fato, uma funcdo do tipo H = H(gg, pk,t), com os g e pi independentes entre si,
o que se obtém da nossa fungdo energia efetuando-se uma transformacao de Legendre para as velocida-
des generalizadas. Uma melhor explanacdo do papel das transformagdes de Legendre na passagem do
formalismo Langrangiano para o Hamiltoniano é encontrada na referéncia [14].
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Usando da definigdo acima reescrevemos, entao, a (2.66) para encontrar que

dh oL

Da equacgao anterior fica claro que a condi¢ao para que h seja constante de movimento
é que a Lagrangiana nao dependa explicitamente do tempo. Uma vez que ja assumimos
que o potencial é independente do tempo, a tnica outra fonte possivel de dependéncia
temporal explicita da Lagrangiana sdo as equagoes de vinculo [5,16,17]. De qualquer
maneira, encontrada a Lagrangiana de um sistema fisico, é simples inferir se a fungao
energia é conservada.

Passamos, entao, a averiguar as condi¢oes necessarias para que h seja igual a energia,
ou seja, h = EF = T + U, de modo que possamos analisar a conservacao da energia.
Sabendo que a prescricao para encontrar a funcao de Lagrange é dada por L =T — U,
vemos que a tnica maneira de a (2.67) ser igual a energia é o primeiro termo ser igual
a 2T. Sendo a energia potencial independente das velocidades, a derivada parcial da
Lagrangiana em relacao as velocidades generalizadas é a derivada da energia cinética em
relacao a tais velocidades. Por isso, é necessario que investiguemos como a enegia cinética
se relaciona as coordenadas generalizadas com o auxilio das (2.23) e (2.9). A energia de

movimento total do sistema é dada por

N N N n n
o o 1 2 1 6ri . 81"2- 0rz~ . 8[‘1‘
T = ;Tl—; §mlvi —QZmz{Zaqu-i- at} {Z aqlql-i- at} (2.69)

k=1 =1

1 "2 O0r; . Or or; 81‘2 or; . Or;
= Y m : : . 2.
2;77%{2::; @ 5761lqmL ot Zaka 815} (2.70)

Para chegar ao ultimo resultado, valemo-nos do fato de que k e [ sdo apenas indices mudos
para reescrever a (2.69) na forma da (2.70). Distribuindo os termos da (2.70), por sua

vez, temos

1 81‘1 (91'1 N " Or, Or; "2 Or; Or;

- ; . ; ; 11q 2.71
s xm wrim (Bo we) (SRR faa) e
ou, notando que o indice de soma 7 é precedente em relacao aos outros pois designa os

elementos do sistema,

01‘1 01‘1 n (N 8I'Z' aI‘i N 8I'Z' Gri

N 1 n n
Rl ;4 By . (2.72
Zl ot ot Z ;maqk at)q’“ 222(2%% aql)qkq’ (2.72)

Se requerermos que as equagoes (2.7), que relacionam os vetores posi¢do as coordena-

das generalizadas nao contenham o tempo (essa restrigdo logo se esclarecerd), a energia
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cinética total fica { o,
=3 o> fudnd (2.73)
k=11=1
com

N 8[’1‘ aI‘i

fkl - Zmz
=1

; . ) 2.74
Oq. Ogq (2.74)

A funcao fi; é, entao, uma funcao das coordenadas generalizadas e a energia cinética uma

funcao homogénea de grau 2 das velocidades generalizadas. Usando o teorema de Euler

para funcoes homogéneas'?, vemos que

zn: — 2T (2.75)

Q’\

que é justamente o resultado que procurdvamos e podemos, neste caso, apresentar a (2.67)
na forma

h=2T—(T-U)=T+U=E. (2.76)

Apoés todos esses calculos é oportuno realizar um balango a respeito do que encon-
tramos. Ao contrario da Mecanica Newtoniana, vemos que na formulacao Lagrangiana a
conservagao da energia é um caso particular da conservagao da fungao energia do sistema.
Para que a quantidade h correspondente a um sistema mecanico permanega constante
durante a evolucao do movimento é necessario apenas que a Lagrangiana nao dependa
explicitamente do tempo. De um modo geral, como ja mencionamos, isso equivale a
energia potencial ser apenas funcao das coordenadas generalizadas e as equacoes de vin-
culo (2.1) nao possuirem qualquer dependéncia temporal explicita. Por outro lado, para
que a energia do sistema seja constante de movimento é necessario que a funcao energia
seja conservada e esta, por sua vez, seja equivalente a energia o que conseguimos com a
condigao de que as equagdes (2.7) nao dependam do tempo.

No caso de um sistema fechado, em que a grandeza h do sistema ¢é igual a energia,
a condi¢ao de que a Lagrangiana nao seja explicitamente dependente do tempo é reflexo
da homogeneidade temporal'® [7]. Ainda, fica claro da nossa discussdo que a energia ¢
conservada para potenciais s6 dependentes das posicoes das particulas e recuperamos os
dois casos de conservacgao da energia do primeiro capitulo. Enfim, o fato de a energia
ser constante de movimento é consequéncia direta da invariancia da Lagrangiana sob
translagoes temporais.

Quando abordamos a conservacao da energia partindo das leis de Newton, vimos que

ela ocorria para sistemas fechados ou para sistemas sujeitos a forgas (internas e externas)

140 teorema é demonstrado no Apéndice deste trabalho.

5 Mais uma vez, como um sistema fechado ndo pode alterar o estado do seu movimento, ele deve
apresentar uma mesma configuracdo geral em qualquer instante de tempo. E claro que internamente
podem haver mudangas (por isso a derivada parcial e nao total em relagdo ao tempo), mas a condigdo
geral do sistema permanece a mesma.
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conservativas com as forgas internas obedecendo a terceira lei de Newton na sua forma
forte. No entanto, ressaltamos o fato notavel de que nas tltimas trés se¢coes nao fizemos
qualquer mengao a terceira lei de Newton, nem ao menos em sua forma fraca para chegar
a qualquer resultado de conservagao [5]. Tudo o que usamos foram as suposigoes de que

as Lagrangianas carregam consigo as propriedades de simetria do sistema.
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Capitulo 3
Simetrias e Leis de Conservacao

Neste ultimo capitulo, enunciaremos o principio de Hamilton, um postulado a partir
do qual também podemos obter as equagoes de Lagrange. Apds isso, apresentaremos e
demonstraremos o teorema de Noether, um teorema que visa estabelecer uma conexao

geral entre condi¢oes de simetria e resultados de conservagao.

3.1 Principio de Hamilton

Previamente, obtivemos as equagoes de Lagrange partindo do principio de D’Alembert
que é um principio diferencial. Usando esse principio, analisamos o movimento de um
sistema mecanico de N particulas usando o conceito de deslocamento virtual e certas
restri¢oes sobre os vinculos e energia potencial aos quais o sistema é submetido. O avanco
da teoria Lagrangiana em relagdo a Newtoniana, dissemos, dé-se no fato de apenas lidar-
mos com forgas que escolhemos chamar de forcas aplicadas, forcas externas ao sistema
tais como as do eletromagnetismo ou da gravidade, ndo mais com as forcas de vinculo, e
do fato de que o conjunto de n coordenadas generalizadas que introduzimos em seguida
correspondia ao exato nimero de graus de liberdade do sistema, produzindo, através
das equagoes de Lagrange, o nimero minimo de equagoes diferenciais necessarias para a
determinacao do movimento.

O que deixamos de mencionar é que as coordenadas generalizadas, q1,q2, .-, Gk, -+, Qn,
formam um espaco n-dimensional chamado de espaco de configuracdo em que cada ponto
desse espago descreve uma configuracao possivel do sistema mecénico sob andlise [17].
Também, como cada uma dessas coordenadas é, por sua vez, fun¢ao do tempo, g, = qx(t),
a evolucao temporal do movimento farda com que o ponto representativo do sistema nesse
espaco descreva uma curva que chamaremos de caminho do sistema [17]. Como as coor-
denadas generalizadas nao, necessariamente, guardam qualquer semelhanga com as coor-
denadas cartesianas, o movimento no espago de configuragdao, em geral, nao tem porque
guardar qualquer correspondéncia com o movimento do sistema mecanico no espago tri-

dimensional.
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Tendo isso em conta, rumamos a formulagao mais geral da lei que governa o movimento
de sistemas mecanicos [7], a saber, um principio integral, um principio variacional, cha-
mado de principio de Hamilton. O principio recebe esse nome em alusdo ao matematico

e astronomo irlandés Sir William Rowan Hamilton' (1805 - 1865).

Principio de Hamilton?: dado um sistema mecdnico holéonomo descrito pela La-
grangiana L = T — U, seu movimento do instante t; ao instante ty é tal que a agao,
definida por

S = /ttf Llge, o, )dt k=1,2,...n (3.1)

¢ estaciondria para a trajetoria real, mantidos fizos os pontos inicial e final da trajetoria

no espaco de configuracdo.

Por fazer a agdo S estacionaria queremos dizer que para variagoes de primeira ordem
na funcdo de Lagrange, L = L(q,qx,t), a integral de agao ndo se altera, ou de outro
modo, a integral de acao produz o mesmo resultado no caso em que escolhemos uma
Lagrangiana L' que difere por um parametro infinitesimal de primeira ordem da Lagran-
giana original L. Uma analogia com o calculo diferencial faz-nos pensar que para um
ponto extremo (extremante) * de uma fungdo f = f(x) a variagdo em primeira ordem da
fungao calculada neste ponto é nula, f'(z = *) = 0, ou que a varia¢do de primeira ordem
em f(z) quando z = z* é igual a zero. Desse modo, poderfamos olhar para o problema
de fazer a acao estacionaria como o problema de encontrar a funcdo L que extremiza a

integral de acdo [19]. A solugdo desse problema é conhecida. Ela é dada pelas equagoes

d (0L\ oL
ﬁ<%>_%_o k=1,2,3,....n (3.2)

de Lagrange?

1Sir William Rowan Hamilton nasceu em 4 de agosto de 1805 e morreu em 2 de setembro de 1865 em
Dublin, Irlanda. Desde cedo dava demonstragoes de seu génio e aos 10 anos ja era familarizado com uma
duzia de linguas orientais. Foi apontado astronomo real da Irlanda aos 22 anos enquanto ainda era um
estudante de graduacdo [18]. Seus primeiros trabalhos publicados em Mecénica sdo um artigo de 1834
chamado First Essay on a General Method in Dynamics e outro de 1835 chamado Second Essay on a
General Method in Dynamics, no qual Hamilton introduz a integral de acdo que ele veio a chamar de
funcdo principal. As ideias de Hamilton referentes ao campo da Mecéanica tem raizes em seus escritos
anteriores sobre Otica Geométrica. Hamilton, cioso da unidade que o trabalho de Lagrange havia dado
4 Mecénica tentou trazer harmonia ao conjunto de resultados experimentais em Otica conhecidos até
sua época. Uma virtude dos seus trabalhos em Otica era que dada a disputa existente & época entre
as teorias ondulatéria e corpuscular da luz suas ideias eram capazes de ser interpretadas partindo-se de
ambas as teorias. Nesse sentido, Hamilton foi um precursor e direta inspiragdo de Louis de Broglie e
Erwin Schroedinger [12].

20 principio de Hamilton é, as vezes, também chamado de principio de minima acdo [7,19] embora
seja sempre ressaltado que a acdo é, mais precisamente, estacionaria, ou seja, o resultado numérico da
integral corresponde a um extremo, mais comumente um minimo ou um ponto de sela.

3Esse tipo de problema, de extremizacio de uma integral, é estudado por um ramo da matematica
chamado de Célculo das Variagoes. No contexto do Calculo das Variacoes as equacdes que temos chamado
de equacoes de Lagrange também sdo chamadas de equagoes de Euler ou equacdes de Euler-Lagrange.
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e dessa forma, partindo do principio de Hamilton chegamos as equacoes de Lagrange?.

Ainda, faz-se necessario esclarecer que o principio de Hamilton, como apresentado
acima, ¢ valido para uma gama maior de sistemas mecanicos do que a que estavamos
preocupados anteriormente. O principio é valido para sistemas sujeitos a vinculos hol6-
nomos e energias potenciais generalizadas do tipo® U = U(q,q,t). Sistemas mecanicos
desse tipo sdo chamados de monogénicos. Para o caso em que U = U(q) o sistema, além
de monogénico, é conservativo [17].

Uma vantagem inerente a formulagao Lagrangiana, que fica mais clara a partir do
principio variacional de Hamilton, é a de que como a integral de acao é invariante qualquer
que seja a escolha das coordenadas generalizadas usadas para expressar L as equacoes
de Lagrange tomam sempre a mesma forma nao importa quais sejam as coordenadas

generalizadas escolhidas [17].

3.2 Teorema de Noether

Na secao Leis de Conservacao do Capitulo 2 tratamos de obter as conservagoes do
momento linear, do momento angular e da energia no contexto da Mecanica de Lagrange.
Da exposicao feita, pensamos ser evidentes as interessantes conexoes que essa formulagao
permite evidenciar entre as simetrias de um sistema fisico, as condig¢oes de invariancia
da Lagrangiana e as leis de conservacao. O que faremos agora, é dar o préximo passo:
analisar a invariancia da agdo sob determinadas operacoes matematicas realizadas sobre
um sistema fisico e sua relagdo com a constancia de determinadas grandezas fisicas. A
ferramenta matematica que permitird o prosseguimento do nosso estudo é um teorema

conhecido como teorema de Noether, devido a matematica alema de origem judia Emmy

Noether (1882 - 1935)°.

4Nao demontraremos, aqui, de maneira formal, como as equacoes de Lagrange podem ser deduzidas
do principio de Hamilton pois é necesséria a introducao do ja referido Céalculo das Variacoes. No entanto,
demonstragdes podem ser facilmente encontradas. Sugerimos, por exemplo, as referéncias [2,5,7,8,10,17].
5Haviamos restringido nossa atencdo apenas a forcas que podem ser derivadas de uma funcdo ener-

gia potencial, escalar, possivelmente dependente do tempo. No entanto, se as forcas generalizadas sao
derivadas de um potencial generalizado U = U(q, ¢,t) através da expressido Qp = ngL; + % (%) as
equacdes de Lagrange também se aplicam. Esse caso ndo é uma mera curiosidade académica, mas um
caso de interesse fisico pois a forga de Lorentz pode ser derivada de um tal potencial [5,17].

6 Amalie Emmy Noether nasceu em Erlangen, Alemanha, em 23 de marco de 1882 e faleceu em Bryn
Mawr, EUA, em 14 de abril de 1935. Alema de origem judia ela enfrentou dificuldades a época de seus
estudos de graduacao entre 1900-1902, na Universidade de Erlangen, visto que mulheres nado podiam se
matricular oficialmente em universidades alemas. Superadas as dificuldades iniciais e mudadas as regras
em relacdo a matriculas de mulheres (em 1904) ela prosseguiu seus estudos de matemdtica na mesma
universidade finalizando seu doutorado, distintamente, em 1907 sob a orientagdo de Paul Gordan. Em
1915 ela é convidada por David Hilbert para se juntar a ele na Universidade de Gottingen para o estudo
de questdes relacionadas a invariantes na recém-formulada Teoria da Relatividade Geral de Einstein. E
nesse contexto que surge o teorema hoje conhecido como teorema de Noether. Ela permanece trabalhando
em Gottingen apesar de se tornar professora, oficialmente, apenas em 1919 e 14 continua até a ascensao do
regime nazista, em 1933, quando a Emmy é oferecida uma posicdo de professor visitante no Bryn Mawr
College a qual ela aceita. Em 1934, Noether comega a dar aulas semanais no Institute for Advanced Study
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Alguns comentarios merecem ser feitos antes da apresentacao e demonstragao do teo-
rema. O teorema de Noether estd intimamente ligado ao estudo de invariantes (“coisas”
ou objetos que nao mudam sob certas condigdes ou operagoes) e ao conceito de simetria.
No entanto, julgamos importante esclarecer que a ideia mais préxima do que aqui quere-
mos dizer com simetria ¢ a ideia de indiscernibilidade de diferengas [3]. O teorema ainda
estd ligado a entes mateméaticos chamados funcionais, objeto de estudo do Célculo das
Variagoes, que nada mais sao do que integrais, como a integral de ac¢ao (3.1) no principio
de Hamilton, que dependem de um conjunto de fungoes, como a Lagrangiana L(qx, Gk, ),
no caso da agdo. O que o teorema faz é analisar como esse funcional, quando extremi-
zado (como no caso da agao), comporta-se sob determinadas transformagdes matematicas
sendo essas transformagoes continuas e infinitesimais. Desse modo, passamos a considerar

a seguinte transformacao no espago e no tempo:

t'=t+eX(q(t),t),

(3.3)
4.t = qn + €Tr(q(t), 1).

Nas equagdes acima, € é um pardmetro infinitesimal e as fungoes X (q(t),t) e Uy (q(t), t) sdo
fungoes de n+1 varidveis: n coordenadas generalizadas (representadas por ¢(t)) e o tempo,
t. As fungoes X(q(t),t) e Wi(q(t),t) sdo chamadas de geradores da transformagao [3].

Agora, se usarmos a transformagao (3.3) na (3.1), a variacdo da agdo é representada por

As— [* <q;(t') d‘-’c’;f/) )dt /tt2L<qk(t),dq§§t),t> dt. (3.4)

t] 1

O que o teorema de Noether nos dird é que se a variagdo da acdo é nula (AS = 0)
sob dada transformagdo, ou seja, se a agdo é invariante (mantém-se a mesma) sob a
determinada transformacao, existe uma correspondente constante de movimento. Por

fim, enunciaremos o teorema e o demonstraremos em seguida.

Teorema de Noether”: dado um sistema mecinico com n graus de liberdade, se a

agao € invariante sob a transformagdo (3.3), entdao a quantidade

k=1 8%

é constante de movimento, onde L =T — U ¢é a Lagrangiana do sistema.

em Princeton. Tristemente, apenas 18 meses ap6s sua chegada aos Estados Unidos um tumor é descoberto
e ela morre vitima de complicagoes da cirurgia num intervalo de 4 dias apds o diagnéstico [3,20].

"Esta é uma apresentacdo apenas introdutéria do teorema de Noether e é largamente baseada na
referéncia [5]. Para uma discussdo extensa e¢ apaixonada do teorema de Noether como um pilar de
todo o desenvolvimento da Fisica no século XX que se estende desde um nivel introdutério até um
desenvolvimento mais formal e avancado, ver a referéncia [3].
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Comecamos a demonstragao do teorema calculando as derivadas da transformacao
(3.3), vide a (3.4). Como € é um parametro infinitesimal, reteremos apenas termos de pri-
meira ordem em € nos célculos a seguir [5]. Comegamos pela derivada da parte temporal:

dt’ dt . .
—=14+eX = — =(1+eX)'=1-eX 3.6
onde na equacao a direita usamos a Série Binomial® para expandir o termo entre parén-

teses. A derivada da parte espacial da transformacao fica:

dg,(t') _ dgj dt

AT T eX) (G + €Wy) = i + €Wy, — X — XV = G + €, (3.8)

sendo que na ultima igualdade retemos apenas os termos de primeira ordem em € e usamos
a variavel &, definida como
& = Vg — @1 X. (3.9)

Calculadas as derivadas, podemos seguir para o calculo da variagao da agao. Substituindo
os resultados que encontramos nas (3.6) e (3.8) na equagao (3.4), a variagao da agao S é

dada por

to . to
AS = L(qk+e‘lfk,q'k—|—e£k,t+eX)(1+eX)dt—/ L(qe, o, £)dt (3.10)

t1 t1

onde a mudanca da variavel de integracao na primeira integral de ¢’ para ¢t também altera,
obviamente, os limites de integracao, e as duas integrais passam a ter os mesmos limites de
integracao. Para continuar, expandiremos a Lagrangiana da primeira integral até primeira

ordem em relagao ao parametro infinitesimal e:

oL
L(qk+€\1’k,qk+€§k,t+6X) = L(Qkanat)_{'EE- (311)
A derivada parcial da Lagrangiana em relagdo a € resulta em
oL " [ OL oL
— = — U+ — —X 3.12
De kz::l <8qk g aq,f’“> ot (3.12)

que quando aplicada na (3.11) nos da

oL oL
L(qr + €Wy, g + €&, t + €X) = L(qr, g, ) + Z <€‘I’k + Bir €&k ) + EEX' (3.13)

8Se |2| < 1 e m € R, a Série Binomial é representada pelo seguinte resultado:

1+2)"= i (Z)xk =1+mz+ Wﬁ + ..+ m(m = 1)n(|m b s 1)35” + ... (3.7)
pors ! !
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Claramente, o resultado anterior, quando levado a (3.10) ird simplificd-la grandemente.

E isso o que faremos a seguir:

t

2 oL oL ) t
AS = { 0k, G, t) + Z <e\IIk + —¢€& ) + €X} (1+6X)dt—/ L(qx, Gg, t)dt.

t1 aql (9 t1
(3.14)
Desprezando os termos de segunda ordem em € na equagao acima, resta-nos
t2 (X [ OL oL oL
ASze/ i S + X 4 LX bt 3.15
f {Zl (3% 94 ) ot } (319

A condigao do teorema é de que a variagdo da agao seja nula (AS = 0) sob a transformagao
(3.3) para que haja uma constante de movimento. A tnica maneira de isso acontecer, uma
vez que o parametro € é nao-nulo e o intervalo de integracao ¢ arbitrario, ¢ a soma entre
chaves da ultima equagdo se anular [5]. Se, ainda, usarmos a expressao da variavel &

dada na (3.9), a condicao de nulidade da variagdo da agdo implica em

oL oL oL .
—Vv Uy — u X —X+LX =0. 3.16
Z{@qk k 8%( k= Gk )}+8t + ( )
A dltima igualdade é condigdo necessaria e suficiente para que a a¢ao seja invariante sob
a transformagdo (3.3), e chamada de condigdo de Noether. Pelo simples agrupamento de

termos semelhantes, a condi¢cdo de Noether pode ser reescrita na forma

=1 an o4y, ot

A equacao anterior torna claro que podemos empregar a funcao energia na busca pela

constante de movimento. Dessa forma, relembramos duas equagoes apresentadas previa-

mente: . L
— 1
h=3 G (3.18)
¢ i 0L

Se, por fim, fizermos uso das equagoes de Lagrange (3.2) no primeiro termo & esquerda

a (3.17), podemos escrevé-la como

ok (8) 0 22]- o5+ )< 2w )0 o

8Qk k=1 8Qk

onde a quantidade entre chaves é, claramente, constante de movimento. Uma tultima vez,
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podemos escrever a constante usando da Lagrangiana do sistema:

" 0L " 0L " 0L
kZ::l gy, g kz::l gy, g <,; gy, o ) ( )
cC=> {aL (X — \I/k,)} - LX. (3.22)
=t L Ok

Desse modo, o teorema de Noether fica demonstrado.

3.2.1 Leis de Conservacao

Estabelecido o teorema de Noether, vamos emprega-lo para verificar, novamente, as
conservacoes dos momentos linear e angular e da energia. Esses trés resultados emergem

como casos particulares desse teorema.

Conservagao do Momento Linear. Para verificar a conservagao do momento linear
através do teorema de Noether o resultado concernente a invariancia da Lagrangiana de
um dado sistema mecanico fechado de N particulas e n graus de liberdade sob translacao,
que obtivemos no capitulo passado, da-nos uma ideia de como escolher as fungoes X e
W,.. Temos de usar geradores que causem uma translagao espacial em todo o sistema mas
que ao mesmo tempo nao tenham nenhuma influéncia sob a parte temporal do sistema,

isto é, realizar uma transformagdo meramente espacial. Sendo assim, escolhemos
(3.23)

Esses geradores sao aqueles que realizarao a operacao de translacao de todo o sistema.

Com essas fungoes a transformacgao (3.3) torna-se

=t

G,(t) = ar + €. 324

Passamos, entao, a partir de agora, a considerar um sistema fechado. A Lagrangiana
do sistema reduz-se a energia cinética total do mesmo, uma vez que nao ha influéncia de
qualquer agente externo sobre o sistema fisico. Aplicados os geradores (3.23) na condigao
de Noether (3.16), temos que

" 0L
— =0. (3.25)
=1 O
A condigao é satisfeita visto que a Lagrangiana do sistema é igual a sua energia ciné-
tica e esta, neste caso, nao possui qualquer dependéncia explicita com as coordenadas

generalizadas apenas com as velocidades generalizadas. Sendo assim, podemos procurar
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a constante de movimento correspondente a transformacao (3.24).
Para prosseguir com os calculos, assim como escolhemos trabalhar em coordenadas car-
tesianas para a demonstragao da conservacao do momento linear no Capitulo 2, também

o fazemos aqui. Consequentemente, temos que

(3.26)

Evidentemente, as equagoes acima representam translagoes do sistema fisico sob analise
em todas as diregoes do espago. Podemos, entao, utilizar a (3.22) de modo a encontrar a

constante de movimento associada a nossa escolha dos geradores da transformacao:

3N aL N aL N
O = — N, = — ~ = — : 3.27
kz::l B " n; P ;p (3:27)
(§] pOdemOS escrever
P=C. (3.28)

Em resumo, se translagoes do sistema em qualquer direcdo nao afetam o resultado da
acao, o sistema ¢ matematicamente indiscernivel com relagao a sua localizagdo espacial
e obtivemos, mais uma vez, a conservacao do momento linear para um sistema fechado,

mas desta vez partindo de um protocolo muito mais geral dado pelo teorema de Noether.

Conservagao do Momento Angular. Como ja demonstramos anteriormente, a
conservacao do momento angular esta diretamente ligada a invariancia da Lagrangiana de
um sistema fisico sob rotagoes. Logo, essa ideia deve guiar a nossa escolha dos geradores
da transformacgdo (3.3) de modo que esta corresponda a uma rotagdo do sistema em
relacdo ao referencial que usamos para descrevé-lo, ou seja, corresponda a uma alteracao
da direcao dos raio vetores que localizam cada um dos seus componentes no espago. Uma
vez mais, esta é uma transformacao apenas espacial, mantendo-se a descricao da parte

temporal inalterada. Os geradores escolhidos sdo:

X =0
) (3.29)
Uy = (0 X 15),-
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Nessa tultima equacao, o subindice ¢ indica a particula do sistema a qual estd associada
o k-ésimo grau de liberdade e o vetor n representa o vetor axial que denota a dire¢ao do

eixo de rotagdo. A (3.3), entdo, resulta em

t =t
/ ) (3.30)
QG (1) = qr + (D X 17)g, .

Para tornar clara a parte espacial da transformacao, que pode parecer um tanto quanto
confusa, também escolhemos trabalhar em coordenadas cartesianas. A parte espacial do

resultado acima é, entao, dada pelo conjunto de equagoes

G = 4(t) = (t) + e(fi x r)a,
@ = (1) = (1) + (B x 1)y,
C{g - z/;(t) = z(t) + e(ljl X T1)z (3.31)
Gy = T5(t) = xa(t) + €(A X r3)s,
@5 = V(1) = a(t) + e(fi X x2),,
dh = (1) = z(t) + e(f x 12).,

Mas antes de encontrarmos a constante de movimento, temos de demonstrar que
a invariancia da agdo sob a transformagcao (3.30), através da condi¢do de Noether, é

verificada. Novamente, consideraremos um sistema fechado. A (3.16) torna-se

n
3 (gixpk + gim) =0. (3.32)
O primeiro termo se anula no caso de um sistema fechado, como mostramos anteriormente
ao analisar a conservagdo do momento linear. O anulamento do segundo termo ¢ ligeira-
mente mais sofisticado e o vetor n é parte importante dessa demonstracao. Lembrando
que estamos sempre lidando com um sistema de N particulas e que cada uma dessas
particulas possui 3 graus de liberdade do total de n graus de liberdade do sistema e,
ainda, usando a representacao da parte espacial da (3.30) dada pelas equagoes da (3.31),

encontramos

" oL . X IL . NOL d,, N OL (dh . dr,

i=1 9dx k=1 i=1

Na (3.33) o vetor n é constante e a primeira derivada dentro das chaves se anula.

Se lembrarmos da demonstragao da conservagao do momento linear do capitulo anterior,
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temos que
N OL

Zaf}(ﬁ dr’) S b (i % vi) =0 (3.34)
i=1 ? i=1

e a igualdade é valida pois o vetor que é gerado pelo produto de n e v; é ortogonal ao

vetor momento linear p, e fica claro que a condigao de Noether ¢é satisfeita.

Prosseguindo, usamos a (3.22) para obter a constante de movimento:

3N oL N (9L N N
Z — VU, = Z =Y p;-(Axr)=-0-> (r;xp;) (3.3
i=1

1 Ogk Or; i—1

ou
L = C. (3.36)

Concluimos, entao, que se a a¢do é invariante sob a transformagao (3.30) o momento

angular total do sistema é constante de movimento.

Conservacgao da Energia. Por fim, fazemos lembrar da conexao entre a invaridncia
da Lagrangiana sob translacoes temporais e a conservagao da energia. Do capitulo pas-
sado, sabemos que determinados sistemas que se apresentam simétricos quando sujeitos
a uma operacao de translacao na sua variavel temporal sao sistemas conservativos. Desse
modo, o que temos de fazer para verificar esse resultado usando o teorema de Noether é
escolher geradores que somente operem sobre a parte temporal do sistema. As fungoes

escolhidas sao

= (3.37)
U, =0 '
e a transformagao (3.3) desta vez exprime os seguintes resultados:
t=t+e€
o (3.38)
(1) = qr(t)-
Considerando os resultados acima, a condigao de Noether (3.16) é expressa por
OL
— =0 3.39
T (3.39)

que é satisfeita por todo o conjunto de sistemas que discutimos na parte final do capitulo
anterior, mas em especial para sistemas fechados.

Continuando, aplicamos a (3.37) na (3.22), para descobrir a imediata constante de
movimento:

ol L ol L

A constante de movimento é a fungao energia, como jé esperavamos. Em casos particula-
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res, discutidos anteriormente, a fungao energia é igual a energia total do sistema, h = F,

e esta é conservada.

3.2.2 Outras Aplicacoes do Teorema de Noether

Vamos usar a parte final deste capitulo para resolver exemplos de aplicacao do teorema
de Noether na obtencao de resultados que fogem as leis de conservagao que discutimos
extensivamente durante todo este trabalho. Esses exemplos sdo trazidos nas referéncias

[21], [3] e [5] deste trabalho, respectivamente.

Exemplo 1. O primeiro sistema fisico que escolhemos para explorar o teorema de
Noether é o de uma particula unicamente sujeita a uma forca de atrito linearmente de-
pendente da velocidade, uma forca F' = —bi com b > 0. Obviamente, este é um sistema
mecanico dissipativo que curiosamente pode ser trabalhado com o uso de ferramentas
da Mecanica Lagrangiana que desenvolvemos ao longo deste trabalho. No caso desse

“amortecimento” linear a equacao de movimento produzida pela segunda lei de Newton ¢é
mi = —bx (3.41)

ou, ainda,
T+ =0 (3.42)

onde definimos a constante positiva A\ = %
Agora, passamos a mostrar que a Lagrangiana L(z,t) = %m:)’s2 exp (At) gera a mesma

equacao de movimento a partir da equacao de Lagrange:

d (0L oL d (OLY\ .\, LN
r (89{:) % = I <(’3x> = mie™ + dmze™ =0 (3.43)
ou, rearranjando,
i+ i =0, (3.44)

Sendo assim, usaremos a formulacao Lagrangiana da Mecanica para demonstrar que
é possivel contornar o problema da solugdo da equagdo de movimento (uma equagio
diferencial de segunda ordem) encontrando duas constantes de movimento.

Comecamos a resolucao fazendo uma observagao mais atenta ao fato de que a Lagran-
giana L = %mx’Q exp (At) nao depende explicitamente da coordenada de posigao x, que
nesse caso é ciclica. Tal fato nos leva a imediata conclusdo de que o momento candnico

conjugado a variavel x é conservado:

Pe = 50 = mie = C. (3.45)
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Encontrada a igualdade acima, a dependéncia temporal explicita de | parece por em
duvida sua condicao de constante. O que acontece, de fato, é que ao fim do problema,
de posse de x(t), veremos que esta é proporcional a e=** e poderemos fazer a substituicio
diretamente na (3.45) e verificar que realmente C) é uma constante de movimento.
Dado que o nosso objetivo é encontrar a funcao horaria da posi¢ao, precisamos de
outra constante de movimento que conjuntamente com a primeira possibilite a solucao
geral de z(t), como sempre, com duas constantes a serem determinadas pelas condigoes
iniciais. Para tanto, passamos a considerar uma transformacao infinitesimal, no espaco e

no tempo, de geradores X =1e ¥, = —%)\x. A transformacao realizada é a seguinte:

' =t+e
(3.46)
¥ =x— 56)\.%.

Tendo em conta a (3.46), faz-se necesario verificar a invaridncia da agao ou, posto de
outra maneira, é preciso averiguar se a condi¢cao de Noether é satisfeita. Neste caso, a

condicao de Noether fica

oL L. oL
Vet 5 Wt ol =0 (3.47)

que substituindo os resultados apropriados resulta em

1 1
— imig)\e’\t + 5ma‘:%“ = 0. (3.48)
Vemos que a igualdade acima é vélida e a agdo, portanto, é invariante sob a (3.46). Logo,

a constante de movimento correspondente ¢ dada por

oL ..
Cy = %(xX -V,)—-LX (3.49)
2
= mie(s — ;)\x) — eM% (3.50)
I VA -
= gme (x — Aa:a:). (3.51)

A constante Cy também apresenta, nesta etapa da resolu¢do do problema, uma depen-
déncia temporal explicita que podera ser eliminada apoés z(t) ser encontrada, assim, veri-
ficando que C'y é constante de movimento.

Conhecendo essas duas constantes vamos aos calculos para encontrar z(t). Usando a

primeira constante, escrevemos

PR Y (3.52)
m
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e, imediatamente, substituimos o resultado anterior na constante C:

1 2
Cy = —meM { (Ole_)‘t> - Axcle‘”} (3.53)
2 m m
1w (CF an Lo (MG
Cy = 5Mme <m2e 5me — (3.54)
1C? 1
CQ = iﬁei)\t — 5/\0137 (355)

Um pouco de trabalho algébrico deve bastar para revelar a seguinte funcao horaria da
posicao da particula:
x(t) = Cs + Cye™. (3.56)

As constantes C3 e Cy sdo especificadas com as informagoes da posicao e velocidade iniciais
da particula.

Apesar de a solugdo direta da (3.42) ser bastante simples e produzir esse resultado
mais rapidamente, é interessante observar as possibilidades inteiramente particulares que

a Mecanica de Lagrange traz para a solucao do problema.

Exemplo 2. Como segundo exemplo de uma simples aplicacao do teorema de Noether,
vamos usar uma Lagrangiana conhecida na literatura como Lagrangiana de Bateman [5].
Esse é mais um caso interessante de uma Lagrangiana que nao é encontrada pela expressao
L =T — U, uma vez que ela produz a equagao de movimento de um sistema fisico
dissipativo, no caso, o oscilador amortecido sujeito as forcas: Fyoore = —kx; Flirito = —bi.

A Lagrangiana de Bateman é escrita da seguinte forma:

1 1 bt
L(x,z,t) = (mw’2 — k:x2> exp|— |- 3.57
(¢,,) = (ymi® — k) oxp (357)

Vamos, agora, mostrar que a Lagrangiana de Bateman reproduz a mesma equacao de
movimento para um oscilador amortecido que as leis de Newton. Com o primeiro termo

da equacao de Lagrange, conseguimos

L t t t
jt (gx> = jt (mx'eb%> = miem + biem (3.58)
e o segundo termo nos da
oL :
o = —kaxen. (3.59)

A equacao de movimento gerada pela Lagrangiana é
b k
T+ —z+ —x=0. (3.60)
m m
A aplicacdo direta da segunda lei de Newton, por sua vez, leva-nos a equacgao de
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movimento:

mi = —bt — kx (3.61)

que pode ser rearranjada na forma
b k
T+ —x+ —x=0. (3.62)
m m

Como era nossa intencao, mostramos que a Lagrangiana de Bateman produz a mesma
equacao de movimento para um oscilador amortecido que a Lei II. Sendo assim, vamos
dar o préoximo passo e usar o teorema de Noether para mostrar que uma transformacao
apenas espacial (pois o sistema nao é fechado) ou apenas temporal (pois o sistema nao é
conservativo) nao ¢ suficiente para revelar uma constante de movimento para o sistema
fisico em questao, mas uma transformacao conjunta no espaco e no tempo ¢é capaz de nos

apresentar um resultado inesperado. Consideremos a transformacao

' =t+e
/ b (3.63)
r=r——
2m
onde, claramente, os geradores sao ¥, = —2% e X = 1. Considerando esses geradores a

condi¢ao de Noether (3.16) se reduz a

oL L. 0L
Vet e Vet 5 X =0, (3.64)

A substituigao direta da Lagrangiana de Bateman e dos geradores da (3.63) na equagio

anterior nos da

br \ w bz w b 9 o\ bt
kx <2m> em —mi <2m> em + o (mx — kx )em =0 (3.65)
ou ; ;
.92 2 bt .92 2 ﬂ_
—%(mx —kx>6m+2m(mx —kac)em—O (3.66)

e, assim, a condi¢cdo de Noether é verificada.

A constante de movimento associada a transformagcao (3.63) pelo teorema de Noether
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oL

= X -V LX .
C % (& 2) — (3.67)
bt bx em 9 9
= miem (x + 2m> 5 (mx — kx ) (3.68)
o w bxx m ., k ,
= e ( S 5 zx +57 ) (3.69)
1 w
= 56% (mj72 + bxi + k:xQ) : (3.70)

Aqui, assim como acontece no primeiro exemplo, a dependéncia temporal explicita de C'
nessa altura do problema tem de ser de alguma maneira contornada pela solugao de z(t)
e C' deve ser realmente uma constante. Essa constante de movimento é mais um exemplo

interessante de constante de movimento de um sistema dissipativo.

Exemplo 3. Neste terceiro e ultimo exemplo, abordaremos, uma vez mais, o caso
de uma Lagrangiana que representa matematicamente um sistema dissipativo e que foge
a igualdade L = T — U. Vamos analisar o caso de uma particula sujeita a forca nao-
conservativa F' = —vyi? ¢ demonstraremos que a Lagrangiana L(z,&) = 1i? exp(2vyz)
concebe a mesma equacdo de movimento que o Principio Fundamental da Dindmica.

O primeiro termo da equacao de Lagrange (3.2), quando considerada a fungao de
Lagrange L = @2 exp(2yz), produz

d (0L 2y 202
= — T 49 T 71
; <8x> Te” " + 2vyiTe (3.71)

O segundo termo, por sua vez, gera

oL
e yi2e?*, (3.72)

Claramente, resulta da (3.2) a equagao de movimento:

d (0L\ 0L _ . ., -
i (8:12:)_835 = + yi’e (3.73)

= i+yi®=0. (3.74)
Usando do formalismo Newtoniano, a equacgao de movimento produzida pela 2 lei é
— + Y2t = (3.75)

que é a mesma que acabamos de encontrar fazendo uso da Lagrangiana apropriada. Desse

modo, o que faremos a seguir é usar a Mecanica de Lagrange para encontrar constantes

47



de movimento e, assim, resolver o problema de encontrar a equacao horaria da particula
sem, de fato, resolver a equacao diferencial dada pelas leis Newtonianas.
. . ~ N &2 9N o~ .

Primeiramente, notamos que a funcdo L(x,Z) = %-e** nao possui qualquer depen-

déncia explicita com o tempo. Em seguida, escrevemos a func¢ao energia (3.18) relativa a

nossa Lagrangiana:

aL . 22 2vx "152 2vx ij 2vx
h—%x—L—xe ) e (3.76)

Da relagao entre as derivadas temporais da funcao energia e da Lagrangiana (3.19), fica
claro que levando em consideracao a independéncia explicita em relacao ao tempo podemos
fazer " e

—=0= %(%e%. (3.77)

Logo, a constancia da fungao energia nos conduz a

0

.9 . 2
2 vz _ o x YT
5 € o (\/§e ) (3.78)

ou, por fim,
T’ =4/2C1 = C} (3.79)

e encontramos a primeira constante de movimento desse sistema fisico.
Para encontrar a segunda constante de movimento, usaremos o teorema de Noether.
Para isso, é necessario mostrar que a condi¢ao de Noether é satisfeita para determinada

transformacao. Vamos demonstrar que a a¢ao é invariante sob a transformacao

t' =t + 2vet
, 1 (3.80)
r =X €.

Comparando com a (3.3), vemos que X = 27t e U, = 1. O procedimento seguinte é a
aplicacao da (3.16). Como a Lagrangiana com a qual estamos trabalhando possui apenas

um grau de liberdade, representado pela variavel z, a condicao de Noether fica

oL oL ;. . oL .
—U — (U, — 12X —X+LX = .81
o m+a$(x x)+8t + 0 (3.81)
oL oL . oL . . :
—U —VU, — —zX+LX = .82
ar " ar T aa T 0 (3.82)
2T — 23t £ yi2e” = 0 (3.83)

que é verificada, levando-nos a conclusao de que existe uma constante de movimento
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correspondente a (3.80). Essa constante de movimento ¢é revelada pela (3.22):

oL
Cy = —@X-V,) —-LX 3.84
2 O (@ ) ( )
$2
= 2e?[i(29t) — 1] — (262”) (27t) (3.85)
= 2yi*te®” — zeM" — yite” (3.86)
= qti%e?” — ge2” (3.87)

Agora, trabalhamos com as constantes de movimento C e Cs:

Cy = ~ti?e®™ — pe®” (3.88)
Cy = ytC? —Cie™ (3.89)
e;f = 0112 (11CF - Cs) = (w - g;) (3.90)
et = O (775 - g;) =C) (vt —Cs). (3.91)

Finalmente, a funcao horaria, que é completamente especificada dadas as condigoes iniciais

da posicao e da velocidade da particula, é dada pela expressao
1 1
z(t)=—InCi+ —In(yt — Cs). (3.92)
Y Y

Esse terceiro exemplo também deixa evidente que o formalismo Lagrangiano traz al-
ternativas no tratamento de problemas fisicos ndo encontradas no panorama da Mecanica
Newtoniana. A forca a qual a particula estd sujeita, ' = —~vi?, por exemplo, é uma
forga dissipativa, proporcional ao quadrado da velocidade, logo, a energia do sistema nao
é conservada. Por outro lado, a funcao energia, sem qualquer andlogo Newtoniano, é, sim,
conservada e verificada pela simples independéncia temporal explicita de L(z, &) = %eh‘”.
O momento linear, também, é claramente nao-conservado para esse sistema. No entanto,
o teorema de Noether que ¢ um resultado geral dessa caracteristica peculiar da Mecanica
Analitica que é o reconhecimento da relacao direta entre propriedades de simetria de um
sistema e resultados de conservacao nos revela, através de uma transformagao espaco-
temporal adequada, uma constante de movimento longe de ser ébvia e que torna possivel,

em conjunto com a primeira constante, a solu¢ao do problema.
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Consideracoes Finais

Este trabalho é em grande parte um passeio, historicamente ordenado, pelo processo de
desenvolvimento da Mecanica Classica e uma respeitosa apreciacao as contribuicoes fun-
damentais dadas por grandes nomes da Fisica e da Matemética como Newton, Lagrange,
Hamilton e Noether.

Notamos que ao decorrer do texto, conforme avancamos teoricamente com a Meca-
nica refinando o tratamento matematico, as leis de conservacao que foram extensamente
discutidas eram sempre reverificadas fazendo as consideragoes apropriadas a cada etapa,
fossem tais consideragoes acerca dos axiomas de Newton ou do teorema de Noether. Mais
diretamente, quando efetuamos a analise das conservacoes no escopo da Mecanica Ve-
torial, a terceira lei de Newton foi essencial para a obtencdo dos teoremas do primeiro
capitulo. Em seguida, as ideias de invaridncia e simetria vem para nao mais abandonar o
estudo de sistemas fisicos na Mecanica Analitica. Essa é uma caracteristica da construgao
de teorias na Fisica: o avanco das ideias nao pode se dissociar da capacidade de reproduzir
resultados experimentais previamente estabelecidos.

Acreditamos que a exposicao aqui feita deixa claro que a formulagao Lagrangiana é
uma formulacdo um tanto quanto mais elaborada e complexa do que a Newtoniana, sua
precursora. E bem sabido que as consequéncias da Mecanica Analitica estendem-se muito
além dos dominios da prépria Mecanica.

Também, vale a pena ver como a construcao de todo esse novo jeito de olhar para
problemas fisicos nasce das préprias leis Newtonianas juntamente de consideracoes acerca
de coordenadas generalizadas, das restrigbes sobre a energia potencial e dos vinculos
a0s quais um sistema mecanico estd sujeito. E curioso ver a emergéncia da quantidade
L =T — U, a Lagrangiana, que quando substituida nas equagoes de Lagrange produz
as devidas equacoes de movimento. Quanto aos vinculos, vemos que estes sdo um traco
marcante da teoria, e é quase como se a Mecéanica Lagrangiana fosse a “Mecanica dos
Vinculos”.

O ponto alto deste trabalho se d4 com um estudo bastante introdutério do teorema de
Noether que recupera as leis de conservagao como casos bastante particulares e extende o
entendimento da correspondéncia entre simetria e conservacao através da analise de uma
transformacao matemédtica espago-temporal. Nos casos dos momentos a transformacao

afeta apenas o espaco e no caso da energia somente o tempo. O teorema de Noether traz
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generalidade, simplicidade e elegidncia a Fisica de uma maneira que é muito apreciada
pelos fisicos.

Por fim, os ultimos trés exemplos de Lagrangianas completamente alheias a expres-
sao L =T — U e que representavam sistemas fisicos dissipativos sdo casos interessantes
de se observar dado que a possibilidade de encontrar constantes de movimento em siste-
mas dissipativos nao parece sequer razoavel quando olhando para o problema em termos
das forgas externas envolvidas. Apesar das ideias de Newton e Lagrange produzirem os
mesmos resultados ao final, as ideias Lagrangianas nos conduziram por caminhos comple-

tamente proprios quando da solugao desses problemas.
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Apéndice

Neste apéndice demonstraremos um teorema pertinente a fungoes homogéneas devido
ao grande matematico suigo Leonhard Euler (1707 - 1783). Essa demonstracdo pode ser

encontrada na referéncia [22].

Teorema de Euler
Uma funcao f é dita homogénea de ordem m se
fte,ty) =" f(z,y) (3.93)

onde t é apenas um parametro.

Fazendo 2’ = tx e y = ty, a derivada temporal de f em relacdo a t é dada por

g _ofor  of oy
=) = gt oo (3.94)
_of af
= STt (3.95)
_ Y T+ of Y. (3.96)

J(tx) d(ty)
Se escolhemos t = 1, isso implica em

0 0
mf(z,y) = af + 8ij (3.97)

e o resultado anterior é conhecido como o teorema de Euler para fungoes homogéneas.
Esse teorema pode ser generalizado para o caso em que f é homogénea de ordem m e

funcao de n variaveis. Nesse caso, temos que

mf(xy,xa, ..., Tk z”:af (3.98)
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