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Resumo

Este trabalho busca fazer uma breve revisao bibliografica dos estudos de mecénica
estatistica fora do equilibrio, focando em estudar a equacao de Langevin. Para tanto,
realizou-se uma revisao dos principais conceitos probabilisticos: varidveis aleatérias, fun-
¢ao de probabilidade, medidas de centralidade, fungao caracteristica, distribuicao de va-
riaveis independentes, lei dos grandes niimeros e teorema central do limite. A segunda e
ultima parte do trabalho faz uma apresentacao detalhada da equagao de Langevin. Nessa
parte, é discutido o movimento aleatério das particulas, em especial, o movimento brow-
niano. Nesse contexto, o trabalho expde a distribuicao de probabilidade das varidveis do
problema, a evolugao temporal dos momentos da distribuicao e a generalizagao para um
conjunto de equagoes de Langevin. O trabalho é finalizado com dois exemplos: oscilador

harmonico e circuito elétrico.

Palavras chave: probabilidade, movimento aleatorio, equacao de Langevin.
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Introducao

Na Mecénica Estatistica/Termodindmica — um dos pilares da Fisica — hd um aparato
probabilistico que foca inicialmente nos estados microscopicos do sistema e, posterior-
mente, estende-se para a explicagao dos estados macroscopicos.

Historicamente, o estudo da Termodinamica foi desenvolvido baseando-se em obser-
vacoes de grandezas macroscopicas, como volume, pressao e energia. Além disso, na
termodinamica classica, ndo ha qualquer mencao as particulas componentes (teoria atd-
mica). Por sua vez, a Mecénica Estatistica nao ignora as particulas que constituem os
sistemas. Em vez disso, ela conecta os dois niveis de descri¢ao: microscépico (mecénico)
e macroscépico (termodinamico) [1].

De modo geral, uma abordagem estatistica proporciona, assim, um amplo conjunto de
ferramentas e métodos. E possivel, por exemplo, evidenciar aspectos gerais empregaveis
nos mais diferentes contextos, tal como em mecénica estatistica e em sistemas complexos.
De uma forma bastante global, a estatistica esta relacionada a estimativas, medidas de
incertezas e predigoes de eventos. Seu foco estd na elaboracao de modelos matematicos,
embutindo nesses modelos medidas de incerteza.

Consequentemente, no caso termodindmico, a abordagem estatistica analisa os mi-
croestados. Os microestados estdo conectados com os graus de liberdade do sistema: as
coordenadas de posicdo e momento no caso classico; os nimeros quanticos da funcao de
onda no caso quantico. O conjunto dos microestados compativeis com os valores das
variaveis macroscopicas, constitui um macroestado. Neste contexto, ha intimeras possibi-
lidades para o macroestado do sistema, esse conjunto de possibilidades do sistema pode
ser referido como ensamble [1].

Deve-se, entretanto, admitir a grande dificuldade em prever quando ocorre cada micro-
estado. Em geral, a Mecanica Estatistica busca associar uma probabilidade de ocorréncia
dos diferentes microestados, predizendo resultados para os macroestados.

A Mecanica Estatistica foi elaborada em torno do equilibrio térmico. No equilibrio
térmico, o sistema é macroscopicamente estatico (equilibrio). Por outro lado, em grande
proporc¢ao, os sistemas nao se encontram em configuragoes estaticas, mas sim com as-
pectos dindmicos, isto é, fora do equilibrio. Dessa forma, pode-se considerar a mecanica
estatistica do equilibrio e a mecanica estatistica do nao equilibrio. Para a primeira, como

ja citado, a formalizagao dos ensambles é muito pratica e descreve o sistema de forma



bem completa. Diferentemente do caso do equilibrio, nao existe uma formalizagao ma-
tematica simples, compacta e completa para o nao equilibrio. Os métodos de descri¢ao
do equilibrio nao sao suficientes e novas técnicas sao necessarias para lidar com variagoes
temporais [1].

Em geral, as equagoes que regem o movimento microscopico das particulas apresen-
tam reversibilidade temporal, fato que comumente nao é verificado em formulagoes da
mecanica estatistica. Frequentemente, essa irreversibilidade macroscépica estd ligada ao
aumento de entropia, que por sua vez esta conectada com processos dissipativos mecanicos.
Uma maneira de implementar aspectos irreversiveis € via incorporac¢ao de comportamentos
estocasticos no sistema, destruindo a informagao e for¢ando a irreversibilidade [2].

A equacao de Langevin, foco desse trabalho, é um exemplo de equacao estocastica,
ou seja, uma equagao que depende de uma varidvel (termo) aleatéria. E uma equacio
que foi inicialmente proposta para resolver o problema do movimento aleatério, em espe-
cial o movimento browniano. Vale mencionar que o modelo de Langevin foi construido
tendo por base a mecanica classica. De forma simples, a forca resultante é a soma de
uma forga dissipativa e uma forga dependente da variavel aleatéria tempo (termo estocés-
tico). Langevin obteve resultados importantes para a época, além de trazer ferramentas
matematicas essenciais para as analises de sistemas fora do equilibrio.

E importante salientar o grande sucesso da mecanica estatistica, a qual, embora inici-
almente proposta para estudar a termodinamica, vé suas aplicagoes transbordarem atu-
almente para outras areas da fisica e mesmo para outras areas da ciéncia, sendo utilizada
para estudar o comportamento dos supercondutores; crescimento, propagacao e compe-
ticdo de seres vivos [3]; crescimento e decrescimento econémico de empresas e paises [4];
andlise de indices sociais (censo) de pequenas, médias e grandes cidades [5]; entre outros
assuntos [6].

Neste trabalho, serao apresentados aspectos gerais da equagao de Langevin. Para
tanto, o trabalho foi divido em duas partes: a primeira revisa conceitos basicos de pro-
babilidade; a segunda discorre sobre as principais propriedades da equacao de Langevin

e exemplos de aplicacgao.



Capitulo 1

Revisao de Probabilidade

Os fendmenos do mundo real apresentam certo grau de aleatoriedade, as vezes alto, as
vezes baixo. Sempre existe uma incerteza experimental na medicao de grandezas fisicas,
assim, modelos tedricos devem levar em consideracao o carater aleatério intrinseco a
natureza. Modelar matematicamente e determinar um intervalo de confianca para os
resultados faz parte dos estudos estatisticos/probabilisticos [7].

A primeira vista, os fendmenos aleatérios ndo parecem ter padroes e, portanto, nao
haveria uma forma sistematica de analisar tais fenémenos. Porém, apés um olhar mais
cuidadoso, é possivel evidenciar regularidades nos fenémenos aleatérios [2]. No langamento
de uma moeda, por exemplo, é sabido que existe a metade de chance de ela cair com a
face “coroa” para cima. Esse resultado pode ser verificado apds varios lancamentos de
conjuntos de moedas, anotando a frequéncia com que ocorrem as coroas. Entao, o que é
possivel é prever, dentro de um intervalo de confianca, os resultados mais provaveis para
determinado fendémeno [7].

Este capitulo visa revisar certos conceitos familiares ao estudo de probabilidade.

1.1 Probabilidade

Os modelos nos quais se mensuram as chances de cada resultado sao chamados de
modelos probabilisticos ou modelos de probabilidade. O conceito de probabilidade é
construido pelo quociente da frequéncia de um resultado especifico e todas as tentativas.
Outra forma de visualizar o conceito de probabilidade é associar um nimero nao negativo
as diferentes possibilidades, em que a soma de todos esses ntimeros resulte em um. Esse
processo chama-se normalizacdo. Logo, seja [ um possivel resultado de um fenémeno

aleatorio associado a probabilidade py,

plzoa



cuja normalizacao é dada por:

Zpl =1.
l

Utilizando a linguagem técnica, [ é chamado de variavel aleatéria e p; é a massa de
probabilidade da variavel [.

Porém, nem sempre os problemas tém um conjunto discreto de resultados, ou seja,
as possibilidades preenchem um intervalo continuo de valores. Naturalmente, surge o
conceito de variavel aleatoria continua e de densidade de probabilidade. A densidade
de probabilidade é uma funcao da varidvel aleatoria, assume valores nao negativos e sua
integracao sob todos os valores resulta em 1 (normaliza¢do no caso continuo). Sendo x

uma variavel aleatéria e p(x) a densidade de probabilidade de x, entao:
p(x) >0

e a normalizacao é

/OO p(x)de = 1.

—0o0
Existe uma diferenca sutil na construcao do conceito de probabilidade no caso discreto
e no caso continuo. Para variavel discreta, para cada evento [ existe uma probabilidade
associada p;, entdo, caso surja o interesse em mais de um resultado, basta somar as
probabilidades associadas. Desse modo, é possivel considerar [ = 1, [ =2, ..., [ =n
resultados de interesse, sabendo que [ tem N possiveis resultados (N > n). Entdo, a

probabilidade de obter o resultado de interesse é:

n

P(1=1,2,3,...,n) =) _p.
1=1

No caso da variavel aleatéria continua, em vez de perguntar a probabilidade de um
valor ocorrer, é mais adequado questionar a probabilidade de certa vizinhanga em torno
de um valor ocorrer [7]. Isso decorre da troca da soma para a integral. Sendo z uma
variavel aleatéria continua x € R, a probabilidade de x ter seu resultado dentro de um
intervalo [a, b) de possibilidades é:

b

Pla <z <b) :/ p(x)de.

a

1.2 Medidas de Centralidade e Momentos da Distri-
buicao

A funcao de probabilidade é o objeto matemaéatico com a maior informacao sobre o

sistema, sendo que vérios outros podem ser obtidos a partir dela [7]. As medidas de



centralidade muitas vezes oferecem informagoes valiosas sobre a natureza do problema,
sendo que as mais conhecidas sao a média, a mediana e a moda. Por sua vez, variancia,
assimetria e curtose estao relacionados a outros aspectos da funcao de probabilidade. Os
proximos paragrafos resumirao as principais informacgoes sobre as medidas de centralidade
para variaveis continuas e discretas.

A média, ou esperanca matematica, é definida como:

@)= [ wpla)do Iy = Ip.
o ;
A média é conhecida por ser o primeiro momento da distribuicao de probabilidade. O

n-ésimo momento da distribui¢ao de probabilidade ¢ definido como:

— 00

(") = /Oo z"p(x) dx (" = Zl:l"pl.

Generalizando a operagao de média para qualquer funcao matematica de uma variavel

aleatoéria, temos:

Nessas trés ultimas equacoes, a primeira expressao refere-se ao caso continuo e a segunda
a vertente discreta.
Uma medida da dispersao em relacao a média é chamada de varidncia. A varidncia é

a distancia quadratica do conjunto dos dados em relagao a média. Matematicamente:

Algumas vezes, nao se usa a varidncia e sim o desvio padrao (o). Entretanto, o desvio

padrao é relacionado com a variancia, o que acontece da seguinte forma:

o=\ {(z = (x))*).

A mediana (z/,) divide os dados em duas partes iguais, de modo que existe metade

da probabilidade de obter um valor menor que a mediana:

Z1/2 1
dr = .
/_OO plr)dr = 2

A moda é o dado com maior frequéncia, facilmente evidenciado no pico da funcao de
probabilidade. A quantidade de moda é usada para nomear a distribuicao de probabi-
lidade, usa-se unimodal para fun¢ées com um pico e bimodal para dois picos de mesma

altura. Como a moda ocorre nos pontos de maximo, pode ser obtida por meio da seguinte



equacao:

dp
() -
T=ZTmoda

O coeficiente de assimetria (7;), como o préprio nome diz, mede a assimetria da

distribuicao de probabilidade e ele ¢ definido como:

(2 = (@)

N =
0-3

Um valor negativo sugere que a cauda esquerda da distribui¢ao é "maior'que a direita, um
valor positivo diz que a cauda direita é "maior'do que a esquerda, quando o coeficiente é
zero a distribuicao é aproximadamente simétrica.

A curtose (72) é a medida de achatamento da distribui¢ao de probabilidade e indica o

quao agudo é o pico da func¢ao, sendo definida como:

(2 = (2)")

Y2 =
ot

Existem trés formas de classificar uma distribuicao usando curtose, sao elas: platicturtica
(72 < 0), mesocurtica (72 = 0) e leptocirtica (72 > 0). A platictrtica tem o pico
mais achatado que a gaussiana, a mesocturtica tem pico semelhante ao da gaussiana e a

leptocurtica tem o pico mais alto.

1.3 Funcao Caracteristica

Fazer algumas operagoes com a funcao de probabilidade pode ser bem trabalhoso.
Dessa forma, a fungao caracteristica pode ser usada como uma solucao alternativa para
os calculos. A funcao caracteristica é definida como a transformada de Fourier da func¢ao
de probabilidade:

glk) = (") = [~ e p(a) da.

—00
Sua propriedade mais interessante ¢ a férmula de conexao com os momentos da distribui-

¢ao, obtida por meio de uma expansao em série de Taylor:

UR (o, (L)

n

g(k):1+§_o:

em que pressupoe-se que todos os momentos (z™) existam.
A fungao caracteristica também ¢é usada na defini¢do dos cumulantes estatisticos (k).

Esta relagao matematica é dada por:

g(k) = exp (fj (““)nﬁn> | (1.2)

|
ne1l



Tomando o logaritmo da equagao (1.1), expandindo a mesma em série de Taylor e
igualando ao logaritmo da equagao (1.2), surge a relagdo entre os cumulantes estatisticos

e os momentos da distribuicao. Por exemplo, até a quarta ordem, temos:
k1 = (),
ro = (%) — (2)%,
kg = (2%) = 3(x)(2?) + 2(z)°,
pa = () — 4a*)(2) — 3(2%) +12(%)(z)" — 6(a)".

Curiosamente, o primeiro cumulante coincide com a média e o segundo com a variancia.
Utilizando os cumulantes, é possivel definir uma forma alternativa para o coeficiente de

assimetria e curtose:

K3
M= 523/2’
V2 = Pl

1.4 Mudanca de Variavel

Certos problemas permitem coletar um tipo especifico de dado, porém, a grandeza de
interesse pode ser uma funcao matemaética da variavel obtida. Por exemplo, fisicamente,
é muito mais facil obter os dados de velocidade, enquanto que construir um detector de
energia cinética é uma tarefa bem complicada. Assim, utilizando os dados de velocidade
é possivel obter a fungao de probabilidade da energia cinética, apenas recorrendo a uma
troca de variavel.

Deve ser dito que a probabilidade é definida a partir de uma integral, entdo a mudanga
de variavel deve satisfazer todas as regras de cédlculo da integral. Sem mais delongas,
considerando x e y varidveis aleatérias, em que y = f(x), dado p;(z) como a densidade
de probabilidade de z. A densidade de probabilidade ps(y) é dada por:

poly) = [ 8y — f))pr(z) da
Em particular, quando a fungao f(x) é univoca, obtém-se:

dx

pa(y) = pl(ﬂd?;

z=f"1(y)



1.5 Distribuicao Conjunta

Distribuigdo conjunta é uma extensao do conceito de probabilidade para varias varia-
veis. Sendo x e y varidveis aleatérias definidas no intervalo [a, b) e [c, d), respectivamente,
entdo a fungao densidade de probabilidade é uma superficie e a probabilidade é o volume

decorrente da integragao:

b rd
P(a§x<b,c§y<b)://p(:c,y)da:dy.

A funcao p(x,y) é chamada densidade de probabilidade conjunta, ela deve ser nao negativa
e normalizavel, ou seja,
(z,y) =0,

p
/OO /Oo p(z,y) dedy = 1.

A funcao de probabilidade conjunta é o objeto de maior informacao do problema,
pois ela acumula todas as informacoes estatisticas de = e y. Note que para calcular
a probabilidade, a integracdo requer uma vizinhanca em torno do par ordenado (z,y).
Porém, existe uma forma de analisar separadamente o comportamento de cada variavel.
Assim, px(x) corresponde a probabilidade da variavel = independente do resultado de v,

e py(y) a probabilidade da variavel y independente do resultado de x:

px(a) = [ pla.y)dy,

py(y) = /OO pz,y) dz.

As fungoes px(z) e py(y) sdo denominadas densidade de probabilidade reduzida.
A medida de dependéncia entre as variaveis x e y é dada pela correlacdo — também

chamada covariancia — C', definida por:

C =z =)y — ) = (zy) — {2)(y).

Sendo u e v fungoes dependentes de x e y, dada as transformagoes u = fi(x,y) e

v = fa(x,y), a distribui¢do de probabilidade conjunta de u e v é dada por:

puv () = [ [8u—filw.y)sw = fale,)pxy (@.y) dudy.

Assim como no caso de uma varidavel, se a mudanca das variaveis = e y para as variaveis

for univoca, tem-se:

pU,V(u7 U) = pX,Y(u7 /U)‘J’?

em que |J| é o determinante da matriz jacobiana da transformacao (z,y) — (u,v). Vale



dizer que, para mais de duas variaveis, basta usar a extensao natural das regras de calculo.
A densidade de probabilidade conjunta tera que continuar sendo nao negativa e satisfazer

a normalizacao.

1.6 Variaveis Independentes

Alguns sistemas sao formados por uma infinidade de componentes independentes. Po-
rém, a partir do resultado de cada uma das componentes, surge um padrao global. Saber
analisar cada componente separadamente para obter o comportamento do sistema todo
¢ de extrema importancia para a ciéncia [6]. Varidveis aleatorias sao ditas independentes
quando o resultado de uma nao altera diretamente o resultado das demais, por exemplo,
jogar um dado e girar uma moeda sao eventos completamente independestes o valor que
sair no dado nao alterara o giro da moeda e vice-versa.

Seja w1, x9, T3, ..., T, varidveis aleatorias independentes com distribuigoes p;(x1),

p2(x2), p3(x3), ..., pu(z,), respectivamente. A independéncia das varidveis implica em:

p(x1, 9, X3, ..., ) = p1(21) p2(x2) p3(23)...pn(20),

em que p(xq,x,T3,...,x,) é a distribui¢do conjunta das varidveis zy, s, X3, ..., Tp.
Isso conduz a que o n-ésimo momento do produto das variaveis seja igual ao produto do

n-ésimo momento das variaveis:

(x129m3... ) = (x1){T2)(T3)...(Tp).

Esse resultado leva a conclusao de que a covariancia é nula para variaveis independentes,
uma vez que a definicao de covariancia é o grau de dependéncia entre as variaveis.

A partir de agora, a preocupacao serd com a soma das n varidveis independentes.
Nessa dire¢ao, considere y = Y, z;, G(k) a fungao caracteristica de y e g;(k) a fungao
caracteristica da variavel x;. Utilizando a definicao de funcao de caracteristica, a relagdo

de G(k) com as fungoes g;(k) é dada por:

A seguir, suponha que as n variaveis sao idénticas, ou seja, todas tém a mesma den-
sidade de probabilidade. Consequentemente, conclui-se que a fungao caracteristica G(k)

sera:

Além disso, para o caso de variaveis independentes, o cumulante estatistico da soma das



varidveis é a soma dos cumulantes de cada variavel:

E no caso de n variaveis idénticas, verifica-se que:

K = nmﬁﬂb).

1.7 Lei dos Grandes Numeros

A lei dos grandes ntimeros formaliza matematicamente todo o conceito de probabi-
lidade apresentado até aqui. No inicio desta parte do trabalho, o exemplo das moedas
serviu para comecar a discussao de probabilidade e a interpretacao de probabilidade base-
ada em um grande nimero de observagoes. Portanto, a lei dos grandes niimeros sustenta
a interpretacao frequentista de probabilidade [7].

Sejam x1, 2, T3, ..., T, variaveis aleatorias independentes e identicamente distribui-

das. A partir disso, a lei dos grandes niimeros afirma que:
1 n
—> x —a, n — 00
"z

sendo a = (z) a média da distribuigao.

A tnica condigao para a validade do teorema é que a integral [ |z|p(z) dx exista.

1.8 Teorema Central do Limite

O teorema central do limite é um dos mais importantes resultados estatisticos, sendo
fundamental para a teoria de inferéncia estatistica. Segundo esse teorema, a medida que
aumenta o tamanho de uma amostra, a distribuicdo amostral da média tende a uma
distribuicao normal. Isso permite inferir a média e o desvio padrao amostral sem precisar
realizar a dificil tarefa de amostrar a populagao toda [8].

Sem mais delongas, o teorema central do limite afirma que dada a variavel aleatéria

onde z; é uma varidvel aleatoria identicamente distribuida com média a e varidncia b. A

z, definida por:

distribuicao de probabilidade de z serd uma gaussiana, dada por:

10



Para a validez desse teorema, é necessario garantir a existéncia da média a, da variancia
b e basicamente auséncia de correlagoes entre as diversas variaveis x;. Quando hé violacao

de alguma dessas hipoteses, generalizagoes desse teorema devem ser consideradas [2].

11



Capitulo 2
Equacao de Langevin

A equagdo de Langevin [9], proposta em 1908 pelo fisico parisiense Paul Langevin
(1872 — 1946), foi uma forma de resolver o problema do movimento browniano. Outra
solucao ja tinha sido apresentada em 1905 por Einstein; porém, Langevin propos sua
teoria baseada em uma equacgao diferencial estocastica e no teorema da equiparticao.
Seu resultado concordou com o coeficiente de difusdo obtido por Einstein. Finalmente,
em 1913, o fisico francés Jean Baptiste Perrin verificou experimentalmente os resultados

obtidos por Einstein e Langevin.

2.1 Movimento Browniano

Movimento browniano é o tipo de movimento aleatério de uma pequena particula
sujeita as colisoes com os atomos ou moléculas de um fluido. O primeiro a observar e
relatar este tipo de movimento foi o botanico escocés Robert Brown que, por volta dos
anos de 1827, fez observacoes acerca do movimento dos graos de pélen imersos em agua.

Porém, Robert descreveu apenas qualitativamente e nenhum modelo matematico foi
proposto para resolver o problema do movimento aleatério. Anos mais tarde, Einstein se
interessou pelo problema e, em 1905 (o ano do milagre), propds uma explicagao detalhada,
sobre o movimento do poélen, justificando que a trajetéria era produto das varias colisoes
com as moléculas do liquido. Posteriormente, Langevin propos o seu modelo na forma de
uma equagcao diferencial estocastica.

Para entendermos qualitativamente a proposta de Langevin, vamos fazer algumas
consideracoes. Segundo a mecanica newtoniana, quando uma particula de massa m estd
em movimento em um meio composto por muitas outras (por exemplo, em um liquido ou
em um gas), sua equagao de movimento pode ser escrita como:

dv dx

“ _ &
M — YT

em que a for¢a F é devido a interagao com as particulas do meio. Deve estar claro
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que, para obter a posicao da particula em funcdo do tempo, devemos resolver o sistema
de equagoes acopladas da particula e das particulas do meio. Como ¢é conhecido, nao
sabemos resolver esse sistema de equagoes e, portanto, algum esquema aproximado deve
ser usado para obtermos alguma informacao sobre o movimento da particula. Note que
aqui, por simplicidade de notagao, estamos considerando o caso unidimensional.

Na direcao de descrever o movimento da particula no meio, Langevin empregou a
equacgao de movimento:

dv dx

@ E,(t), =—.
m av+ F,(t) v=—

- (2.1)

O primeiro termo é uma forca de atrito, @ é o coeficiente de fric¢ao e F,(t) é um forga

aleatoria com as seguintes propriedades:
(Fu(t)) =0, (2.2)

(Fa(t)Fu(t')) = Bo(t — 1), (2.3)

em que (---) representa a média sobre réplicas e B é uma constante positiva relacionada
com a intensidade de F,(t). A equagao (2.1), seguida pelas propriedades (2.2) e (2.3), é
chamada de equacao de Langevin.

Como percebemos, Langevin empregou —av + F,(t) em substituicio a F. A seguir,
apresentamos uma uma visao qualitativa e abreviada justificando essa substituicdo. O
termo —aw representa uma forca de atrito, pois qualitativamente (aproximadamente)
esperamos que o numero médio de particulas do meio colidindo com a particula m, em
um dado intervalo de tempo, é proporcional a sua velocidade em relagao ao meio. Em
particular, quando a particula m estd parada no meio ela sofre sucessivas colisdes das
particulas que compdem o meio. Em uma primeira aproximacao, essas ultimas colisoes
podem ser vistas como aleatérias, sendo representadas por F,(t). Em média, espera-
se, devido a essa aleatoriedade, que F,(t) seja nula, isto é, (F,(t)) = 0 (equacdo (2.2)).
Por outro lado, também em uma primeira aproximagao, pode-se considerar que Fy(t) e
F,(t') com t # ¢’ sdo independentes (nao correlacionadas) e, nesse caso, (F,(t)F,(t')) =
(F,(t))(Fu(t')) = 0, justificando empregar (2.3).

Apenas rearranjando devidamente as constantes é possivel escrever a equagao (2.1) na

forma: y

v
— = t 2.4
com v = a/m. O ruido ((t) = F,(t)/m é a varidvel estocastica dependente do tempo,
cujas propriedades sao:

(€(t) =0, (2.5)
C)¢(t)) =To(t -1, (2.6)



em que ' = B/m?.

A equacao do tipo Langevin é também chamada de equacao diferencial estocastica,
pois tem dependéncia em relacao a variavel estocastica. Portanto, a solucao da equacao
de Langevin contém um certo grau de aleatoriedade, que pode ser relacionada a uma
distribuicao de probabilidade. Assim, resolver a equacao de Langevin significa, pelo menos
implicitamente, determinar uma distribuicao de probabilidade da posicao x para cada

instante de tempo t.

2.1.1 Velocidade

Com o problema devidamente modelado, basta resolver a equagao diferencial. Para
isso, a equagao diferencial sera resolvida da forma padrao. Suponha uma solucao da forma
v(t) = u(t)e ™, em que u(t) é uma fungiao do tempo a ser determinada. Substituindo na

equagao (2.4), temos a equagao diferencial mais simples de resolver:

du

i e"((t).

A solucao dessa equagao é:
t /
mw:%+/ewqwmt
0
Retornando a variavel velocidade, obtemos:
t /
v(t) = voe 7" + e*”’t/ e () dt,
0

em que vy € a velocidade da particula no tempo ¢t = 0. A solugao obtida é valida para
qualquer fungao (.

Tomando a média e utilizando as propriedades (2.5) e (2.6) do ruido, verificamos que:
(v) = voe .

Utilizando esse resultado, a variacao médio-quadratica da velocidade é:

r

= (1 —e 2,
3 (1= e

(v*) = (v)*

No caso estacionario, quando houve a passagem de muito tempo, a média da velocidade

¢ nula e, portanto, o segundo momento da distribuicao de velocidade é dado por:

Fazendo a conexao com a teoria cinética dos gases, a partir do teorema da equiparticao,
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determina-se a relagao de I' com os parametros fisicos do sistema:

Y

r

m
em que kg é a constante de Boltzmann e T" a temperatura absoluta do sistema. Portanto,

a relacao entre B e a temperatura é:

B = QQkBT.

2.1.2 Posicao

O proximo passo € resolver a equagao para a posicao x e obter todas as grandezas de
interesse relacionados a posi¢do. Determinar x é apenas um exercicio de integracao da

velocidade v(t), isto é,
¢
T =1 +/ o(t"),dt’,
0

em que z( ¢ a posicao da particula no tempo ¢t = 0. Substituindo a velocidade, deparamos

com: . . y
T =g+ Vo / 6772&/ dt + / eifytl / ((t”)e'yt// dt//dt/.
0 0 0

Por sua vez, trocando convenientemente a ordem de integracao do ultimo termo, chegamos
a:
1 t 1" tl !
=120+ v9—(1—e ) —{—/ C(t")e / e " dt'dt”.
f}/ 0 t//

Realizando a integragao, a posicao pode ser reescrita como:

1 1t "
T =x+v9—(1—e ")+ 7/ )1 — e ) ar”.
Y v /0

A partir desse resultado podemos obter algumas médias. A média da posicao, utili-

zando a propriedade (2.5), do ruido é:
1 —vt
<[L’>:I’0+UO;(1_€ 7).

A seguir, utilizando esta média e a propriedade (2.6), é possivel determinar o desvio médio

quadratico, o qual é dado por:

2—x2:£ 2 —e 1 — e
() = (@) = 5l — 20 )+ 3,0 )l

Para tempos longos (regime estaciondrio), a equagao anterior se reduz a:

(%) — (2)* = 2Dt,
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em que D =T'/(2v%). D ¢é chamado de coeficiente de difusdo e foi obtido primeiramente
por Einstein. Medidas experimentais do coeficiente de difusdo foram utilizadas para de-
terminacao da constante de Boltzmann. A proposta de Einstein foi testada e verificada

por Jean Baptiste Perrin, fato que fortaleceu a teoria atomica e molecular da matéria.

2.1.3 Energia

Devido as colisoes da particula suspensa com as moléculas do meio, ha uma troca
intensa de energia cinética da particula e o meio. A particula dissipa a energia devido
a friccdo com o meio, a0 mesmo tempo em que troca energia cinética devido as colisoes
aleatérias. A taxa de energia transferida a particula é a soma entre a taxa da energia
dissipada e a variacao da energia cinética devido a dinamica estocastica.

Uma forma de estudar esse balango é multiplicar a equacao de Langevin pela velocidade
v e, entao, rearranjar a equacao de forma que a taxa de variacao de energia cinética

apareca. Esse balanco energético sera dado por:
d /m
a (2112) + UFdis = UFa,
em que Fy, = av é a forga dissipativa.
Tomando a média de todos os termos, temos:

dE,

Pis:P
a e

dado que E. = m(v?)/2 é a energia cinética, Py, = (av?) é a taxa de energia dissipada e

P = (vF,) é a taxa que a energia é transferida para a particula.

2.1.4 Solugao de Langevin

O proprio Paul Langevin sugeriu uma forma alternativa para resolver sua equacao [9],
considerando a variavel z = 2zv. Para essa variavel, empregando a equacao de Langevin

(2.4), verifica-se que:

Substituiu-se, a seguir, a prépria equagao de Langevin (2.4) na equagio acima, para obter:

d
me = 2mv® — az + 20F,(t).
dt
Em seguida, ele considerou a média dessa equagdo e assumiu que (zF,(t)) = 0 para
encontrar: y
m%(z) =2m(v?) — a(z).
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. o..d o
Pensando apenas no caso estacionario %Qz) = 0 e usando o teorema da equiparticao,

m(v?) = kgT, a média da varidvel z ¢ dada por:

kT
=2 -

(z) 2D.

A partir desse resultado e retornando a variavel de interesse, a posicao, é possivel obter a

variagao do segundo momento da distribuicao:

d 2
— =2D.

Por fim, integrando esse ultimo resultado, Langevin obteve em 1908 que
(x%) — (x%) = 2Dt,

resultado esse verificado no final da ultima sessao.

2.2 Distribuicao de Probabilidade

Na primeira parte do trabalho, foi discutida a relevancia da distribuicao de proba-
bilidade das varidaveis. Nesse caso, ¢ de suma importancia determinar a distribuicao da
posicdo e da velocidade. A partir das distribuicoes de probabilidade do sistema dina-
mico, é necessario verificar, sob regimes estacionarios, se o sistema satisfaz a estatistica
de Maxwell-Boltzman. Apés a verificagdo da teoria de Langevin para regimes estaciona-
rios, o proximo passo ¢ determinar a evolugao temporal de todos os momentos centrais

da posicao e velocidade.

2.2.1 Velocidade

Para obter a distribuicao de probabilidade da velocidade, primeiro é necessario dis-
cretizar a equacao de Langevin em intervalos de tempo 7, dado t = n7. A equagdo de

Langevin discretizada ¢ dada por:
Upg1 = av, + VTLE,, (2.7)

em que a = 1 — 77y e a variavel aleatéria tem as seguintes propriedades:

(&) =0, (&) = Oji-
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Com um olhar mais atento, nota-se a possibilidade de escrever a equagao (2.7) da seguinte

forma:
n—1
Up = Z wy,
1=0

em que w; = a'vV/7T&, 1 e vy = v(0) = 0.
A expressao acima para v, é exatamente uma soma de varidveis independentes wj.

Assim, a funcao caracteristica pode ser obtida por meio de:

n—1

_ [ ikvp\ tkw
gn(k) = (™) = T[ (™).
1=0
Assumindo que a distribuicao de probabilidade para a variavel aleatéria & é gaussiana de
média zero e desvio padrao 1, a funcdo caracteristica da variavel w; é uma gaussiana de

média zero e varidncia a?7I, ou seja,

<€ikwl> _ e*GQITFkQ/Z'

Portanto, substituindo esse resultado no anterior, a fungdo caracteristica da velocidade
sera:
_ —bnk?/2
gn(k) = e /2,

com
n—1 1— a2n

b, = TFZ@QZ = ——7[

_ 42
=0 1—a

Fazendo o uso da transformada de Fourier inversa dessa fun¢ao caracteristica, obtém-se

a distribuicao de probabilidade da variavel v,,:

1
pn(vn) - /_27TT) e ”/Qb".

Tomando os limites 7 — 0 e n — 0o e empregando a relacao nT = t, podemos verificar

que a densidade de probabilidade da variavel velocidade v é:

p(o,1) =~ 20,
27h(t)

Por sua vez, o coeficiente b(t) é o b, no limite do continuo, dado por:

b(t) = (1 — ety = P T

1 — e 2,
2 m( e ")

No caso estacionario, observa-se que a distribuicao de velocidade acima tende a distribui-

¢ao de velocidade de Maxwell-Boltzmann.
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2.2.2 Posicao

Usando o mesmo procedimento de discretizagao para a equagao diferencial da posigao,
temos:

Tptl = Tp + TU,.

Utilizando a mesma técnica usada anteriormente e supondo zy = z(0) = 0 e vy = v(0) = 0,

a posicao pode ser escrita como uma soma de variaveis aleatérias independentes:

n—1
Tp = Z ur,
=1

em que

1
w=_(1- a )Wl 1.

Visto que os wu;’s sdo variaveis estocasticas independentes, a func¢ao caracteristica da

posicao x, é:
n—1

Gr(k) = (™) = [T (™).

=1
Supondo novamente que a variavel aleatéria £ siga distribuigdo gaussiana com média
zero e desvio 1, entao a variavel u; tem distribuicao gaussiana de média zero e variancia

(1 —a')?>7T' /42 . Logo, a fungdo caracteristica de u; serd:

Ga(k) = 72,

em que
o al 1—a® 1—a*
dp=—Y (1-d)=—(n-2 .
v ;( @) 72<n 1—a+1—a2>

Empregando a transformada inversa de Fourier e o limite do continuo, obtém-se a

densidade de probabilidade da posicao z, ou seja,

e p————
27d(t)
em que
r 2 1
dit) = = |t— =1 —e ")+ — 1—62“].
(t) 7 7( ) 27( )

2.2.3 Evolucao Temporal dos Momentos

Nessa sessao, o foco ficara na determinagao da evolugao temporal do primeiro e segundo

momento da distribuigdo. A fim de demonstrar a generalidade dos resultados, em vez de
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usar equagao de Langevin (2.4), serd usada uma espécie de generalizagao dela, dada por:

dx
W r)+ <), (2.9
em que f(x) é uma fungdo genérica. Se f(x) = —yx e x substituido por v, a equacao de

Langevin (2.4) seria recuperada. Além disso, observamos que a equacao

dv dx
mo = —av + F + F,(t), V= (2.9)

no limite super amortecido (aquele que desconsidera o termo de massa vezes aceleragao)

se reduz a:

@_+E+Fa(t)
dt  « a

Percebemos que se identificamos F//a com f(z) e F,(t)/a com ((t), reobtemos a equagao

(2.8). Deve ser notado, ainda, que a equagao (2.9) é uma generalizagdo da equacao (2.1)
devido a incorporacao da forca externa F.

Por sua vez, propriedades de ((t) sdo mantidas:

(C(O)C()) = To(t —t).

A varidvel aleatéria ((t) é comumente chamada de ruido branco, pois a transformada de

Fourier de ((0)¢(t)) é independente da frequéncia w, ou seja,

JERUSONEY

Para obter a relacao da evolugao temporal dos momentos de z, a equagao de Langevin

precisard ser discretizada novamente, isto €,
Tpt1 = T + Tfn + v Trfn, (210)

em que f, = f(x,) e &, tem as propriedades:

(&) =0, (Ennr) = - (2.11)

Visivelmente, a equagao discreta de Langevin é uma equacao de recorréncia. Em parti-
cular, nota-se que x,,1 ¢ independente de &,,1, mas ele é dependente de &,, &,_1, ---

€o-

A equacgao de evolucao para os momentos envolve, em algum sentido, tomar a média

?
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da equagao (2.10). Por exemplo, a média da equagao (2.10) conduz a:

<xn+1> = <xn> + T<fn>

A seguir, empregando wﬂ — %(@ (o limite de 7 — 0), encontramos:

d
S e) = (f@)

que ¢é a equacao da evolucao temporal da média de x.

Retornando a equagao (2.10) e elevando ambos os lados ao quadrado, temos:
xiﬂ =22 + 2V, + TTE 4 212 fro + TVTDE fro + T2 f2.

Tomando a média dessa equacao, desconsiderando termos da ordem de 72, usando o fato
de que z, e &, sdo independentes, e empregando que (£,) = 0 e (£2) = 1, obtemos a

relagao de recorréncia para o segundo momento de x:
(Tni1) = (zn) + 7T + 27{@n fu) + 72(f7)-

Novamente, utilizando o limite do continuo para aparecer a derivada temporal, verifica-

mos: d )
Sa?) =T+ 2 f(2),

que ¢é a equacao de evolugao temporal do segundo momento da distribuicao de x.

Para determinar o momento de ordem [ da distribuicao de x, basta elevarmos a equacao
(2.10) a poténcia [-ésima e desprezarmos os termos de ordem superior em 7. Esse processo
nos conduz a:

1
=l

xﬁlﬂ =2l + Tz, + Iral=t f, + 5 (I —1)rreat=2,

Efetuando a média dessa igualdade e empregrando a derivada do [-ésimo momento,

(@ 1) —(@h) ., d

- 4 ("), recaimos em:

d -1 1 -2
g @ = U @)+ = 1T ),

que ¢ a equacao de evolugao temporal do [-ésimo momento da distribuicao de z.

2.3 Simulacao do Movimento Aleatério

A equagao de Langevin depende de uma variavel estocéstica e sua solugao, em geral,

nao é conhecida quando f(x) é genérica. Nesse sentido, uma possibilidade para resolver
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uma equagao de Langevin é empregar a sua versao discreta (2.10) (conjuntamente com
as equagoes (2.11)) e evolui-la numericamente com o uso de computadores. De fato, uti-
lizando a equagao (2.10), supondo que a varidvel aleatéria £(t) siga qualquer distribuigao
de média zero e desvio um, sempre considerando a condi¢ao inicial z(0) e gerando os
numeros aleatorios &1, &, &3, - -+, pode-se obter os valores de xq, xs, x3, - - -

Uma estimativa para a posicao média da particula ao longo do tempo pode ser obtida
fazendo uma série de simulagoes, partindo inicialmente da mesmo posicao x(0) até a

posicao em um tempo t = n7. Com isso, temos a média:

em que L é nimero de simulacdes realizadas, () é a posicdo da particula no tempo
t = n7 da j-ésima simulacao. De forma andloga, é facil estimar o segundo momento da

distribuicao:

A partir dos dois primeiros momentos da distribuicdo, estima-se a varidncia z,,2 — (T,,)>.
Procedendo de maneira analoga, encontraremos qualquer momento de z,, que desejarmos.
Além disso, empregando as L simulagoes, podemos construir um histograma dos z,’s
e, portanto, obter a distribui¢do de probabilidade P(z,t). O ntmero L de réplicas a
ser considerado nesses calculos deve ser tal que as médias se estabilizem com o grau de

precisao desejado.

2.4 Conjunto de Equacoes de Langevin

Sistemas com mais de uma particula s@o descritos por mais de uma equacao, ou seja,
cada equacao de Langevin representara uma particula. Assim, para obter o compor-
tamento global do sistema, é necessario resolver um conjunto de equagoes diferenciais
estocédsticas. Para tais sistemas, pode haver interagoes entre as particulas. Logo, o con-
junto de equagdes pode ou nao ser acoplado. A equagao de Langevin mais geral para um

conjunto de N particulas é dada por:

dl’i
dt

= fi(l'l,l‘g, ...,CL’N) + Q(t),

em que x; é a posicao da i-ésima particula e (;(t) é a variavel estocéstica vinculada a

i-ésima particula com propriedades:
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(G(O)G(t) = Tadio(t —t').

Um caso dos mais simples é aquele em que a fun¢ao f;(x1,xs,...,zx) é linear. Nesse

caso, o conjunto de equacoes de Langevin pode ser escrito como:

dx, N
Z i+ G(t)
cuja forma matricial é:
d
%X =AX+Z, (2.12)

na qual X e Z sdo matrizes colunas com elementos z; e (;, respectivamente, e A é a matriz
quadrada com os elementos A;;.

Na direcao de resolver esta equagao, considere inicialmente que M ¢é a matriz formada
pelos autovetores de A, A a matriz quadrada formada pelos autovalores A\, de A na

diagonal principal e zero nas demais posi¢oes. Nesse caso, temos a relacao:
M™YAM = A.

A seguir, definimos a matriz:
R(t) = MD(t)M ™, (2.13)

At

em que D(t) é uma matriz diagonal e Dg(t) = e™" é o k-ésimo elemento da diagonal.

Para essa matriz, empregando que dD(t)/dt = AD(t), temos:

d

dtR( )= MAD(t)M™". (2.14)

Usando que MA = AM, essa ultima equagao pode ser reescrita como:

d

—R(t) = AR().

A solugdo da equagdo (2.12) pode ser agora obtida com ajuda de R(t). De fato, ao

calcularmos a derivada de
t
X(1) = R(t) Xo + / R(t — ') Z(¢")dt’ (2.15)
0

e empregarmos as equacoes (2.13) e (2.14), verificamos que X (t) é a solugdo da equagao
(2.12) com a condicao inicial X (0) = X,. Com esse resultado em maos varios outros
podem ser obtidos. Por exemplo, a média de X(¢) nos conduz a (X) = R(t)X, ao

usarmos (Z(t)) = 0. Outro exemplo é o da covaridncia das variaveis z; e x;, que leva a:

€ = (X~ (X)X~ (x7) = [ RETRIE) dt,

0
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empregando que (Z(#')Z1(t")) = T§(t' — ") e que ' é a matriz de elementos I';;;.
Como tltima observagao, os resultados para a evolucao temporal dos momentos, ob-

tidos na subsessao (2.2.3), podem ser estendidos no caso de N varidveis. Por exemplo:

d

%@z) = (fi), (2.16)
d
@@ﬂﬁ = (@ifj) + (x; fi) + Lidj, (2.17)

comi=12---,Nej=12---,N.

2.5 Exemplo: Oscilador Harmodnico

O oscilador harmdénico é um bom exemplo para comegar, pois serve como uma primeira
aproximacao para sistemas em banho térmico. Sabe-se que uma boa forma de abordar a
agitacao térmica de um corpo é comparando ao movimento peridédico de varios osciladores
harménicos [10]. Além disso, o hamiltoniano com dependéncia quadratica na posi¢ao e
na velocidade, garante boa conectividade com o teorema da equipartigao.

Pensando em um oscilador amortecido sujeito a agdo de uma forga aleatoria, a equagao

diferencial do movimento é:

dv dz
— = —kx — v+ C(t = — 2.1

em que k = K/m e v = a/m. Por sua vez, esse sistema de equagdes pode ser escrito na

o) = S

ou de forma mais compacta:

forma matricial:

d
—X=AX+7
dt t o

|
—k = v ¢

Para empregarmos o procedimento do paragrafo anterior, comecamos com os autova-

em que

A:

lores e autovetores da matriz dos coeficientes. Isso feito, nos leva a:

1 1
>\1=2(—7+\/72—4/€), A2=2<—7—\/72—4/€>,
v — 1 1 VRN X 1
M Aol M= | A -1
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Assim, empregando R(t) = MD(t)M~! (com Dy(t) = e*'), temos:

1 A 6)\2t o )\ e/\lt e/\lt . 6)\2t
R(t) [ 1 2

VDY Ao (ett — ety )\ eMt — N et
que substituida na equagao (2.15) rende as solugoes da posigao e velocidade:

1
t pr——
ot) =55,

/t(e)\l(t—t’) _ eAg(t—t’))C(t/) dt’,
0

1
t pu—
vt =35

Elevando ao quadrado e tomando a operacao de média dessas duas ultimas expressoes,

¢ / /
/ ()\1€>\1(t_t) _ )\2€>\2(t—t ))g(t/) dt/
0

obtemos os segundos momentos:

() = r <62)‘1t -1 N 46_””f -1 N et _ 1)
2()\1 — )\2)2 )\1 Y )\2 ’
r et —1
= AN — 1) F Ak 4+ M2 1) ).
%) = g (M = D T e -

O regime estacionario desses segundos momentos (limite de tempos longos), nos fornece:

r kgT
<$2> = 57. = La
2kry K
r kgT
<U2> = 5. = Lv
2y m

resultados diretamente relacionados ao teorema da equiparticao:

m K 1
5<U2> = 5(1‘2) = ikBT

2.6 Exemplo: Circuito Elétrico

Segundo os fisicos Johnson e Nyquist, foi verificado experimentalmente que todos
condutores apresentam flutuagoes estatisticas na carga e no potencial [11]. A origem
dessa flutuagao deve-se ao movimento espontaneo dos portadores de carga, visto que eles
estao suscetiveis a agitagao térmica dos atomos do condutor [12]. Portanto, a equagao
de Langevin pode ser usada para descrever tais sistemas. Na sequéncia, apresentamos
detalhes de como os estudos de Johnson e Nyquist se desenvolveram.

Considere um circuito constituido por uma resisténcia R, uma indutancia L, uma
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capacitancia C' e flutuagoes aleatorias na tensao e na corrente, regido pelas equacgoes:

CiiQ = —Q + 1+ (), (2.19)
t
dl 1

A primeira equacao descreve a variagdo temporal da carga como sendo resultado da dis-
sipagao de carga —v(Q, da corrente que passa pelo sistema I e da sua flutuagao I.(t). A
segunda equacao mostra que o potencial armazenado no indutor, somado ao potencial
entre as placas do capacitor e o potencial entre as extremidades da resisténcia ¢ igual ao
termo de flutuagdo do potencial. As varidveis aleatérias I,.(t) e V,.(t) sdo independentes

temporalmente, ou seja,

<]r(t)lr(t/)> = A(;(t - t,)a
Vi)V (1) = Bo(t —t').
As equagdes (2.19) e (2.20) podem ser escritas em uma forma semelhante a equagao (2.18):

W - QG (221)

dl 1 R
i _EQ - ZI + Ga(1)- (2.22)

Aqui, (1(t) = I(t) e (2(t) = V,.(t)/L sdo os ruidos, que tém as propriedades:
(G(1)) =0,

(G(t)G(t) =Tig0(t —t),

com 7,7 = 1,2. As relagoes entre os coeficientes I'; e as constantes A e Bsao 'y = A e
'y = B/L?.

Para calcular a equacao de evolugao temporal dos segundos momentos de Q) e V,
deveremos empregar um procedimento similar ao que foi feito na subsessao (2.2.3). Mais
precisamente, devemos empregar a equagao (2.17) adaptada ao nosso caso. Isso feito,

verificamos que:
d
SQ) = (@) +2@D) + T,

d, o 1 R,
K L BELIC R
QD = (@ - (T +7) @1 + ().

No caso estacionario, essas trés ultimas equacoes tém os seus lados esquerdos iguais a zero
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e suas solucoes sao:

(@) =0, (@) = 2y (I*) = o3

Esses resultados podem ser relacionados com a temperatura do sistema via o teorema da
equiparticao. De fato, igualando a energia média armazenada no capacitor e a energia

média armazenada no indutor a (1/2)kgT, surgem os valores de I'y e T'y, isto é,

Fl = 20’}/1€BT,
2REkpT
FQ - T

Lembrando que 'y = A e 'y = B/L?, temos:
A= 2C’Yk’BT,

B = 2RkpT,

que sao as relagoes dos coeficientes de intensidade média dos ruidos I,(t) e V,.(t) com a

temperatura.
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Consideracoes Finais

Esse trabalho teve o objetivo de realizar uma breve revisao bibliografica dos estudos
de mecanica estatistica fora do equilibrio, focando em estudar a equacao de Langevin.
Para tanto, utilizou-se especialmente o livro: FEstochastic Dynamics and Irreversibility,
dos autores Tania Tomé e Mario J. de Oliveira, além de outros materiais complementares
ao estudo que podem ser encontrados na bibliografia deste trabalho.

Dentre os assuntos escolhidos para enfoque, temos os principais conceitos probabi-
listicos, como, variaveis aleatérias, funcdo de probabilidade, medidas centrais, funcao
caracteristica, teorema central do limite, entre outros. Consideramos revisa-los visto que
tém uma importancia capital nos estudos explorados na sequéncia.

A segunda parte do trabalho faz uma apresentacao da equacao de Langevin. Conse-
quentemente, discute-se nesse momento o movimento aleatério das particulas, em especial
o movimento browniano. O trabalho expoe ainda a distribuicao de probabilidade das va-
riaveis do problema, a evolugao temporal dos momentos da distribuicao e a generalizacao
para um conjunto de equacoes de Langevin. As duas sec¢Oes finais apresentam exemplos
da aplicabilidade: oscilador harmonico e circuito elétrico.

Espera-se que o trabalho seja til especialmente para quem se interessa pelo assunto, de

modo a auxiliar no aprofundamento dos estudos de mecanica estatistica do nao equilibrio.
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