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Resumo

Desde as primeiras observagoes realizadas por Virchow, Reinitzer e Lehmann, os Cris-
tais Liquidos vem sendo estudados com o passar dos anos. Neste presente trabalho estu-
damos a teoria liquido cristalina, em especial a mesofase nematica. Para essa mesofase
estudamos a quantificagdo de sua ordem orientacional e o modelo que descreve a transi-
¢ao de fase isotropica-nematica por meio da densidade de energia livre, conhecido como
modelo de Landau-de Gennes. Assim, além do estudo da parte tedrica, estudamos por
meio de métodos numéricos, mais precisamente o método de Runge-Kutta de Segunda
Ordem, a formagdo e a dinamica de defeitos topoldgicos presentes na mesofase nema-
tica, cuja andlise foi realizada utilizando os dados do cristal liquido termotropico MBBA
(methoxybenzilidene-4-butylaniline). Os resultados obtidos foram texturas e defeitos se-
melhantes a de amostras de cristais liquidos observadas em laboratério. Além disso,
podemos observar a conservagao da carga topoldgica, o valor do parametro de ordem, e a

projecao do diretor no plano da rede.

Palavras-chave: cristais liquidos nematicos, densidade de energia livre, defeitos to-

pologicos, métodos numéricos.
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Introducao

O termo Cristal Liquido veio para classificar uma nova fase da matéria que possui
propriedades mecanicas (fluidez) e de simetria (ordem) que se encontravam entre as dos
liquidos e a dos cristais [1]. Estes sdo classificados em: Cristais Liquidos Termotrépicos
(CLTs) que sao formados por moléculas orgénicas, e sua transicao de fase ocorre princi-
palmente pela mudanca de temperatura, e Cristais Liquidos Liotrépicos (CLLs), que sao
formados por micelas (agregado de moléculas anfifilicas, formadas acima de uma certa
concentragao critica) imersas em um solvente normalmente a dgua, e sua transigdo ocorre
pela variacao da concentracao de seus constituintes. Os dois possuem como caracteristica
basica a anisometria dos constituintes.

Nesta nova fase da matéria formada por mesofases, encontra-se entre outras, a mesofase
denominada de nemédtica. Nesta mesofase as moléculas/micelas tendem, em média, a se
alinhar ao longo de uma direcdo. Associa-se a esse grau de alinhamento uma grandeza
denominada parametro de ordem. O sistema liquido cristalino na fase nematica apresenta
falhas no ordenamento de suas moléculas, e chamamos essas falhas de defeitos topologicos.
Estes sao formados por uma quebra de simetria na fase isotropica para uma transicao de
fase entre a isotropica e a nematica. Uma das formas de descrever a transicao de fase
isotropica-nematica foi a desenvolvida por de Gennes, baseada na que previamente foi
desenvolvida por Landau [2], chamado modelo de Landau-de Gennes. Nela trabalha-se
com o desenvolvimento da densidade de energia livre em termos do parametro de ordem,
em torno da transicao de fase isotropica-nematica.

Além dessa densidade, chamada de densidade de energia livre de Landau- de Gennes,
ha também uma densidade de energia livre relacionada com as variagoes espaciais do
diretor. Denominamos esta de densidade de energia elastica. A partir da densidade
de energia eldstica conseguimos reescrevé-la de outra forma (densidade de energia de
Frank) a qual aparecem certas constantes K;; que estdo relacionadas com alguns tipos
de deformagoes no diretor [3]. Um dos objetivos do projeto foi utilizar a diferenciagao
entre as constantes Ki; e K33, por meio da inser¢do de um termo ctbico na expressao
da densidade de energia eldstica [4]. Além de trabalhar com o termo ciibico, também
trabalhamos com o termo quiral, que representa um torcao intrinseca a fase nemaética.

Ainda, a partir dessas densidades de energia livre, é possivel propor uma equagao que

descreva a evolucao temporal do parametro de ordem tensorial. Estudamos a descricao



da evolugdo da ordem orientacional por meio do modelo de Ginzburg-Landau, o qual
utiliza um tensor de segunda ordem simétrico e de trago nulo. Neste modelo, utilizamos
a equagao de Beris-Edwards [5, 6] para descrever a dindmica do pardmetro de ordem,
a qual consideramos a partir de uma condi¢ao inicial, sem flutuagoes termodinamicas
e na auséncia de fluxos hidrodindmicos. Assim, com essas informagoes desenvolvemos
um estudo numérico dessa equacao utilizando o método de Runge-Kutta de segunda
ordem e implementando na equagao da densidade de energia total com os termos ditos
anteriormente. Para o estudo numérico foi desenvolvido um programa de computador em
linguagem C baseado em um programa desenvolvido anteriormente, denominado LICRA
[7].

Desta forma o trabalho esta exposto da seguinte forma: O Capitulo 1 foi destinado aos
Cristais Liquidos, apresentando um panorama geral desde a sua definicao, classificacao,
principais mesofases e por fim focando na mesofase de interesse deste trabalho que é a
nematica, e as teorias que nela serao utilizadas. A Dinamica do Parametro de Ordem
Tensorial é apresentado no Capitulo 2, onde é preparada as equagbdes de energia para
obten¢ao numérica de suas solugoes, cujo o procedimento do calculo numérico realizado
para a obtencao destas solugoes esta no Capitulo 3 e os resultados numéricos apresentados
no Capitulo 4 denominado de Resultados. Por fim, as Consideracoes Finais, seguida dos
Apéndices: A - Uma Revisao de Maximos e Minimos, B - Desenvolvimento da Densi-
dade de Energia de Frank-Oseen, C - Equacoes da Dinamica de Orientacao. Fechando o

trabalho com as Referéncias Bibliograficas.



Capitulo 1
Cristais Liquidos

Quando comegamos a estudar sobre cristais liquidos a primeira pergunta a ser respon-
dida é: “Afinal, o que é um Cristal Liquido?”. Buscando na literatura encontramos que
em certos materiais organicos as transi¢oes de fases sao um pouco mais elaboradas do
que simplesmente conhecemos (sélida, liquida e gasosa). Um material ao passar da fase
solida cristalina para uma fase liquida isotrépica apresenta algumas fases intermediarias
com propriedades mecanicas e de simetria de ambas as fases durante a transicao® (Figura,
1.1). A essas fases intermedidrias, também chamadas de mesofases, damos o nome de
Cristais Liquidos [1,8].

Solido Cristal Liquido

Cristalino | Liquido Isotropico

Aumenta a Temperatura

Figura 1.1: Representagao esquematica da transicao entre as fases de algumas substancias.

As primeiras observac¢oes do comportamento liquido cristalino foram obtidas por Ru-
dolf Virchow (médico alemao), em 1853, em que observou esta fase na mielina, substancia
que envolve os axonios dos neurdnios, produzida pela célula de Schwann, também conhe-
cida como bainha de mielina [9]. Mas o crédito foi dado ao boténico Friedrich Reinitzer
em 1888 ao analizar uma amostra de um composto de benzoato de colesterila, comumente
encontrado em plantas. Este composto apresentou dois pontos de fusao, um a 145,5°C e
outra 178,4°C, sendo limpido abaixo e acima destas temperaturas e turvo entre elas [10].
No ano seguinte, Otto Lehmann especialista em 6ptica de cristais batizou, assim, de cristal

liquido o fendémeno observado por Reinitzer [11].

INessa fase, o material apresenta alta fluidez que é caracteristica de um liquido que possui a fase
isotrépica e ordenamento molecular que é caracteristica de sélidos, apresentando propriedades 6pticas
como a birrefringéncia. E constituido de moléculas ou agregados moleculares anisométricos.



A partir dessa descoberta os estudos sobre cristais liquidos vieram sendo desenvolvidos
com a contribuicao de diversos fisicos. Em 1922, George Friedel propos, baseado nos
diferentes ordenamentos moleculares de uma amostra liquido cristalina, uma classificagao
para os cristais liquidos. Podemos classificar os cristais liquidos em dois grandes grupos,

os Termotrépicos? e Liotrépicos®.

1.1 Cristais Liquidos Termotrépicos

Os Cristais Liquidos Termotrépicos (CLTs) sao formados em sua maioria por moléculas
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orgénicas do “tipo-haste” (ou bastdo), mas também encontramos moléculas em formato

de disco e de “banana” (Figura 1.2).

Figura 1.2: Representacdo das estruturas dos tipos de moléculas encontradas no CLTs [7]:
(a) Tipo-Haste, (b) Disco e (¢) Banana.

Ainda temos que estes cristais liquidos possuem basicamente quatro mesofases: nemaé-

tica, esmética, colunar e blue phase®. Vejamos cada uma delas:

« Nematica®: Uma das principais caracteristicas desta mesofase é possuir uma ordem
orientacional, uma tendéncia nas moleculas em se alinharem ao longo de um eixo
preferencial. Chamamos esse eixo de diretor e descrevemos essa direcao pelo vetor
unitério” 7. Ainda temos que o eixo gravitacional das moléculas ndao tém um longo
alcance translacional, fazendo assim com que a correlacdo com a molécula vizinha

se pare¢a com a de um liquido convencional [1,13].

2Este do tipo descoberto por Reinitzer e Lehmann.

3Este do tipo descoberto por Virchow.

4Traducdo livre de “rod-like” muitas vezes encontrados em livro que abordam cristais liquidos para as
moléculas alongadas.

5A fase blue phase, em uma traducéo literal “fase azul”, possui este nome devido ao observar o cristal
liquido em um microscépio 6ptico de luz polarizada, este apresenta a textura em cor azulada.

6 A palavra nemética vem do grego e foi inventada pelo cristalégrafo francés George Friedel, ela refere a
certas linhas pretas que podem ser observadas em uma amostra nessa fase com o auxilio de um microscépio
6ptico de luz polarizada [1,12].

7As propriedades do vetor diretor 7 é que a direcio deste é arbitraria e os estados determinados por
7l e —n sdo indistinguiveis.



A mesofase nematica ainda apresenta algumas subdivisoes de acordo com o tipo de
molécula. Para as moléculas alongadas chamamos de nemdtica calamitica enquanto para
moléculas em forma de disco chamamos de nemdtica discética, (Figura 1.3a, 1.3b). Ainda
temos a nemdtica biaxial, a qual além de possuir a dire¢do do diretor, esta possui outras
duas diregoes privilegiadas e as moléculas possuem um formato de caixa (Figura 1.3c).
Por fim, temos a nemdtica quiral ou também chamada de colestérica, onde as moléculas
nao tém tem uma simetria especular e, por isso, o diretor sofre uma torcao, formando

uma estrutura em formato de hélice (Figura 1.3d) [7].

Figura 1.3: Representacoes das organizacoes moleculares na mesofase nematica: (a) Ca-
lamitica, (b) Discética, (c¢) Biaxial e (d) Quiral. Figura extraida da referéncia [7] com
autorizagao do autor.



« Esmética® : Nessa mesofase as moléculas estdo organizadas em camadas. Dentro de
cada camada é como se fosse um liquido bi-dimensional em que as moléculas possuem
uma ordem orientacional e podem se mover. Olhando o arranjo de camadas ¢ como
se o cristal fosse unidimensional onde as moléculas possuem uma ordem posicional
em uma certa direcdo da camada [8,13]. Quando as moléculas se organizam na
direcdo normal da camada, chamamos essa mesofase de esmética A, e quando essas
moléculas se arranjam de forma um pouco inclinada em relagao a camada, chamamos
de esmética-C. Temos ainda, uma mesofase denominada esmética C* que indica que
a mesofase é constituida de moléculas quirais, sendo assim, em cada plano o vetor

diretor sofre uma pequena torcao [7].

Podemos representar a evolucao das mesofases apresentadas até aqui de acordo com a

temperatura em uma amostra liquida cristalina como representada na Figura 1.4.

A Wl

Sélido Esmética-C  Esmética-A  Nematica Liquido
Cristalino Isotrépico

.
>

Temperatura

Figura 1.4: Representagoes das organizagoes moleculares de acordo com evolugao de uma
amostra liquido cristalina com a temperatura para moléculas alongadas (Figura traduzida
e retirada da citacao [13]).

e Colunar: De maneira simplificada a mesofase colunar consiste em um empilha-
mento de moléculas em formato de disco formando colunas semelhantes a um sélido

cristalino, a juncdo de diferentes colunas formam uma rede bidimensional [8, 13].

Podemos, de maneira analoga ao que foi feito para moléculas alongadas tracar uma
linha evolutiva com a temperatura para liquidos cristalinos que sao compostos por molé-

culas em formato de disco (Figura 1.5).

8 A palavra esmética vem do grego da palavra “sabdo”, pois esta mesofase possui propriedades meca-
nicas similares as estudadas nos primeiros compostos do sabao [12].



Sélido Colunar Nematica Liquido
Cristalino Discotica Isotrépico

Temperatura

Figura 1.5: Representagoes das organizacoes moleculares de acordo com evolugao de uma
amostra liquida cristalina com a temperatura para moléculas discéticas (Figura traduzida
e retirada da citacao [13]).

» Blue Phase: Conhecida também como double twist (dupla tor¢ao), esta mesofase
tridimensional apresenta duas tor¢oes em seus planos, uma torcao do diretor nas
camadas paralelas e outra tor¢ao nas camadas perpendiculares (Figura 1.6). Esta
mesofase é composta por moléculas quirais [7,14]. Existem trés tipos de blue phase
(fase azul). As fases BPI e BPII sdo organizadas em redes regulares de linhas de
declinagoes, sendo BPI organizada em uma rede de corpo centrado (body centred
cubic - bee). Ainda, o tltimo tipo, BPIII, que ocorre geralmente entre a fusdo da
fase isotropica e BPII, é uma fase que possui o mesmo arranjo das BPI e BPII, mas
os cilindros formados pela dupla torcao sdo distribuidos aleatoriamente, flexiveis e

podem se entrelagar [7,15].

Figura 1.6: Representacao de trés regides que compoem a fase azul (blue phase). Cada
regido possui um cilindro formado por moléculas com dupla torgao [15]).



Visto as principais mesofases do cristais liquidos termotropicos, damos sequéncia abor-

dando a classe dos cristais liquidos liotropicos.

1.2 Cristais Liquidos Liotrépicos

Os Cristais Liquidos Liotrépicos (CLLs) sao compostos por dois ou mais constituintes.

Geralmente, um desses consitituintes é formado por moléculas anfifilicas, ou seja, molécu-

las que possuem uma parte polar, que tém afinidade com solventes aquosos (hidrofilicas), e

uma parte apolar que nao possuem afinidade com solventes aquosos (hidrofébicas) (Figura

1.7).

Cauda apolar "Cabeca" polar

Figura 1.7: Representacao de uma molécula anfifilica.

Acima de uma concentracao molecular critica de moléculas anfifilicas em um composto

polar, elas se rearranjam de tal maneira a formar uma estrutura denominada micelas

[7,8,12,16]. As micelas podem assumir algumas formas como a de um cilindro, de um

disco ou de uma caixa, por exemplo. Nos cristais liquidos liotropicos, as transi¢oes de fase

entre as mesofases ocorrem principalmente pela variagdo das concentracoes relativas dos

seus constituintes béasicos e da temperatura e em menor grau em relagao a pressao [8,17].

As mesofases nos CLLs sdo: nematica, lamelar, hexagonal, ciibica e esponja.

Nematica: A mesofase nematica nos CLLs é similar a dos CLTs, diferindo ape-
nas nos constituintes que as formam em cada caso. Assim, a mesofase nemdtica
calamitica é composta de micelas alongadas e a nemdtica discética por micelas com
formato de disco. Ainda, a nemdtica biazial é composta por micelas em formato de
“caixa de fésforo” [7,18]. O nemdtico colestérico surgiu com a adigdo de moléculas

quirais a uma amostra de CLLs em 1975 [19].

Lamelar: Nesta mesofase as moléculas anfifilicas se organizam formando um ar-
ranjo em camadas intercaladas com o solvente polar (dgua, por exemplo). As ca-
madas se formam deixando a cabeca polar no exterior e as caudas apolares juntas
e desordenadas no interior, longe do contato com o solvente polar (Figura 1.8) [8].

Esta mesofase é a equivalente a esmética A do CLTs.

Hexagonal: As camadas, nesta mesofase, estdo configuradas em forma de cilindro
e dispostas paralelamente em uma distribuigao hexagonal (Figura 1.9), assim como

na fase colunar dos discoticos [8].
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Figura 1.8: Representagao da mesofase lamelar [8].

Figura 1.9: Representagao da mesofase hexagonal [8].

o Cubica: Mesofase em que as camadas sao dobradas formando esferas, e nessas
esferas a parte polar das moléculas anfifilicas sao dispostas na superficie e as cadeias
apolares preenchendo o interior da esfera. Ainda essas esferas sdo arranjadas em

uma configuracao tridimensional cibico de corpo centrado (bcc) [7,8].

« Esponja: Na configuracao desta mesofase as camadas formam estruturas de super-

ficie fechada ou com buracos distribuidos aleatoriamente [7].

Vimos até aqui, algumas caracteristicas dos cristais liquidos termotrépicos e liotropi-
cos, como os seus tipos de moléculas/micelas e as principais mesofases que os compdem.
Podemos observar também que ambos os grupos possuem a mesofase nematica. Vamos
agora, aprofundar o conhecimento sobre esta mesofase discutindo suas caracteristicas e

como podemos descrevé-la com o auxilio do vetor diretor.



1.3 Parametro de Ordem na Mesofase Nematica

Como ja haviamos mencionado anteriormente, a mesofase neméatica apresenta algu-
mas caracteristicas como a de possuir uma ordem orientacional entre as suas molécu-
las/micelas. Assim, podemos quantificar o seu grau de ordenamento definindo o que
chamamos de parametro de ordem. Este pardmetro de ordem é responsavel por informar
o quanto as moléculas/micelas estao ordenadas ou desordenadas em relagdo ao eixo dire-
tor. Veremos que essa quantificacdo pode ser feita por trés parametros de ordem, o qual

dois sdo escalares’ (S, P) e um é tensorial'® (Q;;).

1.3.1 Parametro de Ordem Escalar Uniaxial e Biaxial

Inicialmente podemos pensar que, como a mesofase nematica é mais ordenada que a
fase isotrépica, é valido definir um parametro de ordem nao nulo na mesofase nematica
e que se anule quando estiver na fase isotréopica. Assim como no ferromagnetismo te-
mos que o parametro de ordem escolhido adequadamente é a magnetizacao M , devemos
escolher um que descreva bem o ordenamento nemético. Considerando uma aproxima-
¢ao microscopica, podemos considerar um conjunto de moléculas/micelas que compoem
a mesofase nemética (Figura 1.10), o qual o vetor unitério 7 representa o diretor, diregao
média das moléculas/micelas, enquanto o vetor unitario @ representa a diregdo de cada

molécula/micela.

//\
\/’

Figura 1.10: Representacao da distribui¢ao das moléculas na mesofase nematica em torno
do diretor.

Assumindo o uso de coordenadas cilindricas e que o vetor diretor 7 estda ao longo do
eixo z, podemos dizer que o grau de alinhamento das moléculas/micelas pode ser dado
por uma funcio de distribuicao f(6,$)d2, onde d€) ¢ o angulo solido!'. Essa fungao de
distribuicao nos fornece a probabilidade de encontrar o angulo formado entre o diretor e

a molécula/micela na diregao @, entre 6 e § + df [1,7].

9Conhecidos como Pardmetro de Ordem microscépicos.
19Conhecido como Pardmetro de Ordem macroscépico.
1 Angulo sélido ¢ definido como d§2 = sin 8dfd¢ [20].
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Em nematicos convencionais temos que a fun¢ao de distribui¢cao nao depende do angulo
azimutal ¢, devido a configuragao cilindrica. Ainda temos que, f(0) = f(m — ), uma vez
que as diregoes 1 e —7i sdo equivalentes [1]. Assim, a func¢ao de distribuigao se reduz a

f(6)dS2, tal que o pardmetro de ordem escalar é definido como,

S = (Py(i - a)), (1.1)
em que Py(7i - @) é o segundo polindémio de Legrende. Temos que 7i - @ = cosf, e assim,
Py(7i - @) = Pa(cos) = £(3cos?0 — 1). Aplicando esse ultimo resultado na defini¢do do
parametro de ordem escalar, dado pela equagao (1.1),

S = (Py(cos0)) = ~(3cos* 0 — 1). (1.2)

1
2

O célculo da média de uma funcao qualquer g é realizado utilizando a seguinte equacao
[21]:

(g) = o J(9) 9dg
o f(9)dg

Utilizando a defini¢ado de média dada pela equagao (1.3) para a equacao do pardmetro

(1.3)

de ordem dado na equagao (1.2) obtemos,

JE ST L3 cos? 6 — 1) £(6) sin §dfd¢

5 ST £(6) sin 0dOde

(1.4)

Para o caso do nemaético ideal, quando todas as moléculas/micelas estdo alinhadas
com o diretor, ou seja, = 0, a funcao de distribuicao que melhor caracteriza esse sistema

é a funcao delta de Dirac, f(0) = §(0 — ¢). Assim, reescrevendo a equagao (1.4),

5 5(3cos?§ —1)6(6 — ¢) sin 0d

5= JI5(6 = ¢) sin 6o

(1.5)

Ainda, considerando ¢ = 0 correspondendo a 6 = 0, reduzimos a equacao (1.5) ao

seguinte resultado,

s=[ L (300826 — 1)6(6 — 0) sin 86 = - (3cos2(0) — 1) = 1. (1.6)
0o 2 2

Concluimos entao, que para o caso em que as moléculas/micelas estao todas alinhadas
o pardmetro de ordem escalar assume o valor S = 1 (Figura 1.11d). Podemos também
tomar o caso em que as moléculas/micelas encontram-se todas desalinhadas, ou seja,
a amostra de cristal liquido estd na fase isotrépica. Como todos os angulos de 6 sdo
igualmente provaveis, o mais coerente é que a funcao de distribuicdo assuma o valor

f(6) = 1. Assim, reescrevendo a equagao (1.4) temos,

11



_Jo 5(3cos® 0 — 1)sin 0df

o Jo sin 0d6 ’

(1.7)

resolvendo,

"1
S = / 5(3cos? 0 — 1)sin g9 = 0. (1.8)
0

Analogamente ao caso ideal, concluimos que na fase isotrépica o paradmetro de ordem

escalar assume o valor de S = 0 (Figura 1.11b). Ainda temos que quando 6 assume o

™

valor de 7, a funcdo f(0) apresenta um pico e com isso o pardmetro de ordem escalar
assume o valor S = —%. Essa configuragao é conhecida como planar e nos informa que

as moléculas/micelas estao distribuidas todas de forma perpendicular ao diretor (Figura

1.11a) [1]. O caso mostrado na Figura 1.11c representa o estado com fungao de distribuicao
f(0) = (35/16)[cos* 6 + (1/35)] [13].

(d)

Figura 1.11: Representacao esquematica dos estados com diferentes parametros de ordem
[13].

A configuracdo com uma segunda direcao privilegiada pode surgir com a aplicacao de
campos magnéticos e/ou elétricos. Esse novo eixo diretor é chamado de codiretor, l_: eé
perpendicular ao eixo do diretor principal, 7. Assim como o diretor principal, temos que
a propriedade [ = —1 6 valida e [ é unitério.

Considerando a configuragdo dada na Figura 1.12, podemos obter as seguintes relacoes:

n-a=cosb, (1.9)
[ @=sinfcos g, (1.10)
m - a = sin 0 sin @, (1.11)

onde @ representa o eixo da molécula e m = 77 X [. Assim, o pardmetro de ordem biaxial

pode ser definido como sendo [22],



P = [(Py(0- @) — (Py(i - @))] = 2<Sin29005 26). (1.12)

Q)

Figura 1.12: Representagao da simetria da molécula na mesofase nemaética biaxial.

O parametro de ordem biaxial, como pode se observar, esta delimitado no intervalo de
[—3/2,3/2], em que P = 3/2 caracteriza o alinhamento biaxial perfeito. Ainda, podemos

escrever o parametro P, delimitado em relacdo ao parametro uniaxial .S,

—(1-S)<P<(1-5), (1.13)

em que o alinhamento uniaxial perfeito ocorre quando S =1e P = 0.
Vamos a seguir, definir o pardmetro de ordem tensorial, que retine os dois parametros

de ordem escalares e os seus versores.

1.3.2 Parametro de Ordem Tensorial

Podemos escrever um parametro de ordem que retina os dois parametros de ordem
escalares, S e P, o vetor diretor e seu co-diretores, respectivamente, 7, f, m. Uma forma
de chegar a definicao deste parametro, conhecido como pardmetro de ordem tensorial, é
por meio do seguinte raciocinio: podemos tomar a seguinte matriz em relacao aos graus

de liberdade do sistema:
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—~
Su
QY

~—

(1.14)

(m-a)m-a) (i-a)(l-a)

Com isso podemos escrever as médias dos polindémios de Legrende para os elementos

da diagonal principal da seguinte forma:

(P - @) = ;(S(ﬁ G2 —1) = ;(300829 _y, (1.15)

F— 1 72 1 22 2
(Py(1-a)) = 5(3(1 ay—1) = 5(38111 6 cos”p — 1), (1.16)
L (1.17)

(Py(it- @) = 5 (30 @) ~ 1) = ;(35m2 fsin® 6 — 1),

Considerando a matriz A diagonalizavel, temos que o trago da matriz deve ser nula e
os elementos fora da diagonal principal devem ser zero. Ainda, podemos observar que as

quantidades obtidas nas equagoes (1.15) a (1.17), podem ser escritas também da seguinte

forma:
1
§<3cos29—1) =5, (1.18)
1 —(S—-P
~(3sin*fcos® ¢ — 1) = Q, (1.19)
2 2
1 —(S+P
5<3 sin?@sin* ¢ — 1) = <2+) (1.20)
Dessa forma, podemos reescrever a matriz (1.14) como:
S+P
0o R g
2 . (1.21)
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A matriz (1.21) representa o pardmetro de ordem tensorial (A) em termos dos pa-
rametros de ordem escalares (S, P). Temos ainda, que o parametro de ordem tensorial
pode ser apresentado da seguinte forma:

1 1
onde os indices 7, j variam de 1 a 3 e representam as coordenadas x, y e z, respectivamente.

Escrevendo o tensor ();; na representagao matricial de uma forma geral temos:

Qu Q12 Q3
Qij = Q21 Q22 Q23 . (1-23)
Q31 Q3 Q33

Esta matriz ();; (1.23) apresenta duas propriedades importantes que diminuem os graus
de liberdade, facilitando quando se quer determinar os elementos do tensor ();;. A primeira
propriedade é que a matriz é simétrica, logo, Q);; = Qj;- Como dito anteriormente, a
matriz é diagonalizada e o traco é nulo, Q11 + Q22 + Q33 = 0. Assim, esta matriz possui
cinco graus de liberdade os quais estao relacionados com os pardmetros escalares S, P,
com as coordenadas dos vetores diretor e co-diretor, 7 e [ respectivamente, e por suas
propriedades vetoriais.

O préximo passo, é descrever a transicao de fase nematica-isotropica por meio dos

parametros de ordem definidos até aqui.

1.4 Transicoes de fase

As transicoes de fases s@o costumeiramente descritas pelos potenciais termodinamicos,
como as energias livres de Gibbs (G) e Helmholtz (F'), e pelas derivadas de tais potenciais.
Podemos classificar as transi¢oes de fase em primeira e segunda ordem. As transigoes de
fase de primeira ordem possuem as primeiras derivadas dos potenciais, como a entropia'?
e o parametro de ordem, descontinuas no ponto de transicdo. As transi¢oes de fase de
segunda ordem possuem as primeiras derivadas continuas mas as segundas derivadas,
como as capacidades térmicas, descontinuas no ponto de transi¢ao [15].

Podemos abordar as transicoes de fases por meio de trés tipos de teorias. O primeiro
tipo sdo as teorias fenomenolégicas que empregam as ideias de Landau [2]. Nesta, nas
proximidades da transicao de fase, podemos considerar a energia livre como uma expansao
em termos dos parametros de ordem. Uma das caracteristicas do modelo dessas teorias
é que elas sao independentes da natureza de suas interacgoes e estruturas moleculares, e

dependem das consideragoes de simetria do sistema [7,15].

12A entropia S é definida como a derivada do potencial em relacdo a temperatura. Para o potencial de

Gibbs: § = — (g—G)p ~- Para o potencial de Helmholtz: S = —(4k) . [21].
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O segundo tipo de teorias sdo as que abordam a natureza molecular-estatistica, pas-
sando a considerar as interagoes moleculares. Como exemplo, temos o modelo de Onsager
para as hastes rigidas, que enfatiza as interagoes repulsivas e o volume orientacional ex-
cluido. E também, como exemplo, temos o modelo de Maier e Saupe que considera as
forcas de atracao anisotrépicas de van der Waals. Por ultimo, o terceiro tipo de teorias
sao as técnicas de renormalizagdo de grupo, que permitem uma extensao conceitual das

teorias de transigoes de fase com um tratamento completo das flutuagoes precriticas [15].

1.4.1 Transicao de fase Isotropica-Nematica Uniaxial

Como dito anteriormente, uma das formas de descrever uma transicao de fase é uti-
lizando o modelo fenomenolégico de Landau. A esséncia do modelo de Landau é ba-
sicamente encontrar um parametro apropriado ao sistema, expandir a energia livre nas
proximidades da transicao de fase, com respeito ao parametro escolhido e por fim encon-
trar as fungoes de estado que minimizem essa energia livre [15]. A partir deste modelo,
de Gennes no inicio da década de 70, aplicou essa teoria a transicao de fase isotrépica <>
nematica. O modelo denominado como modelo de Landau-de Gennes (LdG) considera
o parametro de ordem escalar, de tal forma que as componentes do tensor ();; também
sejam pequenas nas proximidades da transicao de fase. Podemos escrever a densidade de

energia livre em uma série de poténcias do pardmetro de ordem @Q;; [1],

Friac = Fo+ gQiiji + ?Qij@jk@ki + Z(Qij@ji)z + O(Qiijkai)g- (1.24)

onde F é a densidade de energia livre na fase isotropica e a soma sobre os indices repetidos
estd implicita!®.
Os coeficientes A, B, e C sao dependentes da temperatura. O coeficiente A pode ser

dado como uma dependéncia linear com a temperatura,

A(T) = (T — T, (1.25)

onde T™ é conhecida na literatura como temperatura de supercooling. A temperatura T
representa o limite de metaestabilidade da fase isotrdpica, ou seja, ha uma temperatura
menor que a temperatura critica de transicdo, 7., e maior do que a temperatura 7*. A
transicao de fase isotropica para nematica, s ocorrera se houver alguma flutuacao, pois
a fase isotrdpica encontra-se localmente estavel [7]. Para facilitar a andlise do modelo,
apesar de B e C também podem depender da temperatura, podemos considera-las fixas
e constantes juntamente com a [7]. Um dos motivos é que consideraremos em nossa
andlise dados conhecidos de a, B, C' do CLT MBBA (Methoxybenzilidene-4-butylaniline)

BQiQsi = Xy Yoy Qi Qi
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(a=8,67x 10 Jm™3K~, B=—2,12 x 105 Jm™3 e C' = 1,74 x 106 Jm™3).

Quando realizada a soma sobre os indices na equagao (1.24), essa pode ser reescrita

como:
A(T B C
Frac = (2>T7‘Q2 + gTTQ?’ + Z(TTQ2)2 + ... (1.26)
Se considerarmos ainda, o ordenamento de um cristal liquido apenas uniaxial, Q}; =
%S (3nin; — 0;;), podemos simplificar os termos da equacgdo (1.26) de forma que,

u\2 3 2
u\3 3 3

Tr(Q")° = ZS : (1.28)

E entdo, podemos reescrever a equagao (1.26) somente com dependéncia do pardmetro
de ordem uniaxial S,
3 *\ Q2 1 3 9 4
Frac = *(Z(T -T )S + -BS° + —CS". (1.29)
4 4 16
Observe que na equacao (1.29), a é uma constante positiva, de forma que o termo
A(T) é positivo a altas temperaturas, permitindo a existéncia de um minimo na origem,
S = 0, e é negativo a baixas temperaturas, permitindo a existéncia de um minimo em
S # 0 [15]. Ainda, pode-se notar a presenga do termo ctibico, caracteristico de transigoes
de primeira ordem. O termo cubico indica que a densidade de energia livre de Landau-de
Gennes, Frqq, nao ¢ invariante sobre a transformacao de estado Q);; — —@;;, ou melhor
dizendo, S — —S. Assim, esses estados nao vao possuir a mesma energia, 0 mesmo
arranjo molecular e nem serao simétricos [7,15].
Podemos entdao encontrar com respeito a S, os valores que minimizam'* a densidade
de energia livre, equacao (1.29), com as suas respectivas temperaturas. O primeiro passo
é derivar a equagao (1.29) e iguala-la a zero para encontrarmos os pontos que extremizam

a funcao.

OF Lac 3 3 0 9
= ST —T")S+°-BS2+-08° =
S Sl S+ 1BS* + 208 =0
= ;§MT—T3+;BS+§C§ = 0. (1.30)

Dessa forma, extraimos os seguintes resultados para S:

S, =0 (1.31)

14No Apéndice A apresenta-se uma revisdo de Maximos e Minimos.
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oI —T") + L BS + 505> =0, (1.32)

e da equagao (1.32) conseguimos obter os outros dois pontos de extremos de S:

Sy = 610 [B + /B2 — 24aC(T — T*)] , (1.33)
Sy = 610 [B — /B2 — 24aC(T — T*)} . (1.34)

Assim, de posse das trés raizes (51, Sz e S3) que minimizam a equagao (1.29), podemos
fazer algumas ressalvas. A constante C' é sempre positiva e diferente de zero para que S
possua valores finitos. O parametro B é considerado negativo!® para que, como veremos
mais a frente, na mesofase nemética seja permitido haver um ponto de equilibrio com um
valor minimo de S positivo.

Observe que a primeira raiz, S; = 0, corresponde a fase isotrépica, de maneira que
Frac = 0. Para determinar os pontos de maximo e minimo de energia, vamos realizar a

andlise da segunda derivada da equagao (1.29) nos pontos de extremos.

e Para S; =0:
anLdg(Sl) 3 "
seT < T, % < 0, temos um maximo local,
seT =T, % = 0, nao podemos afirmar nada; (1.36)
seT =1T,, % > 0, temos um minimo local; .
seT > T, % > 0, temos um minimo local.
« Para S = g [=b+ /b — 24aC(T — T%)]:
82.FLdG(SQ) 6 b
————= = ——a(T —T%) + —/b?* — 24aC(T — T™); 1.37
5o ST = T7) + g5 \/1? = 24aC(T —T°); (1.37)
seT" < T™, % > 0, temos um minimo local,
se T =17, % > 0, temos um minimo local; (1.38)
seT =T, % > 0, temos um minimo local, '

se T >T* araiz Sy é imaginaria, assim nao tem solucao real.
b b

5Podemos escrever o pardmetro B = —b, tal que b > 0.
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« Para S5 = & [~b— /02 — 24aC(T — T)|:

2
W - _SQ(T_T*) — Eglzj\/b2—24aC(T—T*); (1.39)

2 , .
se "< T™, 8%617502(53) > 0, temos um minimo local,

2 ~ .
seT =T, %S%(S‘"’) = 0, nao podemos afirmar nada; (1.40)

2 L. .
seT'=1T,, afgdisg(s‘” < 0, temos um maximo local,

se T >T* araiz S3 é imaginaria, assim nao tem solugao real.

Com a andlise das raizes da minimizagao podemos tragar o grafico (Figura 1.13) do

comportamento Frgq X S com respeito a essas quatro curvas de temperatura.
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Figura 1.13: Grafico da densidade de energia livre (Fr4c) em funcao do pardmetro de
ordem S, com a andlise de diferentes casos de temperatura. O grafico interno é uma
ampliacdo das curvas T' = T, e T' > T,.. Os parametros utilizados assumem os valores
referentes ao cristal liquido MBBA: a = 8,67 x 10* Jm 3K}, B = —2,12 x 10 Jm 3 e
C =1,74 x 10 Jm=3. O gréfico foi confeccionado utilizando o software Gnuplot [7].

Observando a curva da temperatura de transi¢ao de fase, T' = T, conseguimos ver que

esta apresenta dois minimos onde a densidade de energia livre Fr4q é nula. Esses dois

pontos corresponde a escrevermos:

Frac(S1) = Frac(S2 = S.) = 0. (1.41)

Voltando a equacao (1.29), substiuindo o pardmetro critico S., equagao (1.41), temos:
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3 1 9
~a(T—T%)S?+-BS+ —CS. =0. 1.42
4a( )S: —1—4 Se + IGOSC 0 (1.42)
E, a equacao (1.30) assume a seguinte forma,

Sall = T%)S.+ [ BS2 + 208} =0. (1.43)

Com essas duas equacoes, (1.42) e (1.43), conseguimos obter um valor para S,,

2B
9C"”

onde obtemos a condi¢do de que B deve ser negativo ja que S. é positivo. Aplicando o

S. = — (1.44)

valor encontrado de S, equagao (1.44), em qualquer uma das equagoes, (1.42) e (1.43),

conseguimos obter uma expressao para a temperatura de transicao 7, dependente de T™,

32
27aC"

Ainda pelas expressoes das raizes, (1.31), (1.33) e (1.34), temos que essas possuem uma

T, =T+

(1.45)

dependéncia com temperatura. Dessa forma podemos confeccionar um grafico S x (T'—1T,)
(Figura 1.14), onde T™ corresponde a temperatura de supercooling, T, a temperatura de

transicao de fase isotropica-nematica e T** corresponde a temperatura de superheating.

0,6
0,5
0,4
0,3

w 0,2
0,1

0

—0,1
—0,2

. |
-3 -2,56 -2 -1,5 -1 -0,5 0 0,5 1
(T —Tc)[K]

'T** _

Figura 1.14: Gréfico de S x (T" — T.). Os parametros utilizados assumem os valores
referentes ao cristal liquido MBBA: a = 8,67 x 10* Jm K™}, B = —2,12 x 10 Jm3 e
C'=1,74 x 10 Jm=3. O grafico foi confeccionado utilizando o software Gnuplot.

Se substituirmos os valores de S obtidos, Si, Ss e S3, na equagao da densidade de
energia livre (1.29), podemos obter o comportamento da densidade de energia livre Fpq¢

com relacao a temperatura (7' — 7..) (Figura 1.15).
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Figura 1.15: Gréfico de Frqye X (T'— T.). Os pardmetros utilizados assumem os valores
referentes ao cristal liquido MBBA: a = 8,67 x 10* Jm3K™!, B = —2,12 x 10 Jm~3 e
C =1,74 x 10% Jm=3. O gréfico foi confeccionado utilizando o software Gnuplot.

Podemos observar na Figura 1.15 que a curva em verde de S5, no intervalo em que
(T'—T.) < 0, representa um estado nemético estavel. Ao caminhar sobre ela aumentando
a temperatura, quando atingimos o intervalo 0 < (7' — T.) < 0,5, a fase nemaética se
torna instavel e ao atingir a temperatura superheating T**, a transicao a fase isotropica é
inevitavel.

Como o intuito ¢é realizar um trabalho numérico em cima da densidade de energia
livre, é conveniente neste ponto reescrevermos a equagao (1.29) de forma adimensional.

Para isso, podemos fazer as seguintes mudancas:

2B ~
Qij — _%Qija (1.46)
8B? .
FLdG — @FLdG. (147)
Assim obtemos,
. - . 1 N
Frac = %Trcf —TrQ + S(TrQ?), (1.48)

onde 0 = 2 a(T — T7).

Em um nematico ideal as moléculas estao alinhadas ao longo da direcdo do vetor
47, porém em um sistema real, a direcao do vetor diretor pode variar espacialmente
devido as paredes de confinamento ou devido a um campo externo, tendo um custo de
energia [13,15]. A préxima secao iremos discutir sobre essa energia associada a deformagao

da direcao do vetor diretor.
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1.5 Densidade de Energia Elastica

Sabemos que em um sistema massa-mola qualquer deformagao na mola, a partir do seu
estado de equilibrio, conduzird a uma variacao na energia do sistema que é proporcional
ao quadrado desse deslocamento. Em analogia, em um sistema liquido cristalino nematico
qualquer variagao espacial do vetor diretor 77, partindo do seu estado de equilibrio, custara
ao sistema uma variacao da densidade de energia livre. Dessa maneira, podemos escrever
a expressao da densidade de energia livre F,; associada a variacao espacial do vetor diretor

como sendo'® [7,23],

1 1 1 1
Fe = iLlQij,inj,k + §L2Qij,jQik,k + §L3Qiijl,ile,j + §LSQij,ink,j (1.49)

onde Ly, Lo, L3, Lg sao tensores elasticos constantes conhecidos como parametros elés-
ticos. Ainda L; sdo independentes do grau de ordenamento nemético e podem ser inter-
pretados como interagoes inter-moleculares [23].

A densidade de energia elastica pode ser reescrita!” em termos do vetor diretor 7.
Se considerarmos que a norma do vetor diretor é unitaria, isto é, n;n; = 1 e portanto,
nin;; = 0, e utilizando a definicao Q}; = %Seq(?)nmj — 0;;), onde S, é o pardmetro
de ordem de equilibrio na mesofase neméatica, podemos obter a expressao da conhecida
densidade de energia de Frank-Oseen F5© [7,23],

1 1 1
Fi¢ = SEu (Vi) + Knli- (Vx D] + S K[ x (V x D) +
1
- 5(KZQ + Kog)V - [(V - 77) + 71 x (V x )], (1.50)

onde Kii, K99, K33 e Koy sao conhecidas como constantes elasticas de Frank e estao
relacionadas com os tipos de deformagoes do diretor. Existem trés tipos basicos de defor-
macoes: splay, twist e bend (Figura 1.16). A constante K7; estd associada a deformagao
do tipo splay, K5 associada ao tipo twist e K33 ao tipo bend.

O 1ltimo termo da equagao (1.50) é conhecido como saddle-splay. Note que, aplicando
o Teorema de Gauss'®, este pode ser trocado por uma integral de superficie, portanto, est4
intimamente relacionado com a energia de superficie e é responsavel pelas modifica¢oes

nas condicoes de contorno [3,7].

0Qi;

160 termo Q;; 1 apresentado na equagao (1.49) é equivalente a Q;; = oL

I"No Apéndice B apresenta-se este desenvolvimento.
8 Teorema de Gauss: fu V-A= fs A -dS, onde v é um dado volume e S é a superficie que delimita
este volume [20].
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Figura 1.16: Representagao dos trés tipos de deformagoes no diretor [23]: (a) splay, (b)
twist, (c) bend.

As relagoes entre as constantes K;; e os parametros eldsticos L; sao dadas por:

9
Ky = ZSc?q(QL1 + Ly — SLs+ Lg), (1.51)
9 2

Koy = ZSeq(QL1 — SL3), (1.52)

9 2
K33 = 1Seq(le + Ly + SL3+ Lg), (1.53)

9 2

K24 - zseqLS. (154)

A ordem das constantes K;; obtidas experimentalmente ¢ de 107N [13,24]. Além
dos termos apresentados na equacao (1.49), podemos adicionar outros termos para melhor
descrever o sistema liquido cristalino. E o caso, por exemplo, ao descrever um cristal
liquido quiral, que apresenta um torcao intrinseca, ¢ necessaria a adicdo do seguinte

termo [7],

L (2q0€ijkQii Qi j) (1.55)

em que € ¢ o simbolo de Levi-Civita'®.

Ainda, gy = 27/p, sendo p o passo da hélice formada pela tor¢ao do diretor entre os
dois planos moleculares. Da mesma forma como foi feito para a densidade de energia
livre de Landau-de Gennes, equagao (1.48), podemos tornar a expressao da densidade de

energia elastica (1.49) adimensional. Para isso utilizamos a definicao do pardmetro de

190 stmbolo de Levi-Civita ¢ definido da seguinte maneira:

),
4..),

—1 se (i,4,k,1..) for uma permutagdo impar de (1,2, 3,

+1 se (i,7,k,1..) for uma permutagao par de (1,2,3,4..
€ijkl = 3
0 se dois indices forem iguais.
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ordem tensorial dada pela equagao (1.46) e obtemos que,

- 1~ ~  ~ 1. ~ < 1. ~ ~ < 1. ~  ~
Feo = ELlQij,chij,fc + §L2Qz‘j,jQz‘k,i} + §L3Qiijlﬁle,j + §L3Qij,iéQik,ja (1.56)
onde,
~ 9C
e
~ 81C3
]:el = ]B1 Fel- (158)

Ressaltando, o termo correspondente a derivada da matriz Q;;, @ equivale derivar

ij,k?
em relacao a uma coordenada adimensional. Como o intuito do presente trabalho é aplicar
o método numérico, estamos interessados em deixar o espaco discretizado, de forma que
em uma rede com pontos igualmente espacados possamos atribuir um valor ao parametro

de ordem tensorial. Assim, a coordenada adimensional é definida como:

onde A, representa a distdncia entre dois pontos na rede. Na secao seguinte veremos
um pouco sobre a densidade de energia de ancoramento, que esta relacionada com o

confinamento de um cristal liquido.

1.6 Densidade de Energia de Ancoramento

Ao confinar uma amostra de cristal liquido, como por exemplo, em um capilar, o orde-
namento das moléculas micelas pode ser alterado devido a interagoes destas com as paredes
do recipiente. Chamamos de ancoramento este fenomeno. Em certas superficies o cristal
liquido se alinha de acordo com as condig¢oes impostas pelas tais. Os alinhamentos mais
comuns sao paralelos (planar) ou perpendicular (homeotrépico) a superficie [7]. Como
qualquer alteragdo no diretor hd um custo de energia, e em 1969 Rapini-Papoular [25]

propuseram uma descricao para a densidade de energia de ancoramento dada por,

Fo— ;W[l (7)) (1.60)

onde W ¢é a intensidade do ancoramento e ¥ o versor que indica a direcao imposta pela
superficie. A generalizacao da equagao (1.60) em termos do pardmetro de ordem tensorial

apareceu em 1992, proposta por Nobili et al. [26],
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1
Fs = §W(Qij - 0)2

ij

(1.61)

onde Q?j ¢ o valor do parametro de ordem dado pela superficie. Os valores para W variam

entre 1073 e 10~"Jm~2, sendo entre os valores 1072 e 10~*Jm~2 o ancoramento forte, e

para valores entre 107° e 10~"Jm~2 o ancoramento fraco [7].

Tornando a equacao (1.61) adimensional pelos mesmos processos anteriores, substi-

tuindo a equagao (1.46), obtemos:

- 1 ~ - ~
Fs = W(Qi; — )7
onde
~ 9C
W= ZBQ(A)W’
e?
- 81C3
Fo = Bt Fs.

O proximo passo € estudar a dindmica do parametro de ordem tensorial.
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Capitulo 2

Dinamica do Parametro de Ordem

Tensorial

Um sistema liquido cristalino tende sempre a encontrar um configuracao que minimize
a sua energia total. Dessa forma, a energia total do sistema pode ser escrita integrando

as densidades de energia vistas no Capitulo 1,

P = / (Frac + Fa)dV + /S F.dA (2.1)

sendo v o volume da amostra e S a superfice que ela delimita. Neste capitulo, verificaremos
quais as configuragdes que minimizam essa energia total e descreveremos a equacgao que
fornece a evolugao temporal do pardmetro de ordem tensorial dada um condi¢ao inicial

do sistema.

2.1 Defeitos Topolégicos

Até aqui abordamos uma amostra liquido cristalina como uma rede e em cada ponto
dessa rede tinhamos associado uma configuracao do vetor diretor. Em uma amostra tipica
hé alguns pontos onde o vetor diretor 77 possui uma distor¢ao significativa em relagdo aos
diretores a sua volta. A esses pontos, onde o parametro de ordem, por consequéncia, sofre
bruscas modificagoes, denominamos defeitos topolégicos.

Os defeitos podem se formar devido a razoes topologicas, energéticas ou dindmicas [27].
Nos cristais liquidos, estes podem surgir durante uma transicao de fase com quebra de
simetria (dinamicamente), como na transicao de fase isotrépica-nemética devido a uma
mudanca brusca de temperatura. Quando isto ocorre pequenos “dominios” sao formados
com diferentes orientagoes, e da jungdo destes dominios aparecem os defeitos [7]. Ainda
os defeitos podem surgir devido a agdo de um campo elétrico e/ou magnético (energeti-
camente) aplicados a amostra do CL [29].

Os defeitos topoldgicos podem se apresentar na forma de ponto, linha ou parede:
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o Ponto: Este tipo de defeito podem receber duas classificagoes: hedgehogs e boojums
(Figura 2.1). Ligados as condigoes de contorno das paredes da amostra, denomina-
se defeitos hedgehogs aqueles que apresentam um campo diretor radial a sua volta,

e boojums os defeitos tipo ponto presentes na superficie [7,30].

o Parede: Defeitos bidimensionais e que separam dois dominios com diferentes ori-

entagoes [7,31].

« Linha: Defeitos unidimensionais [31].

N % JI\
RN i

(a) (b) (©

Figura 2.1: Defeito do tipo ponto Hedgehog: (a) Hedgehog radial m = +1; (b) Hedgehog
hiperbdlico m = —1 [32]. (c) Defeito do tipo ponto Boojum [30].

Como ja mencionado, o sistema liquido cristalino sempre tende a buscar uma con-
figuragdo de equilibrio, isto é, que o “custe” menos energia. Os defeitos presentes em
uma amostra acompanha a evolugao do sistema em busca dessa configuragdo de minima
energia. Considerando um defeito do tipo linha, ou também chamado de declinacao!,

podemos supor que este estd no plano xOy (Figura 2.2).

Y

Figura 2.2: Representacao do plano xOy em coordenadas polares contendo o defeito do
tipo linha na origem [7,34].

Por meio da Figura 2.2 temos que as coordenadas do vetor diretor 7 sdo dadas da

seguinte forma:

10s defeitos do tipo linha foram chamados inicialmente de disinclinations [33], traducdo livre: desin-
clinagdo. Modificado posteriormente para disclinations, traducao livre: declinagoes [8].
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ng = cosb; (2.2)
n, = sin6; (2.3)

n, = 0. (2.4)

onde # = 0(x,y). Podemos a partir das coordenadas do vetor diretor calcular a energia
livre de Frank, dada pela equagao (1.50). Entretanto, antes faremos algumas considera-
¢oes. A primeira restricdo é que analisaremos somente o volume, logo o tultimo termo da
equacao (1.50) pode ser desconsiderado. Ainda, utilizaremos a aproximagao de constante
tnica, onde Ky = Ky = K33 = K. Assim, a expressao (1.50) se reduz a [35]:

L0 = SR [(V ) 4 i (V x ) + [ x (¥ x )P, 2.5)

onde ap0s os calculos temos que,

V.1l =cosb <89> —sind (86> : (2.6)

Y xr=cte € y=cte
Vxi= [cos@ <09> +sin 6 <86> ] z, (2.7)

L y=cte Y r=cte

2
00 00

i x (V x i) = COSQ() +sin9<> ) 2.8
[ ( )] [ 8x y=cte ay r=cte ( )

Substituindo as equagoes (2.6), (2.7) e (2.8), na expressao da energia dada na equagao

(2.5) obtemos:
o _ L [(00Y", (90Y°
Foo = 2K o + o) | (2.9)

Dissemos que a energia do sistema sempre procura uma configuracdo que minimize a
energia, assim podemos minimizar a densidade de energia livre de Frank, equagao (2.9).

A minimizacao pode ser feito por meio da equacao de Euler-Lagrange da seguinte forma:

OFL° 0 (9FL°\ 9 (oFS° 0
00 Ox \ 00! oy \ 00,
9% %0
V2, 0z, y) = 0. (2.10)
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onde obtemos a equagao de Laplace. Utilizando a simetria proposta na Figura 2.2, pode-

mos reescrever a equagao de Laplace obtida (2.10) em coordenadas polares:

—0 (2.11)

10 ( 00 +iaie
p?0¢*

pop \"op

onde,

x=pcosh; y=psing, p=/x2+y? ¢ =arctan (y) (2.12)
x

Para resolver a equagao (2.11) podemos utilizar o método de separagao de varidveis
cuja a solugao pode ser dada por 0(p,d) = P(p)®(¢). No nosso caso podemos considerar
uma solugdo que nao depende de p e que dependa apenas linearmente de ¢, sendo uma

possivel solugao dada por:

0(¢) = mo + g (2.13)

onde m e ) sao constantes. O parametro m é conhecido por informar a intensidade
da declinacao e informar a configuracao do vetor diretor ao redor do defeito. Ainda, m
assume valores inteiros e semi-inteiros m = i%, +1, :i:% (Figura 2.3). Os valores de m
inteiros representam os defeitos do tipo ponto e os valores semi-inteiros representam os
defeitos do tipo linha. Além disso, m pode assumir valores de mesma intensidade porém
de sinais opostos, sendo que para os valores positivos classificamos como defeitos e para

os valores negativo classificamos como antidefeitos [34, 36].

N Z\ )
€ )= < 6

B=0,m= 172 =0 m=-12 B=0m=-1 =0 m= 372

N

B=0,m=1 B=n/d, m=1 =a2, m=1 f=0m=2

Figura 2.3: Representagoes de possiveis configuragoes para o diretor ao redor do defeito [8].



Foi dito que a medida que o sistema evolui para a configuracao que minimize a energia,
os defeitos topoldgicos o acompanha, ou seja, para minimizar energia os defeitos pontuais,
por exemplo, tendem a se aniquilar, assim como os defeitos do tipo linha se esticam ou se
for uma linha fechada se contrai até desaparecer [7]. Uma forma mais clara de explicar
essa dinamica dos defeitos é por meio da conservagao da carga topologica.

Lei de Conservacao da Carga Topoldgica: Assim como a conservagao das cargas
elétricas, a conservacao da carga topolédgica é essencial para manter a estabilidade de de-
feitos em uma amostra [27,29]. Esta lei nos diz que a quantidade de defeitos e antidefeitos

em uma amostra deve se manter a mesma, de tal forma que,

> 6i=0, (2.14)

ou seja, a soma dos defeito e antidefeitos deve ser nula. Voltando a densidade de energia

de Frank, equacao (2.9), e reescrevendo a em coordenadas polares temos:

o 1 |(00\° 1 [00)°
F,° = 5K [(ap> +E (8(;5) ] : (2.15)

Substituindo a solugao (2.13) na equacao (2.15), obtemos que a densidade de energia

de Frank é

2
FEO = ;KZLQ. (2.16)

Essa equacao nos diz que a energia ¢ proporcional com a intensidade da declinagao ao
quadrado e que quando nos aproximamos do defeito (p — 0), ela diverge. Isso nos diz que
proximo ao defeito nao temos uma ordem orientacional e é como se o defeito “escapasse”
para uma outra dimensdo. A exemplo temos o defeitos do tipo m = +1/2 que pode ser

observado em trés dimensoes como pela Figura 2.4.

Figura 2.4: Representagao de um defeito, m = £1/2 | em trés dimensoes [27].
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Em termos de preferéncia energética temos que os cristais liquidos termotrépicos (CLT)
tém preferéncia pela configuragdo de m = +1 (Figura 2.5), enquanto os liotrépicos (CLL)
preferem a configuracio m = £1/2 (Figura 2.6). Note que isso pode ser claramente
observado na Figura 2.6, onde temos um defeito (destacado com o circulo vermelho)
similar a um defeito do tipo m = £1, porém este também pode ser dois defeitos do tipo

m = £+1/2 muito préximos.

Figura 2.5: Figura da distribuicao de defeitos observada com polarizadores cruzados na
transicdo isotrépica-nematica de um CLT o MBBA [28].

Figura 2.6: Foto da textura Schlieren em um CLL, com aumento de 50x pela objetiva,
obtida no laboratoério de cristal liquido da UEM. Fase nematica cilindrica da mistura
ternaria de Laurato de Potassio (KL), Decanol (DeOH) e agua (H20). [29].

Ainda em anélise a equagdo (2.16), podemos notar que um defeito do tipo Hedgehog
o qual m = 41 é quatro vezes mais energético que um defeito do tipo +1/2; logo é
preferivel que o defeito se divida em dois defeitos do tipo semi-inteiro +1/2 (Figura 2.7),
conservando a carga topoldgica e minimizando 50% da energia [7,29].

Vamos abordar a seguir um pouco sobre a textura Schlieren, textura tipica observada

por técnicas experimentais e a contribuicao para a identificacao das cargas topolégicas.
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(a)

Figura 2.7: Representagao da divisao do defeito tipo Hedgehog:(a) Divisao do defeito tipo
+1 em dois do tipo +1/2; (b) Divisdo do defeito tipo —1 em dois do tipo —1/2 [32].

2.1.1 Textura Schlieren

George Friedel batizou os defeitos topoldgicos de “noyauz ™

e assim surgiu o termo
“Estruturas @ noyauz”, como também é conhecido a textura Schlieren [1].

A imagem textura Schlieren pode ser obtida por meio de uma técnica experimental
denominada Microscopia Optica de Luz Polarizada (MOLP), que consiste em observar
a amostra liquido cristalina entre dois polarizadores cruzados (um denominado de pola-
rizador e o segundo de analisador). Como podemos observar na Figura 2.6, a textura
Schlieren é composta por faixas escuras que se juntam em um unico ponto. Este ponto
de encontro ¢ o chamado coragao do defeito e as faixas escuras sao onde o vetor diretor
encontra-se paralelo ou perpendicular com os polarizadores, sendo a extensao das manchas
correspondentes ao grau de ordenamento dessa moléculas/micelas [29,34, 36].

Pela a anélise dos defeitos na textura Schlieren, classificamos um ponto de encontro
de quatro manchas escuras como um defeito do tipo £1, em pontos onde temos duas
manchas se encontrando classificamos como defeitos do tipo £1/2. Para diferenciar se os
defeitos sao positivos ou negativos podemos utilizar a técnica de rotacao do analisador.
Ao observar um defeito giramos o analisador, se o movimento das manchas acompanhar
o movimento do polarizador entdo temos um defeito do tipo positivo. Caso as manchas
se movimentem em sentido oposto, temos um defeito negativo [34, 36].

Podemos abrir um parénteses aqui. Em geral, o eixo de rotagao do defeito é paralelo a
propria declinagao, mas existe um tipo de defeito cujo o eixo de rotagao do diretor perpen-
dicular ao eixo da declinagao. Esse defeito é conhecido por ser do tipo twist disclination
e a sua configuragdo pode ser observada na Figura 2.8.

O proéximo passo é avancar no estudo sobre a dindmica do parametro de ordem e ver

como podemos minimizar a energia total do sistema dada pela equagdo (2.1).

2Derivado do francés, a palavra noyauz significa literalmente “pedras” mas a interpretacio fisica pode
se referir a centro/parte central [38].
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Figura 2.8: Representagao defeito tipo twist disclination [7].

2.2 Minimizacao da Energia Total

Por um momento, vamos recapitular os critérios para o equilibrio termodindmico [13].
Em um sistema fechado, a medida que este vai do estado de nao-equilibrio para um estado

de equilibrio, a entropia deve ser maximizada, ou seja,

55 > 0. (2.17)

Considerando dois reservatérios de volumes constantes Vi e V5, em contato térmico e
isolados termicamente em relagao ao meio (Figura 2.9), estes em equilibrio termodindmico
formam um sistema fechadoonde 77 =1, =T e V] + Vo = V.

Reservatério

Temperatura T

Temperatura
T

N
Contato Térmico

Figura 2.9: Representacao de um sistema termodinamico em equilibrio.

Como o sistema representado na Figura 2.9 é fechado podemos escrever uma pequena

variacao de entropia como a soma das variagoes das entropias em cada subsistema:

Ainda, a energia interna do sistema se conserva, logo podemos escrever,
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U:U1+U2:0—>5U2=—5U1. (219)

052

Utilizando a grandeza termodindmica da temperatura, % = (8—[]2

)V, podemos escrever

em termos das variacoes de entropia e energia interna que,

6U1 5U2

T %= 2.20
T R T (2.20)

Substituindo uma das expressoes dada em (2.20) na equagao da variacao de entropia

6S1 =

(2.18) temos que:

oU; oU;
= — = S >
08 =051 + T 05, T 0

Dessa maneira, se lembrarmos que a energia livre de Helmholtz é definida como sendo

F=U—-TS, obtemos:

oFy <0, (2.22)

ou seja, no estado de equilibrio com temperatura e volume constante a energia, neste caso
de Helmholtz, deve ser minima.

Podemos estender esse resultado a energia livre de Gibbs também. Como a densidade
de energia livre total considerada (2.1) é uma extensao da energia dos potenciais termo-
dindmicos, temos que esta também deve ser minimizada. Considerando uma pequena
variacao no parametro de ordem tensorial, @Q);;, a energia total do sistema sofre um au-
mento, passando de uma energia tal que dFp = Fry — Frp;, onde Fr; representa o estado
antes do acréscimo e Fry representa o sistema apds o acréscimo de energia.

Como a densidade de energia total, Fr, é um funcional, a minimizacao da energia é

dada pela equacio do calculo variacional®, e obtemos,

([oR 0 OF oF, OFs -
5FT_/vl0Qij o 8Qij,k]5Q”dV /S[a%vkvm+a@j]5%m_o, (2.23)

onde Fy, = Fraq + Fe € vy, s20 as coordenadas do vetor normal a superficie da amostra

de cristal liquido. Para que a equacao (2.23) ndo dependa da escolha da variacao de Q;;,

temos que:
lafb_ ) afb] . 2:24)
aQij Oz, 8Qij,k vol ’ '
3Variacdo §J de um funcio f(x,y): f (—y - di gyf ) dydx = 0 [20].
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=0. (2.25)

sup

l OFy 8.7—"51
“—Un +
0Qij k 0Qi;
Em nosso caso, devemos substituir as equagoes (1.24), (1.49) e (1.61) nas equagoes
(2.24) e (2.25) e obter os cinco graus de liberdade do pardmetro de ordem tensorial:
Qoo, QOh QOQ, Qll’ ng da matriz Qij que minimizem a energia total [7]
Antes de determinar as equagoes dos cinco graus de liberdade citado acima podemos
estudar como estes estao relacionados com a evolugao temporal de um cristal liquido,

dada um condigao inicial. Para isso podemos utilizar a equagao de Beris-Edwards [5].

2.3 Equacao de Beris-Edwards

Apesar de um cristal liquido neméatico fluir com um regime analogo a de um liquido
convencional organico, com moléculas de mesmo tamanho, estudar e descrever esse re-
gime ¢ bem mais complexo e dificil de ser estudado experimentalmente do que estudar
liquidos isotrépicos [1]. Um dos motivos responsavel por essa dificuldade é que os mo-
vimentos translacionais estdo ligados com os movimentos internos e orientacionais das
moléculas/micelas. Assim, na maioria dos casos movimentos translacionais afetam os
internos e o ordenamento [1].

Em uma aproximacao macroscopica baseada na mecanica classica, um modelo que
descreve bem a dinamica dos defeitos em cristais liquidos sao as equagoes de movimento
de Eriksen-Leslie-Parodi, que sao descritas em termos do diretor [1,6]. Este modelo, no
entanto, considera apenas ordenamento uniaxial de magnitude constante. Para o estudo
da dindmica nos cristais liquidos com a presenca de defeitos topoldgicos é interessante
considerar a generalizacao de Beris-Edwards, uma vez que esta é escrita em termos do

parametro de ordem tensorial [5,6],

2 aQij +u aQij i LFT

1 ot k al'k ijkl 5le7

onde uy é a componente da velocidade do fluxo e p; = 71/ Sc?q,
difus@o rotacional que atua na orientagao do diretor [7]. O termo I';;; assegura que o

— Sz'j(Wij, Qw) =T (226)

sendo 71 o coeficiente de

lado direito da equacao seja simétrico e de traco nulo, sendo definido por:

1
3

O terceiro termo apresentado na equagao (2.26) acopla o gradiente de velocidade,

1 1
Lijr = Iéz’kéﬂ + I(Siléjk — 5030k (2.27)

Wij = u; ;, com o parametro de ordem tensorial @);;. Quando consideramos a auséncia do

fluxo hidrodindmico, ou seja, @ = 0, a equacao (2.26) se reduz a:

0Qi; = _T.. SFr
251 o zjklanl-

(2.28)
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Assim como fizemos com as equacao anteriores, (1.48), (1.56), (1.62), podemos tornar

a equacao (2.28) adimensional. Para isso, basta substituimos entao as identidades @;; —

—%Qij e Fr — %FT na equagao (2.28), e obtemos a seguinte expressao:
0Qy; OF
Qij _ — AT jy—=—, (2.29)
ot 0Qx

_ 2B32At  §_ t
onde A = 0 et= 4.

Como mencionado no Capitulo 1, o tensor @);; ¢ simétrico e devido as propriedades

apresentadas no final da secdo (1.3.2), basta conhecer cinco elementos da matriz @Q);;
para poder determinar a orientacao do parametro de ordem, e por consequéncia, a sua
evolugao temporal. Com isso, a equagao (2.29) nos fornece cinco equagoes diferenciais
parciais parabdlicas nao lineares acopladas, que informam como ocorre a dinamica do
parametro de ordem. Esse conjunto de equagoes é conhecido como equagoes de Ginzburg-
Landau [7,39].

Podemos entao substituir a equagdo (2.23) na equagdo da dindmica (2.29), e assim,

obtemos o seguinte par de equagoes:

GQij 6./_:}) 0 a«ﬁb
= AT "0 ~ , 2.30
ot T [5le Oy, anzlfn] vol | )
i _ _ap,,, | 9T, 97 , 2.31
ot o [anl,mv " anl‘| sup ( )

A partir dessas duas equagdes, (2.30) e (2.31), podemos substituir os valores das
densidades de energias, F, = Frac + Fe, 0 qual a densidade de energia de Landau-
de Gennes dada pela equagao (1.48) e densidade eldstica de energia dada pela equagao
(1.56), e Fs, densidade de energia de ancoramento dada pela equagao® (1.62). Assim,

para o volume obtemos®

a@ij
ot

= —A [(0’ + 2TT’Q2)sz - SszQm] + TTQ2(SU} +
o B B 1~ ~ - 1 ~ ~
— A |—=L1Qijmm — (Lo + Lg)H;j + §L3<qu,iqu,j - 35ijqu,kaq,k)} +

- A _E3<Q'Lannmﬁ’L + Qnm@zgnm) + Eq(@nk@n]’,fn + Ejanm',m)] +

9 B
— A —quekannk,ﬁz ) (232)
onde,
1~ 1~ 1~
Hij = §Q¢p,ﬁ3 + §ij,ﬁ - ngp,ﬁl%5ij ‘ (2.33)

40 desenvolvimento completo das equacdes (2.30) e (2.31) é apresentado no Apéndice C.
®Neste ponto do trabalho j4 incluimos o termo quiral que foi apresentado na equacio (1.55).
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Para a superficie temos a equacao:

5 ALyt + Labs + Lyt + B (@i — 2 0uusy) ] +
- A [W(sz - ~?j> + ;£q<€nmi@n]‘ + €nmjQni) — ;ﬂqenmkénkém} , (2.34)
onde,
hij = ;Qipﬁvj + ;ij,ﬁvi - ;Qkp,ﬁfsijvkv (2.35)
fij = ;Qim,j + ;@jm,; - ;ka,fg%- (2.36)

Tomando os cinco valores de Q;;: Qoo, Qo1, Qo2, @11, @12, conseguimos obter as cinco
equagoes da dinamica, tanto para o volume quanto para a superficie, variando os indices
das equagoes. No préximo capitulo mostraremos como podemos resolver as equacoes
diferenciais (2.32) e (2.34), por meio de métodos numéricos simulando a textura de uma

amostra liquido cristalina.
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Capitulo 3
Método de Calculo Numérico

A evolugdo humana nao trouxe com ela somente a curiosidade da observagao dos
fendomenos fisicos, mas trouxe também a necessidade do entendimento desses fendmenos,
como o conhecimento de suas origens e os seus mecanismos de funcionamento. O papel
do fisico é justamente observar estes fenomenos e descreve-los utilizando a linguagem
universal da matematica.

A grande maioria dos fendmenos fisicos ao serem descritos matematicamente envolvem
taxas de variagoes. Um exemplo bem simples é quando queremos calcular a velocidade
de um corpo em deslocamento, para isto é necessario saber quanto de espago que foi
percorrido e o quanto de tempo esse corpo levou para percorrer tal distancia. Neste caso,
temos a variacao do espaco e a variagao do tempo. Podemos descrever este problema de

forma matematica simples:

_ Az
At

De maneira formal, a essas taxas de variagoes, quando infinitesimais, sdo denominadas

()

(3.1)

derivadas. Descrevemos os fendmenos por meio de equagoes envolvendo derivadas, e a
essas equagoes denominamos Equagdes Diferenciais [40]. O problema da velocidade

citado anteriormente tem a sua equagao diferencial da seguinte forma:

_dr
Cdt’

As equacoes diferenciais recebem algumas classifica¢oes. Podemos dividir as equagoes

(3.2)

(%

em Equacgoes Diferenciais Ordinarias (EDO) e Equagdes Diferenciais Parciais
(EDP). As EDO’s sao aquelas que dependem apenas de uma varidavel independente,
enquanto as EDP’s dependem de mais de uma variavel independente. As equacoes dife-
renciais sao classificadas também quanto a sua Ordem que é determinada pela derivada
de maior grau [17,40].

As EDO’s podem ser sub-classificadas em Lineares e Nao-Lineares, sendo que line-

ares possuem a seguinte forma:
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ao(t)y™ + a,()y" ™V + -+ any = g(t), (3.3)

e as equagoes classificadas como nao-lineares possuem forma diferente desta. Ainda, se
g(t) =0, entdo esta é denominada de equagdio Homogénea, e se ¢(t) # 0, chamamos de
Nao-Homogénea [17,40].

Muitos dos problemas a serem resolvidos sdo dados por modelagens matematicas que
fornecem algumas “informacoes adicionais” que servem de auxilio para resolver a equacao
diferencial. Quando temos uma equacao de ordem n e a fungao, assim como as derivadas
de ordem (n — 1) desta fungao, sendo especificadas em um mesmo ponto, chamamos esse
problema de Problema de Valor Inicial (PVI) [17]. Exemplo:

{wm—mw:m (3.4)

y'(0) =2, y(0)=1

Quando consideramos problemas cuja ordem das equacoes diferenciais é n > 2, as n’s
condic¢oes necessarias para obter uma solucao tinica nao sao dadas todas no mesmo ponto,
denominamos esses problemas de Problemas de Valor de Contorno (PVC).

Problemas que envolvem equacoes diferenciais nem sempre sao faceis de serem re-
solvidos analiticamente. Para essas modelagens matematicas, que nao sao possiveis de
serem resolvidas de forma anadlitica, temos métodos numéricos para nos auxiliarem na
busca por suas solugoes. Existem varios métodos numéricos que fornecem as solugoes
das equacgoes diferenciais com uma boa precisao dependendo a equagao diferencial a ser
resolvida, exemplo deles sao o Método de Euler, o Método de Runge-Kutta de Segunda
Ordem e o Método de Runge-Kutta de Quarta Ordem [41]. O método que utilizaremos
para resolver as equagoes da dindmica do pardmetro de ordem, equacoes (2.32) e (2.34),
sera o Método de Runge-Kutta de Segunda Ordem o qual explicaremos melhor o

seu funcionamento nas proximas secoes.

3.1 Meétodo de Runge-Kutta

O método de Runge-Kutta é denominado por muitos matematicos como um método
de Euler aperfeicoado [41]. O método de Euler consiste em resolver numericamente um

problema de valor inicial que tenha a seguinte configuragao:

{ﬁzﬂ%w 55

y(zo0) = Yo
Geometricamente, podemos pensar em uma curva qualquer que possa descrever a
solugdo desejada. Dado um ponto xy nesta curva, tal que y(xo) = yo, podemos tragar

uma reta tangente e encontrar f(xg, o), sendo esta a fungao que determina o coeficiente
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angular da reta. A partir dessa reta podemos entao, avancar até o proximo ponto da

curva do problema (Figura 3.1).

y
A
f(Xo,Yo)
y(Xo +Ax)p====-- -
I
Yofp=—--+ |
1|
|
™
i
o
L >
Xo  Xo+AXx X

Figura 3.1: Representacgao grafica do método de Euler [17].

Utilizando a Figura 3.1, o passo dado até o ponto (xg + Az, y(xg + Ax)), pode ser

expresso, de maneira geral como:

flay) = 222D, (3.6)

reescrevendo,

y(r + Az) = y(z) + f(x,y)Az. (3.7)

O método de Runge-Kutta utiliza a mesma ideia do método de Euler, porém ao
invés de dar somente um passo até chegar no préximo ponto, ele utiliza alguns passos
a mais intermedidrios. Quando adicionamos apenas um passo intermediario, ou seja,
um ponto intermedidrio entre o ponto inicial e final, denominamos este de Método de
Runge-Kutta de Segunda Ordem. Este é o método que utilizaremos mais a frente para
resolvermos as equagoes da dindmica do parametro de ordem tensorial. Para explicar
melhor o funcionamento deste método podemos observar a Figura 3.2 que fornece uma
visao geométrica dos procedimentos realizados neste método.

Note que a primeira reta tangente (reta vermelha) é tracada sobre o ponto inicial
(20, %0), assim como no método de Euler (Figura 3.2a). Um passo entdo é dado até o
ponto intermediario (zo + %, y(xo + %)), e neste ponto tragada uma nova reta tangente
(reta alaranjada) (Figura 3.2b). Esta segunda reta tangente alaranjada é deslocada de
tal forma a passar pelo ponto inicial (xg,y), e partir dela entdao é dado o passo final até

o ponto (z1,y(z1)) (Figura 3.2¢).
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Figura 3.2: Representacao grafica do método de Runge-Kutta de segunda ordem: (a)
Passo intermedidrio, (b) Derivada em rela¢do ao passo intermediario, (c¢) Passo final [17].

Abordando o problema analiticamente, o método de Runge-Kutta de Segunda Ordem
consistem em dar dois passos, um intermediario e um final, que sdo respectivamente

expressos pelas seguintes equacoes:

oo+ %) = ot + st 35)
y(x + Az) = y(x) + Az f(z,y), (3.9)

reescrevendo em uma tinica expressao:

y(x + Azx) = y(x) + Axf (y (x—i—A;) ,x+A2x>. (3.10)

Além da Segunda Ordem, o método de Runge-Kutta pode ser aprimorado para ordens
maiores, como por exemplo o de Quarta Ordem, onde sao dados trés passos intermediarios
antes de ser dado o passo final. Como utilizamos o de Segunda Ordem foi preferivel nao
abordarmos as demais ordens nesse momento.

Na préxima secado mostraremos o processo para resolver numericamente as equagoes
da dindmica do parametro de ordem, (2.32) e (2.34), e como foi aplicado o Método de

Runge-Kutta de Segunda Ordem para isto.
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3.2 Algoritmo Nematic Liquid Crystal (NLC)

O conjunto de cédigos NLC (Nematic Liquid Crystal) é escrito em linguagem C e
tem o objetivo de simular a dinamica de cristais liquidos na mesofase nemética resolvendo
numericamente as equagoes de dindmica do volume da superficie, equagoes (2.32) e (2.34).
O desenvolvimento deste conjunto de cédigos foi baseado em um conjunto de codigos
anterior chamado LICRA. O LICRA (LIquid CRystal Alghoritm) tem a mesma fungao
do NLC, também é escrito em linguagem C e esta disponivel em [http://faraday.
fc.up.pt/licra/] [7]. Além do programa NLC utilizado para resolver as equagoes da
dindmica, utilizamos o software Gnuplot para visualizar os resultados obtidos.

Para a compilacao dos codigos escritos em linguagem C ¢é necessario o uso das biblio-
tecas: Math e GNU Scientific Library.

Na linguagem C utilizamos a forma de comentar // antes da frase a ser comentada,
isto é, qualquer caractere que seja escrito até o final da linha com // néo serd lida durante
a compila¢ao. A seguir apresentamos os cddigos utilizados e suas respectivas fungoes.

Antes de apresentar o conjunto de codigos detalhado, podemos apresentar uma sintese
desse, discriminando os seus arquivos e falando de forma breve a sua func¢ao. Desta forma,

o conjunto de codigos NLC é composto por:

nlc.h — contém as bibliotecas, varidaveis declaradas e os valores de parametros a

serem utilizados;

e nlc.c — arquivo central responsavel por chamar os demais c6digos e conter os passos
de Runge-Kutta de Segunda Ordem;

e ic.c — responsavel pela condicao inicial e pelo ancoramento;

e bulk.c e surf.c — responsaveis por conter as equagoes da dindmica, do volume e

da superficie, respectivamente;
o fnb.c e fns.c — responsaveis pelos calculos das derivadas;
e op.c — arquivo responsavel pela saida dos resultados gerados;

« makefile — compilagao;

Em seguida apresentamos esses arquivos de forma detalhada e depois os comandos

que utilizamos para gerar a visualizacao dos resultados.
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nlc.h

Este arquivo é o chamado arquivo cabecgalho. Na linguagem C este tipo de arquivo tem
a funcao de conter declaragoes do tipo de classes, tipos, variaveis, prototipos de fungoes e
macros que podem ser compartilhados entre varios arquivos do cédigo fonte [http://gcc.
gnu.org/onlinedocs/cpp/Header-Files.html] [7]. No arquivo nlc.h estao definidas
todas as bibliotecas que serao necessarias assim como todos os valores dos parametros
a serem utilizados. O arquivo deste tipo facilita quando a intencao é rodar o programa
varias vezes fazendo mudangas apenas nos valores dos parametros.

Segue o codigo do arquivo nlc.h:

//Bibliotecas:

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

#include <math.h>

#include <gsl/gsl_eigen.h>
#include <gsl/gsl_randist.h>
#include <time.h>

//Definigdes:

#define Nz 50 /* grid stize */
#define Ny 5 /* grid size */
#define Nz 50 /* grid size */
#define NF 10 /* number of output files */
#define LS O /* 0 => nolog time | 1 -> log time */
#define a 8.67e-2 /* 1076 J/Km~3 */
#define B -2.12 /* 1076 J/m~3 */
#define C 1.7 /% 1076 J/m~3 */
#define L1 1.0 /* 107-12 N */
#define L2 1.0 /* 107-12 N */
#define L3 2.8 /* 107-12 N */
#define Lq 1.0 /* 10712 N */
#define Ls 1.0 /* 107-12 N */
#define p0 Nz /* 107-9 m */
#define dx 1.0 /* 107-9 m */
#define dt 1.0 /% 107-9 s */
#define tf 6e3 /* 107-9 s */
#define mu_1 0.2 /* Pa s */
#define T (34.0-38.0) /* (T-T*) */
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64

#define
#define

#define
#define
#define
#define
#define
#define
#define
#define
#define

#define

#define

ne 1.7
no 1.5

sigma ((9.0%C*a*T)/(2.0%B*B))

S_eq (((-B+sqrt ((B*B-24.0*axT*C))))/(6.0%C))
L1_tilde ((9.0%CxL1)/(2.0%B*B*dz*dzx))

L2 tilde ((9.0%C*L2)/(2.0*B*B*dz*dz))

L3 tilde ((-3.0%L3)/(B*dz*dz))

Lqg tilde (4.0*M_PI*9.0*C*Lq/(2.0*B*B*dx*p0))
Ls_tilde ((9.0*C*Ls)/(2.0*B*B*dz*dz))

tilde ((-2.0%B)/(3.0%C))

Lambda ((2.0*B*B*dt*1.0e-3)/(9.0*C*mu_1))

W tilde 0.01

ERROr printf("cannot allocate memory\n"); exit(1);

//Varidveis declaradas:

double
double
double
double
double
double
double
double
double
double
double
double
double
double
double
double
double

trQ2;

Q_00_0, Q_00_1, Q_00_2;

Q 11 0, Q11 1, Q_11 2;

Q 01 0, Q.01 1, Q_01_2;

Q_02 0, Q_02_1, Q_02_2;

Q 12 0, Q_12 1, Q_12 2;

Q_00_00, Q_00_11, Q_00_22, Q_00_01, Q_00_02, Q_00_12;
Q_11 00, Q_11 11, Q_11 22, Q_11 01, Q_11 02, Q_11_12;
Q 01 00, Q 01 11, Q 01 22, Q.01 01, Q_01 02, Q 01 12;
Q_02_00, Q_02 11, Q 02 22, Q_02 01, Q_02 02, Q_02_12;
Q_12 00, Q_12_11, Q_12 22, Q_12 01, Q_12 02, Q_12_12;
QNOO, (@QN11, QNO1, QNO2, QN12;

*Q_00, *Q_11, *Q 01, *Q_02, *Q_12;

*Qt00, *Qtll, *Qt01, *Qt02, *Qtl2;

Qu00, QuOl, QuO2, Quil, Quil2;

Qdo0, Qdo1l, Qdo2, Qdil1l, Qdi2;

v;
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nlc.c

Este arquivo é responsavel por conter as declaragoes de todas as fungoes utilizadas

por NLC e ainda conter a funcdo main. Este aquivo é responsavel, também, por aplicar

o método numérico que sera utilizado para resolver as equagoes diferenciais em questao.

Como ja dito anteriormente, o método utilizado foi o de Runge-Kutta de Segunda Ordem.

Segue o codigo do arquivo nle.c:

#include "../nlc.h"
#define r tf/NF  //r é a razdo entre o tempo total e o numero de outputs.

#define q pow(tf/dt, 1.0/(NF-1))  //Passo

//Declaragdo das fungdes:

void
void
void
void
void
void
void

void

ic(unsigned long int );

op( int );

d_bulk_1(int x, int y, int z);
d_bulk_2(int x, int y, int z);
d_surf_il(int x, int y, int z);
d_surf_si(int x, int y, int z);
d_surf_i2(int x, int y, int z);

d_surf_s2(int x, int y, int z);

double bulk_00(void);
double bulk 11(void);
double bulk 01(void);
double bulk 02(void);
double bulk 12(void);
double surf_ 00(double Q000);
double surf 11(double QO011);
double surf 01(double Q001);
double surf 02(double Q002);
double surf_12(double Q012);

int main(int argc, char **argv){

int x, y, z, N, n= 0;

unsigned long int seed;
double t= 0.0;

#i1f LS == 1 //estrutura lida pelo makefile
double al0= dt;
while((a0*q - a0) < dt){

45



40

41

42

43

44

45

46

47

48

49

51

52

53

54

55

56

62

63

64

65

66

67

68

69

70

71

al0*x= q;
}
#else
double al= r;
#endif

if ((Q_00= (double *)calloc(Nx*Ny+*Nz,
if ((Q_11= (double *)calloc(Nx*Ny+*Nz,
if ((Q_01= (double *)calloc(Nx*Ny*Nz,
if((Q_02= (double *)calloc(Nx*Ny+*Nz,
if ((Q_12= (double *)calloc(Nx*Ny+Nz,
if ((Qt00= (double *)calloc(Nx*Ny+*Nz,
if ((Qt11l= (double *)calloc(Nx*Ny*Nz,
if ((Qt01= (double *)calloc(Nx*Ny+*Nz,
if ((Qt02= (double *)calloc(Nx*Ny*Nz,
if ((Qt12= (double *)calloc(Nx*Ny+*Nz,

//Condigcdes iniciais:

seed= (argc == 2) 7 atoi(argv[i])

printf("seed = %lu\n", seed);

ic(seed);
op(0);

for(t= dt; t<= tf; t+= dt){

//Primeiro passo de Runge-Kutta:
for(z= 1; z< Nz-1; z++){
for(y= 0; y< Ny; y++){

for(x= 0; x< Nx; x++){

N= (z*Ny+y)*Nx+x;
QNOO= Q_OO[N]; QN11= Q_11[N];
QNO2= Q_O2[N]; QN12= Q_12[N];

trQ2= 2.0*(QNOO*QNOO+QN11*QN11+QNO1*QNO1+QNO2*QNO2+QN12*QN12+QNO0O*QN11) ;

d_bulk 1(x, y, z);

QtOO0[N]= QNOO
Qt11[N]= QN1i1
QtO1[N]= QNO1
Qt02([N]= QNO2
Qt12[N]= QN12

+

+

+

0.5%bulk_000);
0.5%bulk_110);
0.5%bulk_010);
0.5%bulk_020);
0.5%bulk_120);
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sizeof (double)))==NULL){ERROr}
sizeof (double)))==NULL)<{ERROr}
sizeof (double)))==NULL){ERROr}
sizeof (double)))==NULL){ERROr}
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sizeof (double)))==NULL)<{ERROr}
sizeof (double)))==NULL)<{ERROr}
sizeof (double)))==NULL) {ERROr}
sizeof (double)))==NULL)<{ERROr}
sizeof (double)))==NULL){ERROr}

: time (NULL) ;

QNO1= Q_O1[N];
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}
z=0;
for(y=0; y<Ny; y++){
for(x=0; x<Nx; x++){
N=(z*Ny+y) *Nx+x;
QNOO=Q_OO([N]; QN11=Q 11[N]; QNO1=Q O1[N]; QN0O2=Q O02[N]; QN12=Q 12[N];
d_surf_il(x,y,z);
v=-1.0;
QtO0[N]=QNOO + 0.5%surf_00(Qd00);
QtO01[N]=QNO1 + 0.5*surf 01(Qd01);
Qt02 [N]=QNO2 0.5*surf 02(Qd02);
Qt11[N]=QN11 0.5*surf 11(Qd11);
Qt12[N]1=QN12 + 0.5*surf 12(Qd12);
}
}
z=Nz-1;
for(y=0; y<Ny; y++){
for(x=0; x<Nx; x++){

+
+

N=(z*Ny+y) *Nx+x;

QN00=Q_OO[N]; QN11=Q_11[N]; QNO1=Q_O1[N]; QN02=Q_O02[N]; QN12=Q 12[N];
d_surf_si(x,y,z);

v=1.0;

QtOO0 [N]=QNOO + 0.5*surf 00(Qu00);

Qt01[N]=QNO1 + 0.5*surf_01(Qu01l);

Qt02[N]=QN02 + 0.5*surf 02(Qu02);

Qt11[N]=QN11 + O.5*surf 11(Quil);

Qt12[N]=QN12 + 0.5*surf 12(Qui2);

}
//Segundo passo de Runge-Kutta:
for(z= 1; z< Nz-1; z++){
for(y= 0; y< Ny; y++){
for(x= 0; x< Nx; x++){

N= (z*Ny+y)*Nx+x;
QNOO= QtOO[N]; QN11= Qt11[N]; QNO1= QtO1([N];
QNO2= QtO2[N]; QN12= Qt12[N];
trQ2= 2.0*(QNOO*QNOO+QN11+QN11+QN0O1*QNO1+QNO2*QNO2+QN12*QN12+QNOO*QN11) ;
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111 d_bulk_2 (x s Yo z) 5

1o Q_00[N]+= bulk 00();

115 Q_11[N]+= bulk 11Q);

14 Q_0L[N]+= bulk 01Q);

115 Q_02[N]+= bulk 02();

16 Q_12[N]+= bulk_12();

117 }

118 }

119 }

120 z=0;

121 for(y=0; y<Ny; y++){

122 for(x=0; x<Nx; x++){

123 N=(z*Ny+y) *Nx+x;

124 QNOO=QtOO0[N]; QN11=Qt11[N]; QNO1=QtO1[N]; QNO2=QtO02[N]; QN12=Qt12[N];
125 d_surf i2(x,y,z);

126 v=-1.0;

127 Q_OO0[N]+= surf_ 00(Qd400);
128 Q_01[N]+= surf 01(Qd01);
129 Q_02[N]+= surf 02(Qd02);
130 Q_11[N]+= surf 11(Qd11);
151 Q_12[N]+= surf 12(Qd12);
132 }

133 }

134 z=Nz-1;

135 for(y=0; y<Ny; y++){

136 for(x=0; x<Nx; x++){

137 N=(z*Ny+y) *Nx+x ;

138 QNOO=QtO0[N]; QN11=Qt11[N]; QNO1=QtO1[N]; QNO2=Qt02[N]; QN12=Qt12[N];
139 d_surf_s2(x,y,z);

140 v=1.0;

141 Q_OO[N]+= surf 00(Qu00);
142 Q_O1[N]+= surf 01(Qu0l);
143 Q_02[N]+= surf 02(Qu02);
" Q_11[N]+= surf 11(Qull);
145 Q_12[N]+= surf 12(Qul2);
146 }

147 }

148 if(t >= a0){
o #uf LS == 1

48



150 a0*x= q;

151 #else

152 a0+= r;

153 #endif

154 op (++n) ;

155 printf (" %-5d - %7g/%-7g\n", n, t, tf);
156 }

157 }

158 free(Q_00); free(Qt00);
159 free(Q_11); free(Qtl1l);
160 free(Q_01); free(Qt0l);
161 free(Q_02); free(Qt02);
162 free(Q _12); free(Qt12);
163 return O;

164 F

49



10

11

12

13

14

15

16

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

ic.c

Este arquivo é responsavel pela func¢ao que gera as condic¢oes iniciais. As condigoes
iniciais geradas sao valores aleatdrios para a matriz ();; em cada ponto da rede e estes
valores sao utilizados para a evolucao do sistema. Este arquivo também ¢é responsavel por
gerar o valor do pardmetro de ordem imposto pela superficie, Q?j. No cédigo apresentado
a seguir, temos as condigoes de superficie simulando uma célula hibrida.

Segue o codigo do arquivo ic.c:

#include "../nlc.h"

void ic(unsigned long int seed){
int 1i;
double n[3];

//Condig¢do inicial para cada ponto da rede:

gsl_rng default_seed= seed;

gsl_rng *w= gsl rng alloc(gsl_rng taus);

for(i= 0; i< Nx*Ny*Nz; i++){
gsl ran dir_3d(w, &n([0], &n([1], &n[2]);
Q_00[i]l= (0.5%S_eq*(3.0*(n[0]*n[0])-1.0))/tilde;
Q_11[il= (0.5%S_eq*(3.0*(n[11*n[1]1)-1.0))/tilde;
Q_01[i]l= (0.5%S_eq*(3.0*(n[0]*n[1]) ))/tilde;
Q_02[i]= (0.5*S_eq*(3.0*(n[0]*n[2]) ))/tilde;
Q_12[i]= (0.5%S_eq*(3.0*(n[1]*n[2]) ))/tilde;

}

gsl_rng free(w);

//Parimetro de ordem imposto pela superficie:
int x, y, 2;
n[0]= 0.14071247;
n[1]=(@[0]);
n[2]= 0.98;
Qd00= (0.5%S_eq*(3.0*(n[0]*n[0])-1.0))/tilde;
Qd11= (0.5%S_eq*(3.0x(n[1]1*n[1]1)-1.0))/tilde;
Qdo1= (0.5%S_eq*(3.0x(n[0]*n[1]) ))/tilde;
Qd02= (0.5%S_eq*(3.0*(n[0]*n[2]) ))/tilde;
Qd12= (0.5%S_eq*(3.0x(n[1]*n[2]) ))/tilde;
n[0]=1.0;
n[1]=0.0;
n[2]=0.0;
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Qu00= (0.5%S_eq*(3.0%(n[0]*n[0])-1.0))/tilde;
Quil= (0.5%S_eq*(3.0x(n[1]*n[1])-1.0))/tilde;
Quol= (0.5%S_eq*(3.0*(n[0]*n[1]) ))/tilde;
Quo2= (0.5%S_eq*(3.0x(n[0]*n[2]) ))/tilde;
Qul2= (0.5%S_eq*(3.0*(n[1]*n[2]) ))/tilde;

z=0;
for(y= 0; y<Ny; y++){
for(x= 0; x<Nx; x++){
n[0]= 0.14071247;
n[1]=(n[0]);
n[2]=0.98;
i=(z*Ny+y) *Nx+x;

Q_00[il= (0.5%S_eq*(3.0x(n[01*n[01)-1.0))/tilde;
Q_11[i]= (0.5%S_eq*(3.0*(n[1]*n[1])-1.0))/tilde;

Q_01[i]= (0.5%S_eq*(3.0*(n[0]*n[1])
Q_02[il= (0.5%S_eq*(3.0*(n[0]*n[2])
Q_12[il= (0.5%S_eq*(3.0*(n[1]*n[2])

+
z=Nz-1;
for(y= 0; y<Ny; y++){
for(x= 0; x<Nx; x++){
n[0]=1.0;
n[1]1=0.0;
n[2]=0.0;
i=(z*Ny+y) *Nx+x;
Q_00[il= (0.5%S_eq*(3.0*(n[0]*n[0])-1.
Q_11[i]l= (0.5%S_eq*(3.0*x(n[1]*n[1])-1.
Q_01[i]l= (0.5%S_eq*(3.0*x(n[0]*n[1])
Q_02[il= (0.5%S_eq*(3.0*(n[0]*n[2])
Q_12[il= (0.5%S_eq*(3.0x(n[1]1*n[2])
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0))/tilde;
0))/tilde;
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bulk.c

Este arquivo é responsavel por conter o conjunto de equacoes da dinamica no volume
(2.32). O conjunto de equacoes sdo referentes aos cinco termos necessarios da matriz Q);;:

Qoo, Q11, Qo1, Qo2 € Q12

Segue o codigo do arquivo bulk.c:

#include "../nlc.h"

double bulk_00(void){
return (Lambda* (
-((sigma + 2.0*%trQ2 - 3.0*QN00)*QNOO0 - 3.0*(QNO1*QNO1 + QNO2*QN02) + trQ2)
+L1_tilde*(Q_00_00 + Q_00 11 + Q_00_22)
+(L2_tilde+Ls_tilde)*(

+(2.0%Q_00_00+Q_00_22-Q_11_11+Q_11 22+Q 01 01+Q_02_02-2.0%Q_12_12)/3.0

)
+L3_tilde*(

+(Q_00_0*(5.0%Q_00 0 + 2.0%Q_11 0 + 3.0%x(Q_01 1 + Q_02_2))

+ Q_00_1%(2.0%Q_11 1 - Q_00_1 + 3.0%(Q_01 0 + Q_12_2))
Q_00_2%(3.0%(Q_02_0 + Q_12_1) - 4.0%(Q_00_2 + Q_11_2))
2.0%(Q_01 _0%Q 01 0 + Q_02_0%Q 02 0 + Q_ 11 0%Q_11 0 + Q_12 0%Q_12 0)
Q01 1%Q 01 1 - Q 01 2+Q 01 2 - Q_02_1%Q_02_1 - Q_02_2+Q_02_2
Q11 1#Q 11 1 - Q 11 2%Q 11 2 - Q_ 12 1%Q 12 1 - Q_12 2%Q_12 2)/3.0
QNOO*Q_00_00 + QN11%Q_00_11 + 2.0*(QNO1*Q_00_01 + QNO2*Q_00_02)

+

+

+

+ 2.0%QN12+Q_00_12 - (QNOO + QN11)*Q_00_22
)
+Lq_tilde*(2.0%(Q_01_2 - Q_02_1))
));

}
double bulk_11(void){
return (Lambda* (
-((sigma + 2.0*%trQ2 - 3.0*QN11)*QN11 - 3.0*(QNO1*QNO1 + QN12*QN12) + trQ2)
+L1_tildex(Q_11_00 + Q_11_11 + Q_11_22)
+(L2_tilde+Ls_tilde)*(
+(-Q_00_00+Q_00_22+2.0%Q_11_11+Q_11_22+Q_01_01-2.0%Q_02_02+2.0%Q_12 _12)/3.0
)
+L3_tildex*(
+(Q_11_0%(2.0%Q_00_ 0 - Q_11 0 + 3.0%(Q_01_1 + Q_02_2))
+ Q 11 1%(5.0%Q_11 1 + 2.0%Q_00_1 + 3.0%(Q_01_0 + Q_12 2))
+ Q11 2%(3.0%(Q 02 0 + Q 12 1) - 4.0%(Q 00 2 + Q_11 _2))
+ 2.0%(Q_00_1*Q_00_1 + Q_01 1xQ 01 1 + Q_02 1*Q 02 1 + Q_12 1*Q_12 1)
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+

QNO0*Q_11 00 + QN11*Q_11 11

+

)
+Lq_tildex(2.0%(Q_12_0 - Q_01_2))
));

}

double bulk 01(void){

return (Lambdas(

~((sigma + 2.0%trQ2 - 3.0%(QNOO+ QN11))*QNO1 - 3.0% (QNO2*QN12))
+L1_tilde*(Q_01 00 + Q_01 11 + Q_01_22)
+(L2_tilde+Ls_tilde)*(0.5%(Q_00 01+Q 11 01+Q_01_00+Q 01 _11+Q 02 12 + Q_12_02))

+L3_tilde*(
+ Q_01_0%(Q_00 0 + 3.0%Q 01 1
+ Q01 1%(Q_11 1 + Q_12_2)

+

+

Q_00_1%(Q_00_0 + 0.5%Q_11_0)
Q_ 11 1%(Q_11_0 + 0.5%Q_00_0)

QNO0*Q_01 00 + QNO1*Q 01 01
QN11#Q 01 11 + QN12+Q 01 12
(QNOO + QN11)*Q 01 22

+ 4+ + o+

)

+Lq_tilde*(-Q_ 00 2 + Q_11 2 + Q_ 02 0 - Q_12_1)

));

double bulk 02(void){

return (Lambdas(

~((sigma + 2.0%trQ2 + 3.0*QN11)*QN02 - 3.0+%(QNO1*QN12))
+L1_tilde*(Q_02_00 + Q_02_11 + Q_02_22)
+(L2_tilde+Ls_tilde)*(0.5%(-Q_11_02+Q_01_12+Q 02 _00-Q_02_22 + Q_12_01))

+L3_tildex*(
+ Q_02_0%(Q_00_0 + Q_01_1)

+ Q_02_1%(Q_01_0 + Q_11_1 + Q_

+ Q02 2%(3.0%Q_02. 0 + Q_12_ 1
+ Q_00_2%(Q_00_ 0 + 0.5%Q_11_0)
+ Q_11 2%(Q_11_0 + 0.5%Q_00_0)

Q_00_0*Q_00_0 - Q_00_2*xQ_00_
Q_02_0%Q_02_0 - Q_02_2xQ_02_

Q_01 2x(Q_02_0 + Q_12_1 - Q_

Q 02 0%Q 02 1 + Q_12 0%Q_12_

2 - Q01 0+Q 01 0 - Q_01_2#Q 01 2

2 - Q_12.0%Q_12 0 - Q_12 2%Q_12 2)/3.0
+ 2.0%(QN02+Q_11 02 + QNO1#Q_11_01)
2.0%QN12+Q_11 12 - (QNOO + QN11)*Q 11 22

+ Q_02_2)

00 2 - Q11 2)

1

+ QNO2+Q_01 02 + QNO1%Q_01 01
+ QNO2*Q_01_02 + QN12%Q_01 12

12 2)
- Q002 - Q11 2)
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+

Q01 0%Q_ 01 2 + Q_12_0%Q 12 2

QNO0*Q_02_00 + QNO1+Q 02 01 + QNO2+Q 02 02 + QNO1#Q 02 01
QN11#Q_02 11 + QN12+Q_02_12 + QNO2+Q_02 02 + QN12+Q 02 12
(QNOO + QN11)*Q_02_ 22

+

+

)
+Lq_tilde*(2.0%Q_00_1 + Q_11_1 - Q_01_0 + Q_12_2)
));

double bulk 12(void){
return (Lambdax* (
-((sigma + 2.0*%trQ2 + 3.0%QN00)*QN12 - 3.0*(QN01%QN02))
+L1 tilde*(Q_12 00 + Q_12_11 + Q_12 _22)
+(L2_tilde+Ls_tilde)*(0.5%(-Q_00_12+Q_01_02-Q 02 01-Q_12 11+Q_12_22))
+L3_tildex(
+ Q_12_ 0%x(Q_00_ 0 + Q_01_1 + Q_02_2)
+ Q. 12.1%(Q 01 0 + Q_11 1 + 3.0%Q_12_2)
+ Q.12 .2%(Q 02.0 - Q00 2 - Q 11 2)
+ Q.00 2%(Q 00 1 + 0.5%Q 11 1)
Q 11 2%(Q 11 1 + 0.5%Q_00_1)
Q01 1%Q_ 01 2 + Q_02_1%Q 02 2
QNO0*Q_12 00 + QNO1*Q 12 01 + QNO2*Q_12 02 + QNO1*Q 12 01
QN11%Q 12 11 + QN12#Q 12 12 + QNO2+Q 12 02 + QN12+Q 12 12
(QNOO + QN11)xQ_12_22

+

+

+

+

)
+Lg_tildex(-Q_00 0 - 2.0%Q_11 0 + Q_01_1 - Q_02_2)
));

surf.c

Este arquivo é responsavel por conter o conjunto de equagoes da dinamica na superficie

(2.34). O conjunto de equagoes sdo referentes aos cinco termos necessarios da matriz @);;:

Qoo, Q11, Qo1, Qo2 € Q12

Segue o codigo do arquivo surf.c:

#include "../nlc.h"
double surf 00(double Q000){
return (-0.01*Lambdax*(

o4



+v+L1_tilde*Q_00_2
+v+L2_tildex(-Q_02_0-Q_12 1+Q_00_2+Q 11 2)/3.0
+v+L3_tilde*(QNO2+Q 00 0 + QN12+Q 00 1 - QN11%Q_00_2 - QNOO*Q_00_2)
+v+Ls_tilde*(2.0%Q_02_0-Q_12 1+Q_00_2+Q 11 2)/3.0
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+v*Lq_tilde*(QNO1)
+W_tilde*(QNOO - QO00)
));
}
double surf 11(double QO011){
return (-0.01*Lambdax* (
+v+L1_tilde*Q 11 2

+v+L2_tilde*(-Q_02_0-Q_12 1+Q_00_2+Q_11 2)/3.0
+v+L3_tildex(QNO2+Q 11 0 + QN12+Q 11 1 - QNOO*Q 11 2 - QN11*Q_11 2)
+v+Ls_tilde*(2.0%Q_12_1-Q_02_0+Q_00_2+Q 11 2)/3.0

+v*Lq_tilde* (-QNO1)
+W_tilde*(QN11 - QO11)
));
}
double surf 01(double Q001){
return (-0.01*Lambdax* (
+vxL1l_tildexQ_01_2

+v+L2_tilde*(Q_01 0+Q 11 1+Q 12
+v+L3_tilde*(QNO2+Q_01 0 + QN12%Q_01 1 - QNOO*Q 01 2 - QN11#Q 01 2)

+v*Ls_tildex(Q_02_1+Q_12 0)/2.0
+v*Lq_tilde* (QN11-QN00) /2.0
+W_tilde*(QNO1 - QOO1)

));

}

double surf 02(double Q002){

return (-0.01*Lambdax* (

+v+L1_tilde*Q_02_2

+v*L2_tilde*(Q_00_0+Q_01_1+Q_02_
+v+L3_tilde* (QNO2*Q_02 0 + QN12*Q_02_ 1 - QNOO*Q_02 2 - QN11%Q_02_2)
+v*Ls_tilde*(Q_02_2-Q_00_0-Q_11_

+v*Lq_tilde*(QN12)/2.0
+W_tilde*(QNO2 - QO02)
));
}
double surf_ 12(double Q012){

2)/2.0

2)/2.0

0)/2.0
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return (-0.01*Lambdax*(
+v+L1_tilde*Q 12 2

+v+L2_tilde*(Q_01_0+Q_11_1+Q_12_
+v+L3_tilde* (QNO2+Q_12 0 + QN12*Q 12 1 - QNOO*Q_12 2 - QN11xQ_12 2)
+v*Ls_tilde*(Q_12_2-Q_00_1-Q_11_

+v*Lq_tilde*(-QN02) /2.0
+W_tildex(QN12 - Q012)

fnb.c

2)/2.0

1)/2.0

Este arquivo contém o calculo das derivadas da matriz @);; referentes a equacao da
dindmica no volume, (2.32). Para o calculo das derivadas dos elementos da matriz @Q;;
utilizamos condig¢oes periddicas de contorno para os trés eixo, x,y, z.

Segue o codigo do arquivo fnb.c:

#include "../nlc.h"
//Derivadas para o primeiro passo de Runge-Kutta:
void d_bulk_1(int i, int j, int k){

int ipl= (i+1)%Nx;

int jpl= (j+1)%Ny;

int kpl= (k+1)7Nz;

int iml= (i-1+Nx)JNx;

int jml= (j-1+Ny)Ny;

int kml= (k-1+Nz)Nz;
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Q_00_0= 0.5%(Q_00[(k*Ny+j)*Nx+ip1]-Q_00[(k*Ny+j)*Nx+im1]) ;
Q_11_0= 0.5%(Q_11[(k*Ny+j)*Nx+ip1]-Q_11[(k*Ny+j)*Nx+iml]) ;
Q_01_0= 0.5%(Q_01[(k*Ny+j)*Nx+ip1]-Q_01[(k*Ny+j)*Nx+iml]) ;
Q_02_0= 0.5%(Q_02[(k*Ny+j)*Nx+ip1]-Q_02[(k*Ny+j)*Nx+iml1]) ;
Q_12_0= 0.5%(Q_12[(k*Ny+j)*Nx+ip1]-Q_12 [ (k*Ny+j)*Nx+iml]) ;
Q_00_1= 0.5*(Q_00[(k*Ny+jpl)*Nx+i]-Q_OO0[(k*Ny+jml)*Nx+i]) ;

Q11 1=

Q02 1=
Q12 1=

0

0.5%(Q_11[(k*Ny+jp1) *Nx+i]-Q_11[(k*Ny+jml) *Nx+i]) ;
Q_01_1= 0.5%(Q_01[(k*Ny+jpl)*Nx+i]-Q_O01[(k*Ny+jml)*Nx+i]) ;

0.5%(Q_02[(k*Ny+jpl)*Nx+i]-Q_02 [ (k*Ny+jml) *Nx+i]) ;

0.5%(Q_12[(k*Ny+jpl) *Nx+i]-Q_12 [ (k*Ny+jml) *Nx+i]) ;
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Q_00_2= 0.5%(Q_00[(kp1*Ny+j)*Nx+i]-Q_00[(km1*Ny+j)*Nx+i]) ;
Q_11 2= 0.5%(Q_11[(kpl#Ny+j)*Nx+i]-Q_11[(km1*Ny+j)*Nx+i]) ;
Q_01_2= 0.5%(Q_01[(kpl*Ny+j)*Nx+i]-Q_01[(km1*Ny+j)*Nx+i]);
Q_02_2= 0.5%(Q_02[(kp1*Ny+j)*Nx+i]-Q_02[(km1*Ny+j)*Nx+i]) ;
Q_12_2= 0.5%(Q_12[(kpl#Ny+j)*Nx+i]-Q_12[(km1*Ny+j)*Nx+i]) ;

Q_00_00=
Q_11_00=
Q_01_00=
Q_02_00=
Q_12_00=

Q_00_11=
Q11 11=
Q01 11=
Q02 _11=
Q12 11=
Q_00_22=
Q11 _22-=
Q_01 _22=
Q_02_22=
Q_12 22-=
Q_00_01=
Q_11 01=
Q_01 01=

Q_02_01=

Q_12 01=

Q_00_02=

Q_11_02=

(Q_00 [ (k*Ny+3j)*Nx+ip1]-2.0+QNO0+Q_00 [ (k*Ny+j) *Nx+iml]) ;
(Q_11[(k*Ny+j)*Nx+ip1]-2.0*QN11+Q_11[(k*Ny+j)*Nx+im1]) ;
(Q_01 [(k*Ny+j)*Nx+ip1]-2.0*QN01+Q_01 [(k*Ny+j)*Nx+im1]) ;
(Q_02 [(k*Ny+j)*Nx+ip1]-2.0*QN02+Q_02 [ (k*Ny+j) *Nx+im1]) ;
(Q_12[(k*Ny+j)*Nx+ip1]-2.0*QN12+Q_12[(k*Ny+j) *Nx+im1]) ;

(Q_00 [(k*Ny+jpl)*Nx+i]-2.0*QNO0+Q_00 [ (k*Ny+jml) *Nx+i]) ;
(Q_11[(k*Ny+jpl) *Nx+i]-2.0*QN11+Q_11[(k*Ny+jml) *Nx+i]) ;
(Q_01 [(k*Ny+jpl)*Nx+i]-2.0*QN01+Q_01 [(k*Ny+jml) *Nx+i]) ;
(Q_02 [(k*Ny+jpl)*Nx+i]-2.0*QN02+Q_02 [ (k*Ny+jml) *Nx+i]) ;
(Q_12[ (*Ny+jp1) *Nx+il-2. 0%QN12+Q_12 [ (k*Ny+jm1) *Nx+il) ;

(Q_00 [(kpl*Ny+j)*Nx+i]-2.0*QNO0+Q_00 [ (km1*Ny+j)*Nx+i]) ;
(Q_11[(kpl*Ny+j)*Nx+i]-2.0*QN11+Q_11[(km1*Ny+j)*Nx+i]) ;
(Q_01[(kpl*Ny+j)*Nx+i]-2.0*QNO1+Q_01 [ (km1*Ny+j)*Nx+i]) ;
(Q_02[(kpl*Ny+j)*Nx+i]-2.0*QN02+Q_02 [ (km1*Ny+j)*Nx+i]) ;
(Q_12[(kp1*Ny+j)*Nx+i]-2.0+QN12+Q_12 [(km1*Ny+j)*Nx+i]) ;

0.25%(Q_00[(k*Ny+jpl)*Nx+ip1]+Q_00 [ (k*Ny+jml) *Nx+im1] -
Q_00[(k*Ny+jpl)*Nx+im1]-Q_00 [ (k*Ny+jml) *Nx+ip1]);
0.25%(Q_11[(k*Ny+jpl) *Nx+ip1]+Q_11 [(k*Ny+jml)*Nx+im1] -
Q_11[(k*Ny+jpl) *Nx+im1]-Q_11[(k*Ny+jml)*Nx+ip1]);
0.25%(Q_01[(k*Ny+jpl)*Nx+ip1]+Q_01[(k*Ny+jml) *Nx+im1] -
Q_01[(k*Ny+jpl)*Nx+im1]-Q_01[(k+*Ny+jml)*Nx+ip1]);
0.25%(Q_02[(k*Ny+jpl) *Nx+ip1]+Q_02 [(k*Ny+jml)*Nx+iml] -
Q_02[(k*Ny+jpl)*Nx+im1]-Q_02[(k*Ny+jml) *Nx+ip1]);
0.25%(Q_12[(k*Ny+jpl) *Nx+ip1]+Q_12[(k*Ny+jml) *Nx+im1] -
Q_12[(k*Ny+jpl)*Nx+im1]-Q_12[(k*Ny+jml)*Nx+ip1]);

0.25%(Q_00[(kp1*Ny+j)*Nx+ip1]+Q_00 [ (km1*Ny+j)*Nx+im1] -
Q_00 [(kp1l#Ny+j)*Nx+im1]-Q_00 [ (km1*Ny+j)*Nx+ip1]) ;
0.25%(Q_12[(kp1*Ny+j)*Nx+ip1]+Q_11[(km1*Ny+j)*Nx+im1] -
Q_11[(kpl*Ny+j)*Nx+im1]-Q_11[(km1*Ny+j)*Nx+ip1]);
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Q_01_02=

Q_02_02=

Q_12_02=

Q_00_12=

Q 11 _12=

Q01 _12=

Q_02_12=

Q12 _12=

3

0.25%(Q_01[(kpl*Ny+j)*Nx+ip1]+Q_01 [(km1*Ny+j)*Nx+iml] -
Q_01[(kpl*Ny+j)*Nx+im1]-Q_01[(km1*Ny+j)*Nx+ipl]);
0.25%(Q_02[(kp1*Ny+j)*Nx+ip1]+Q_02[(km1*Ny+j)*Nx+iml] -
Q_02[(kp1l#Ny+j)*Nx+im1]-Q_02[(km1*Ny+j)*Nx+ip1]) ;
0.25%(Q_12[(kp1*Ny+j)*Nx+ip1]+Q_12[(km1*Ny+j)*Nx+im1] -
Q_12[(kp1*Ny+j)*Nx+im1]-Q_12[(km1*Ny+j)*Nx+ip1]);

0.25%(Q_00[(kpl*Ny+jpl)*Nx+i]+Q_00 [(km1*Ny+jml)*Nx+i] -
Q_00[(kp1#Ny+jm1)*Nx+i]-Q_00[(km1*Ny+jpl)*Nx+i]);
0.25%(Q_11[(kp1*Ny+jpl) *Nx+i]+Q_11[(km1*Ny+jml)*Nx+i] -
Q_11[(kpl*Ny+jm1)*Nx+i]-Q_11[(km1*Ny+jpl)*Nx+i]);
0.25%(Q_01[(kpl*Ny+jpl)*Nx+i]+Q_01[(km1*Ny+jml)*Nx+i]-
Q_01[(kpl#Ny+jml)*Nx+i]-Q_01[(km1*Ny+jpl)*Nx+i]);
0.25%(Q_02[(kpl*Ny+jpl)*Nx+i]+Q_02[(km1*Ny+jml)*Nx+i] -
Q_02[(kp1#Ny+jm1)*Nx+i]-Q_02[(km1*Ny+jpl)*Nx+i]);
0.25%(Q_12[(kp1*Ny+jpl) *Nx+i]+Q_12[(km1*Ny+jml)*Nx+i] -
Q_12[(kp1#Ny+jm1)*Nx+i]-Q_12[(km1*Ny+jpl)*Nx+i]);

//Derivadas para o segundo passo de Runge-Kutta:

void d_bulk_2(int i, int j, int k){

int ipl=
int jpl=
int kpl=
int iml=
int jml=

int kml=

Q_00_0=
Q 11 0=
Q_01 0=
Q_02_0=
Q12 0=

Q_00_1=
Q11 1=
Q01 1=
Q02 1=
Q12 1=

(i+1)%Nx;
(3j+1)JNy;
(k+1)%Nz;
(1i-1+Nx) %Nx;
(j-1+Ny) YNy;
(k-1+Nz)%Nz;

5% (Qt00 [ (k*Ny+j) *Nx+ip1] -Qt00 [ (k*Ny+j) *Nx+im1]) ;
5% (Qt11 [(k*Ny+j) #Nx+ip1] -Qt11 [ (k*Ny+j)*Nx+iml]) ;
5% (Qt01 [(k*Ny+j)*Nx+ip1] -Qt01 [ (k*Ny+j)*Nx+im1]) ;
.5x (Qt02 [ (k*Ny+j) #*Nx+ip1] -Qt02 [ (k*Ny+j)*Nx+iml]) ;
5k (Qt12[(k*Ny+j) *Nx+ip1] -Qt12 [ (k*Ny+j) *Nx+im1]) ;

.5 (Qt00 [(kxNy+jpl) *Nx+1i] -Qt00 [ (k*Ny+jml) *Nx+i]) ;
Sk (Qt11 [(k*Ny+jpl) #*Nx+i] -Qt11 [(k*Ny+jml)*Nx+i]) ;
5% (Qt01 [(k*Ny+jpl) *Nx+i]-QtO01 [ (k*Ny+jml) *Nx+i]) ;
5% (Qt02 [(k*Ny+jpl) *Nx+i] -Qt02 [ (k*Ny+jml) *Nx+i]) ;
S5x(Qt12[(k*Ny+jpl) #*Nx+i] -Qt12 [ (k*Ny+jml) *Nx+i]) ;
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Q_00_2= 0.5%(Qt00[(kp1*Ny+j)*Nx+i]-Qt00 [ (km1*Ny+j)*Nx+i]) ;
Q_11 2= 0.5%(Qt11[(kpl*Ny+j)*Nx+i]-Qt11 [(km1*Ny+j)*Nx+i]) ;
Q_01_2= 0.5%(Qt01[(kpl*Ny+j)*Nx+i]-Qt01 [(km1*Ny+j)*Nx+i]) ;
Q_02_2= 0.5%x(Qt02[(kp1*Ny+j)*Nx+i]-Qt02 [ (km1*Ny+j)*Nx+i]) ;
Q_12_2= 0.5%(Qt12[(kpl#Ny+j)*Nx+i] -Qt12[(km1*Ny+j)*Nx+i]) ;

Q_00_00=
Q_11_00=
Q_01_00=
Q_02_00=
Q_12_00=

Q_00_11=
Q11 11=
Q01 11=
Q02 _11=
Q12 11=
Q_00_22=
Q11 _22-=
Q_01 _22=
Q_02_22=
Q_12 22-=
Q_00_01=
Q_11 01=
Q_01 01=

Q_02_01=

Q_12 01=

Q_00_02=

Q_11_02=

(QtO0 [(k*Ny+j) *Nx+ip1]-2.0*QN00+Qt00 [ (k*Ny+j) *Nx+im1]) ;
(Qt11[(k*Ny+j) *Nx+ip1]-2.0*%QN11+Qt11 [ (k*Ny+j) *Nx+im1]) ;
(Qt01 [(k*Ny+j) *Nx+ip1]-2.0%QN01+Qt01 [ (k*Ny+j) *Nx+im1]) ;
(Qt02 [(k*Ny+j)*Nx+ip1]-2.0*QN02+Qt02 [ (k*Ny+j) *Nx+im1]) ;
(Qt12[(k*Ny+j) *Nx+ip1]-2.0*%QN12+Qt12 [ (k*Ny+j) *Nx+im1]) ;

(Qt00 [(k*Ny+jpl)*Nx+i]-2.0*QN00+Qt00 [ (k*Ny+jm1) *Nx+il) ;
(Qt11 [(k*Ny+jpl) *Nx+i]-2.0*QN11+Qt11 [(k*Ny+jml) *Nx+i]) ;
(QtO1[(k*Ny+jpl)*Nx+i]-2.0*QN0O1+Qt01 [ (k*Ny+jm1) *Nx+i]) ;
(Qt02 [ (k*Ny+jpl) *Nx+i]-2.0*QN02+Qt02 [ (k*Ny+jm1) *Nx+il) ;
(Qt12 [(k*Ny+jpl) *Nx+i]-2.0*QN12+Qt12 [ (k*Ny+jml) *Nx+i]) ;

(Qt00 [ (kp1*Ny+j) *Nx+i]-2.0*QNO0+Qt00 [ (km1*Ny+j)*Nx+il) ;
(Qt11 [(kpl*Ny+j)*Nx+i]-2.0*QN11+Qt11 [(km1*Ny+j)*Nx+i]) ;
(Qt01 [(kp1*Ny+j)*Nx+i]-2.0+QNO1+Qt01 [ (km1*Ny+j)*Nx+il) ;
(Qt02 [ (kp1*Ny+j) *Nx+1i]-2.0+QN02+Qt02 [ (km1*Ny+j) *Nx+i]) ;
(Qt12[(kp1*Ny+j) *Nx+i]-2.0*QN12+Qt12 [ (km1*Ny+j) *Nx+i]) ;

0.25%(Qt00 [(k*Ny+jpl)*Nx+ip1]+Qt00 [ (k*Ny+jml) *Nx+im1] -
Qt00 [(k*Ny+jpl) *Nx+im1]-Qt00 [ (k*Ny+jml) *Nx+ip1]);
0.25%(Qt11 [(k*Ny+jpl) *Nx+ip1]+Qt11 [(k*Ny+jml) *Nx+iml] -
Qt11[(k*Ny+jpl) *Nx+im1]-Qt11 [(k*Ny+jml) *Nx+ipl]);
0.25%(Qt01 [(k*Ny+jpl)*Nx+ip1]+Qt01 [ (k*Ny+jml) *Nx+im1] -
QtO1 [(k*Ny+jpl)*Nx+im1]-Qt01 [ (k*Ny+jml)*Nx+ip1]) ;
0.25%(Qt02[(k*Ny+jpl) *Nx+ip1]+Qt02 [(k*Ny+jml) *Nx+iml] -
Qt02 [ (k*Ny+jpl) *Nx+im1]-Qt02 [ (k*Ny+jml) *Nx+ip1l]);
0.25%(Qt12[(k*Ny+jpl) *Nx+ip1]+Qt12 [ (k*Ny+jml) *Nx+im1] -
Qt12 [ (k*Ny+jpl)*Nx+im1] -Qt12 [ (k*Ny+jml) *Nx+ip1]);

0.25%(Qt00 [(kp1*Ny+j)*Nx+ip1]+Qt00 [ (km1*Ny+j)*Nx+im1] -
Qt00 [ (kpl#Ny+j)*Nx+im1]-Qt00 [ (km1*Ny+j)*Nx+ip1]) ;
0.25%(Qt11 [(kpl*Ny+j)*Nx+ip1]+Qt11[(km1*Ny+j)*Nx+im1] -
Qt11[(kpl#Ny+j)*Nx+im1]-Qt11 [(km1*Ny+j)*Nx+ipl]);
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Q_01_02= 0.25%(Qt01 [(kpl#Ny+j)*Nx+ip1]+Qt01 [(km1*Ny+j)*Nx+im1] -
Qt01[(kpl*Ny+j)*Nx+im1]-Qt01 [ (km1*Ny+j)*Nx+ipl]);

Q_02_02= 0.25%(Qt02[(kpl*Ny+j)*Nx+ip1]+Qt02 [ (km1*Ny+j)*Nx+iml]-
Qt02 [ (kpl#Ny+j)*Nx+im1] -Qt02 [ (km1*Ny+j)*Nx+ip1]) ;

Q_12_02= 0.25%(Qt12[(kp1*Ny+j) *Nx+ip1]+Qt12 [ (km1*Ny+j)*Nx+im1] -
Qt12[(kpl*Ny+j)*Nx+im1]-Qt12 [ (km1*Ny+j)*Nx+ip1]);

Q_00_12= 0.25%(Qt00[(kpl*Ny+jp1)*Nx+1i]+Qt00 [(km1*Ny+jml)*Nx+i] -
Qt00 [(kp1#Ny+jm1)*Nx+i]-Qt00 [ (km1*Ny+jpl)*Nx+i]);
Q_11_12= 0.25%(Qt11 [(kpl*Ny+jpl) *Nx+i]+Qt11 [(km1*Ny+jml)*Nx+i]-
Qt11[(kpl*Ny+jm1)*Nx+i]-Qt11 [(km1*Ny+jpl)*Nx+i]);
Q_01_12= 0.25%(Qt01[(kpl*Ny+jpl)*Nx+il+Qt01 [ (km1*Ny+jml) #Nx+i]-
Qt01 [(kpl#Ny+jml)*Nx+i]-Qt01 [(km1*Ny+jpl)*Nx+i]);
Q_02_12= 0.25%(Qt02[(kpl*Ny+jpl) *Nx+i]+Qt02 [ (km1*Ny+jml) *Nx+i] -
Qt02[(kpl#Ny+jml) *Nx+i]-Qt02 [ (km1*Ny+jpl)*Nx+i]);
Q_12_12= 0.25%(Qt12[(kpl*Ny+jpl) *Nx+i] +Qt12 [(km1*Ny+jml) *Nx+i] -
Qt12[(kpl#Ny+jml)*Nx+i]-Qt12 [ (km1*Ny+jpl) *Nx+i]) ;

fns.c

Este arquivo contém o calculo das derivadas da matriz @);; referentes a equagao da
dindmica na superficie, (2.34). Fixamos as bordas superior e inferior da rede ao longo do
eixo z.

Segue o codigo do arquivo fns.c:

1 #include "../nlc.h”

2 //Se z=Nz-1:

3 void d_surf_si(int i, int j, int k){
4 int kml= Nz-2;

6 Q_00_2= (Q_O00[(k*Ny+j)*Nx+i]l-Q_00[(km1*Ny+j)*Nx+i]);
7 Q_11 2= (Q_11[(k*Ny+j)*Nx+i]l-Q_11[(km1*Ny+j)*Nx+i]);
8 Q_01 2= (Q_01[(k*Ny+j)*Nx+i]-Q_01[(km1*Ny+j)*Nx+i]);
9 Q_02_2= (Q_02[(k*Ny+j)*Nx+i]l-Q_02[(km1*Ny+j)*Nx+i]);
10 Q_12_2= (Q_12[(k*Ny+j)*Nx+i]-Q_12[(km1*Ny+j)*Nx+i]) ;
n o}

12 void d_surf_s2(int i, int j, int k){

13 int kml= Nz-2;
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Q_00_2= (QtOO0[(k*Ny+j)*Nx+i]-Qt00[(km1*Ny+j)*Nx+i]);
Q_11_2= (Qt11[(k*Ny+j)*Nx+i]-Qt11[(km1*Ny+j)*Nx+i]);
Q_01 2= (QtO1[(k*Ny+j)*Nx+i]-Qt01[(km1*Ny+j)*Nx+i]);
Q_02_2= (Qt02[(k*Ny+j)*Nx+i]-Qt02[ (km1*Ny+j)*Nx+i]) ;
Q_12 2= (Qt12[(k*Ny+j)*Nx+i]-Qt12[(km1*Ny+j)*Nx+i]);

//Se z=0:
void d_surf_il(int i, int j, int k){
int kpl= 1;

Q_00_2= (Q_00[(kpl*Ny+j)+*Nx+i]-Q_00[(k*Ny+j)*Nx+i]);
Q_11_2= (Q_11[(kpl*Ny+j)*Nx+i]-Q_11[(k*Ny+j)*Nx+i]);
Q_01 2= (Q_O1[(kpl*Ny+j)*Nx+i]l-Q_O1[(k#Ny+j)*Nx+il);
Q_02 2= (Q_02[(kpl+Ny+j)*Nx+i]l-Q_02[ (k*Ny+j)*Nx+il) ;
Q_12_2= (Q_12[(kpl*Ny+j)*Nx+i]-Q_12[(k*Ny+j)*Nx+i]);

void d_surf_i2(int i, int j, int k){
int kpl= 1;

Q_00_2= (Qt0O0[(kpl#Ny+j)*Nx+il-Qt00 [ (k*Ny+j)*Nx+il) ;
Q_11 2= (Qt11[(kpl*Ny+j)*Nx+i]-Qt11[(k*Ny+j)*Nx+i]);
Q_01 2= (QtO01[(kpl*Ny+j)*Nx+i]-Qt01[(k*Ny+j)*Nx+i]);
Q_02_2= (Qt02[(kplx*Ny+j)*Nx+i]-Qt02[ (k*Ny+j)*Nx+i]);
Q_12 2= (Qt12[(kpl*Ny+j)*Nx+i]-Qt12[(k*Ny+j)*Nx+i]);
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op.cC

Este arquivo contém a fun¢ao output que é usada para extrair os dados obtidos pela
dinamica do sistema ao final da evolugao temporal. A funcao output utiliza a biblioteca
GSL para calcular os autovalores e autovetores da matriz ();; e estes valores sao escritos
em arquivos que sao direcionado e armazenados em uma pasta que denominamos dat.

Segue o codigo do arquivo op.c:

#include "../nlc.h"
void op(int n){
int x, y, z, 1=0;
double Q_ij[9];
FILE *file;
char name[100];

sprintf (name, "dat/x_y_z nx ny nz 1x 1y S P-Jd.dat", n);

if ((file= fopen(name, "w")) == NULL){
printf ("cannot create file: %s\n", name);
exit(1);
}
for(z= 0; z< Nz; z++){
for(y= 0; y< Ny; y++){
for(x= 0; x< Nx; x++){
i=(z*Ny+y) *Nx+x;
Q_1j[0]= tilde*Q _00[i];
Q_ij[1]1= tilde*Q_01[il;
Q_ij[2]= tilde*Q_02[il;
Q_1j[3]= tilde*Q 01[i];
Q_ij[4]= tildexQ_11[i];
Q_ij[5]= tilde*Q_12[il;
Q_1ij[6]= tilde*Q 02[i];
Q_ij[7]= tildexQ_12[i];
Q_ij[8]= tildex(-Q_00[i]-Q_11[il);

gsl matrix view m= gsl matrix view_array(Q_ij, 3, 3);
gsl _vector *eval= gsl_vector_alloc(3);

gsl_matrix *evec= gsl _matrix_alloc(3, 3);

gsl eigen symmv_workspace *w= gsl eigen symmv_alloc(3);
gsl eigen symmv(&m.matrix, eval, evec, w);

gsl_eigen_symmv_free(w);

62



33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

43

44

45

46

47

48

49

10

11

12

13

gsl_eigen_symmv_sort(eval, evec, GSL_EIGEN_SORT_VAL_DESC) ;
fprintf(file, "%4d %4d %4d %+e Y+e Y%+e %te Jte Yte Yte\n",\

X, ¥, Z, \
gsl_matrix_get(evec, 0, 0), \
gsl matrix_get(evec, 1, 0), \
gsl matrix_get(evec, 2, 0), \
gsl_matrix_get(evec, 0, 1), \
gsl matrix_get(evec, 1, 1), \
gsl_vector_get(eval, 0), \

gsl _vector_get(eval, 0)+2.0*gsl_vector_get(eval, 1));
gsl_vector_free(eval);

gsl matrix_free(evec);

}
fclose(file);

makefile

Este arquivo contém todas as instrugoes necessarias para a compilacao do programa
NLC.

Segue o codigo do arquivo makefile:

COMPILER = gcc
FLAGS = -Wall -02 -mtune=native
LIB = -1gsl -1lgslcblas -1m

nlc:
E{CDMPILER} E{FLAGS} src/nlc.c src/ic.c src/op.c src/fnb.c \
src/bulk.c src/fns.c src/surf.c -static E{LIB}

debug:
E{CDMPILER} E{FLAGS} -00 -g src/nlc.c src/ic.c src/op.c \
src/fnb.c src/bulk.c src/fns.c src/surf.c —-static E{LIB}

clean:
rm —-f dat/*

rm —f a.out
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clean—-f1g9:
rm —f plt/*.png plt/*.pdf

Apos a compilacao deste conjunto de codigos, executamos o programa, que direcionou
os dados das solucoes das equagodes para arquivos de dados do tipo .dat, que foram
armazenados em uma pasta denominada dat. Em seguida utilizamos os comandos do
software Gnuplot para a visualizacao destes dados. Os comandos do Gnuplot que foram

utilizados segue na secao a seguir.

Comandos do Gnuplot

Os arquivos a seguir sao responsaveis por gerar a visualizacao dos resultados obtidos
pdopngmmﬂxNLC.E(h&j&@lav$udua¢m(bsr%uhmbsnopbnosz,pmai%o
apds a compilagao e a execugdo do programa NLC, utilizamos um codigo em linguagem
C para redirecionar os arquivos desejados da pasta dat, de forma a escolhermos um valor

para y. Denominamos esse cdédigo de part.c e ele segue abaixo:

//Copilacdo: gcc part.c
//Ezecugdo: ./a.out (nome do arquivo) (n=numero de linhas do arquivo)
#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
int main(int argc, char **argv){
int i, n;
double *x, *y, *z;
double *nx, *ny, *nz;
double *1x, *1ly;

double *s, *p;

FILE *file, *filel;
file=fopen(argv[1], "r");
n=atoi(argv([2]);

x=(double *) calloc(n, sizeof (double));
y=(double *) calloc(n, sizeof(double));
z=(double *) calloc(n, sizeof(double));
nx=(double *) calloc(n, sizeof(double));
ny=(double *) calloc(n, sizeof(double));
nz=(double *) calloc(n, sizeof (double));

1x=(double *) calloc(n, sizeof(double));
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ly=(double *) calloc(n, sizeof (double));
s=(double *) calloc(n, sizeof (double));
p=(double *) calloc(n, sizeof(double));

for(i= 0; i<n; i++){
fscanf(file, "J1f %1f J1f %1f %1f %1f %1f J1f %1f %1f", &x[i], &yl[il,\
&z[i], &nx[i], &nyli], é&nz[il, &1x[i], &lyl[il, &s[i], &plil);
}
fclose(file);
// printf("aqui\n");

filel=fopen('"new.dat", "w");
for(i= 0; i<n; i++){
if(ylil==2){
fprintf (filel, "%e %e %e %+e %+e Yi+te U+e %t+e %+e Y+e\n", x[il, yl[il,\
z[i], nx[i], ny[il, nz[i], 1x[i], 1y[il, s[il, p[il);

}
fclose(filel);

return O;

Apés a execucao do arquivo part.c, os dados escolhidos sdao direcionados a um arquivo
denominado new.dat. A partir disto, utilizamos dois codigos lidos pelo Software Gnu-
plot o cp-tex.plt e S-tex.plt. O arquivo cp-tex.plt é responsavel por gerar a textura
Schlieren, configuracao do diretor entre dois polarizadores cruzados. O arquivo S-tex.plt
é responsavel por gerar os graficos com os valores do parametro de ordem escalar uniaxial
S assim como a projegao do diretor no plano Oz, em todos os pontos da rede. Ainda os
dois arquivos geram um aquivo em codigo tex, que ao ser compilado gera os resultados
em uma imagem do tipo pdf.

Segue o codigo do arquivo cp-tex.plt:

cp-tex.plt

Nx= H sed -n "/#define Nx / p" ../nlc.h | cut -£f3 -d" " |
Nz= sed —n "/#define Nz / p" . ./nlc.h | cut -f3 -4" " |
NF= I sed -n "/#define NF / p" ../nlc.h | cut -f3 -d" " |
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set terminal tikz size 8.5cm, 6.8cm fulldoc fontscale O.

set xtics offset 0.0, 0.3 Nx/4

set ytics offset 1.0, 0.0 Nz/4

set xrange [1:Nx]

set yrange [1:Nz]

set cbrange [0:1]

set cbtics offset -1.0, 0 0.2 scale 0.75 font "\\small"
set border

set size ratio -1

set palette rgbformulae 21, 22, 23

unset key

i=0

while(i <= NF){
set output sprintf("cp-’d.tex", i)
plot sprintf("../new.dat", i) \

u (§1+1): ($3+1) : ((sin(2.0+ (atan2(§6, [§4))))++2) w image

i= i+1

unset output

Segue o codigo do arquivo S-tex.plt:

S-tex.plt

Nx= [‘sed -n "/#define Nx / p" ../nlc.h | cut -£f3 -d" "
Nz= I sed -n "/#define Nz / p" ../nlc.h | cut -f3 -d" "
NF= || sed -n "/#define NF / p" ../nlc.h | cut -£3 -d" "
Nx0= 0
Nz0= 0O

set terminal tikz size 8.5cm, 6.8cm fulldoc fontscale O.

set xtics offset 0.0, 0.3 10

set ytics offset 1.0, 0.0 10

set xrange [Nx0:Nx0+50]

set yrange [Nz0:Nz0+50]

#set cbrange [0:0.7]

set cbtics offset -1.0, 0 0.1 scale 0.75 font "\\small"

set border
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set size ratio -1
set palette rgbformulae 21, 22, 23
set style arrow 1 nohead front lc rgb "#0000ff" 1w 1

unset key

i=1

while(i <= NF){
set output sprintf("S-Jd.tex", i)
plot sprintf("../new.dat", i) \

u (§1+1): ($3+1): (§9) w image pixels , \
sprintf("../new.dat", i) \

u (§1+1-0.35+84) : ($3+1-0.35+86) : (0. 7+$4) : (0.7+$6) w vec as 1
i= i+1

unset output

No préximo capitulo apresentaremos os resultados que foram obtidos utilizando o

conjunto de cdédigos NLC e os Comandos do Gnuplot.
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Capitulo 4

Resultados

Neste capitulo mostraremos os resultados obtidos numericamente das solugoes das
equagoes da dindmica, (2.32) e (2.34). Para resolver essas duas equagoes, (2.32) e (2.34),
foi desenvolvido um conjunto de cédigos, como apresentado no Capitulo 3, escrito em
linguagem C, baseado em um outro conjunto de cédigos denominado LICRA (LIquid
CRystal Alghoritm), desenvolvido no trabalho da referéncia [7]. Além do conjunto de c6-
digos desenvolvidos, contamos com o software Gnuplot para a visualizacao dos resultados
gerados. Denominamos o conjunto de codigos utilizado neste presente trabalho de NLC
(Nematic Liquid Crystal).

Os resultados obtidos neste trabalho foram com base nos pardmetros do CLT MBBA
(4-methoxybenzylidene-4-butylanaline)(Tabela 4.1) e a rede utilizada tem valores de N, =
N, =50e N, = 5 pontos, sendo estes mantidos os mesmos em todos os resultados obtidos.
Ainda, as visualizac¢oes desses resultados reproduzem uma amostra de cristal liquido como
apresentada na Figura 2.5. As condig¢oes de contorno impostas foram periddicas ao longo

dos eixos Ox e Oy e fixas para o eixo Oz.

Tabela 4.1: Tabela com os parametros do CLT MBBA [7].

MBBA
a = 0,0867 x 10° J/Km®
B = —2,12 x 106 J/m?
C = 1,74 x 106 J/m®
Ax =1,0x107° m

(T —T*) = (307,0 —311,0) K
1 = 0,2 Pas
Seq = 0,62
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O primeiro resultado gerado foi referente ao alinhamento. Geramos primeiro uma cé-

lula hibrida: para a superficie localizada em z = 0 foi mantido o alinhamento homeotré-

pico, perpendicular & superficie, e para a superficie superior, localizada em z = Nz — 1,

onde Nz é o tamanho da rede em questdo, o alinhamento foi mantido planar (Figura

4.1c). A segunda célula gerada foi proposto o alinhamento planar em ambas as superfi-

cies (Figura 4.1d). Ainda, para gerar as duas células utilizamos os seguintes parametros

complementares:

Tabela 4.2: Tabela com os parametros complementares utilizados para gerar as Figuras (4.1a,

4.1c, 4.1b, 4.1d).

Alinhamento Hibrido

Ll —
L2 —
L3 —
L, =

b &
(I

8,0x 10712
2.0 x 10712
0,0 x 10712
0,0 x 10712

= 0,0 x 10712
= 2,0

= 1,0 x 10*
= 1,0 x 1072
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Alinhamento Planar

Ly =20x107"% N
L, =1,0x1072 N
Ly =0,0x10"*2 N
L. =00x10"12 N
Ly, =0,0x10722 N
At =1,0 ns

tf = 4,0x10® ns
W =10x10"% J/m?
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Figura 4.1: As figuras (a) e

sendo que a figura (a)

mostra a textura Schlieren e a figura (c¢) mostra o valor do parametro de ordem S e a projegao
do diretor no plano da rede. As figuras (b) e (d) correspondem ao alinhamento planar, sendo
que a figura (b) mostra a textura Schlieren e a figura (c) mostra o valor do parametro de ordem

S assim como a projecao do diretor no plano da rede.

)

correspondem ao alinhamento hibrido

)

C

(

No proximo resultado atribuimos valor diferente de zero para o termo L3 e utilizamos

ele apenas na dindmica do volume. Além disto, observamos a dindmica de aniquilagao

dos defeitos topologicos buscando a conservacao da carga topoldgica, mantendo assim,

a concordancia com o que foi proposto na segao (2.1) do Capitulo 2. Na Figura 4.2b,

em destaque no retangulo azul, podemos observar dois defeitos do tipo m = 1/2, sendo

um positivo e um negativo. A medida que a amostra evolui os dois defeitos tendem a se

aniquilar como mostrada na sequéncia de imagens da Figura 4.2. A Tabela 4.3 informa

Os dados sao impressos

tros adicionais utilizados para obter tais resultados.

0s parame

pela razao entre o tempo final ¢y e o nimero de arquivos desejados. Em nosso caso, foi
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utilizada dez impressoes em arquivos com os dados dos resultados, e entao, o tempo pode

ser quantificado em porcentagem em relagao ao tempo total da evolucao.

Tabela 4.3: Tabela com os parametros complementares utilizados para gerar as Figuras 4.2.

I, —L0x102 N
I, =1,0x1072 N
Ly =20x1072 N
L. =00x10"2 N
L, =0,0x10712 N
At = 2,0 ns
tf =1,0x10* ns

W =10x10"% J/m?

Depois deste resultados liberamos o termo L3 da equacao da dinamica de superficie.
O resultado obtido mostra claramente a conservagao da carga topolégica, onde na Figura
4.3b podemos observar trés defeitos do tipo m = —1/2 e trés defeitos do tipo m = +1/2,
como indicado, assim como aparece na textura Schrielen (Figura 2.5). Para esse resultado

foram utilizados os seguintes parametros complementares (Tabela 4.4):

Tabela 4.4: Tabela com os parametros complementares utilizados para gerar as Figuras 4.3.

L, =0,8x102 N
Ly, =0,8x10712 N
L; =10x10"12 N
N
N

L, =0,0x10712
L, =0,0x10""
At = 1,0 ns
tf =6,0x103 ns

W =10x10"2 J/m?
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Por fim, atribuimos valores aos dois ultimos parametros eldstico que faltavam, L e L.
Lembrando que o pardmetro elastico L, esta relacionado com o termo quiral, que por sua
vez esta relacionado com a mesofase nemédtica quiral ou colestérica [7]. O diretor nesta
mesofase nematica quiral apresenta uma torcao entre dois planos moleculares, formando
uma estrutura em hélice. Para esse resultado foram utilizados os seguintes parametros

complementares (Tabela 4.5):

Tabela 4.5: Tabela com os parametros complementares utilizados para gerar as Figuras 4.4.

L, =20x102 N
1,0x 10712 N
3,0x 10712 N
N
N

e~
W N
Il

Ly =1,0x10"1

L, =20x101

At = 1,0 ns
tf =6,0x103 ns
W =1,0x10"2 J/m’

Note que na presenca do termo quiral, a distor¢ao causada por ele faz aparecer, além
dos defeitos do tipo m = 1/2, defeitos do tipo m = 1. No conjunto de Figuras 4.4 as
indicagoes por setas correspondem a defeitos do tipo m = +1, enquanto as manchas
avermelhadas correspondem a defeitos do tipo m = —1/2. Como o termo quiral faz
com que o diretor sofra uma torcado em forma de hélice, a mudancga no diretor é dada
suavemente e por consequéncia o valor do pardmetro de ordem nao se altera de forma
brusca ao redor do defeito.

Observe também que a medida que o sistema evolui, dois defeitos do tipo m = —1/2
(destacados pelo retangulo) se aniquilam com um defeito do tipo m = +1 (Figura 4.4f).
Assim, toda a evolugao da dindmica da amostra se mantém de acordo com a conservagao

da carga topoldgica.
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As figuras (a
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e (d) correspondem a 40% do tempo final de evolugdo. As figura (e) e (f) correspondem a 50%
do tempo final de evolugdo. As figuras (a), (c) e (e) sado representacoes na textura Schlieren e as
figuras (b), (d) e (f) representages do valor do pardmetro de ordem S e a projecdo do diretor

no plano da rede.
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4
e (d) correspondem a 70% do tempo final de evolugdo. As figura (e) e (f) correspondem a 80%

do tempo final de evolugdo. As figuras (a), (c) e (e) sado representacoes na textura Schlieren e as

Figura 4

figuras (b), (d) e (f) representages do valor do pardmetro de ordem S e a projecdo do diretor
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Consideracoes Finais

Neste trabalho apresentamos os principais pontos da teoria liquido cristalina, assim
como o desenvolvimento de um programa computacional que denominamos de NLC, o
qual o objetivo foi de resolver as equagoes da dindmica do parametro de ordem tensorial
de um cristal liquido numericamente.

O estudo apresentado sobre a teoria liquido cristalina envolveu a descricao do grau
de ordenamento das moléculas/micelas na mesofase nematica. A quantificagdo do grau
de ordenamento foi realizado por meio dos parametros de ordem escalares, S e P, e na
forma tensorial );;, a fim de carregar todas as informagoes dos pardmtros escalares e seus
respectivos vetores diretores. A partir disto, discutimos o modelo de Landau-de Gennes
para a transicao de fase isotropica-nemaética e as formas de densidade de energia livre
presentes nesse sistema: densidade de energia livre de Landau-de Gennes, densidade de
energia elastica assim como a densidade de energia de ancoramento. Essa parte pode ser
encontrada no Capitulo 1.

Ap06s isto, demos continuidade com um dos principais objetivos do trabalho que era
estudar a dinamica do parametro de ordem tensorial. Nessa parte do estudo verificamos as
configuragoes que minimizam a energia total do sistema liquido cristalino e descrevemos
a equacao que fornece a evolucao temporal do parametro de ordem tensorial, dada certas
condigoes iniciais. As equagbes da dindmica sdo apresentadas, para o volume e para a
superficie, na se¢ao (2.3) do Capitulo 2 e desenvolvidas no Apéndice C.

Por ltimo, atingimos mais um dos objetivos que foi desenvolver um programa compu-
tacional para resolvermos as equagoes da dindmica. O programa NLC que desenvolvemos
foi baseado em um conjunto de c6digos chamado LICRA [7]. Com NLC conseguimos si-
mular amostras confinadas em capilares do cristal liquido do tipo MBBA. Neste programa
estd implementado tanto a equagdo da dindmica do volume quanto a equagao da dindmica
de superficie. Os resultados obtidos numericamente pelo método NLC sao apresentados
no Capitulo 4, sendo que foi observado inicialmente dois tipos de alinhamentos, e depois
manipulamos os valores dos parametros elasticos L; com o objetivo de estudar a formacao
dos defeitos topoldgicos, assim como a aniquilagao destes e a conservagao da carga topo-
légica. Os resultados numéricos foram apresentados de forma visual utilizando o software
Gnuplot, o qual gerou os resultados na forma de textura Schlieren e figuras mostrando o

valor do parametro de ordem S e a projecao do diretor no plano da rede.
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Apéndice A - Uma Revisao de

Maximos e Minimos

Ao trabalharmos com a energia livre de Landau-de Gennes no Capitulo 1, utilizamos
alguns conceitos basicos de calculo que valhem a pena serem formalizados e revistos.

Quando precisamos tragar o grafico de uma dada fungao f(x) podemos utilizar alguns
métodos para ter uma ideia de seu comportamento antes de atribuir os valores numeéricos
a esta. Uma das maneiras é encontrar os pontos de méaximo e minimo da fungao [42].
Podemos definir o que sao pontos de maximos e minimos de uma funcao da seguinte

maneira;:

Defini¢ao 4.1 Se a é um nimero do dominio D de uma fung¢io f. Entao f(a) pode ser:
e Um valor mdximo absoluto de f se f(a) > f(z) para todo x em D;

e Um valor minimo absoluto de f se f(a) < f(x) para todo x em Dy

Quando a funcao possui mais de um ponto de méaximo ou minimo podemos tratar

esses pontos de forma local, nas suas proximidades (Figura 4.5).

g :

F fld)
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o
(]
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m
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Figura 4.5: Representacao grafica de uma fung¢ao com pontos de maximos e minimos. Um
ponto de méximo absoluto em f(d) e um minimo absoluto em f(a). Pontos de méximos
locais: f(b), f(d). Pontos de minimos locais: f(c), f(e) [42].
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Algumas fungoes tém valores extremos enquanto outras nao, para isso existe um te-

orema que garante, de certa forma, a possibilidade da funcao de ter valores extremos
(Figura 4.6).

Teorema 4.2 (Teorema do Valor Extremo') Se f é continua em um intervalo fe-
chado [a,b], entdo f assume um valor mdximo absoluto em wm ponto ¢ e um minimo

absoluto em d dentro do intervalo [a,b].

¥ y y

Figura 4.6: Ilustracdo do Teorema do Valor Extremo [42].

Podemos observar que ao tracar a reta tangente nos pontos de maximos ou minimos,
seja x um ponto de maximo ou minimo qualquer de uma funcao, a inclinacdo desta é
nula, ou seja, f'(x) =0 (Figura 4.7). O teorema de Fermat formaliza isso de forma que é

sempre verdade para fungoes diferenciaveis.

Teorema 4.3 (Teorema de Fermat) Se em uma funcio f houver um mdzimo ou um

minimo local em certo ponto a, e f'(a) ezistir, entio f'(a) = 0.

J4

r~ Ta fa)

0 c d X

Figura 4.7: Tlustracdo do Teorema de Fermat [42].

No teorema de Fermat é apresentado o que chamamos de Pontos Criticos ou niimeros
criticos, sendo f'(a) = 0. S@o nesses pontos que devemos comegar a nossa procura pelos
valores de maximos e minimos. Para investigar o comportamento desses pontos na fungao

podemos realizar o Teste da Derivada Segunda.

1 As provas dos teoremas néo serdo apresentadas nesses trabalho, uma vez que este envolve a discussao
sobre os resultados dos mesmo. As demonstragdes podem ser encontramos em qualquer livro de célculo.
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Teste da Derivada Segunda: Seja f” continua na proximidade do ponto critico a

entao,
e Se f"(a) > 0, entdo f tem um minimo local em a.

e Se f"’(a) <0, entdao f tem um maximo local em a.

Ainda, o teste da derivada segunda se torna inconclusivo quando f”(c) = 0, podendo
ser um ponto de maximo, minimo ou nenhum dos dois. Para completar a revisao, podemos
ter na fungdo um ponto denominado ponto de inflexao (Figura 4.8). Nesse ponto a curva

muda a sua concavidade de cima para baixo ou vice-versa.

4

Figura 4.8: Representagao gréafica da fungao f(z) = x*. Em f/(0) = 0 porém o ponto

x = 0 ndo representa um ponto de maximo ou minimo [42].
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Apéndice B - Densidade de Energia
de Frank-Oseen

Como foi apresentado no Capitulo 1, a equagao da densidade de energia elastica é

dada pela equagao (1.49),

1 1 1 1
Fe = §L1Qij,inj,k + §L2Qij,jQik,k + iLSQiijl,ile,j + iLSQij,ink,j- (B.1)

Para obter a expressao da densidade de energia de Frank-Oseen (1.50), consideramos
a definicdo do parametro de ordem tensorial uniaxial, Q}; = %Seq(Snmj —d;j), e que a
norma do vetor diretor € unitdria, n;n; = 1 e portanto, n;n; ; = 0. Vamos aplicar essas
condigoes na equagao (1.49) para mostrar como obtemos a equagao (1.50). O primeiro
passo que podemos dar é calcular as quantidades que acompanham os parametro elasticos

L;. Assim,

° ngszgk
3 2
QijQije = §Seq(ni,knj +nin;y)
9

= ngq(ni7kni7k -+ 7’Lj7knj7k) (BQ)

* Qlj]@lkk
3 2
Qij,j@ik,k = {25@] (ni,jnj + nznu)(“zknk + nmkk)
= Zqu(njni,jnkni,k + nmnk,k) (B3)

® Qiijl,ile,j
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3 2
QijQuiiQr; = Qij |2Seq| (npimu+ nknz,z)(nk,jnz + nknl,j)
2

(B.4)

9 3 1 1
= 1562(1 {QSeq(nmjnk,mk,j + nmjnl,,;nl,j) — §Seq5ijnk,ink,j — §Seq5ijnl7ml7j

9
= ngq(?)seqninjnk,ink,j — SeqMiMk,;i)

° Qij,k@ik,j
3 2
QijkQik; = {256(1] (ngimj + ning i) (ng jng + ning ;)
9
= ZSqu(nkni,knjnm + nijTLkJ) (B5)

Substituindo os termos encontrados, (B.2) a (B.5), na equagao da densidade de energia

elastica (1.50) temos,

1.9 9
Fa = §L1153q(”i,k”i,k + 1) + §L2153q(nj”i,j”kni,k + 1 neg) +
1.9
+ §L31562q(35’eqninjnk7mk7j — Seqnwnm) +
1.9
+ iLSZSSq(nkni,knjni,j + nj,knk,j). (BG)

Podemos assim identificar aos termos que aparecem na equagao (B.6) [43],

nj g = (V- i), (B.7)
NN ;NN |k = (ﬁ X (V X ﬁ))Q, (BS)
ng g = (Vi) =V - [@(V-7) + (7 x (V x 7))], (B.9)

gty = (V- i1)° = V- [i(V - 1) + (i x (V x @) + (- (V x i0))* + (7 x (V x 7))
(B.10)
Substituindo as identidades obtidas, (B.7) a (B.10) na equagao (B.6), podemos obter

a seguinte expressao,
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1.9

Fa = SLigSL[2(9 @) =2V [V i) + (7 x (¥ x )] +
b Ly SE [200 x (VX @) 42 (V x )]
+ ;Lgisfq (Vi) + (7 x (V x )?] +
n ;Lgisgq 37 % (V x 7)) = Sog (V- )] +
N ;Lgisgq VAV 1)+ (7% (VX)) = Seq (71 (V X 70))° = Seq (71 x (V x 70))°] +
L ;Lsisjq (7 % (¥ x @)? + (V- ) = V- [V - 73) + (7 x (¥ x 7D)]] . (B11)

Assim, reescrevendo,

1 219 1 . 9
Fa = (V) 183,00 + Ly = Suly + LS)] o (i (V) {45;(2@ - Lg)}
1 9
£ X (Y x ) [45;(% 4+ Lo+ SegLs + LS)] 4
- ;v RV - 7) + (7 x (V x 7))] [isgq(m - Lo+ L) (B.12)

Renomearmos as constantes de forma que,

9
Ky = Zqu(le + Ly — SegLs + Lg); (B.13)
9 2
K22 == ZSGQ(QLl - Lg), <B14)
9 2
K33 = ZSeq(2Ll + L2 + SeqL?) + LS); <B15)
9 2
Kou = 7 5%,(2L1 — Ly + Lo). (B.16)

Dessa forma, substituindo as constantes obtidas, (B.13) a (B.16), na equacao (B.12)

obtemos a equagao da densidade de energia livre de Frank-Oseen (1.50):

1 . 1 ., . 1 . R
Fgo = 5[(11 (V . n)2 -+ 5[(22 [n . (V X n)]2 + §K33 [n X (V X n)]2 +

- ;(ng + o)V - (V- 1) + 71 x (V x D)) (B.17)
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Apéndice C - Equacoes da Dinamica

de Orientacao

Este apéndice é dedicado as manipulagoes matematicas realizadas com os termos das
energias envolvidas na teoria liquido cristalina.

Como vimos no final do Capitulo 2, a equacao que descreve a evolugao temporal do
parametro de ordem para do volume é dada por:

0Qi; OF, 9 0F

LI ) R T
ot gkl 0Qu 0Ty, anl,fn

(C.18)

onde F, = Fraa + Fu. Vamos comecar pela energia livre de Landau-de Gennes, Frac.
A densidade de energia livre de Landau-de Gennes definida na equagao (1.48), depende
apenas explicitamente do traco tensor ();;. Assim, os termos entre as chaves da equagao
(C.18) sao dados por:

o Primeiro Termo:

8]:“Ldg 8 g ~9 ~3 1 ~4
— = —— |=1rQ" —TrQ” + =TrQ"| . C.19
OQu  OQu L2 2 (C.19)
A derivada do trago é definida como:
0 TrQ" = n(QyH7T. (C.20)
OQki

Assim, aplicando esta identidade na equacao (C.19),

OF N R - N
]:~LdG = 0Qp — 3QrmQmi +2QuTTrQ. (C.21)

o Sequndo Termo: Como ja dito antes a densidade de energia de Landau-de Gennes
nao depende explicitamente da derivada do tensor );;. Logo o segundo termo entre

chaves da expressao da evolucao temporal é nulo.

Assim, temos que:
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3Qij
ot

O tensor I'j;x; ¢ definido como sendo:

= —ALjju [U@kl = 3Qkm Qi + QleTTQ] : (C.22)

1 1 1
Lijr = §5ik5jl + 557;15;% — g%ékz- (C.23)
Aplicando esta identidade na equagio (C.22):
0Qy _ A 2TrQ)Q;; — 3 6, TrQ* C.24
o {(U +2TrQ)Qij — 3QimQumj + 6;;TrQ } - (C.24)

Dando sequéncia, vamos partir para o segundo termo de Fp, que envolve a densidade
de energia eldstica F,;. A densidade de energia eldstica é definida pela equacéo (1.56)

mais o termo quiral definido na equacao (1.55):

- 1- ~ = 1~ ~ = 1 ~ ~ ~ ~ ~ 1.~ =
Feo = iLlQij,inj,k + §L2Qij,jQik,k + §L3Qiijl,ile,j + Lg€ijiQijQurj + §LSQij,ink,j-
(C.25)

Vamos comegar com o primeiro termo da equagao (C.25), que envolve o parametro

elastico L;. Os dois termos da equacio (C.18) se resumem a:

e Primeiro Termo:

(1)
a].:el o, (C.26)
0Qu
o Segqundo termo:
a (1) a 1. ~ A
d el — _ *LlQnoﬁQnoyﬁ
OQk1m OQkim 12
~ ~ ac?no~
= L Cg'n,o,~ N 7p’ C27
! p@ka,m ( |

Usando a defini¢do de derivada de tensores simétricos [44]:

0X; 1
37kl = 5(51'1«(53'1 + 6;k04), (C.28)
obtemos,
OF 1. -
8@;{7% - iLlQno,ﬁ(énk(Sol + 5ok5nl)5ﬁfn
1. - -
= §L1(le,m + Quiem)
— L (C.29)
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Fazendo a derivada em 0/0Z temos por fim:

o OF)

Pl _f O .30
5o Ceim 1Qw, ( )

Substituindo esta equagao (C.30) de volta na equagao (C.18), chegamos a:

0

a{ij = — ATl PLle,mm} . (C.31)

Aplicando o tensor I';;; definido na equagao (C.23) obtemos por fim:

0
0

O préximo passo é realizar o mesmo procedimento com o termo que envolve o para-

=—-A [_Eléi]}mfn} . (032)

i
¢

metro eldstico Ly. Assim:

e Primeiro Termo:

7~(2)
a]_:el o, (C.33)
0Qwu
o Sequndo Termo:
8]_1652) o 1. ~ =
d [ — _ *LQQno,Ganvﬁ
OQk1m 0Qp1m L2
1. - 8Qn05 1. - 8an15
- i . 7 ] noo A .34
5 2Q) p’panlfn 2 2() " O0Qkm ( )

Aplicando a defini¢do de derivada do tensor simétrico, dada na equagao (C.28),

obtemos:
0T L p ML 5 st bud)oom 4 O (Gursn + G5
anl’m - 2 2 -2 np,p\Ynklol okUnl)Yom 2 no,6\YnkYpl InYkp)Ypm
1~ -~ ~ ~ ~
= ZL2 _Qkp,ﬁ(slm + le,ﬁ(skm + Qko,é + Qlo,ﬁékm}
1~ r»~ ~
= L Qp 0mt + QuppOkom | - (C.35)

Fazendo a derivada em 0/0%Z; temos:

o OFY 1. (- .
a:gm a@kl’m - §L2 {Q/ﬂpvﬁﬁ%(sml + le,ﬁmfskm} . (C.36)

Substituindo esta equagao (C.36) de volta na equagao (C.18), chegamos a:
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1

90, - ~
@ §L2<Qkp,ﬁﬁm5ml + le,ﬁm(skm)} . (C.37)

ot

Aplicando o tensor I';;; definido na equagao (C.23) obtemos por fim:

= —Aliju {—

Qi 1~ 1~ 1. -
Wj =—A {—L2 <2Qip,p'3 + inp,ﬁ% - 35iijp,15ﬁ)] ) (C.38)

Dando sequéncia com o termo que envolve o parametro elastico L3, de forma que:

o Primeiro Termo:

!

OF)

e

0Qw

9Qno
T anl

1
pq,5§(5ik5ﬂ + 5il5jk)

[l
w
@z

wbn
te)
=
o)
O

~
w
Lol
=
s
)
O
=
s
=

(C.39)

N~ — N~

o Segqundo Termo:

OF) 1- ~ ~ 00 00,0 s
—_ L o 5 Dpq,7t pq,0
o Qi

OQu,m 2
-~ 1 ~ 1 ~
= 7L3Qno |:2 (5kp51q + (5pl5kq>5mn@pq,6 + 5(5kp5lq + 5p15kq)5monq,ﬁ:|

+ a SQnonq n

1

[~/3 {Qmo@kl,ﬁ + Qmo@lk,é + an@kl,ﬁ + an@lk,ﬁ}
[:3 {Qno@kl,é + an@kl,ﬁ} . (040)

NN~ DN

Fazendo a derivada em 0/0%; temos:

0 02 L [@n it + Go@itim + Qrmn @it + Qun@ian] - (A1)
aj‘ﬁl a@k‘l,fh N 2 3 mo,m ¢ kl,6 mo'«kl,om nm,m\kl,n mn'\<dkl,nm | - .

Substituindo os termos dados nas equagoes (C.39) e (C.41) na equagao (C.18), obte-

mos:

aggj = —Alju B Q 15@ ]
— Alyu { [ Qnis + QmoQui omH +
ALk { [ Qrin + anQk’l an . (C.42)



Aplicando o tensor I';j;; definido na equagao (C.23) obtemos por fim:

0Qi;
ot

Sl /. - 1 . . . .
— ALy |5 (0@ — 505QaiQuni) — Quia@umin —~ Qun@ison| - (C.43)

Para o termo quiral, aquele que envolve o parametro elastico L, temos:

o Primeiro Termo:

OFY . 0Q,
< = Lg€nop@pq,5 Q :
anl 8le
1- -
= §Lq€n0prq,6(5k‘n5ql + 0ni0kq)
= Zq(@cop@pl,é + 6lopc?plc,é)' (044)
o Sequndo Termo:
8'ﬁ.e(lq) T N aCgpq,é

= = L €no, Qn =
0Qr1m amner ankz,m
~ ~ 1
= Lqenoanqi(ékp(slq + 5pl(5kq>6mo

1- ~ -
= §Lq <€nkanl + enlenk) . (045)

Fazendo a derivada em 0/0%Z; temos:

o OFY 1. - -
= =L nmk'<nl,m nml«nk,m | - C.46
0t D0mm 2 q<€ kQnim + €nmiQnr, ) ( )
Substituindo os termos dados pelas equagoes (C.44) e (C.46) na equagao (C.18), ob-
temos:
0Qy;

1~ ~ ~ ~ ~
ag = _Arijk:l [2Lq(€koprl,5 + Eloprk,é - Enmk@nl,fn - Enlenk,m>:| . (C47>

Aplicando o tensor I';;;; definido na equagao (C.23) obtemos por fim:

0
0

Por 1ltimo temos o termo que envolve o parametro elastico Lg. Para este obtemos os

~ ~ ~ ~ 2. ~
=—-A |:Lq€iannj,m + Lqejanni,ﬁz - 3Lq€kannk,ﬁ1:| . (C48)

ij
t

seguintes termos da equacao (C.18):

e Primeiro Termo:
oF

00n
87

0. (C.49)




o Sequndo Termo:

OF 0 [l ~ =
= l - = {LSQno,ﬁan,é}
OQ1m OQpm L2
1- ~ 3Qn ] ~ a@no p
= 7LS l@nof = P "‘Qn O AR ,p‘| . C.50
2 panz,m g OQk1m ( )
Aplicando a definigdo de derivada do tensor simétrico, dada na equacao (C.28),
obtemos:
a]ﬁ—(f) 1. 1 - 1~ 1=~
= = -Ls n0~5n5 d 5n60m ~Lsz n56n50 571505771
2Crm 252Q 5(Okn0tp + Orplin) +252Qp,(kl+ 10ko)0p
1. - _ _ _
= ZLS [ka,[ + le,fc + ka,i + le,fc}
1~ ~ 12 ~

Fazendo a derivada em 0/0%;, temos:

0 OFY 1. - )
Jim 00w 208 (Quoni + Quin - (C.52)

Substituindo esta equacao (C.52) de volta na equagao (C.18), chegamos a:
0Q;;
ot

Aplicando o tensor I';;; definido na equagao (C.23) obtemos por fim:

1. N
= —ADjn {_QLS(ka,Zm + sz,km)} : (C.53)

8@1" = /1~ 1~ 1. =~
Otj =—A [—LS (zQim,mj + §Qjm,ﬁﬁ - 35iijm,ME)] : (C-54)

Reunindo as equagoes (C.24), (C.32), (C.38), (C.43), (C.48) e (C.54), recuperamos a
equacao (2.32) apresentada no Capitulo 2:

0Qy;
ot

= —A[(0 +2TrQ*)Qi; — 3QunQum; + TrQ%s;;| +

- 5 B 1. - . 1 ~ ~
- A —LlQij,fnm - (LQ + LS)Hij + §L3(qu,iqu,j - 351‘1'@?‘17’6@?‘17’“)} +
— A :—[Nzg(@ij7n©nm7m + Qanij,nm) + Eq(einanj,ﬁl + ejanmﬁl)} +

r 9. ~
— A _quekannk,m ) (C55)

Em analogia com o desenvolvimento feito até entao para a equacao da dinamica do vo-
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lume, podemos realiza-las para a equacao da dinamica de superficie, que foi apresentada

no Capitulo 2, pela equacao (2.31):

90, 0F,  0Fs
U ATy [ v 4 o2
ot M 0Qmm " 90

onde a densidade de energia F, ¢ a mesma que utilizamos no volume, ou seja, F, =

(C.56)

F Ldg—l—]:"el e a densidade de energia F s corresponde a densidade de energia de ancoramento
que foi apresentada na equacao (1.62).

O primeiro termo da densidade de energia F; é o da densidade de energia de Landau-de
Gennes, Frqa. A densidade de energia de Landau-de Gennes nao depende explicitamente

do termo le,m e portanto:

OF Lac
0Qki1m

Para o termo da densidade de energia elastica podemos utilizar os resultados previ-

= 0. (C.57)

amente obtidos ao realizar o calculo para o volume. Desta forma os resultados obtidos

foram:

Para o parametro eldstico Ly :

oFy .
~— = L1Qim- (C.58)
OQ1m
e« Para o parametro eldstico Ly:
aj:-(?) 1. -~ ~
= =_L 50mi + 50km | - C.59
anhm 9 2 [Qkp,p l le,p k } ( )
e Para o pardmetro eldstico Ls:
oFY 1
- - *LS Qnole,é + anle,ﬁ . (060)
9 20 |
e Para o parametro eldstico Eq:
OFE L f (oGt + o) (C61)
= =3 Enmkdnl Enmildnk ) - .
OQum 2"
e Para o parémetro eldstico Lg:
a]}(ls) 1. - 1~ -
—=—=-L i+ =L 7. C.62
anl,m 2 Ska,l 2 Sle,k ( )
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Por fim, para o termo da densidade de energia de ancoramento, equagao (1.62):

OFs 9 1.~ - 0 o
~ = = ~i4 np ~ Wnp
0Q 0Qw L2 @ i )
S 00
— W oy — 0 ¢ 4
) (? P ) np) anl
= W(Qu — Q). (C.63)

Substituindo os resultados obtidos, equagoes (C.58) a (C.63), na equagao (C.56) e
aplicando o tensor I';;i;, definido na equacao (C.23), obtemos o resultado apresentado no

Capitulo 2 da equagao da dindmica de superficie, equacao (2.34):

a@ij
ot

_ _ _ /. 1. -
[LlQij,mUm + Lohij + Lg fijum + L3 (an@ij,n — SanQkk,n5ij> Um:| +

—A
"~ ~0 1~ ~ ~ 1~ ~
- A |: (Qlj - ij) + iLq<€nmian + 6nijgni) - 3Lq€nkank5ij:| . (C64)
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