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“N6és somos aquilo que fazemos
repetidamente. Exceléncia, entdo, nao é
um modo de agir, mas um habito.”

Aristételes



Resumo

Neste trabalho, apresentamos um estudo introdutdd algumas teorias que
descrevem o fenbmeno de supercondutividade em iamté&studamos as teorias do Efeito
Meissner, da Termodinamica de Supercondutividads,Efjuacées de London e tambéem a
Teoria BCS, que descreve microscopicamente o estgaercondutor. A escolha deste tema

foi devido ao fato deste n&o ser abordado duraGeduacao.
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Capitulo 1

Introducao

A supercondutividade € uma propriedade fisica dars materiais, e foi observada
pela primeira vez em 1911 por Heike Kamerlingh Gnr(@853-1926), ao realizar
experimentos com o elemento mercurio [1].

Naquela ocasiao, ja era de conhecimento ha muitos gue a resisténcia elétrica do
metal decrescia proporcionalmente com a temperalDegste modo, esperava-se que a
resisténcia elétrica dos metais diminuisse quandeem resfriados a baixas temperaturas.
Onnes, por volta de 1908, conseguiu a liquefacébétio, que viabilizou o resfriamento de
amostras de alguns materiais a baixas tempergitgasnas ao zero absoluto (0 Kelvin) [1].

Onnes estava interessado em observar quao pepodeda se tornar a resistividade
do mercurio ao se atingir as temperaturas do l§lido. A razédo para a escolha do mercurio
€ de que este pode ser obtido facilmente com puedasiivamente alta. Onnes notou que para
correntes elétricas muito fortes ou para camposatags intensos o estado supercondutor
do material era destruido. Ele também observoultagis similares para os elementos
chumbo e estanho. Para estes valores limites atardeou corrente elétrica critica e campo
magnético criticd ., sendo ambos dependentes da temperatura da apistra

Em 1933, os cientistas Walther Meissner e Robehis@deld concluiram que os
supercondutores ndo eram apenas condutores pereiteletricidade. Eles descobriram uma
interessante propriedade magnética intrinsecaupe&ndutores que excluia de certa forma
0 campo magnético exterior, hoje conhecido comatdfdeissner. Esta propriedade dos
supercondutores é talvez a propriedade macroscomfundamental de um supercondutor
[2].

Entdo, em 1957a compreensdo da supercondutividade teve um avemigo O
surgimento da Teoria BCS, em que John Bardeen, Gamper, e John Robert Schrieffer
publicaram a primeira teoria verdadeiramente mafpka da supercondutividade, e devido a
isto, receberam o Prémio Nobel de Fisica em 187&oria afirma principalmente que os
elétrons em um material, quando no estado supewtamde agrupam em pares chamados

pares de Cooper. Os pares de Cooper sao elétrndserngados em estados de menor energia

3].



Nos proximos capitulos tais descobertas que eaizatn o fenbmeno da
Supercondutividade serdo apresentadas através tmloeslo Eletromagnetismo, da

Termodinamica e da Mecanica Quantica relacionad@stado supercondutor.



Capitulo 2

A Supercondutividade

2.1. Resistividade Zero:

Em supercondutores a resisténcia elétrica pos$wi iaual a zero, e a condutividade
elétricac passa a ter um valor infinitamente grande abaixtedgeratura criticd,. Se a
condicéo de condutividade perfeita caracterizgpasondutividade, entédo, a partir da relacédo
entre densidade de corrente campo elétric&, dado pela Lei de Ohm

j = oE, (2.1)
E — 0 em todos os pontos no interior do metal, ja qeeralutividades — «. Desta forma
temos densidade de corrente sem campo elétricouMsat experimentalmente que a mudanca
de um valor finito para resistividade zero na terapga criticaT, € muito subita. Para
algumas transicdes de fase termodinamica a trangiciiave, tal como de liquido para gas.
Em supercondutores a transicdo de fase aconteotuadamente a uma temperatura fixa,

onde as fases séo a do estado de conducao noonestado supercondutor [2].

2.2. Efeito Meissner

Investigando o campo magnético dentro de supertoret) Meissner e Ochsenfeld
colocaram em questionamento o fato de o estadocanmiitor existir devido ao material ser
um condutor perfeito [4].

Como dito anteriormente, em um condutor perfeitoradutividade tende a infinito e a
resistividade elétrica vai a zero, deste modo desaer por (2.1)

E=0. (2.2)

Isto implica, devido a uma das equacdes de Maxued,

vxE=--2-), (2.3)

c dt

Assim, a inducdo magnétid@ é independente do tempo. Ou seja, 0 valoB ¢germanece 0

mesmo no instante em que o metal torna-se supertoriad].
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Fig. 2.1-Ciclo de histerese [1].

Entretanto, o valor dB esta relacionado colli por um ciclo de histerese, como mostrado na
Fig. 2.1. Se a temperatura de uma substancia eidadabaixo de seu ponto de transicdo na
auséncia de um campo magnético extgiiic= 0), ele torna-se um supercondutor. Agora, se
um campo magnético é aplicado neste superconcentipB = 0 para|H| < H,. o estado
supercondutor é mantido e pgH| > H_ a substancia torna-se um condutor normal. Ent&do
B = H, se negligencia os fracos efeitos diamagnéticparamagnéticos. Inversamente, se
agora o campo aplicado for reduzido, entdo o natérum condutor normal, que B,= H,
contanto que|H| > H,.. Para|H| <H., B < H.. Contudo,B # 0 mesmo emH = 0.
Acreditava-se até 1933 que esta irreversibilidadkia [1].

Porém, Meissner e Ochsenfeld ndo observaram aersibilidade mencionada.
Experimentalmente, mostraram que independenteataigbes em que o material tornou-se
supercondutor, 0 campo magnético sempre sera peseuwninterior, como mostra a Fig. 2.2
[1].

Este fato caracteriza os supercondutores como dmortde um diamagnetismo
perfeito. Através dessa descoberta, tornou-seeligive a transicdo do estado condutor para o
estado supercondutor é uma transicdo termodinareit@nreversivel, como ja havia sido
proposto anteriormente por Rugter e Gorter [1].

Portanto, no diamagneto perfeil®,= 0 dentro do material ao se aplicar um campo
magnético externo. Para que isso ocorra, sdo fasneatrentes de blindagem que fluem em
torno das bordas do material. Essas correntes peadwm campo magnético que é de



mesmo moédulo e sentido oposto éampo magnético externo aplicado, dndo assim o

campo zero dentro da amostra

Ped, B=I

T<T, B=0 =T B#O

Fig. 2.2 — O efeito Meissner-Ochsenfeld [2].

A maneia mais simples de descrever esta corrente de pknaa utilizando de
equacOesle Maxwell em um meio magnéti[2].
A corrente total é sgpada entre correntes externas, por exe, em boknas produzindo o
campo externg,,;, € as correntes de blindagem intelj,,;. Entéo, j € dado pc
J=Jext T Jint- (2.4)
As correntes de blindagem prodm no material uma magnetiza, M por unidade de

volume, definida por

VXM=j,. (2.5)
E, um campo magnétidd em termos somente das correntes externas
VXH =] (2.6)
Os vetoredM, H e B estao relacionados
B = uy(H+ M), (2.7)
Uma da equacdes de Maxw nos mostra que
V.B =0, (2.8)

que ao ser complementapelas condigbes de contorno da superficimaterial mostra que a
componenteB perpendicular a sugficie deve permanecer consta enquanto que a
componentedd paralelo a superficie permanece constante. Asaraticbes de contorno sé

portanto



AB, =0 (2.9)

AH, = 0. (2.10)
Impondo a condi¢édo de qu&= 0 (como resulta do Efeito Meissner) na Eg. (2.7),
temos
M = —H. (2.11)
A susceptibilidade magnética é definida por
== . @1

e assim encontramos que para supercondutores rodzasmusceptibilidade €

x=-1 (2.13)
Sdlidos com valor negativo de susceptibilidade daesificados como diamagnéticos, e os
que possuem valor positivo sdo classificados coananpagnéticos [2].

2.3. A Equacéo de London

Segundo o Modelo de Dois Fluidos, os elétrons ei@inconsistem de duas partes, que
sdo denominadas como: elétrons de conducao “noereBtrons “supercondutores”, e existe
certa interacdo entre eles, tal que a relacdo dasidhdes desses elétrons varia com a
temperatura de modo a minimizar a energia livrsigi@ma.

Em 1935, foi proposto pelos irméos F. e H. Londaoe o Modelo de Dois Fluidos
(1934), aparece de forma diferente nas equacoEerebgnéticas. Assim, adicionaram duas
equacles as equacdes de Maxwell que séao satigleisorrente supercondutora, tendo o
diamagnetismo perfeito como solugcdo Unica das égsapara um campo eletromagnético
[1].

Suponha que a densidade de corrghteeja a soma da densidade de corrente
supercondutoj, e da densidade de corrente norjhafanalogo a deducdo do diamagnético

perfeito ja citado), e qug; seja o fluxo de elétrons supercondutores de mmssearga

elétrica- e e densidade,. Entdo podemos dizer que elétrons sdo constanteraeelerados
na presenca de um campo elétie, portanto, podemos escrever a seguinte eqiicao

], nge?
—==——F. (2.14)

Esta equacao foi introduzida por Becker em 1932 aantuito de explicar a conducao

perfeita. Aplicando o rotacional na Eq. (2.14) engo a Eq. (2.3), obtemos



], mnge? nse? 0B

VX—= VXE= e 2.15
at m mc Ot ( )
ou ainda,
VXJs+ nse” B|=0 2.16
at ]S mc - Y- ( . )
Por outro lado se combinarmos a Eq.(2.16) com agéjpiseguinte
4

VXB=—]J; (2.17)

que é uma equacdo de Maxwell omitindo a correntiedldcamento, obtemos

5 1 ,  mc?

V°B = A_LZB; sendo A, = brne? (2.18)

Esta mostra porque o efeito Meissner ndo assumesalugédo uniforme no espaco, de modo
que um campo magnético uniforme ndo pode existimemsupercondutor. Isto &(r) =

B(0) = constante ndo € uma solucao de (2.18) a menos que o canmstacteB (0) seja

. . , ;1 ~ e
identicamente zero. O resultado segue Gt é sempre zero, porés; B ndo € zero, a
L

menos qued seja zero [4].
No estado supercondutor puro, 0 campo magnéticai aexponencialmente quando
penetra no material a partir da superficieB&@&) for o campo no contorno do material, entdo

0 campo no interior sera

B(x) = B(0) exp (—%), (2.19)

uma vez que esta € uma solucéo de (2.18) em unemsifio. Portanto, vemos gliemede a
profundidade de penetragdo do campo magnético neriala que € conhecida como
profundidade de penetracdo de Londord].

2.4. Supercondutores do tipo | e do tipo Il

Frente ao efeito Meissner alguns materiais aptasedois tipos de comportamento,
bem diferentes um do outro, e sédo caracterizado® cupercondutores do tipo | ou como
supercondutores do tipo Il. Ambos sdo semelhantesitq as propriedades térmicas de
transicdo da fase normal para a fase supercondimarauséncia de campo magnético) e nao
existe nenhuma diferenca no mecanismo do efeitersapdutor [2,4].

Um supercondutor do tipo | permanece com campanat@ulo, a menos que a

supercondutividade seja destruida, quando entampa@ penetra por completo o material, ou

7



seja, para um dado campo magnético acima do cartipo,cH.(T), 0 espécime se reverte ao
estado normal instantaneamente. Ja para um supetoordo tipo Il o campo interno é
completamente nulo para um campo critig (T). Acima deste valor critico o campo
magnético penetra parcialmente sem destruir o @saplercondutor, encontrando-se em um
estado misto, permanecendo eletricamente supermyndie um segundo valor critico
H (T) para o campo magnetico. Portanto para um supartmnddo tipo Il a
supercondutividade se anula para um campo maioHgu@) [2,4].

Tipo I Tipo 11
H,

Fig. 2.3-A magnetizagd®/ como uma fungdo dé em supercondutores do tipo | e do tipdPra o
tipo | o efeito Meissner (diamagnetismo perfeitajoatinuo atéH.(T), além a supercondutividade é
destruida. Para o tipo Il a caracteristica de unemah perfeitamente diamagnético ocorre idt4(T).
EntreH,, (T) eH.,(T) o material € penetrado parcialmente pelo campmétag aplicado, e o estado

supercondutor ndo € destruido completamente [2].



Capitulo 3

A Termodinamica da Supercondutividade

3.1. A Termodinamica
A transicdo do estado normal para o estado supdutomé termodinamicamente
reversivel. Portanto, € possivel aplicar os prinsifermodinamicos para esta transicao [1].
Se escolhermos a temperatura T, pressdo p, e caragoético H como variaveis
independentes descrevendo um estado, entdo, tadédpade termodinamica pode ser obtida

pela energia livre de Gibbs
H H
G=U-TS+pV —f M(H)dH = G(0) —f M(H)dH , (3.1)
0 0

em queG(0) é a energia livre de Gibbs na auséncia do campgnétao eM(H) é a
magnetizacdo. Em um corpo perfeitamente diamagnd®ic= 0, que € 0 mesmo que dizer
que a magnetizacdo por unidade de volume i¢/4m. Assim, para um volume V a

magnetizacdd/ torna-se
%4

M=—_—H. (3.2)
Substituindo este termo na energia livre de Gighs(3.1), obtemos
By
G;(H) = G4(0) —fo _EH dH
) = 6,0 + o= [ S17]
s(H) = Gs(0) + 7 | ZH?|
vV
Gs(H) = Gs(0) +QH2 (3.3)

sendo que o subscritodesigna que o valor é dado para o estado superton&e o estado

supercondutor tornar-se normal no campo criig@), temos
V 2
G,(0) + QHC =G, (3.4)

em queG,, € a energia livre de Gibbs no estado normal paraado(T, p; H.). Contudo,G,,
pode ser descrito independenteHjese negligenciarmos o leve para-(ou dia-) magnetismo

em um metal normal. Portanto, a energia livre ddb&do estado normal é mais alta que a do

9



estado supercondutor pBH,.%/8m. O gréfico da Fig. 3.1 [KITTEL C.- pag. 358] mast
diferenca de energia entre esses estados atravésngada Energia Livre de Helmoltz*.
Além disso, se usarmos a relacédo termodinamicael@ia livre de Gibbs do estado normal e

supercondutor € possivel, entdo, dizer mais solgiéeeenca de quantidades entre o estado
supercondutor e normal [1].

Mormsl
~04f Fs

—05- S parcondulor

—oal T, =1180K

Energla livre em mJ/maol
i
9
1

Temperatura, K
Fig. 3.1-Valores experimentais da energia livre em funcatedweratura para o aluminio no estado
supercondutor e no estado normal. Abaixo da terhperde transicdd. = 1,180 K, a energia livre €
menor no estado supercondutor. As duas curvasideinma temperatura de transi¢cdo, de modo que a
transicéo de fase € de segunda ordem (ndo exigteimecalor de mudanca de fase® A curvak,
€ medida no campo magnético nuléeé medida num campo magnético suficientemente fizta

fazer o espécime se encontrar no estado normdtajfi® de: KITTEL C.- Quinta Edicadd]].

Partindo da Eq. (3.4), pode se determinar, por gk&r entropia

G BG)
~ 0T/pu,

A diferenca de entropia entre o estado normal ersopdutor € dada por:

_ VH.dH,
Sn=Ss= -7~ (3.5)

Desta forma, calor latente é dado por:

VH. dH, 2
4 dT (36)
Da Eq. (3.5), o calor especifico= T(dS/dT) é dado por:

Q=T(S,—S)=-T

10



TV[ d?H. (dH,\*
Cs—anﬁHch2+(dT> . (3.7)

Se considerarmos, em particulBr= T,, entdo paradl.(T,) = 0, a entropia é continua
emT,, que e[S,]r, = [Ss]r, conforme (3.5) e ndo ha calor latente de transi@de = 0
(chamada de transicdo de fase de segunda ordesiin &g temperatura de transi¢Bo a

diferencaC — C,, por mol sera

AC = (3.8)

V,,,T. (dHC)Z
4’7T dT T=T

sendol;, o volume especifico da amostra. X0 pode ser medido independentemente da
variacdo da temperatura do campo critico, e esstscoes podem ser verificadas

experimentalmente. A tabela (3.1) mostra os redodt@xperimentais da Eq. (3.8) [1].

Temperatura
Metal de transicéo (dHC) AC x 103 AC x 103 H,
To(K) dT Jr=r, (calculado) (medido) (Gauss)

Pb 7,22 200 10,0 12,6 805
Ta 4,40 320 9,4 9,0 975
La 4,37 1000 190 13,9 -
Sn 3,73 151 2,61 2,4 304
In 3,37 146 2,08 2,3 269
Tl 2,38 139 1,47 1,48 171
Al 1,20 177 0,71 0,46 106

Tabela 3.1- Resultados experimentais para a Eq. (3.8) obtidosSphoenberg [Tabela extraida de:
Kubo/Nagamiya — Solid State Physics, pag. 195] [1].

Sabe-se que em muitos supercondutores, a depédémdemperatura do campo
critico segue uma lei parabdlica:
TZ
H.(T) = H, (1 - —2> (3.9
T,
em queH, é o valor de,. a0K [1].
Usando a Eq. (3.9), a Eq. (3.7) pode ser esaitaoc

11



c C_3VmH02 (T)3 1(T> 210
S 2n T. |\T. 3\T., (310)

Se o calor especifico dos fénons permanece pmadicte inalterado pela transicao
supercondutora, entdo Eg. (3.10) da a diferenceatte especifico eletrbnica entre os dois
estados. Contudo, se considerarmos o termo prapaicaT no lado direito da Eg. (3.10)

como sendd,,, entdo obtemos

3

T
C, =vT, Cs = 3yT, (—) , (3.11)
Te
e
Vm HOZ
= — . 3.12

Estas relagcdes concordam com valores obtidos empetalmente, exceto a temperaturas
extremamente baixas [1].

De acordo com experimentos a temperaturas extremtanbaixas, o calor especifico
eletrénico no supercondutor decai exponencialmeméo segue a lei déda Eq. (3.11).

Portanto, isto pode ser escrito como:

Ces TC
— = —b—), 3.13

== aep(-by (313)
em queC.s € o0 calor especifico eletrbnico do estado supedgon. Os valores de e b séo

levemente diferentes dependendo da substanciay getdde b~15 [1].

3.2. O Modelo de Dois Fluidos

Suponha que no estado supercondutor os elétronsmemnetal sejam formados por
dois fluidos, que consistem de elétrons normaléteoes supercondutores, e que a relagdo de
concentracdo entre estes elétrons é denotada: pbr- x), sendox a fragdo de elétrons do
fluido normal e(1 — x)a fracdo de elétrons do fluido supercondutor. Ert&00 emT > T,

e exceto por uma constante, a energia livre desZbkA dada por [1]

1
Go=—5yT*  (T2T0). (3.14)

Suponha que todos os elétrons sejam elétrons sugertores. Portanto, efh= 0K,
x = 1 de modo que a energia livre de Gibbs por mol éaman estado normal do que no

estado supercondutor por

12



Gs = ——’;HOZ =-8 (T=0). (3.15)

Aqui assumimos que varia de 1 a 0 no intervalo de< T < T, e combinando as

equacoes (3.14) e (3.15), a energia livre de Gédbesda por
1
G(T,x) = —PBx — E}/TZK(x), K@) =1 (3.16)

A funcdo x(T) é determinada de modo a minimizar a Eq.(3.16) ¢onQuanto a

K(x), temos
K(x) =v1—x. (3.17)
Neste caso, obtemos dé/dx = 0,
T 4
x(T)=1- =) (3.18)
4B VinHy’
T2 =—= : 3.19

Se substituindo a eq.(3.19) na eq.(3.16) é possalelilarmos a entropia e o calor especifico,

e serdo respectivamente

2 3

5—T<T) c—3T(T) 3.20
s=V ) s_]/cTC (3.20)

O calor especifico acima é o mesmo dado na eq)(blmodelo de dois-fluidos de Gorter e
Casimir, a entidade “numero de elétrons supercaonesit € introduzido, enquanto a formula
parabdlica do campo critico e da lei @é para o calor especifico sdo explicados pela

mudanc¢a no numero de elétrons supercondutores [1].

13



Capitulo 4
Teoria BCS da Supercondutividade

Em 1957 Bardeen, Cooper e Schrieffer (BCS) pulditara primeira teoria
verdadeiramente microscopica da supercondutividBd&a teoria foi construida sobre trés
idéias principais. (i) Primeiramente, verificoupge a forca efetiva entre elétrons pode ser
atrativa em um sdlido, em vez de repulsiva. Isteédo ao acoplamento entre elétrons e os
fébnons da rede cristalina subjacente. (i) Em s#myuCooper considerou um sistema simples
de apenas dois elétrons fora de uma superficieedri Fotalmente ocupada. E observou que
estes elétrons formavam um par estavel no estgalddj contudo, a forca atrativa € fraca. (iii)
E finalmente, Schrieffer construiu uma funcéo ddaode muitas particulas, na qual todos os

elétrons proximos a superficie de Fermi estdo esftpadtos [2,3].

4.1. A interacao elétron-féonon

Desde a descoberta da supercondutividade por (hB&st), a principal dificuldade
residia em descobrir a natureza da interacdo regpeh pela transicdo para o estado
supercondutor. O primeiro a propor um mecanisma paplicar esta interacao foi Frolihch
(1950) [5].

Frolihch sugeriu que a interacdo entre os eléteons fénons do metal resultaria em
uma interacdo atrativa efetiva entre elétrons. iAcfipio ndo é de se esperar encontrar uma
forca atrativa, pois, obviamente elétrons repelenfiesstemente com a repulsé@o eletrostéatica
de Coulomb

62

Vir-r")=———.
( ) dmeg|r — 1|

(4.1)

O fato é que devido ao principio de exclusdo, @hstrque possuem 0S Mesmos
nameros quanticos ndo podem ocupar 0 mesmo pongspero, sendo assim é de esperar
gue quando um elétron se mova, que o outro eléewa se mover para fora do caminho.

Ao considerar o elétron e sua interacdo com asnf®nla rede cristalina em um metal,
verifica-se que devido a interacao elétron-féonoor@cuma blindagem do elétron, resultando

em uma reducéao da forca Coulombiana efetiva.
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Ao interagir com fénons da rede cristalina, untrele no estado com momeriid,
podera excitar (criar) um fénon de momehip e apds a colisdo o elétron tera seu momento
alterado e sera dado plok’ = hk — hq.

Se um segundo elétron interagir com este fénomaekcele podera absorver (destruir)
o fébnon e adquirir o momentag, isto dara origem a uma interacao efetiva entrelé@sons.
Podemos através do diagrama de Feymann, Fig.(épesentar uma interacdo efetiva entre

elétrons.

ki +q,01 ko —q,02

kl-gl kz_._ﬂ—g

Fig. (4.1) —Interagdo entre elétrons na superficie de Fermigddex troca de fébnons na rede
cristalina. Os termogk,, o; € k,, o, representam o vetor de onda e o spin do elétrerdd

elétron 2, respectivamenteqe vetor de onda do fénon [2].

A energia inicial erd&; = g, + &, €m queg, é a energia do elétron com namero de
ondak. Usando a teoria quantica de perturbacédo, po@saever a energia de perturbacao
como sendo

9*hwg
(erg = &) = (haog)”

V(k k' q) = (4.2)

em que,g € a constante de acoplamento elétron-fonamg € a energia do fonon. Na Eq.
(4.2) a interagdo € negativa, ou seja, atrativea pg., — &| < hw,. De fato, o estado
supercondutor tem menor energia que o estado nowheaimodo que pode ser apenas
produzida uma forca atrativa. Note, contudo, queteracdo atrativa depende gé, que é
favoravel para a supercondutividade haver acopltonéorte entre elétrons e fonons,
consequentemente, a temperatura ambiente a risévy € grande, uma vez que €

determinada pela disperséo de elétron-fébnon. Estenétivo pelo qual os metais nobres, por
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exemplo, ndo séo supercondutores; eles sdo bodsatooes a temperatura ambiente, ppis
pegueno. Dominando assim a repulsdo Coulombiana [6]

Bardeen negligenciou a interacdo do vetor de gndabstituindo a interacdo por uma
aproximacdo das médias efetivas sobre todos osegatteq, para se obter uma expressao
mais simplificada [3]. Assim, sera uma interacaatata para fonons de freqiénciag <
wp, € repulsiva para, > wp, €M quewp € a freqiiéncia de Debye para fonons. Portanto, €
de interesse somente elétrons que se encontramo dent-k;zT da energia de Fermi, e a
temperaturas que ocorre a supercondutividaadg, > kzT. Entdo, a forma simplificada final

para a energia potencial é [7]

Vi = {—V se |ex| < hwp e || <, h.a)D (4.3)
0 caso contrario

As energias dos elétrons envolvidos estdo toeasral do intervalo dethw, da
superficie de Ferrdiski—ep| < hwp. Portanto, temos elétrons interagindo préximos a
superficie de Fermi, consequentemente 0s estadiés atima ou muito abaixo da superficie

nao séo afetados, como mostra a Fig. 4.2 [7].

ks — q. 79 k) +q.7

r’i--

e+ hwp

¥ .i.'..._'_ll:.

k;,l’T]

Fig. (4.2) —Interacéo efetiva elétron-elétron préximo a superfile Fermi. Os elétrorks, o,
e k,, g, sdo espalhados tornam¥&e+ q,0; e k, — q,0,. A interacdo é atrativa, desde que
todos os vetores de onda estejam compreendidostexvalo em quep, esta dentro da

energia dethw, da energia de Fermi [2].

4.2. Os pares de Cooper
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Foi proposto que um metal poderia apresentar @oades supercondutoras a baixas
temperaturas, se 0 espectro de energia de umrekdtesse um gap da ordem dekgT,,
entre o estado fundamental e o primeiro estado [3].

Considere um par de elétrons que interagem acimguperficie de Fermi. H& uma
atracdo liquida entre os elétrons e verifica-se glee podem formar um estado ligado,
embora a sua energia total seja maior que zero [3].

Assume-se que os detalhes da estrutura do metalaféiam as caracteristicas
qualitativas do estado supercondutor. Entdo sageeglia a banda e a estrutura cristalina, e
troca-se o potencial ibnico peridédico por uma cai&avolumel3. Os elétrons nessa caixa séo
livres exceto por mais interacdes que podem sergie eles devido a repulsdo Coulombiana
ou aos fénons [3].

O modelo de Cooper considera uma esfera de Fetemperatura zero, onde todos os
estados conk < kr encontram-se preenchidos (e sujeitos ao principiexclusdo de Pauli),

e em seguida sao colocados dois elétrons de caatdan e r, fora da superficie de Fermi,
gue podem interagir via fonon [5].

A funcdo de onday(r,,r,) para o par de elétrons, € uma funcaorde-r,.

Expandindap em ondas planas

=12 = ) gUeik i (44)

k
sendog (k) a amplitude de probabilidade em encontrar a furdgi@nda plana do par de

elétrons, um elétron no estado de moméii@ outro elétron no estade hk). Para estados
k < kr completamente ocupadggk) = 0, devido ao principio de Pauli [5].

Levando-se em conta a antissimetria da funcaonda total com respeito a permuta
dos dois elétrongp, é convertido em uma soma de produtoscaek - (1, —r,) com a

funcéo de spin singleto (que € antissimetrica) [5]

; 1
oy = ﬁ( ITL) —|41)), (4.5)
tem-se, portanto
-1 =| ) gl cosk- (v, —1) | i (46)
k>kp

Tal par de elétrons esta sujeito a um potenciahlbador e obedece a seguinte
equacao de Schrodinger [5]
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hz
_%(Vf + sz) Y, 1) + VI, )Yy, ry) = (B + 2€p)(ry, 13). (4.7)

em queE é a energia do par relativo ao estado onde osetiir®ns estdo ao nivel de Fermi, e

€r = h%kz?/2m que é a energia de Fermi. Ao inserir (4.6) em)(4encontra-se uma

equacao parg(k)
hz
—K2g(k) + Z G Wiger = (E + 2ep)g(k), (4.8)
kl

sendo

Vi = L% f V(r)e {k=k)T gy (4.9)

é 0 elemento de matriz da interagdo potencial estrelétrons nos estadk<s k', sendor a
distancia entre o centro de gravidade dos eléteai¥sé o volume do sistema. Pafa> 0
tem-se um espectro continuo descrevendo as colsiies os elétrons que formam os pares
acoplados. Porém, se a interaga@ atrativa pode também haver um estado ligado, com

E < 2er. Pode-se observar isso ao considerar uma singgé;, [5]

vV h%k?
N para — < €r + hwp,
Vi = h2k'? (4.10)
m < €r + h(UD,
0 caso contrario,

(como ja citado anteriormente). Esta interacaoatiah e constante em uma banda de energia

hwp ao nivel de Fermi. Desta forma, a equacao (4.8¢ ger escrita como [5]

h2k?
(— T + E+ 26F>g(k) =C, (4.11)

em queC é independente de

v
C= _Ez gk, (4.12)

Ao relacionar (4.11) com (4.12), tem-se a condp@autoconsisténcia [5]
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v 1
1= L_32 = . (4.13)
¥ —E 4+~ 2e

Zk,2

h . , . . ~
Fazendc = — €, € substituindo o somatorio por uma integracadesmos de

g, g(e)de € o numero de estados com energia eatee + de. E, por encontrarem-se
proximos a superficie de Fermi, temgger) = g(¢) = N(0). Desta forma, a equacao (4.13)

€ reescrita como [6]:

€r+hwp de
1=V N(O)J- ST
er 2e — E

2hwp

E = ZEF _—eZ/VN(O) — 1

(4.14)

Para o caso de acoplamento fraco,Jéwi0) «< 1, a energi& pode entdo ser dada por [6]
E ~ 2ep — 2hwpe2/VNO), (4.15)

Portanto, um estado ligado existe, e a energiad@ pouco menor que 0 minimo na
auséncia de interacdo. Este resultado sugere oz de Fermi é instavel na presenca de uma

interacdo atrativa e se podem formar pares deoektque sdo denotados pares de Cooper

[5].

4.3. O estado fundamental BCS (Bardeen — Cooper — Schifier)

Viu-se anteriormente o tratamento para apenas amdp Cooper e estes foram
tratados diferentemente dos demais elétrons. bhitle do problema de Cooper quanto a
ocorréncia dos pares de elétrons proximos a suojgerfie Fermi, Bardeen e Schrieffer

formularam a fun¢é@o de onda de varias particulastodos os elétrons emparelhados.

A fim de tratar de N elétrons, uma generalizag@onal leva a uma funcéo de onda da

forma [5]

dn(ryT2 o, Ty) = G —T)P(r3 —1y) . p(Ty_g — Ty). (4.16)

No estado descrito pap,, 0os elétrons estdo agrupados em pares, e cadanpa mesma
funcdo de ond@. E deve-se também determinar a fungdo que minimizaergia do estado
¢y - Introduzindo a transformada de Fourier na furd@epar [5]
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¢(r) = Z gre™ T, (4.17)
k

consequentemente,

¢N = Z Z gkl ""gkN/Z ...Aeikl(rl_rZ)

ki kny2

etkn/2rn-1=TN) (1 1)(2 1) ... (N 1). (4.18)

Esta funcdo descreve um estado em que um elétigraax estadd; T, e outro o estado
(—k, 1), e assim por diante. Para os termos devidos ssangtria da funcao, sera utilizada a

notacdo de Wigner-Jordan [5]
C;:lTCikll e C;;N/ZTCikN/Zld)O (4'19)

O operadorcy, cria um elétron no estaddo) quando opera no estadg, e o operador
adjunto ¢y, destréi um elétron, e é tal qug,¢, = 0. As relagbes de anticomutagdo

impostas sao [6]:
[Cko» Cl*ar] = Ckacl*ar + C;orcko = 61001

[Ckol Clm] = [C;:tm Cl*ol] = 0. (420)

Entdo, a funcag, toma a forma [5]

— * * * *
d)N = Z Z gkl "'gkN/Z CleC—kll '"CkN/ZTC_kN/Z‘L(pO' (4‘21)
ki kny

Para simplificar a equacao anterior, consideraestéadorma a funcao geradora [5]

b =c| [a+gucictigo (4.22)
k

em que d], se estende sobre todos os estados de ondas @araproduto, todos os fatores
comutam de acordo com (4.2@).¢ a constante de normalizacdo. Comparando a &1) (4
com (4.22), é facil ver qugy € a parte dé que temN operadores cria¢do atuando sapge

ou seja, a componente dke que descreve um estado de particulas. Pode-se ainda,

incorporar o fato€ ao produto, e assim [5]
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& =] |+ viciacidbo (4:23)

k
com

—=gr Uur+vi=1 (4.24)

A Ultima condicdo assegura a normalizacé#o.¢ mais simples quepy, e podem ser

relacionados por
b= Indw, (4.25)
N

paraN grande, con}y|Ay|? = 1 para a normalizacao [5].
A Hamiltoniana do emparelhamenfd, € tomada como a energia cinética de todos os

elétrons, juntamente com a energia potengial

H = Z €k Cko Cko T+ Z Vi Crr gy C-nu Cnr (4.26)
ko kl

presumindo-se que a Hamiltoniana esteja composteepuos necessarios e decisivos para a
supercondutividade, embora sejam omitidos varidgosuermos que envolvem elétrons nao
acoplados com@k T,—k |). Tais termos tém amplitude de probabilidade zeréungdo de
onda do estado fundamental BCS, mas podem sersdeiossem outras abordagens [6].

Como o numero de particulas é variavel, para aegulnimero médio de par de
elétrons,N, inclui-se um terme- uN, em queu € o potencial quimico (ou energia de Fermi,
er) e N é o operador nimero de particula. Assim, a fims@ebter o valor esperado da

Hamiltoniana no estadp a partir do método variacional, tem-se da eneigiética
(B3¢ — uR|B) = ) 26lvel? (4.27)
k

sendoé, = €, — u € a energia relativa a energia de Fermi de unz(particula, e o fator 2
aparece poi$v|? é a probabilidade da ocupacéo do par de elét@mmtenciall; espalha
de um estado inicial em que o gag ocupado e o pdré desocupado, para um estado final

em que o inverso é verdadeiro [7].

A amplitude do estado inicial§, v, e para o estado finalg,u;. Portanto, o valor

esperado da parte da Hamiltoniana devido a enpoggcial é [7]

(¢v]|g) = Z ViaUr ViU vy - (4.28)
Kl
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Somando as equacdes (4.27) e (4.28), o valor egpdeaHamiltoniana € [7]
(@12 - kF|B) = > 26ulvil® + ) Vewvjaiiwr (4.29)
k kl
O valor esperado deve agora ser minimizado, @y g4j
5(p|7 — uN|g) = o, (4:30)

sujeito a restricdo de queg + vi = 1. Esta restricdo € imposta convenientemente fazendo
U, =sinf, e v, =cosb, (4.31)

e realizando a substituindo na Eq. (4.29) e utilizase das identidades trigopnométricas, tem-

se

(¢|7—[ ,uN|¢ Z 28 cos? Oy + z Vi1 sin 0, cos 0, sin 6; cos 6,

= Zka cos? 0, + ZVH sin 20y, sin 26, . (4.32)
kl

Portanto, a equacdo minimizada sera [7]

0
0= —(p|# — uN|P) = —2&; sin 26, + Z Vi €OS 26, sin 26, (4.33)
k
ou ainda,
1
fk tan 29k = Ez Vkl sin 291 (4‘34‘)
l
Define-se [6,7]
Ak= - Z Vklulvl (435)
l
€ = E,% + Ai (4.36)

e, portanto pode-se escrever

A
tan 26 = _k (4.37)
Sk
A
21, vy, = sin 26, =€—" (4.38)
k
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—Uf + vf = cos 26, = —i—z (4.39)

(A escolha do sinal na ultima equacéo é tal qua far o, u, =1, v, = 0, € 0 numero
total de elétrong, v converge.) Substituindo (4.38) em (4.35) paraisaad,, levando a

condicéo de autoconsisténcia [6,7]

A A
Ap=— Z Vidse = — Z Vklz—lzl/z (4.40)

Primeiramente, nota-se a solucao trivial em fpke 0, de modo quey, = 1 paraé, <0, e
v, =0 paraé, > 0. Mas espera-se uma solucdo néao-trivial com banege seV,,; for

negativo. Deste modo, a formaldg simplificada utilizada por Cooper e por BCS, aesab

-V se |&| < hwp e |&] < hwp

Via = 4.41
kt { 0 caso contrario ( )
comV uma constante positiva [6,7]. Entdo
(A para |é;| < hwp
%=ty paralgd = hoy (442)

Uma vez que, neste modelg= A que € independente #e Pode-se entdo, reescrever a Eq.
(4.40) pela primeira soma sobre todas as oriensagéé para umé; fixo. Isto fornece um
fator N(¢;), a densidade de estados por unidade de energiatado normal para uma dada
direcdo do spin [5]. Uma vez que, se é de interaess& energia no intervalbw, « Eg,

pode-se realizar a substituicAo/N€,;) pelos seus valores ao nivel de Fel(),

A= N(0)V i A—df 4.43

= ( ) J;th 2(A2+fz)1/2 ( . )
1 hop 23 . . (hw

NV fo zgenyiz ~ S (=) (4.44)

Esta equacao somente possui solucaolpaasitivo, que €, uma interacéo atrativa. Entao

hw
A= —Dl ~ 2hwpe " /NOV (4.45)

sinh N0V

e o resultado final é justificado para um fracopd@mento no limiteV(0)V « 1 [5].
Tendo encontradf, pode-se entédo calcular os coeficientg® v, que especificam a

funcdo de onda BCS. Uma conveniente aproximacaotié ga equacado (4.39) e da condicao
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de normalizacaa,? + v,? = 1. Assim, encontra-se que o nimero ocupacio fratong’

€ dado por [6]

1 Sk 1 Sk
Ukz—z(l—e—k>—§[1—m, (446)

enquanto

1 {k
2 _ — 2
u — ]_|__) 1 — v,.2.
k 2( k

Nota-se de (4.46) quk é a energia caracteristica de determinagcdo da damwalores dé&
envolvidos na formacgédo dos pares de Cooper. UmaquezA passara a set,76kgT,,
portantoe~/NOV = 0.88T./6,, sendof, a temperatura de Debye definida pgao, =
kg6,. Para muitos metais supercondutorgs~300K, T.~10K. Portanto, conclui-se

empiricamente qud (0)V < 0.3 [5].

4.4. Avaliacao da Energia do Estado Fundamental

Com a funcdo de onda BCS determinada, pode-seaeal calculo da energia, e
mostrar que ela é de fato menor que a energia mei.Heartindo de (4.29), usando (4.40) e
(4.46), tem-se

_ o &2\ A2
(P|H — uN|P) =Z e (4.47)
3 €k
O estado normal & = 0 é correspondente ao estado BCS den, neste case, = |&|[7].
Entéo
(onl20 —ullon) = > 28 (4.48)
|k|<kp

0s termos pardk| < kr sé@o nulos desde qug = & [7]. Entdo a diferenca entre essas

energias é

2
(B)s =By = ) (fk—ii>+ >
\K[Skp k

_, Z (5,( _ Sl) 4 (4.49)
IK[Skp

Indo para a aproximacao continua e realizandoegliatdo, encontra-se no limite de fraco

acoplamento [7]
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A? 1 A?
(E)s - (E)n = l7 - EN(O)AZl - 7 (450)

A reducdo liquida de energia é, portanto, dimingidaum fator deV(0)V /2 =~ 0.1 a partir
do aumento da energia cinética ou da diminuicdoerd@rgia potencial separadamente.
Introduzindo o simbolo termodinami¢y(T) para a energia interna do sistema, e antecipando

queA(T) é dependente da temperatura, o resultado final é

U,(0) — U, (0) = —%N(O)Az. (4.51)

Esta é finalmente a energia de condensacgadipara [7].
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Conclusdes

A complexidade deste fendbmeno é facilmente not&ua. isso, para obter um
entendimento parcial e qualitativo do fendmeno @gescondutividade abordamos as teorias
do Efeito Meissner, da Termodinamica de Supercavidatle, das Equacdes de London e
também da Teoria BCS. Essas teorias foram sufesergara compreender como se da

fisicamente a ocorréncia da supercondutividade atenmais.
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