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Resumo

Neste trabalho vamos fazer um estudo sobre teoria classica de campos como
uma introdugao ao estudo de teoria quantica de campos. O estudo estd baseado
em livros cldssicos da drea. Trabalharemos com as bases da relatividade restrita,
buscando um certo aprofundamento matemadtico que é de grande importancia
nas teorias atuais de campos, além de introduzir a mecénica analitica relativis-
tica. Em sequéncia, é feita uma apresentagao do formalismo das teorias de
campos. Finalizando, abordaremos os exemplos mais importantes dos campos
cldssicos: o campo eletromagnético e o campo gravitacional.



Abstract

In this work, we performed a study of classical field theory as a previous study
of quantum field theory. The work is based on classical book texts. We started
with fundamentals of relativity, which is necessary as the tools to work with
classical and quantum field theory. Following, we presented the basic formalism
of field theory. Finally, we consider the eletromagnetic and the gravitacional
field theories, the more interesting examples of classical fields.
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Introducao

10 de Novembro de 2015

A presente monografia tem como objetivo principal apresentar ao autor a no-
tacao e formalismo da teoria cldssica de campos. Partindo do livro de LANDAU,
L. D.; LIFSHITZ, E. M. (1952).: The Classical Theory of Fields, estabeleceu-se
o estudo da teoria da relatividade restrita e da mecéanica voltada aos campos
cldssicos, para por fim ser estudado os mais famosos campos cldssicos: o campo
eletromagnético e gravitacional. Nao se trata de um trabalho original, sendo
somente uma descricao do estudo do autor baseado nos materiais citados na
Bibliografia.

A teoria de campos tem como objetivo, ao menos a primeira vista, descrever
um sistema nao enumerdvel, continuo, no espago e no tempo, como o movimento
de um fluido que se idealiza continuo (infinitamente divisivel), a partir de certas
informacoes das interagoes. Para entao construir-se essa teoria na sua versao
cldssica, precisa-se das ferramentas que a mecanica analitica nos fornece, além
de novas notagoes e formalismos que serao encontrados ao longo do texto.

O texto ¢é dividido em quatro partes bem especificas. Na primeira parte
se apresenta um estudo dos fundamentos da relatividade restrita, sua notagao
moderna e formalismos, como a descrigao mecénica do mundo relativistico. Na
segunda parte estao descritos alguns resultados essenciais para a descrigao de
um campo relativistico, tendo como méximo o Teorema de Noether. Na terceira
parte finalmente descreve-se o eletromagnetismo cldssico em sua forma mais
elegante, no ambito da relatividade restrita. Finaliza-se com a quarta parte,
com uma breve descrigao do campo gravitacional da relatividade geral.

A ideia de descrever fendmenos fisicos com campos talvez ndo seja exata-
mente nova, mas seu desenvolvimento matematico é razoavelmente novo. Ela
surgiu mais explicitamente com as pesquisas de Michael Faraday (1791-1867)
(que basicamente construiu a intui¢do), e James Clerk Maxwell (1831-1879) (a
matemdtica). A partir de entao desenvolveu-se o eletromagnetismo e a relativi-
dade geral com campos cldssicos, e muitos outros utilizando o formalismo obtido
para fendomenos quéanticos.

Sobre notagao, se utiliza a métrica (4+,—, —,—), e as letras romanas sim-
bolizam dimensoes espaciais, com valores 1, 2, 3, e letras gregas simbolizam tanto
as dimensoes espaciais quanto o tempo, tendo valores 0, 1, 2, 3.



1 Relatividade Especial

Aqui veremos um pouco de relatividade restrita, teoria que descreve o espago-
tempo onde desenvolveremos o eletromagnetismo classico. Afinal, baseado em
resultados do eletromagnetismo que Albert Einstein (1879-1955) criou sua teo-
ria. Serd apresentado em primeiro momento o essencial para o entendimento
dos préximos capitulos, e depois seré apresentado uma visdo mais formal das
transformagdes utilizando a teoria de grupos de Lie. Essa tultima é importante
pelo seu uso em teoria quéntica de campos.

1.1 Conceitos basicos

A partir de experimentos, geralmente designados a Galileu Galilei (1569-1642),
constatou-se que o principio da relatividade é vélido, ou seja, as leis da fisica
sao as mesma para todos os sistemas de referéncia inerciais. Sabemos tam-
bém por experiéncias que existe uma velocidade finita para a propagacdo de
interagoes, que deve ser a velocidade méaxima de interacoes e corpos, pois senao
poderiamos interagir com outros corpos antes de dada interacdo. Concluimos
entao, utilizando o principio da relatividade, que essa velocidade méxima ¢ uma
constante universal para todos os sistemas inerciais de referéncia, que é

c=2,998.10% m/s,

a velocidade da luz. Entao, o principio da relatividade de Einstein é a combi-
nacao do principio da relatividade com a velocidade finita das interagoes, em
contraste com a relatividade galileana, onde a velocidade de interagao é infinita.
Assim, é necessario modificar certos conceitos comuns da mecéanica cldssica nas
novas ideias da mecénica relativistica.

Primeiramente, um evento é representado em um espago quadridimensional
ficticio como um ponto deste espaco, onde temos as trés dimensdes espaciais
e o tempo. Cada particula possui como correspondéncia uma linha, a linha
descrita pela evolugao temporal de uma particula, chamada linha de universo.
Consideremos entao dois eventos vistos em dois sistemas K e K’. Em K, como
a velocidade de um sinal de luz é c,

(z9 — m1)2 + (y2 — y1)2 + (20 — 21)2 —c? (ty — t1)2 =0
e no sistema K’

(ah —ah)" + (05 —v1)" + (5 — )" = (t — )" = 0.
Entao pelo principio da invaridncia da velocidade da luz, se o intervalo

S12 = [02 (ta—t1)" = (22— 21)* = (o —y1)” — (22 — 21) ]1/2

¢ nulo em um sistema K, entao ele também o serd em todos os outros sistemas
inerciais. Infinitesimalmente,

ds? = A2dt? — dz® — dy® — d2°.



Se tivermos ds = 0 entdao ds’ = 0, e sendo ds e ds’ proporcionais,
ds® = ads™

onde o coeficiente a depende somente do valor absoluto da velocidade relativa
entre os dois sistemas inerciais, pois supondo a homogeneidade e a isotropia
do espacgo e do tempo, temos que a nao depende nem das coordenadas nem do
tempo, e nem da direcdo do movimento. Assim, para trés sistemas K, K’ e K7,
e sendo \7{ e ‘7; as velocidades relativas de K’ e K”, respectivamente, em relacao
a K, entao

ds* = a (V1) ds?

ds* = a (V) ds?

e sendo V5 a velocidade relativa de K” para K’,
ds? = a (Vi) ds3

e assim

— = a(Vlg).

Mas V12 depende também do dngulo entre 17{ e 172), 0 que nao aparece na tltima
equagdo, e sendo a (Vi) = a (Va1), concluimos que a é constante e unitdrio, ou
seja,

ds?® = ds”?

e para um intervalo finito s = &’.
Podemos escrever t2 — tl = t12 € (1‘2 — :El)Q + (yg — y1)2 + (ZQ — Zl)
no sistema K, 52, = ¢2t2,—12, (analogamente para K’, (s}5)> = ¢2 (t}5)>—(145)°),

2 __ g2
_l12ae

. S . 2 2
e pela invariancia dos intervalos, ¢2 (t}5)” — (I}5)" = c*t3, — 2,. Com essa
notagéo, temos que dois eventos ocorrem em um mesmo ponto em K’ (I{5 = 0)
se

2 2,2 2 2 2
51y =ty — Iy = ¢ (t})” >0

onde o intervalo é real (intervalos reais s@o ditos tipo-tempo). O lapso de tempo
em K’ entre os dois eventos é t}, = %\/ct%Q — 12, = s12/c. Agora, dois eventos
ocorrem ao mesmo tempo em K’ (¢j, = 0) se

2
sty =—(l13)" <0

onde o intervalo é complexo (intervalos complexos sdo chamados tipo-espago),
e a distancia entre esses dois eventos ¢ lj, = /I3, — c2t3, = is12. Assim temos
que o espaco se divide em quatro partes: o cone chamado de cone de luz dado
por 22 + y? + 22 — 2t = 0 (na relatividade especial, ndo hd uma origem como
em um grafico ou um espago euclidiano, mas sim um cone quadridimesional
que funciona como ponto "zero"; seria onde as particulas com a velocidade
da luz "vivem"); a tipo-espago, onde a nocao de tempo é relativo, mas dois
eventos separados em um sistema desse tipo nao ocorrem em um mesmo ponto



no espago em qualquer outro sistema desse tipo; a tipo-tempo, andlogo ao tipo-
espago s6 que com o tempo, que se divide em duas partes, o passado absoluto
e o futuro absoluto (gerando assim a causalidade, uma separa¢io que nao pode
ser ultrapassada entre o passado e futuro, fazendo com que a causa e o efeito
faga sentido).

Para finalizar essa segao, seja dois referenciais e seus "relégios". Para um
tempo infinitesimal d¢t em K a origem de K’ (onde o relégio deste estd) estd

deslocado uma distancia \/dz? + dy? + dz2, entao

ds® = 2dt® — da? — dy? — d22 = & (dt)’

Y
c2dt? c c?

ty1 2
v
th —th = dty/1—=.
2 1 /t2 02

onde v é o médulo da velocidade tridimensional relativa entre os relégios. Definindo
o tempo de um "relégio" se movendo com um objeto com o tempo préprio do
mesmo, temos que o tempo medido por um relégio é

1 b
T:*/ ds
Ca

feito ao longo da linha de universo do relégio. Perceba que se estiver em repouso
em relagao a K, a integral resultard em um méximo, pois para caminhos com
movimento o tempo serd mais lento, e a integral terd um valor menor (lembrando
que a curva é do tipo-tempo). Isto é resultado da caracteristica pseudoeuclidiana
da geometria quadridimensional.

2 2 2 2
dt’dt\/ldx + dy? + dz ds v

ou na forma integral

1.2 Transformagao de Lorentz

Por definigao, as transformagoes de Lorentz sao aquelas que levam as coorde-
nadas de um evento de um sistema inercial a outro, sem modificar o sistema em
si, pois pelo principio da relatividade nao existe sistema privilegiado, e portanto
as leis fisicas sdo covariantes com as transformagdes de Lorentz (traduzindo,
essas transformacgOes mantém intervalos entre eventos invariantes). Assim elas
devem ser expressas matematicamente como uma rotagao no espago quadridi-
mensional z, y, z, ct. Como toda rotagao em quatro dimensoes pode ser divi-
dida em seis rotagoes, uma em cada plano zy, xz, 2y, tx, ty, tz, onde os trés
primeiros sao somente as rotagoes tridimensionais ordindrias. Percebendo que
as rotagbes temporais sao hiperbdlicas (as equagdes de intervalo sdo equagoes
de hiperboloides de duas folhas em quatro dimensoes), temos para sistemas K
e K’
x =2’ coshp + ct’' sinh ¢ ; ¢t = 2’ sinh ¢ + ct’ cosh ¢



(veja que essas relagdes satisfazem a invariancia dos intervalos, e que essa rotagao
é feita no plano tx). Se quisermos o movimento da origem de K’ em relagéo a
K (z' =0)

z = ct'sinh ¢y ; ct = ct’ cosh

de onde obtemos

14
tanhgp:%: —
c c

onde V ¢ a velocidade da origem de K’ relativa a K. Para respeitar a identidade
cosh? w— sinh? ¢ = 1, concluimos que

_ Ve . sheo— L
V1=V2/¢? 7 4 \/1—V2/02.

Dai obtemos a chamada transformagao de Lorentz

sinh ¢ =

(a/ + V') po W+ 5

rT=—————t y=y 2=7 = ——_L_.
Ji—vze VY N

As equagoes inversas sdo obtidas simplesmente fazendo a mudanga V' por —V.
Para o caso V > ¢, x,t serdo imagindrios, o que corresponde ao fato do movi-
mento com velocidade superior a da luz ser impossivel. Também nao se pode
usar um referencial onde V = ¢, pois o denominador seria zero. Geralmente
escrevemos as transformagoes de Lorentz como

2l = Alg'k
onde Al é a matriz de transformagdo que veremos quando apresentarmos o
grupo de Lorentz.

Como toda rotagdo em um espaco de dimensao maior do que dois, a or-
dem das transformacoes de Lorentz importam, diferindo das transformacgoes
galileanas. A excecao (como jd deve ter sido imaginado) ocorre em rotacao em
relagdo a um mesmo eixo, ou sendo mais direto, onde V; || Va.

Para medir o comprimento de algo em repouso no sistema K para o sistema
K’, fazemos

A=y 2y = (@ + V) (@1 +VH) _ (zh — zh) _ Az
V1=V2/e2 \J1-V2/c2  \J1-VZ/2 /1-V2/c?

1=lo/T— V]

onde Iy é o comprimento préprio do objeto (que é medido em K). Essa é a
contragao de Lorentz. Para o volume, como somente o eixo na dire¢do do movi-
mento sofre contragdo, entao ¥V = Voy/1 — V2/c2, sendo Vy o volume préprio.
O mesmo pode ser feito com um periodo temporal. Com um relégio parado em
K, ty —t; = At = ——2L

Vivzje’

ou



Escrevendo as transformagoes de Lorentz na forma infinitesimal,
(da/ +Vdt') (dt’ + %da’)
V1-V2/c2 V1=V2/c?

e dividindo as trés primeiras pela ultima, obtemos a transformacao de veloci-
dades,

dy =dy'; dz = d2'; dt =

Y v+ V - :U;\/1*V2/C2.U :U;\/I—VQ/CQ'
‘ 1—1—1};6%’ Y 14ov Y 7 1+0v.Y

T2 T2

Perceba que as velocidades nunca excedem c. Para V significantemente menor

que c

v\ 2

vy =0, +V [1—- (-2

c

|4

Y

vy = Uy — Uply s

\%4

! /i
’UZ:UZ_/U:EUZ?

ou em forma vetorial )
v=10v" 4+ V—= (V')
c

o que deixa explicito a nao simetria entre v e V, esta que é o resultado da
nao comutatividade das transformagoes de Lorentz. Uma aplicagao dessa trans-
formacao de velocidades estd no problema do desvio da luz conhecido como
aberracao da luz. Tal fendomeno ocorre pelo fato de que um observador a certa
velocidade altera a direcao da luz vista em um determiado dngulo. Escolhendo
o plano xy como o plano de propagacao de uma particula, entao em K’
v, = v’ cos@'; v, = v'sin 6’
eem K
vy = vcosl; vy =vsind

e utilizando as transformagoes de velocidade,

tan g — v'\/1—-V2/c2sin@
anf = 2 =

Vg v'cos® +V

sendo esta equacao aquela que descreve a diferenca na direcao do movimento de
uma particula entre dois sistemas inerciais que ¢ dada pelo angulo 6 — ¢’. Para
aluz, v =1 =c, e daf

1—-V2/c25in@’
tanf — V1=V2/c?sinf

cost +V/ec




ou seja, utilizando a identidade trigonométrica sin 6 + cos? 0 = 1,

V1—-V2/2sin0" osf — cost) +V/c

1+ Ycost _l—i-%cosﬁ"

sinf =

Para V « ¢ e desconsiderando termos de ordem superior a V/c

ing’ 1%
sinf = # = sinf —sinf = —— cos @ sinb
1+ + cos@ c

ou para pequenos angulos
1%
A0=60—60 =——sinb
c

que ¢é a equacao elementar do fendomeno de aberracao da luz, como descoberto
e explicado por James Bradley (1693-1762).

Como na relatividade tratamos de um espago quadridimensional, vamos in-
troduzir as coordenadas

0 2 3 _

xzct;xlzx;xzy;x z

que pode ser também descrito como um vetor raio com "comprimento"
2 2 2 2
ds* = (2")" = (2')" = (+7)" = (=")".

Assim, podemos definir um quadrivetor como quatro quantidades A%, A!, A2, A3
que se transforma como as coordenadas, ou seja, com as transformacoes de
Lorentz
W AP A
AF = AP A

ou

Al (All + %A,) A2 _ A/2; A3 _ AI3; AO _ (A,O + %All)

Utilizando a nocao de vetores covariantes e contravariantes,

AFA, = AAg + A Ay + A2 Ay + AP A5

e da mesma forma definimos o produto escalar como A*A,,, um quadriescalar.
A componente A° é chamada componente temporal e as outras trés de compo-
nentes espaciais. A magnitude de um vetor pode ser positiva, negativa ou nula,
e assim um vetor é classificado como tipo tempo, tipo espaco e vetores nulos
(ou isotrépicos), respectivamente. Entao escrevemos

AP = (A°, A); A, = (A%, A).

Como exemplo, o gradiente de um escalar é

o (10¢
P (c&t’v¢>



onde 68% sdo componentes de um vetor covariante, pois se fizermos ¢ = x*

obteremos um quadriescalar.
Também temos os tensores. O tensor métrico g" (ou tensor de Minkowski)
é escrito em sua forma matricial

1 0 0 0
w |0 -1 0 o0
g =9 =10 0 -1 0
0o 0 0 -1

e claramente
g;wAV = A;L; gNVAV = A+

AFA, = g AFAY = gM AL A,
As transformacoes para os tensores podem ser escritas como, para um tensor
BHv
BM = ALAEB'P.

1.3 Integracao no Quadri-espago

Como estamos em um espacgo quadridimensional, temos basicamente quatro
tipos de integral:

e Integral em uma curva no quadriespago, onde o elemento de integracao é
dzt;
b

e Integral em uma superficie bidimensional no quadriespaco, onde o ele-
mento de superficie é o tensor df*” = dz*dx'" — dx¥dz'*. Diferentemente
do espago tridimensional, onde o elemento de superficie tem um vetor dual
que é normal & superficie, no quadriespago temos o tensor dual

1
df " = e dfog.
e Integral sobre uma hipersuperficie, uma variedade tridimensional. Assim,

analogamente com o espago tridimensional, o elemento de integragao serd

dxt  dx'*  dx’H
dsme = | dev de  da
dxoz d(L'/a dxwoc

e o vetor dual serd dado por
1
dst = _éewﬁdsmﬁ.

e Integral no volume quadridimensional, sendo o elemento de integracao um
escalar
dQ = da’datdz?dx® = cdtdV.



As equagoes de integracao usuais sao entao generalizadas:

e Relagao entre uma hipersuperficie fechada e um quadrivolume

ds* «—— in
oxH

(generalizacao do teorema de Gauss).

e Relagao entre uma superficie bidimensional fechada e uma hipersuperficie

0 s, L

oxv Yoxr

df*,, «—— dS,

e Relagao entre uma curva quadridimensional fechada e uma superficie bidi-
mensional P

dat —— df*" —

ox”
(generalizacao do teorema de Stokes).
Das relagoes entre os tensores e seus duais, temos que um tensor tridimen-
sional antissimétrico (coordenadas espaciais) pode ser descrito por seu dual (um

vetor axial a). Nas componentes temporais, o vetor serd um vetor polar p, e
assim um quadritensor antissimétrico serd

0 Dz Py D=

AHY — —Dz 0 —a Gy
—py a 0 —ay
—p. —Gy Og 0

1.4 Mecéanica Relativistica: Notagao Tridimensional

Para descrever a mecénica relativistica, queremos que no limite para baixas
velocidades encontremos as nocoes usuais da mecanica clédssica, e por analogia
com ela, um principio de minima acao que resulte na correspodente classica para
baixas velocidades. Para isso, nota-se que a integral deve ser invariante pelas
transformacoes de Lorentz. Logo ele tem que ser um escalar e um diferencial
de primeira ordem. Assim para uma particula livre, a tnica entidade vista com
essas propriedades é um intervalo quadridimensional,

b to 02
S:—a/ds:f/ ac 1——2dt
a t1 c

onde a integral é na linha de universo da particula entre dois eventos, e « é
uma constante caracterfstica da particula, que claramente é positivo, e o sinal

negativo faz com que se tenha um minimo e nado um méximo, como vimos ante-
. . ~ . 2

riormente. Assim a fungao de Lagrange serd L = —acy/1 — 7. Mas queremos

que quando v < ¢ (¢ — o0) a expressao para L se torne a expressio cldssica

10



para a particula livre: L = %mv? Expandindo entao em série de poténcias de

v/e,
/ v2 av?
L=—-ac\/l - =~ —ac+ —
c? + 2c

e como termos constantes nao afetam a lagrangiana, concluimos que o = mec.

O momento de uma particula é p = ‘3—5, e assim obtemos
mu
p 2
-5

A derivada temporal do momento é a forca. Se a velocidade variar somente em
diregao
dp m  dv

dt /1_Zédt

agora se mudar sé a magnitude,

b m
dt_(liﬁ)%dt

e vemos que a razao entre forga e aceleragao, a inércia, é diferente nos dois casos.
A energia é classicamente ' = p.v — L, e entédo

mc2

N

, a chamada energia de repouso da particula. Para

E =

e se v = 0 entdo F = mc?

v <L ¢,
2

Erzm02+%.

Um outro detalhe é que na mecénica relativistica a lei de conservacao da massa
nao vale, pois para um sistema de particulas, a massa total

M +# Z mac.

Somente a lei de conservagdo da energia, que inclui a energia de repouso, é
valida.

Das relagoes de p e E, temos para uma particula que (E/c)2 =p> 4 (mc)2.
A energia expressa em termos do momento é chamado de fun¢ao hamiltoniana

H =cy\/p?+ (mc)z, que para baixas velocidades

2
H ~mc* + L
2m
Outra relagdo que encontramos é p = Fv/c?. O momento se torna infinito para
v = ¢ (temos que dar energia infinita), e assim particulas com massa nao podem
atingir esta velocidade. Assim, nao havendo até agora nenhuma barreira para
essa conclusao, temos que para a mecénica relativistica particulas sem massa

movendo-se na velocidade da luz podem existir.

11



1.5 Mecanica Relativistica: Notagao Quadridimensional

Antes de mais nada, a versao quadridimensional de quantidades cinéticas serd
de grande ajuda. Definimos o quadrivetor velocidade como u* = dz*/ds. Da
relagao
2
ds = cdty/1 — U—2
c
obtemos as componentes deste quadrivetor

ut

B 1
\/1—2—2 c\/1—g—§

que sao adimensionais. Perceba que essas componentes nao sao independentes,
pois como dz,,dz* = ds?, temos u”u, = 1. A segunda derivada ¢ definida como

a quadriaceleracao,

u A2t du*
w =

ds?  ds
e da relacao de unitariedade do quadrivetor velocidade u,w* = 0, mostrando
que sao mutuamente perpendiculares.

Vamos agora escrever a mecanica relativistica com a notagao quadridimen-
sional. Do principio de minima ac¢ao

5S:—mc6/d3=0

e notando que ds = /dx, dz#

dx,odz* d
08 = —mc/ u0dr” —mc/uudéx“ = —mcu,ox” + mc/éaﬁ“ﬂ
ds

d
ds %

onde integramos por fartes, e fazendo a variacdo do elemento de borda ser
nulo, concluimos que % deve ser nulo, ou seja, a velocidade de uma particula
livre é constante em sua forma quadridimensional. Fazendo um dos limites de
integracao livre, e lembrando que a trajetéria deve respeitar as equagoes de
movimento, encontramos

08 = —mcu,dz"
e o quadrivetor
08
P = " g
é chamado de quadrivetor momento. Mas como %, % e % Sa0 as compo-
nentes do vetor momento p, e —%—f é a energia F da particula, em coordenadas

covariantes p,, = (%, — p), e em contravariantes p* = (%, p). Veja que podemos

escrever entao o quadrivetor como p* = mcu*, de onde obtemos p,p" = m?c?.
Em analogia, definimos o quadrivetor forga como

. ap” dut

= — =mc—

ds ds
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(que satisfaz gu, = 0), e podemos escrever as componentes desse quadrivetor
.. . d
em termos do vetor forga tridimensional ¥ = f

gt = f.v f

02\/ -2 c\/ -2
onde a componente tempo estd relacionada com o trabalho feito pela forga.

Substituindo as componentes do quadrimomento por — 885 na equagao da
magnitude do quadrimomento, temos a equagao relativistica de Hamilton-Jacobi

98 95 _ ,, 98 9S _ .,

Oz, Ox* g Ozt Oxv

onde g*¥ & o tensor métrico, também conhecido como métrica de Minkowski,
definido como goo = 1, g;s = —1 para i = 1,2,3, e g, = 0 para p # v.
Escrevendo entao explicitamente,

1 /8S\> [0S\> [8s\® [0S\® .,
S\=) - \=] |5 ) | 5] =m7c.
2 \ Ot Oz Oy 0z

Para encontrarmos o limite cldssico, precisamos retirar o termo de massa de
repouso, e utilizando a relacao F = —%—f, fazemos S = S’ —mc?t, e substituindo
na equagao acima, encontramos

i 875” ’ + 375/ ’ + 875’/ ’ — 1 875’ ’ + 875/ =0
2m ox Oy 0z 2mc? \ Ot ot
que no limite ¢ — co é a equagao classica de Hamilton-Jacobi.

E para finalizar, o momento angular. Fazendo uma transformacao infinites-
imal de rotagao, temos que

P — gt =z, 60,

Os componentes do quadritensor 6€);; sdo conectados de tal modo que, sob
uma rotacao, o médulo do vetor raio deve ser imutével, mitm’“ =z, 2. Substi-
tuindo a equagdo da transformacfo infinitesimal nesta tltima e expandindo (e
desprezando termos de ordem maiores que a primeira em 6, )

xH 208, = 0.

Como z#z" é um tensor simétrico, entdo €2, de ser antissimétrico. A mudanga
na agao serd 05 = p*dx,, e substituindo obtemos 65 = p*z”§€,,. Separando
pHa¥ em partes simétricas e antissimétricas, a parte simétrica se anula pela
antissimetria de 6€2,,,, e assim

1
0S8 = 3 (pHa” —p"zh) 6Qu,.
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Para um sistema fechado, a lagrangiana nao muda sob rotagdo no quadriespaco
(pela isotropia do espaco-tempo), ou seja, os parametros 0§, sdo coordenadas
ciclicas. Portanto o momento generalizado correspondente é conservado,

28 1
— Z(ph
a0, 2

v 7pyxll) ’

ou seja, o tensor M* = gHp¥ — x¥pt é conservado. Esse tensor antissimétrico é
chamado quadritensor momento angular. Os componentes espaciais deste tensor
sdo os componentes tridimensionais do vetor momento angular M =5 r X p

M?* = M,; —M*" = M,; M*? = M,.

Os componentes M%, M2 M formam um vetor } (tp — EC%) Entéao

= o5 (- 22) n].

Por causa da conservagao do M*” em um sistema fechado, temos

Como a energia total é também conservada, podemos escrever a tltima equagao

na forma B
s
27 — 02&15 = const.

2 E 2 E

Disso, o ponto com raio vetor
vy
> E
se move uniformemente com velocidade

V= 02 Z p
> E
que é a velocidade de movimento do sistema como um todo, ou seja, R é a
definicao relativistica das coordenadas do centro de inércia do sistema.

1.6 Grupo O(k,n)

Vamos agora descrever mais matematicamente os conceitos desse capitulo. Ba-
sicamente serd somente para o leitor mais interessado na base matemdtica, mas
é interessante para se ter uma visdo do quadro todo. Se trata mais de uma
curiosidade e aprofundamento, muito importante para a teoria de quéntica de
campos.

O conceito de grupo pode ser explicado de uma maneira bem simples: um
grupo nao é tao simplificado quanto um conjunto para se tornar "imprestdvel",
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mas nao é tao complexo quanto um espago vetorial para se tornar dificil de tra-
balhar (digo, de representar a fisica de um problema). Essa é uma afirmagio um
pouco ofensiva, por assim dizer, mas pode ser entendida se compararmos as apli-
cagoes que os grupos possuem hoje na fisica com outras estruturas matematicas.
Os grupos possuem as propriedades e as ferramentas mateméaticas para ser apli-
cado como as transformagoes de sistemas fisicos (por meio de agdes de grupos).

Com a teoria de Marius Sophus Lie (1842-1899) podemos, para grupos con-
tinuos, pensar em transformacoes infinitesimais e assim encontrar as simetrias
que os sistemas fisicos possuem. A "maégica" estd nas dlgebras desses grupos, que
carregam em sua base (para o caso de possuirem dimenséo finita) as informagoes
das transformacgoes que o sistema sofre. Para um sistema que é invariante por
uma certa transformacao, dizemos que existe uma simetria, e de acordo com
o Teorema de Noether, algo se conserva (isso serd visto com mais detalhes no
préximo capitulo).

Conhecemos o grupo ortogonal O (n) para um espago R™, aquele que de-
screve as acgoOes unitdrias neste espaco vetorial. Para o espaco de Minkowski,
nao teremos ferramentas como a métrica. Isso deixa as coisas mais dificeis. Mas
podemos fazer umas defini¢oes que trazem certos conceitos andlogos dos nossos
velhos conhecidos.

Sejam k e n niimeros inteiros positivos e considere o espaco euclidiano R*¥+"
munido com o produto usual (.,.). Defina a fungao (.,.), , : RF™ x RF™ - R
pela férmula

k k+n
(@) = DTy — Y, Ty
j=1 G=k+1

onde z = (z;) e y = (y;) estao escritos em coordenadas da base canonica C de
R¥". Defina também a fungio ||, ,, : R¥*" — R por

ol = 1/ | (@)

Perceba a semelhanca com o quadriespaco usual da relatividade restrita.
Temos a distancia entre dois pontos e o médulo de um vetor com & "tempos" e
n "espacos". Para comegar, a funcio (.,.), ,, € uma forma bilinear, pois

k k+n k k+n
<aX+B,Y)k7n = aijyj—a Z wjyj"i-zbjyj_ Z bjy;
i=1 =kt i=1 j=kt1
k k4n k k+n
= a| D> wyi— Y wyi | Y biyi— > by
j=1 j=k+1 j=1 j=k+1

= a(X,Y)+(B,Y).

e de forma andloga para a segunda entrada. A matriz dessa forma bilinear na
base candnica pode ser determinada como

o] = (8 5
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onde 0 é o bloco nulo e I,,, ¢ o bloco matriz identidade de ordem m (olha af
a "métrica" de Minkowski, basta fazer k = 1 e n = 3). Semelhantemente,
teremos uma forma quadrdtica g (z) = (z, ), , associada & forma bilinear, de
tal maneira que

k k+n
aV) =YY =23 v = >
j=1 j=k+1
Como se trata de RFt™, y]2 > 0 para todo j. Assim, se
k k+n
Syi < D yi=aqY)<0;
j=1 J=k+1
k k+n
Syio= > y=aqY)=0;
j=1 j=k+1
k k+n
Sy > > y=q(¥)>0.
j=1 j=k+1

O produto interno tem como uma de suas propriedades
Sex #0= (X, X) >0, para todo € V, onde V & um espago vetorial.

Portanto (.,.), , ndo é um produto interno.
,
Podemos também escrever um operador auto adjunto para essa forma. Por
ser um operador auto adjunto, T' é simétrico, ou seja,

(X, V) = (T(X),Y) = (X, T(Y)) =(T'(Y), X) = (¥, X},

onde usou-se no final a propriedade comutativa da funcao (.,.), ,, j& que as
entradas sao em esséncia reais. Tal manipulacdo deixa claro o que T deve fazer:
adicionar, nas componentes ou do vetor X ou do vetor Y até o k-ésimo termo,
o sinal negativo, e deixar o resto inalterado. Na base canonica C' a matriz [T,

é diagonal e tem a forma
I, O
0o I,

a mesma matriz de [(, D ”} . Claramente
e

1 (I O Iy, O (I, 0\
Tl [Tlo < 0 —In)< 0 —In)( 0 In)I
de onde temos [T, = [T]El.
Sendo B uma base ortonormal de R**" com respeito a (., .>k’n, podemos

escrever

(Xi, X))y, = (T (X3), X;) = [Xil s [T [X)]5
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onde X;, X; sao vetores da base. Assim

[Xi]tB [T]B [XJ]B = [Ti]B [Xj}B = [Ti']B

onde [T;] 5 € o vetor linha que ¢ a i-ésima linha de [T, e [Tj;]5 € o elemento
ij da matriz [T]5. Para provar que a igualdade entre o operador auto adjunto
e a matriz da forma bilinear é verdadeira, devemos mostrar a igualdade

il = | (1),

Sabemos que a forma f(X;, X;) = (Xi,X;), ,, = [Xilg [flg [Xj]z, de onde
conclufmos de maneira andloga que (X;, X;), . = [fij] 5. Obviamente

B

[fi;] 5 = [Tij]p para todo i, j.

Essas s@o as propriedades desse espago. O que buscamos entdo é um grupo
que deixe a forma bilinear invariante, semelhantemente ao grupo de rotagoes
agindo no produto interno usual. Ele é simplesmente o conjunto das matrizes
que preservam a forma, dito O (k,n), chamado de grupo ortogonal generalizado,
reais e de ordem (k + n), ou seja,

(@), Ay = (@9 o,y € REHT.

Existe uma relagdo muito util para o estudo do grupo O (k,n). Primeira-
mente,

(AX,AY),,, = (T (AX),AY) = (AX)" [T) (AY) = [X]% A" [T A [Y]e.

Mas
<AX7 AY)k,n = <X7Y>k,n = <T (X) 7Y> = [X]tC [T}C [Y]C

Como isso vale para todo X,Y € R+,

Chamaremos essa relacao de relagao fundamental do grupo.

Agora, se A" [T], A = [T, entdo concluimos que (AX, AY), == (X,Y), ,
e portanto A € O (k;n). Fazendo o processo inverso, supondo a tltima relagao
concluimos que A deve deixar a funcao bilinear invariante.

Claramente, como consequéncia da relagio acima, vemos que (det (A))* . det ([T] c) =
det ([T]), e logo det (A) = %1, ele é unitério.

Podemos provar que realmente estamos falando de um grupo. (A (X),A(Y)),, =
(T (AX),AY), onde (.,.) é o produto interno usual em R*¥+". A operagao de
O (k;n) é o produto usual de matrizes. Sabemos que se A € O (k;n) entdo
det (A) = £1. Temos que

e A identidade é a matriz identidade.
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e (T'(ABX),ABY) = (T (AX),AY) = (T (X),Y), onde A, B € O (k;n),
e portanto temos o fechamento.

e A associatividade provém das matrizes e suas propriedades.

e Comodet (A) # 0, existe o inverso, tal que A~! € O (k;n), pois <T (Ale) ,A*1Y> =
(T (AAT'X),AATY) = (T (X),Y).

Assim O (k;n) é um grupo.

Um grupo fechado é aquele que toda sequéncia com termos do grupo resulta
no limite em um termo o préprio grupo, ou seja, o grupo possui ossui todos
os seus pontos aderentes (os limites de todas as sequéncias com termos de um
dado conjunto s@o os pontos aderentes do conjunto). Para provar que o grupo
O (k,n) é fechado, seja a relagdo fundamental de O (k, n), e seja uma sequéncia
qualquer A,, tal que lim,_, (A4,) = A4, e tendo em mente que tanto o produto
de matrizes quanto a aplicacao transposta sao operagoes continuas, entao

AlgA = [nh_}rr;o(An)rg[nh_)H;o(An)}
- [ o)
= lim (g)
= g

de onde concluimos que A € O (k;n). Por ser um grupo de matrizes fechado,
conclufmos que O (k,n) é um grupo de Lie (todo grupo de matrizes fechado é
um grupo de Lie).

Mesmo sendo unitdrio, o determinante negativo muitas vezes nao é muito
interessante. Assim, podemos definir um subgrupo de O (k,n), definido como

SO (k,n)={A €O (k,n):det A=1}

Este é o grupo ortogonal generalizado especial. Para mostrar que é realmente um
grupo, tomemos a aplicagao det : GL (k + n;R) — R (o determinante usual).
Sabemos que det (AB) = det (A) det (B), ou seja, det ¢ um homomorfismo.
Por um teorema da teoria de grupos, sabemos que o o niicleo do determinante,
Nuc (det), € um subgrupo de GL (k + n;R), ou seja, SO (k;n) é um subgrupo
de GL (k + n;R), e como SO (k;n) C O (k;n), ele também é um subgrupo deste
ultimo. A demonstracao de que SO (k;n) é um grupo de Lie de matrizes segue
de maneira andloga a de O (k,n).

Diferentemente dos grupos ortogonais usuais, O (k,n) e SO (k,n) nao sao
compactos. Isso pode ser visto da seguinte maneira. Suponha que existe uma
constante C' tal que C' > |A;;| para toda matriz A = (A4;;) € SO (k;n). Entao,
como contra exemplo, seja a matriz

coshx 0 --- 0 sinhz
0 0
A= : I :
0 0

sinhz 0 --- 0 coshzx
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que é uma matriz de ordem k+n. Sabemos que o det A = cosh? z+(—1)F+7+1 (=1)"" ginh? ¢ =
1. Agora, como A=! = A = A!, podemos escrever a relagao de O (k,n) como
AlgA = g, e logo A € SO (k;n). Claramente os elementos dependentes de z
nao sdo limitados por qualquer constante C, de onde concluimos que SO (k;n)
é ndo compacto, e assim O (k;n) também nao o é.
A conexidade é definida, neste caso, como:

e Um grupo de Lie de matrizes G é conexo se dadas quaisquer A, B € G,
existe um caminho v : [a,b] — G tal que v(a) = A e v(b) = B, onde
a,beR.

e Dado um grupo de Lie de matrizes G, podemos definir a seguinte relagao
de equivaléncia em G:

A ~ B se existe um caminho continuo que liga A a B.

As classes de equivaléncia dessa relagao séo chamadas componentes conexas
de G.

Entao, podemos ver que a componente conexa da identidade de G é um
subgrupo de Lie de G. Chamemos de G” a componente conexa da identidade de
um grupo de Lie G. Primeiramente veremos que G° ¢ um grupo. Se A, B € G°,
entdo existem caminhos continuos A (t) e B (t) que ligam respectivamente A e
B a identidade I. Entao temos que AB (t) é um caminho continuo que liga A
a AB, e ligando A(t) com AB (t) teremos um caminho continuo de AB a I,
e portanto AB € G°. Similarmente, A~'A () é um caminho continuo de A~!
a I, e revertendo, conclufmos que A~! € G, e logo GY é um grupo. Como a
componente conexa por caminho é fechada, entdo G° é um grupo de Lie.

Vamos especificar nossa andlise, mostrando a ndo conexidade de O (1;n)
e SO (1;n) e a quantidade de componentes conexas. Primeiramente, a nao
conexidade. Como a aplicagao det : O (1;n) — R ¢é continua, e sabendo que
se A € O(1;n) entdo det (A) = £1, concluimos que O (1;n) é ndo conexo. Da
relagdo fundamental de O (1;n)

n+1
goo =1 = ApagarAso = (Ao0)” = Y (Am)”

m=1

de onde fica claro que (Agy)> = 1 + (termo positivo), e que portanto |Ago| > 1.
Essa é a segunda divisdo em O (1;7n), de onde vemos que mesmo que SO (1;n)
tenha determinante igual a um, ele ainda terd no minimo duas componentes
conexas.

Agora, seja A € O(1l;n), uma matriz de transformacio complicada que
faz uma rotagao hiperbdlica entre um eixo do espago euclidiano R™ e o eixo
hiperbdélico ”1”. Podemos simplificar a a¢do de O (1;n) rotacionado R™ de tal
maneira a deixar um dos eixos de R™ sofrendo as modificagoes e mantendo os
outros inalterados. Assim, para R™ em uma base b, denotaremos A, a matriz
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complicada. Aplicando uma rotacao da forma

1 0,
Ry .y = < 0, Runn )

onde R, € SO (n), encontramos uma base b’ onde podemos escrever

H On—l
Ay = (Ry_y) Ay = ( 0, 1 I, 1 )
sendo 0; é o vetor nulo com j elementos, I; ¢ a matriz identidade de ordem j
e H é a parte da matriz que faz a transformacao hiperbdlica. Perceba que a
rotacao é uma funcao continua que possui inversa, ou seja, temos uma relagao
algébrica que mantém a estrutura da matriz A, e portanto do grupo O (1;n).
Entao, o problema se resume a andlise da matriz H, que podemos escrever como

_ Ao (A10)y
= ( (Ao)y (An)y )

pois (Aoo), = (Aoo)y - A "métrica" nado modifica com rotacoes, e portanto

Ry [(4) g (4)] = g
(4) 9(4y) = g

, -1 0
/=% 1)
e a relagao de O (1;n) serd escrita como H'g'H = g'. Assim,
;o Ao (Aio)y -1 0 Ao (Aor)y
77 ( (Ao1)y (An)zf > ( 0 1 > ( (A10)y (An)zf >
_ ( —Ao  (Aio)y ) ( Ao (Ao1)y )
*(Am)b/ (All)b' (Alo)b/ (All)b/
( — [Aoo]® + [(A10)y]? —Aoo (Ao1)y + (A10)y (A11)y )
—Aoo (Ao1)y + (A11)y (A10)y ~[(Ao)y ] + [(A11),)?

de onde definimos

e assim encontramos as relagoes

[Ao)? = 1+[(A0)y)
[(Ain)y ] = 1+ [(Aon), )
Ao (Ao1)b/ = (AIO)b/ (All)b’

E essas sao as relagoes que descrevem os elementos de H. Veja que as equagoes
sdo satisfeitas se fizermos (Agg)? = [(Au)b/]2 =cosh’z e [(Alo)b,}Q = [(A01)b,]2 =
sinh? z, ou seja, as solucdes das equacdes resultam em quatro familias. Dessa
forma, o grupos dos H's ¢ dividido em somente quatro conjuntos que sdo conexos
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simplesmente variando os valores de z. Fazendo a rotagdo inversa, obtemos
os elementos de O (1;n), que acabam sendo divididos em quatro componentes
conexas. Para o caso de SO (1,n), basta escolhermos as familias com det A = 1
que obtemos as suas duas componentes conexas.

Além disso, temos que (det H)2 =1, e assim

[Ag0 (A11)y — (A10), (A1), > =1

que pode ser obtida das equacoes acima.

Na fisica, é interessante comentar, dlgebras de Lie estdao um pouco mas-
caradas como os geradores de um grupo, que nada mais é que a base da dlgebra.
Isso se deve ao fato que em sua maioria, as transformacoes na natureza sao
continuas, e assim nos possibilita encontrar a transformacao infinitesimal as-
sociada, que como se pode imaginar, é a algebra. A base da dlgebra, se esta
for de dimensao finita, pode ser expressa pelas constantes de estrutura, e as
componentes sao os geradores do grupo.

Para comegar, seja so(k,n) = {X € My, (R): gX'g = —X} uma dlgebra
de Lie. Vamos mostrar que essa dlgebra é a dlgebra de O (k,n) e de SO (k,n).
Tomando x € so (k,n),

elos' ) — ¢

g()'g = ()
e portanto e € O (k,n). Agora seja a curva p(u) em O (k,n) com p(0) = I,
entao

g (0] g=-p(0)
de onde concluimos que so (k;n) ¢ a algebra de O (k;n), e como T"(®) = det (e*),
eTrlg (z' g)] =Tr((z" g)g] =Tr 2" (99)] = Tr (') = Tr (x), entdo

Tr(xz) = —Tr(z) = det(e”) =1

e portanto so (k;n) também ¢ a dlgebra de SO (k;n).

Com a dlgebra, podemos encontrar a dimensao da dlgebra e assim a dimensao
do grupo. Para o grupo ortonormal generalizado, podemos fazer o seguinte. A
forma dos elementos de so (k;n) é

Gdab (Xbc)t Jed = *Xad

mas |gap| = dap, entao
t
Yaa (Xab) gvy = _Xab

de onde retiramos as relagoes

paraa = b= Ayq=—Aea =0

paraa < keb<k— Ay =—Ap
paraa < keb>k= Au = Ap
paraa > keb<k=— Asu = Apa
paraa > keb>k=— Ay = —Ap,
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Claramente, somente a triangular superior é independente, e a dimensao de
so (k;n) serd
(n+k)(n+k—-1)
2

que por defini¢do é a dimensao de O (k;n) e SO (k;n).

Sabemos que sendo SO (k;n), a componente conexa de O (k;n), entao aquele
é um grupo de Lie de matrizes. Agora, sendo so (k; n) um espago vetorial, temos
que ele é conexo. Como a aplicagao exponencial é continua, concluimos que a
imagem deve ser um conjunto conexo que possua a identidade, que neste caso é
SO (k;n),, e portanto so (k;n) é também &lgebra de SO (k;n),. Uma curiosi-
dade ¢ que SO (1;3), ¢ aquele que representa as transformagoes de Lorentz na
relatividade restrita, pois mantém a causalidade.
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2 Campos Classicos e Teorema de Noether

Este capitulo tem o objetivo de introduzir a no¢ao mais ampla de campo, suas
equagoes e formas bédsicas. Como introdugao, muitos autores preferem apresen-
tar o campo de osciladores harmonicos, e por isso ele é apresentado na primeira
se¢do. Além disso, desenvolve-se as equagoes de Lagrange para um campo em
notacao quadridimensional, com o intuito de ser utilizado no préximo capitulo.
Por fim apresenta-se o famoso e titil teorema de Noether, que é de absoluta
importancia para a fisica atual.

2.1 Sistema Discreto e Continuo: Campo de Osciladores

Para comegar, serd interessante passar de um sistema discreto para um con-
tinuo. Para isso, suponha um conjunto de n elementos de massa m (particulas,
se preferir) enfileirados e ligados por molas de coeficiente k (faremos unidimen-
sional primeiro, para simplificar, e depois generalizaremos). Podemos escrever a
energia cinética T' desses elementos a partir das respectivas posicoes de equilibrio

7; COmMo
1 n d’l] 2

T=~ —t

5 m ()

e a energia potencial como
1 — 2
V= sz(nm —m) .
i=1

Assim a lagrangiana serd

1 «— dn; 2 2
L:T—V:QZlm<dt> —k(nm—m)]

i=1

ou, sendo a a separagao entre dois elementos em equilibrio,

L:lzn:a m (dn; 2—Y Mg =)
24 a \ dt a '

=1

Veja que os 7, sao as coordenadas generalizadas. O termo ak =Y é o médulo
de Young. As equacgoes de Euler-Lagrange serao

2
m (dn; MNiv1 — 1y Ny —MNi—1
— -Y |/ Y[— ) =0.
a(dt) ( a? )* ( a? >

Mit1 =M _, n(z+a)—n(x)
a

Para passar o problema para o continuo, fazemos - e
a — 0, de onde obtemos que os dois ltimos termos sao uma derivada segunda,

e entao ) )
1 dn dn
L=- — ] =Y | — d
2/[“(@) (dw)] ’
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d? d*n
2 gy
Fae =% a2

m

onde y = “* e a velocidade de propagagao da onda serd v = \/% (veja que a
equagdo acima é uma equacao de onda). Essa equagao descreve o comporta-
mento do campo em uma dimensao, e seu meio de propagagdo é uma onda. A
generalizagdo para mais dimensoes é bem simples, "basta" incluir mais indices
continuos para as coordenadas das outras dimensdes, por exemplo, 1 (z,y, 2, t).

2.2 Equacgoes de Euler-Lagrange Para Campos

Agora daremos um salto, por assim dizer, indo diretamente para as equagoes dos
campos quadridimensionais. Quando falamos de campos, na verdade estamos
falando de um sistema com um nimero infinito e continuo (incontdvel) de graus
de liberdade, que dependem do ponto do espago-tempo em que se encontram.
Vamos mostrar como obter as equagoes de movimento de um campo. Primeiro
seja a lagrangiana com a elementos

L:ZLQ.

Fazendo a — oo, obtemos um sistema com um nimero infinito de contribuigoes,
e por analogia, postulamos que para um sistema incontdvel no quadriespago

S:/dtL:I/d“xﬁ
C

onde L é a densidade de lagrangiana, que por vezes é chamada de lagrangiana
(como em algumas partes desde texto) e a integral é tomada em uma regido do
espago-tempo (geralmente todo o espago—tempo). Novamente, supomos que o
formalismo da mecénica analitica seja valido, e portanto, utilizando o principio
de Hamilton

55 =0—= 15/d4xc.
C

Agora, imaginemos que a densidade de lagrangiana dependa somente de r cam-
pos ¢, e de suas respectivas derivadas em relagao a z*, com p = (0,1,2,3), ou

seja, L(¢,, 9,0,), onde
99, _
8(1?“ == /L¢T'

Assim, pelo principio de Hamilton,

1. foc oc
05 =3 / d z{(%rwr - 8@@)5%’”}

(onde estd implicito que somamos nos indices u e ), e por integracao parcial

1 oL 0 oL 0 oL
05=1 [ata { [aqs " O (mw»)] ‘”’T} w [ g (am»m) ‘
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A segunda integral se torna uma integral de borda utilizando o teorema da
divergéncia de Gauss (por defini¢do os campos sdo nulos no infinito), e como
d¢, ¢é arbitrdrio, conclufmos que

oL @ L _\_,
99,  Our (0(%@)) B

sendo essas as equagoes de Euler-Lagrange, as equagoes de movimento para o
campo. Elas descrevem o comportamento do campo na auséncia de interagao
com outros constituintes do sistema, ou sendo mais direto, é a descrigao do
campo por si sé.

Nos restringimos a lagrangianas com dependéncia somente até a primeira
derivada pois neste caso as condigoes de borda podem ser especificados pelas
condigoes iniciais de posicao e velocidade, assim como as leis de Newton. Outra
razao é que o exemplo que estudaremos serd o campo eletromagnético, nao sendo
necessario derivadas maiores que a primeira.

2.3 Teorema de Noether Para Campos

"Se uma lagrangiana tem uma simetria continua entao existe uma corrente as-
sociada com essa simetria que é conservada quando as equagodes de movimento
sao satisfeitas". KEsse é o teorema de Noether normalmente apresentado para
alunos de graduacdo, uma simplificagdo do teorema de Amalie Emmy Noether
(1882-1935). Para "provd-lo" no caso de campos, suponha que tenhamos uma
transformacao que dependa de um parametro a que pode ser feito tao pequeno
quanto se queira (ou em outras palavras, € uma transformagao continua feita por
um grupo de um parametro), e que a (densidade de) lagrangiana ¢ invariante
quanto a essa transformacao. Essa simetria pode ser escrita como

oL
=0
o
(a lagrangiana é invariante ao pardmetro continuo «) ou, expandindo a la-

grangiana L(¢,., 9,¢,)

oo 0L _[OL 0 ( oL b6 0 ( 0L b,
~da | 0¢, Oz \0(0u9,) )] da = Oz \ 9 (9u0,) da )
Se as equagoes de movimento sao satisfeitas, entao a equagao acima se resume
a 0,J, =0, onde

J, = oL 6o,
(9 (all«d)r) 6&
(onde temos uma soma no indice r). Essa é a corrente de Noether conservada
pela simetria, como queriamos demonstrar.

O poder desse teorema ¢é claro: podemos a partir de simetrias encontrar en-
tidades fisicas mediveis que sdo constantes, e explica, quando aplicado ao caso
especifico do eletromagnetismo, a relacao entre a simetria de gauge do quadriv-
etor potencial e a conservagao da carga. Porém, diga-se de passagem, nem
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sempre a simetria deixa algo visivel, como a carga elétrica no eletromagnetismo.
Por exemplo, para campos invariantes as transformagoes de Lorentz, a carga
conservada é o quadrimomento angular M,,,,. Existem também simetrias ditas
internas, mais comuns em teorias quanticas de campos.

2.4 Tensor Energia-Momento

Podemos escrever

oL 96, L 9(9s9,)

Ol = o aun T 3(0p0,) 0ur

Utilizando as equagoes de movimento e o fato de que d30,¢, = 0,039,

a( oL >a¢,,+ oL  9(9,0,) a( oL a¢r>

= 928 \0(030,) ) 0zt " 0(0p0,) 0xf  0aP

Como 0,L = (5285& introduzimos o tensor

9(959,) O

0L

oL 0¢
B _— ZYr B
T 0(0g9,.) Ozt O

onde 5€ ¢é o delta de Kronecker. Em notagao covariante

oL 9o
T :77’,‘—
T 0a0,) 0w I

e teremos

T} =0.

Agora suponha que tenhamos uma corrente J# que é conservada. A carga

total no espago é
1
- [ J*dS
] s

onde a integral é tomada em um hiperespago com xg = const. Sabe-se que a
diferenca entre duas hipersuperficies SMe S(2) ¢

1
/ JHdS(H — / JHdsP) = f JHdS, = 97 40 =0

OxH

onde utilizamos o teorema de Gauss na versao quadridimensional e a defini¢ao

que g‘z]; = 0. Esse resultado ¢ vilido para quaisquer dois hiperplanos infinitos.

Disso segue que
1
- / JHdS,,
c

é idéntico em valor, ndao importando qual hipersuperficie a integral é feita. As-

OAM
/ ArdS,,

sim, se =0 a integral
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é conservada. Chamamos o quadrivetor
PP = const/Tﬁ“dSu

de quadrivetor momento do sistema. A constante é escolhida de tal forma que
PY seja a energia do sistema multiplicada por % Como

PO = const/TO“dSu = const/TOOdV

TOO _ oL a(br -
0 (0:9,) Ot ’
(lembre-se da equacdo de energia total de um sistema mecanico), entdao 7%
pode ser visto como a densidade de energia do sistema, e portanto

PP = }/Tﬁ"ds,,,.

c

O tensor 77* ¢ chamado de tensor energia-momento. Porém ele ndo é uni-
camente definido, pois se fizermos

y13%%e%
T — THY g —, com P = —ph
x
92 _pra
(que satisfaz 9573, = 0, pois % = 0, pois veja que p"”* é um tensor

antissimétrico nos indices p e « por definicao, e o produto com o operador
simétrico nesses mesmos fndices é nulo), o quadrimomento nao ¢é alterado

8(,0’“/& _ 1 aspuua B awuua B 1% o
e dS, = 3 / (dSy e —dSa s | = 5 PP dfx,

que é tomado no infinito espacial, onde nao existem campos, e portanto é nulo.
Para definir esse tensor univocamente, requeremos queZ *¥ satisfaca a equagao
do quadritensor momento angular

1
M = /(x#dp” — 2dP*) = - / (zHTV™ — 2V TH) dS,.

c

A condicao para que 7H" satisfaca essa equagdo é encontrada a partir da con-
servacao do momento angular, ou seja,

On (tH TV —2"THY) =0
0 que implica em
ORTV — 5L TH =0 = TH =T""

o tensor energia-momento deve ser simétrico.
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0

Se integrarmos P* sobre uma hipersuperficie z° = const, entao

pPr = 1/Tuodv
C

que sdo as componentes do quadrivetor momento, onde W = 7% & a densidade
de energia e as componentes %Tlo, %720, %730 compoem a densidade de mo-
mento. Separando a equagao Jz7s, = 0 em partes temporal e espacial, a parte
temporal fica

197 9T

c ot Oz~

a 00 _ (16"
8t/7 AV = cj{’f dfo

onde o termo da direita é a variacao da energia no volume, e entao identificando
c¢T% = S, que para o caso do campo eletromagnético S, sio as componentes
do vetor de Poynting. Da parte espacial temos

g [1
— | 2TV = — ¢ T*Pq
ot / c v f o

onde é claro que o termo da direita é o fluxo da densidade de momento emergindo.
Perceba que pela simetria do tensor 7#¥ concluimos que o fluxo da densidade
de energia ¢ igual ao fluxo da densidade de momento multiplicado por ¢?. No
eletromagnetismo, os elementos 7% = ¢, com i,k = 1,2, 3 sdo os componentes
do tensor das tensoes de Maxwell.

e integrando,
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3 O Campo Eletromagnético

Neste capitulo nés basicamente vamos aplicar os formalismos anteriores em um
exemplo: o campo eletromagnético. Praticamente todos os esforgos anteriores
culminam neste capitulo. A importancia do eletromagnetismo nao requer co-
mentdrios. Sem ele este texto seria escrito com grafite, sendo carvio. Agora com
os conceitos ja adquiridos, avangaremos rapidamente na descricao do campo por
suas equacoes de movimento, as partes elétrica e magnética, e por fim as tao
familiares equacoes de Maxwell. Além disso deve-se falar da conservacao da
carga elétrica (que foi uma propaganda constante ao longo do texto), e por fim,
o teorema do virial como um boénus.

Antes, e j4a mudando de assunto, deve-se ressaltar que para a relatividade nao
permite dimensoes finitas para particulas que sao ditas elementares, e portanto
o corpo rigido nao existe. Isso se deve ao fato de que a velocidade de propagagao
das interacoes é finita, e portanto se aplicarmos uma for¢a em um ponto de um
corpo, ele sofrerd uma deformagao, de onde concluimos que ele nao é elementar.
Esse resultado € interessante ja que somente falaremos de cargas pontuais como
elementares.

3.1 Equagoes de Movimento para o Eletromagnetismo em
Notacao Tridimensional

Primeiramente deve-se salientar que nao temos como obter a equagoes que de-
screvem o eletromagnetismo por primeiros principios. Portanto definimos ele
como o resultado de um experimento, de onde se concluiu que em um campo
eletromagnético a acao é feita em trés partes: a acao da particula livre, um
termo descrevendo a interagao da particula com o campo, e o comportamento
do préprio campo

L= Lparticula + Linterag?m + Accamp(r

As propriedades do campo sdo caracterizadas por um quadrivetor A,,, o quadripo-
tencial. A fungdo aglo tera entdo a parte

(&
~E | Auda”
;[ Avis

que descreve a interacao. Até encontrarmos a parte da agao que descreve o com-
portamento do campo, vamos supor que as modificagbes que as cargas causam
no campo sao despreziveis (e assim nas equagbes de movimento), ou seja, as
cargas serdo pequenas (basicamente o que faremos é supor o termo de campo
como aproximadamente constante, e portanto nao interfere nas equacoes de

movimento). Dessa forma, a agao serd

S = / (—mcds — ZAudx“) .
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Os termos espaciais do quadripotencial formam um vetor tridimensional A
chamado potencial vetor do campo. O componente temporal é chamado poten-
cial escalar ¢. Assim podemos escrever o quadripotencial como A* = (¢, A).

Faremos agora a anilise com notagdo tridimensional. A integral de acéo serd

2
S = / (—mc%/l — U—Q + A e¢> dt
c c
e a lagrangiana serd
/ 2
L= —mc® 17%+EA.’U*6¢.
c c

A derivada g—f, é o momento generalizado P da particula, e entao

/ 2
P =mv I—U—Q—FEA:p—l—gA
c c c

onde p é o momento de uma particula. Podemos entao achar a funcao hamilto-

niana pela férmula geral

oL
H—'U.%_L

de onde temos substituindo a lagrangiana

H=m\J1- 2
=mc 5 +eo.
c

Mas H deve ser expresso em termos do momento generalizado. Podemos usar
a relacdo relativistica E? = m2c? + p, e as equacdes do potencial e do hamilto-
niano, para obter

(A52) = s (- 2a)’

C

e isolando H,

H= \/m204+02 (P - ZA)2 + eo.

A equagao de Hamilton-Jacobi de uma particula em um campo eletromagnético
pode ser encontrado substituindo P por VS e H por —%—f,

e \2 1 [0S 2 9 9
(VS—EA) _02<8t+e¢> +m2e =0.
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3.2 Equagoes de Movimento para o Eletromagnetismo em
Notacao Quadridimensional

Obteremos agora a equagao de movimento a partir da notagao quadridimen-
sional, e assim obtemos o tensor do campo eletromagnético (e a parte da la-
grangiana que descreve a evolu¢do do campo). Do principio de minima agéo

08 = 5/ (—mcds — SA#dx“) =0,

e como ds = /dxtdzx,,
dx,dox" e e
48 = —/ <mc” + —A,doz" + (5A,de“> =0.
ds c c
Os dois primeiros termos nds integramos por partes, e identificamos % = Uy,
a quadrivelocidade,

/ (mcduuéx“ + Eéx“dAu — ZdA#dx“) — [(mcu# + gAu) 5m“} =0

onde anulando o termo de borda,

A A
/ <mcduﬂéx“ + E%éxﬂdx” _ e(??“dxv(;xu> -0
c Ox

c oxz?

du, e (0A, 0A,\ , u
/(mcds—c <8m“ — aml’)u >d85$ =0

(usamos o fato de que no terceiro termo, como somamos tudo, podemos trocar
por v, e usamos dz* = utds). Pela arbitrariedade de dz#, obtemos as equagoes

de movimento
du, e (8AV aAﬂ) W

me—— = - —

ds c \ Ozt  OxV

e introduzindo o tensor do campo eletromagnético
o 0A, B 0A,

B 9o Oav’
que é claramente antissimétrico. Assim escrevemos

du e
me—£ = = .
ds c
O tensor serd, substituindo as componentes do quadripotencial, de onde obtemos

utilizando as defini¢bes de campo elétrico e magnético da préxima secao,

o E E, E,
-E, 0 —H., H,
-E, H, 0 -H, |’

-k, —-H, H, 0

F, =
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ou podemos escrever F,,, = (E, H) (ou em coordenadas contravariantes, F*" =
(_Ea H))

Se admitirmos somente trajetdrias possiveis quando variamos S, obtemos
e L
0S =—(mecu, + -A, ) éx
et

e entao

oS e e
Tggn Mt A= Pt T A

que ¢ o quadrivetor P, do momento generalizado da particula. E assim

pr— <5+€¢,p+ eA).
C C

3.3 Os Campos Elétrico, Magnético e Invariantes do Campo

Eletromagnético
Pelas equagoes de Lagrange % (‘g—ﬁ) = g—fn,
oL

T2 VL= V(Aw) —eVo =S (0.V)A+ Sux VX A—eVo
or c c c

onde usamos a relaco vetorial V(A.B) = AxVxB+BxVxA+(A.V)B+
(B.V) A, e entdo a equagao de Lagrange tem a forma

d e e e
%(p_FEA):E(U.V)A—ngxVxA—eVd),
ecomo%z%-ﬁ-(uv)A;
Jdp edA e
£ _ =4 V x A—¢eVo.
dt c@?ercv>< 8 eve

Essa € a expressao da forca que age na particula, que pode ser dividida na parte
independente da velocidade e na parte dependente da velocidade. A forga do
primeiro tipo, por unidade de carga, é a intensidade do campo elétrico

10A
B=—Co — Ve

A outra forca, por unidade de carga, é a intensidade de campo magnético
H=VxA.

Note que E ¢ um vetor polar e H é um vetor axial. Assim

dp e
— =-vx H+eE.
dt c +
A variagdo da energia cinética da particula com o tempo serd
d€ dp
— =v.— =cE.v
dt dt



que é o trabalho feito por unidade de tempo. Concluimos entdao que o campo
magnético nao realiza trabalho.

As equagbes da mecéanica sdo invariantes com a mudanca do sinal do tempo.
Isso também ocorre no campo eletromagnético na teoria da relatividade, mas a
transformagao deve ser

t——-t;:H—--H;E—E
o que modifica os potenciais da seguinte forma
60 A -A

(ndo é uma transformagdo continua, entdo nao se pode usar o teorema de
Noether nesse caso).

Para os campos E e H existe uma infinidade de potenciais que resultam
nesses campos, ou seja, eles nao sao unicamente definidos. Assim, se modificar-
mos o potencial da seguinte forma

A=A of

” H Qxm
onde f é uma fungao qualquer. Essa modificagao resulta em um termo

L (1)
c Oz c
na integral da acao, ndo modificando as equagoes de movimento. Essa invarian-
cia quanto a transformacao dos potenciais é chamada invaridncia de gauge (ou
calibre).

As transformacoes de Lorentz para o campo é aquele para quadritensores,
mas vamos explicitar suas formas. Para o quadrivetor potencial

/ V. opr / Vo
+YA AL+ ¥
p=Ctede y At el A
1- V1i-% ‘
€ para 0Os campos

/ V 1 / V 1
1-% 1-%
H/_KEI H/+KEI
Hw:H’;Hy: c f.fH, =-—‘*:_¢°¢Y,
V2 V2
l—c—2 l—c—2

Se H =0 em K’, entao H = %VXE; ese E = 0em K’, entao E =
%V x H. Consequentemente, no sistema K os campos magnéticos e elétricos
sao mutualmente perpendiculares. Utilizando o argumento ao contrério, temos
que se H e E sao mutualmente perpendiculares e nao sao iguais em magnitude
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em um sistema K, entao existe um sistema K’ que é puramente elétrico ou
magnético.
Podemos fazer invariantes com as componentes do tensor eletromagnético.
Claramente
F, F" =inv

e‘“’o‘BFWFaﬁ = inw

sao quantidades invariantes. O primeiro é um escalar e o segundo é um pseu-
doescalar. Substituindo pelas componentes, as relagoes se tornam

H? — E* = inv
E.H =inv.
Temos entao os seguintes teoremas:

e Se os campos sao mutualmente perpendiculares, E.H = 0, entao eles
também o sdo em qualquer sistema de referéncia.

e Se as magnitudes dos campos forem iguais em um sistema de referéncia,
entao eles o sao em qualquer sistema.

Veremos agora que todas as relagoes de invaridncia provem dos invariantes ja
citados. Considerando o vetor complexo F = E+iH e fazendo a transformagao
de Lorentz ao longo do eixo z,

!
F,=F,

F, = F, cosh¢ —iF,sinh ¢ = F, cosi¢ — iF) sini¢
F, = F.cosi¢ + F, sini¢
\%4
tan¢gp = —.
c

Entao vemos que uma rotacao no plano xt no quadriespaco para o vetor F' é
equivalente a uma rotagao no plano yz por um angulo imaginédrio. Como o inico
invariante de um vetor com relagdo a uma rotagao é seu quadrado

F=E?’-H?>+2E.H

e os invariantes independentes ficam assim explicitos.

3.4 As Equagoes de Maxwell Homogéneas

Das expressoes H =V x Ae E = —%% — V¢, podemos escrever
10H
VxE—_LoH
c Ot

e da primeira,



que é o primeiro par de equagoes de Maxwell. Do tensor eletromagnético, obte-

mos a igualdade
0F,, O0F,z O0Fp,

OxP OxH Oxv
que resulta no primeiro par de equagdes (as equagdes homogéneas). O quadriv-
etor dual desse tensor é

=0

que mostra explicitamente que ha somente 4 equacoes independentes.

3.5 A Acao do Campo Eletromagnético

A parte da agdo que descreve o campo pode ser obtida escrevendo a a¢do em
trés partes: a que depende somente das particulas e suas propriedades

sz—ch/ds;

a que descreve a interacao entre as particulas e os campos

St = —Z%/Aﬂdaﬁ“;

e uma parte Sy que depende somente dos campos e suas propriedades. Primeira-
mente, como o campo eletromagnético respeita o principio da superposicao (que
significa que o campo ndo ¢ fonte de si mesmo, ndo interage com si mesmo),
entao as equagoes do campo devem ser equacoes diferenciais lineares. Portanto
dentro da integral de acao deve haver uma expressao quadrética dos campos.
Como nao podemos incluir os potenciais, pois nao sao univocamente definidos,
e como Sy deve ser um invariante, entdo a solugao mais simples seria o produto
FHF,,. Assim postulamos

Si=a / / FPF,,dVdt.

Para haver um minimo, a deve ser negativo, e seu valor depende do sistema de

unidades. Para o sistema gaussiano, a = fﬁ. Assim a acao serd

Sp = FMF,,dQ)

~ 16mc
com dS) = cdtdV, ou seja, a lagrangiana do campo é

1

(E* — H?)dV
pois FHF,, =2 (H2 — EZ). Entao a acao inteira deve ser
e 1 v
S = —Z/mcds - Z/ ~Apda’ — M/F“ Flud9,
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sendo esta a agao completa, e entao podemos usar cargas de qualquer valor, pois
o campo e como ele se modifica pelas cargas estd sendo levado em conta.

Podemos, ao invés de tratar com particulas, introduzir uma densidade de
carga p. Usando o delta de Dirac, introduzido por Paul Adrien Maurice Dirac
(1902-1984), pode-se escrever a densidade de cargas para as particulas pontuais
eq, fazendo

p= Zeaé(r— Tq) -
a
Podemos escrever
dat
dedz" = pdVdat = p%d‘/dt = jhdV dt.
O quadrivetor j* = p% ¢ chamado quadrivetor corrente. A parte espacial

desse quadrivetor é o vetor densidade de corrente j = pv. Assim o quadrivetor
corrente é j* = (cp,7). A carga total presente em todo o espago é

1 1
/pdV:f/deV: f/j”dSM
c C

onde a integral é tomada em uma hipersuperficie perpendicular ao eixo z° (e
como ja vimos, pode ser em qualquer hipersuperficie que contém as dimensoes
espaciais, pois a carga ¢ conservada). Geralmente a integral % J j*dS,, em uma
hipersuperficie ¢ a soma das cargas cuja linhas de universo atravessam essa
superficie. O termo de interagao pode entdo ser escrito como

1 1 H 1
_E/pAudxudV:_E/pdditAudvdt: _g/Auj“dQ

e a agao fica

1 ) 1 v
S:—Z/mcds—cj/A#J“dQ_ﬁ F F' dS)

mostrado explicitamente as partes da acao referente as particulas, o acoplamento
do campo com as particulas, e o campo.

3.6 Conservacao de Carga e as Outras Equacoes de Maxwell

Para obter a equagao da continuidade quadridimensional, consideremos que a
carga é conservada (fato relacionado com a simetria das transformagoes de cal-
ibre, 0 que mostraremos mais tarde), e portanto a varia¢do temporal da quan-
tidade de cargas em um dado volume é igual ao fluxo de cargas pelos limites do
volume, dado pela equagao

%/pdvz—fpv.df=—7{j.df=—/V-J'dV

e na forma diferencial
dp

o ="

Vi +
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A forma quadridimensional desta equagao é
ik
" _
oxH

chamada de equagéo de continuidade. Agora, escrevemos que o total de cargas
no espago é % J j#dS,,, independente do hiperplano (como j& vimos) em que ¢
tomado desde que englobe as 3 dimensoes espaciais.
A conexao entre a conservagao de cargas e a invariancia de calibre pode ser
vista fazendo
of

B ah

1 [, 0f
I TP Te}
c? /j oz

¢ adicionada na agdo. Se levarmos em conta a equagao de continuidade, a
integral se torna
1 [a@"s)

c? o+

A

p— A

e uma integral

a2

e pelo teorema de Gauss, isso se torna uma integral de superficie, que na variagao
se anula, nao modificando assim as equagoes de movimento.

Para encontrar as equagoes de movimento do campo, supomos as trajetorias
das cargas sendo dadas e variando somente o potencial. Assim

101 1
0S=— [ - |=j#0A, + —F"0F,, | dQ2 =
S /c [c‘j wt 8w a ] 0

11 1 0 1 0
=— | - |—-j"0A — P —§A, — —F* —§A Q=
08 /c LJ 04y + 8t (‘930“5 8t (‘930’“6 ”] d 0
e usando a antissimetria de F'*
11 1 0
=— [ —|—j10A — " —§A 0=
0S /c L] ) “+47r 3x”6 u]d 0

111 1 OF+¥ 1
— | Zqk R - ny —
58 /C L "t ](SAHdQ o (/ F 6AudSl,> 0

onde a tltima parte novamente vem da integragdo parcial. Como no infinito os
campos sao nulos, o termo de borda ¢ nulo, e como §A,, ¢ arbitrario,

o dx,

ox? c

e substituindo os elementos do tensor, encontramos as outras duas equagoes de
Maxwell, as nao homogéneas,

10E 4rx
H=-——+—j
VX cat—i_c‘7
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V.E = 47p.

Podemos encontrar a equacao da continuidade,

02 Fmv 4w og* _0
dxrdzv ¢ Ozt )

. 2 , . ’ . ’ .
pois como o operador arfw é simétrico, e estd sendo aplicado em um tensor
antissimétrico, obtemos a igualdade acima e a equagao da continuidade.

3.7 Energia e Momento do Campo Eletromagnético

A energia do campo eletromagnético é obtida somando as equagoes de rotacional
multiplicados pelos campos respectivos, temos

1. 0E 1__0H 4dr .

ou, usando a relagéo vetorial V. (A x B) = B.(V x A) — A.(V x B),

10 4
—— (B*+H*) =-——j4.E-V.(ExH
2¢Ot ( + ) ¢’ (B x H)
9 (E*+ H?
—|——)=—-3.E-V.S
ot < 8w > J
O vetor S = =E x H ¢ o vetor de Poynting. Integrando a ultima equagao,
expressando [ j.EdV — " ev.E e sabendo que ev.E = %, escrevemos

% [/EQ;HQdV-i—ZE} _ —%S.df.

A quantidade W = £ 2J;H ® ¢ a densidade de energia do campo eletromagnético.

8
O termo de integral de superficie é o fluxo de energia do campo através da

superficie.

Utilizando o formalismo da teoria de campos, vamos encontrar o tensor
energia-momento e a equacao de continuidade a partir desse formalismo. Iden-
tificamos de principio que

1

L=——F,,F"".
167

Escrevemos o tensor energia-momento como

, A, oL
o oa o (552)

— L.

Para calcular entao esta expressao, fazemos

U 1 o (DA, OAN 1. 0A,
0L = — o F"0Fy0 = —_F (6833”_63:170‘>_ et
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onde usamos a antissimetria do tensor eletromagnético. Logo

oL 1
_— = —— V%,
d (%)  Am

Assim | a4 .
Tl/ - aFlloz 7(5VF(¥ Faﬁ
TR T

ou em componentes contravariantes

1 0A 1
- R al% - pyFa Foz[?
dr Oz, + 167rg A

T =

que nao é antissimétrico. Para simetriza-lo, adicionamos o termo

LoAr ., 10

dr 01, dmw Oz

(A*F")

que é da forma permitida. Substituindo na equagao do tensor energia-momento,

obtemos ) )
TH = — [ —FHeFY | 4+ Zg" F 3 FP
ir ( ot gg Fas >
que € simétrico e tem o trago nulo. Em forma dos componentes de F*¥, verifica-
se que T9 ¢ a densidade de energia, os componentes ¢T°* sdo os componentes

do vetor de Poynting, e os componentes espaciais

1 1
Cap = — |—EoEs — HoHg + =6ap (E* + H?)
47 2
formam o tensor das tensoes de Maxwell.
Vamos determinar a forma do tensor energia-momento das particulas. Podemos
escrever a densidade de massa como

u:Zmaé(r— Tq)

e como a densidade de quadrimomento das particulas é pcu,, que é o compo-
nente 7°%/c do tensor, temos assim 7°% = pc®u,. Como a densidade de massa

é a componente temporal de
W[ dx¥
c\ dt )’

em analogia com a densidade de cargas escrevemos o tensor como

dz? dx”
TH — je—
Hels dt

ds
= PV —
peutu o

que é simétrico.
Verifiquemos a versao quadridimensional das equagoes de conservagao, ou
seja,

% (T + 139 =0
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Agora, pela equacao do tensor energia-momento do campo,

ory 1 (1 pos0Fas _ puadFu g OF"
ox? 47 \ 2 OxH oxv 1 Pav

e utilizando as equacoes de Maxwell quadridimensionais, temos

v(f) vo
0T, _ b ,lpaﬂ%flpaﬁaﬂm, aaFif@Fo‘ja
Oxv dr \ 2 Or> 2 oxh HE Ogv c "
onde os trés primeiros termos do lado direito se cancelam, e entao
aT:(f) _ 1 ]a
oxv c M

A parte das particulas pode ser escrito como

o1 _ 9 [ da"\  da” Ou,
o o \Mar Rt oz
Tendo em mente a conservacao da massa agv (,u%) = 0, entao
aT:(P) _ C%
oz M ar

Usando as equagdes de movimento e as defini¢des de densidades p e p, £ = £

e’

du e y du p y
mcd—: = EFWU = ucd—: = EF’“’U
e entao i ) i )
Uy, S )
b = " Fupu S =~ Fui”,
pe dt c M pu dt c M J
de onde obtemos @)
oTy\’Y 1
M — 7F‘lu/ju7
ox? c

que combinado com a expressao para os campos, ou seja, unindo os termos das
particulas nos campos e as dos préprios campos,

8TI’IJ(P) aTI’L’(f) 1 1
. = - v - 7F v Y = 0
oxv + ox? c M J c M J

como necessédrio pelas equagoes de conservagao.

3.8 Teorema Virial

O trago de um tensor energia-momento se resume ao traco do tensor para as
particulas,

ds ds [ w2 [ w2
Tl = T/i‘(p) = ucu“u“a = pe = pucy /1 — 2= Xa:mQCQ 1- 0—26('r —Ta),
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de onde concluimos que T} > 0. Agora, tirando a média da equagao

107° 918
T e
c Ot OxP
onde consideramos um sistema fechado de particulas carregadas de movimento
finito. A derivada temporal tem média nula, e entao

aTe

Yia
Ozb ’

e multiplicando por % e integrando por todo o espago,

(Q)F 8:5‘“7@ — —
aZZ%gy = — | Z18qv = — [ §°Tlav = /Tad -
/x Ee: B /a V=0= odV =0

/F;dvz/?gdvzs,

& sendo a energia total do sistema. Assim

2
EZZm(LCQ\/1—U—2
c

que ¢é a generalizacao do teorema virial. Para baixas velocidades

5:Zma02 zé’zzim;vg,

em acordo com o teorema cldssico.

i 70
e como I} =T +1j,

4 O Campo Gravitacional

Outro campo cldssico de grande importéncia é o campo gravitacional. Apesar de
bem conhecido por todos, a gravidade ainda é uma incégnita: nao existe ainda
uma teoria que explique sua real origem, apesar de haver vérias que pretendem
fazé-lo. A descricdo mais completa da forga da gravidade foi dada por Albert
Einstein (1879-1955) com sua a teoria da Relatividade Geral. Descreve-se aqui
uma pequena introdugdo sobre este campo.

Um detalhe sobre a notagdo. Até agora foi utilizado g3 para simbolizar a
métrica do espago, deixando implicito que se tratava da métrica de Minkowski.
A partir de agora, 7,3 simbolizard a métrica de Minkowski, e gos uma métrica
genérica.
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4.1 Preliminares em Relatividade Geral

A base da teoria de Einstein ¢ o Principio de Equivaléncia, que diz que ao menos
localmente, alguém nao pode distinguir um movimento nao inercial de um um
campo gravitacional, ou seja, as propriedades de um movimento nao inercial
sao equivalentes a um certo campo gravitacional. Ou em outras palavras, para
todo ponto do espago-tempo em uma campo gravitacional arbitrdrio é possivel
escolher um "sistema de coordenadas localmente inercial" tal que, em uma regiao
suficientemente pequena da vizinhanca do ponto em questao, as leis da natureza
tomam a mesma forma que em um sistema de coordenadas cartesiano acelerado
na auséncia de gravidade.

De acordo com o Principio de Equivaléncia, hd um sistema de coordenadas
em queda livre (inercial) (* em que as equagoes de movimento sdo aquelas da
relatividade restrita

9%¢”

o2
onde 7 é o tempo préprio dr? = naﬁdco‘dgﬁ. Agora supondo um outro sistema
de coordenadas z* em repouso, porém nao necessariamente inercial, as equagoes

do movimento ficam
0 4 (0¢ dzt
" dr \ 9zt dr

R N
T Ozt dr? Oztdx? dr dr

oz

multiplicando por aca s

A o v
_dz \ dxt dz
O=—+I}
dr dr dr
onde definimos a conexéo afim (chamado assim pois ele explica como conectamos
por meio de um caminho dois pontos em uma variedade)

= 87x>‘ ¢
BT 9EY QxkOxy

O tempo préprio também pode ser expressa em um sistema de coordenadas
arbitrério (1,5 € o tensor de Lorentz)

ac™ ., ac?
2 n v
dT” =n4p g T B dx
ou

dr? = Guvdxtdz”
onde

¢ ac?
I = Nap g G

é a defini¢do de tensor métrico. Para particulas sem massa, como o féton, ndao

podemos utilizar o tempo préprio como varidvel independente das equagoes de
. ~ . _ 0

movimento, entao podemos usar outra varidvel, ¢ = ¢~ por exemplo.
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Dessa maneira escrito, temos que a forga gravitacional estd totalmente de-
scrita por I’f;l, e guv- Para entender como essas entidades estao relacionadas com
os conceitos classicos da gravitacao, vejamos o limite newtoniano. Escrevendo
a equacao de movimento de uma particula se movimentando lentamente em um

campo gravitacional fraco estaciondrio (negligenciamos 49X om relacdo a ﬂ),

dr dr
2
d?zt L dt 0
dr? 00\ dr
e como o campo ¢é estaciondrio,

1 ., 9900
Fgo - 59# ox?

e aproximando & um sistema cartesiano (gas = 7,5 + hap com |has| < 1), ou
seja, em primeira ordem em hqg

]. 043 8h00

« —

0= 3" PuB

Substituindo este resultado nas equagées de movimento

d? 1/dt\?
e () o

dr? 2 \dr
d’t
dr2
. T . . 2
e assim 4 = constante, e dividindo a primeira por (4£)~,
d*x 1
a = Vi
cujo correspondente newtoniano é
d’x
“ax_ gy
dt? ¢

onde ¢ é o potencial gravitacional. Dessas relagoes, fazendo o sistema de coor-
denadas ser minkowskiano e utilizando para encontrar o valor da constante um
potencial gravitacional que seja nulo no infinito, encontramos

goo = (1 +2¢).

Portanto Ff;y estd relacionado ao campo gravitacional.

Podemos relacionar g, & dilatacdo do tempo, ou ao deslocamento da fre-
quéncia da luz. Basta escrever o intervalo de tempo entre dois eventos em um
sistema de coordenadas arbitrdrio é

«@ B %
At = < o¢ dz”ac dx”)

Map OxH oxV
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ou utilizando o tensor métrico
At = (gm,dx“d:r”)%
e para um "relégio" com velocidade %, entao
dt dxt dav\ "
A (gdtdt) '
Para um "relégio" estacionério,

dt _
At (900)

N

Para dois eventos idénticos em dois pontos diferentes, temos a razao entre as
frequéncias
1
vy _ (goo (932)> ’
141 goo (1)

que para o limite de campo gravitacional fraco ggg >~ 1+ 2¢ e ¢ < 1, entao
Z—f =1+ %, onde

Av

— =0 (22) —d(2).

Curiosidade ndo tao trivial. A relagdo entre o tensor métrico e o tensor de
Lorentz é chamado congruéncia. Isso nao significa que estes tensores possuem
0s mesmos autovalores, como nas transformacoes de similaridade. Porém, existe
um teorema, a Lei de Inércia de Sylvester, que diz que uma relagao de congruén-
cia mantém o nimero de autovalores positivos, negativos e nulos. E isso que
diferencia um espago-tempo (34+1) de um (242), por exemplo.

Para as proximas segoes, utilizaremos implicitamente o principio da covar-
iancia. Este diz que sejam as leis fisicas em um sistema inercial, suas generaliza-
¢oes sao covariantes, se transformam com o campo. Em outras palavras, as leis
fisicas nao sao invariantes, mas se modificam para se adequar as mudangas do
espago-tempo, sem no entanto modificar suas formas gerais. Assim, dado uma
equagao verdadeira em um referencial, e se ela for covariante, ela entao valerd
para todos os sistemas de referéncia.

4.2 Tensores e a Conexao Afim

Para podermos continuar, precisamos de algumas ferramentas matemaéticas que
aparecem bastante em fisica: os tensores. Ja houve uma breve apresentagao
para o estudo da relatividade restrita e do campo eletromagnético, mas um
tratamento um pouco mais formal seria interessante.
Um vetor contravariante é definido tal que sob uma transformagao de coor-
denadas z# — z'H,
8:1:/'11.

Vl,u, — Vl/
oxV
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enquanto que um vetor covariante

ox”
r_
Vi=Vigo.

Podemos entao generalizar para os tensores, que se transformam como

i P A
A _ oz dzP 0z’ ..

Voo 9zk dx'r 9z P

As propriedades algébricas dos tensores sao:

e Combinagao linear: seja TH = aA" 4+ bB* onde a,b sdo nimeros. Entdo
T# & um tensor pois

)" = aAL" +bB,"
ox'* dx° oz’ dx°
= AP +b L
@ Oxr Oz'v 7 + oxP Oz °
_ Ox'M Ox° o
T QxP Oz °

e Produto direto: seja TH? = AL BP, entdo TH” é um tensor pois

TLM) = A;,”B/p
_ Ox'M Oz | 0x'P
Oz 9z’ Oxo
_ Ox'M Oz 0x'P
T Oz 9xv 9z "

BO’

g

e Contracao: seja THP = TH'PY entao THP é um tensor pois

TP — T;“p”
Oz 9z 0x'P 0z s
© Oz 9z Oz Oz
02" 0x'P
T Oxr Gz A
_ 0x'M oz,

T Oxr Oz

n

Definimos conexao afim como

™ = 873:)\ 0%¢"
T 9EY Oz dxy

onde £ (z) € o sistema de coordenadas inercial local. Fazendo a transformagao
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ah — a'H

v N 8m’* 82§a
T 9 dxlrox’v
B oz’ dzP 0 0z O&*
T Oxr OES Qx/m (896”’ 83:‘7>
0z’ Oz [ 0x” 07 92 0%z O&”
T dar 9 [8z”’ A/t dxTdxT | Dx'MdL D

_ 9a" daP da” N oz 9%xr
© OzP O 9z T QxP dx'hOxV

onde o segundo termo do lado direito explicita que a conexdo afim ndo é um
tensor. A relacdo entre o tensor métrico e a conexao afim pode ser vista fazendo

09, 0 ( oxP 63:”)

dzm ~ 9zr \IP7 uin g
_ 09po Oz Oz Ox° 0%z Ox° 0%z 0x°

© 9x7 Oz’ dx'M BV + 9po ox's0x'* Oz’ 9o ox'59z'v Ox'H

e assim

dg., 09, B 29}, _ 0a7 OaP 0x7 (9gor N 39pr  99po N
ox'*  9x'v  Ox't  Ox't Ox'M Oz’ \ OxP ox° ox™

0%zP  Oz°

2900 ox'kox'v Oz’
ou fazendo
)\ _ 1 AK agl{l/ agn,u . aguu
1% 2 oxH ox? ox"
temos

A 0 0z 9z [ p n ox'r §%aP
ny T 9xP dx't dz'v | TO OxP Ox'Hox'v

e entao podemos obter o tensor

F)\ o A _ 8%‘/)‘ ox™ 0z° re P

nv Hv OxP Ox'* oz'v | 77 TO
O principio da equivaléncia diz que ha um sistema de coordenadas £y onde,
em um ponto X, nao ha forca gravitacional, Ff;l, = 0, e ndo ha desvio para o

vermelho entre dois pontos, entdo as primeiras derivadas de g,, também sao
nulas. Se isso ocorre para este sistema, sendo um tensor, para todos os sistemas

temos
A
A
F,uy - { IW }
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4.3 Diferenciagcao Covariante

A diferenciagdo de um tensor geralmente nao resulta em outro tensor. Isso se
deve ao fato de nao estarmos trabalhando em um espaco plano ou em uma
variedade imersa em um espaco plano. Ao se diferenciar um tensor, ele pode
resultar em algo que esteja fora da variedade, o que nao faz sentido, pois quer-
emos um resultado fechado no espago-tempo. Assim precisamos de um método
de diferenciacao que dependa da foram da variedade, fazendo um tensor na var-
iedade sendo diferenciado resultar em outro tensor também dentro da variedade,
e que no limite para o espaco de Minkowski seja a no¢ao usual de diferenciacéo.

Para um vetor contravariante V'#, quando diferenciamos em relacdo z'*,

ov'® Ozt 9z VY oRk
o™ dzv Ox' dxr  OxvOxP

que pelo segundo termo resulta ndo ser um tensor. Agora

! wy dz'* dzP da _, Pt daP da° 8x’“vn
AR Oz Ox'> dz's" P7  Qxrdx® Ox'> Dz’ | Oz
_Ox Oxp o 0%t OaP
L dxPdx® Ox'*
Somando, obtemos um tensor
v’k ox'™ 9z [ OVY
—— + D, HV = ve).
Oz’ Rl Ozv O/ (83:” oo )
Assim definimos a diferenciagdo covariante como
ovH
b bk
Va= IS + 15V

onde V% é um tensor. Para um vetor covariante V,,, diferenciando em respeito
2 I p
wo
ax ,
ov,  Ozf 9z° 9V, 9%z
Ox'v — Ox'm Ox'v Ox'e  Ox'mOxv

mas
oAy = 0x' dzf 0x° . 0%x™ 9z Oz
pe TA T 9T Ot f'v T PO dx/rdx’ Oz | N "
Oxf 0z _,. 0?xr
= wn 0w 0oV T G U

e assim temos

Wiy pvy = 00 027 (avp - F;;w)

am/l/ 1224 833/,11, ax/y 83}’0
e entdo definimos a derivacdo covariante para um vetor covariante

oV,

- I‘waA
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que é um tensor.

A generalizagao para um tensor qualquer é simplesmente adicionar o termo
correspondente para cada indice, como por exemplo, seja o tensor T37. A
diferenciacao covariante serd entao

no
po _ O3
Asp OxP

+ ngTf\“’ + FZUT)‘\“’ =I5, 1.

As propriedades da diferenciacdo covariante sao similares as da diferenciagao
usual. Em particular, a diferenciacdo covariante de uma combinagao linear € a
combinacao linear de diferenciagoes covariantes, ela respeita a lei de Leibniz, e a
diferenciagao covariante de um tensor contraido é a contragao da diferenciagao
covariante (a contracdo de um tensor e a diferenciagao covariante comutam).

A diferenciagao covariante ao longo de um caminho, suponha um vetor con-
travariante A* (7). Podemos escrever

dA™ (1) 0x'" dA” (7) n 82z @A”
dr  Ozv dr Oxvdz> dr

(1)

e repetindo o mesmo procedimento descrito anteriormente, podemos definir a
diferenciacdo covariante ao longo de um caminho

DA _dA* L, do

Al/
Dt dr VA dr

que resulta em um vetor. Para um vetor contravariante B, (1)

DB, _dB, ., dz*
= —r —-I" —B,.
Dt dr wgr A

A generalizagao para tensores de maior grau é analogo ao descrito antes, sim-
plesmente incluimos termos para cada fndice.

4.4 Tensor Curvatura

Nenhum novo tensor pode ser construido do tensor métrico e de suas derivadas
primeiras, pois podemos escolher um sistema de coordenadas onde essas primeiras
derivadas sao nulas, e podemos escrever esse tensor somente com o tensor
métrico, e como isto é uma igualdade entre tensores, vale para qualquer sis-
tema de coordenadas. Entao a préxima opcao para escrever um tensor seria
com o tensor métrico, suas primeiras e segundas derivadas.
Da conexao afim podemos escrever
82:”/7' ax/‘r N 6.’Elp axla' ,

drrdzv ~ Hxr M Qak dav PO

T
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e diferenciando em relagao a "

o03z'™ F}\ (8%‘/7 o ox'P Ox'° r T) B

dxrdzrdzy M\ dan N dar oz 7
o ;02 (Ox' - Ox'" 8x’<F, o)
PT dgi \ Dz Y Pk dxv "C
ox' (0xz'P 0z Ox'¢
N ™ — T .r
Pe Qv (63677 R Pz Poi 1 >+

o' 81_‘21, o' 9x'e ox'm 8F/pUT
* ox> dzr  Oxt Oxv Oxt O

ou

63$/T = 8'1:,7 8F2V + F"] FA —
dxrdzrdzy x> \ Oz* g
ox'? oz’ P’ (aF/pUT

It A It A
Ok Ozv dxr \ Oz I e =G, >
ox'” (0P 3$’pr>\ am’PFA
Ozt~ BV Oxr Y Oxv  "H )

_ ! T
P O

Subtraindo a mesma equagao acima com os indices p e v invertidos, obtemos
A A

537'7 GFW B 6I‘M +1_w] ]_—‘)‘ 1 ]_—‘)‘ _

oz \ Oz~ ox” pyv™ K pk v

92'P H' Hx' 8F’MT (’9F’m7 ;o A PR
Ozt Oxv Oz~ ( B R O Vi )

0:

ox/n ox'e

onde podemos definir o tensor

or? or’
PR V1% P A A
RWH: oxc Oz +FZVFM7_FZHFW7

que é chamado tensor de curvatura de Riemann-Christoffel.
Podemos melhor descrever as propriedades desse tensor na sua forma total-
mente covariante
R)\MVH = g)\a'RZVH~

Temos que o tensor Riemann-Christoffel é

e Simetria
R)\,uw-c = Rw-i),u

e Antissimetria
R/\;wm = _Ru)\wc = _R)\uf@u = Ru)\nu

e Ciclicidade
R)\;U/fi + R)\K,LLV + R}gjnu =0.
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Podemos contrair o tensor de curvatura para obter o tensor de Ricci
Av
R,u,m =g R)\p,l/n
que é simétrico. Definimos também o escalar
R= Av HE R
=9 g AUVK

A questao da unicidade do tensor de curvatura, do tensor de Ricci, e de R, estéd
fora do escopo deste trabalho.

Escolhendo um ponto X onde em um sistema de coordenadas inercial a
conexao afim é nula, podemos escrever

10 ( 829)\1/ 629;11/ 829)\n 629un )

Ry =

2027 \ 9zrdzh  Jzrdnh | durdnr T Oz o

de onde obtemos as chamadas Identidades de Bianchi
R/\uvmm + R}\HJ]V;K, + R)\/u@n;u =0

que sao claramente equagoes covariantes, e portanto se valem em um sistema de
coordenadas localmente inercial, vale para qualquer outro. Podemos escrever
essas equagoes de maneira contraida

Ry — Ry + R, =0

Ui
_R¢F _ RV —
Ry Rn;# Rn;v =0

1
(R;; ~ 25%) =0

S

(e Lon) ~o

g%

4.5 As Equacoes de Campo de Einstein

Vamos chegar as equagoes pelo mesmo caminho que encontramos as equagoes
do campo eletromagnético, supondo uma acao que satisfaz certas propriedades.
A acao de uma particula na relatividade restrita é

S:—mc/ds

5S:—m0(5/ds:()

e o principio de minima agao

que é o mesmo para a relatividade geral, pois o campo gravitacional nao é
nada mais que uma mudancga na métrica do espago-tempo, fazendo mudanga na
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dependéncia de ds em relagao a dz;. Na relatividade restrita essa acao é uma
linha reta no quadriespaco entre dois eventos, enquanto que na relatividade
geral a particula se move ao longo de um extremo, ou uma linha geodésica no
espago-tempo.

Generalizando as equagoes de movimento % =0ou du’ =0, com u’ = %
Du’ =0
ou _
d?zt ; dz¥ dat

ds? Fds ds
e essas sao as equagoes de movimento de uma particula em um campo gravita-
cional. Definimos o quadrimomento de uma particula como
p' = mcu’
i 2 2
bip =m"¢c

e substituindo p; por —5>, temos

5 08 08

== —m2P? =0

Ozt Oxk

que sao as equagoes de Hamilton-Jacobi para a relatividade geral.

Para determinar as equagoes do campo gravitacional, antes temos que de-
scobrir a ac¢do Sy desse campo. Assim como no eletromagnetismo, S, deve ser
expressa por uma integral escalar

/ G/ =gd

tomado por todo o espago e entre dois momentos no tempo. Para determinar
este escalar, partimos do fato que as equagoes de campo nao podem conter
derivadas dos "potenciais" maiores que de segunda ordem, como no campo
eletromagnético. Ou seja, G nao deve conter derivadas de g;; maiores que de
segunda ordem. E impossivel construir um invariante das quantidades g;x, e I‘}d
sozinhos. Isso fica claro pois podemos escolher um sistema de coordenadas em
que a conexao afim é sempre zero em um ponto. Porém hd um escalar R (a
curvatura do espago-tempo) que contém g; e suas primeiras derivadas e linear
nas segundas derivadas de g;. Por causa dessa linearidade, podemos escrever

/R\/?gdﬁz /GV—TJdQ—k/WdQ

i Ok ik Ty,

1 i 1 7 m 7 m
vV —gR = (—9)2 g kRik = (—9)2 {g ! g oxk +g krékFlm -9 kril Fgﬁm}
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onde temos

(—9)? g* T, = & [(—g)% g“‘”l“i-k} — 0 [(—g)

N
s}
.
o
[

(=9)* g Ty = 01 [(=9)* " T ~Thon [(=9)* "]
e retirando as derivadas totais, encontramos (—g)% G
(=9)* G =T0k [(=9)* ¢™|-That [(=0)* g™ ~(=9)* g™ [T T, — T
onde os dois primeiros termos podem ser escritos como
(—=9)* [20} g™ — Tih Thyg" = T T g*] = 2(—g)* g™ (TTY,, — T TE,)

e entao
G = g* (T, — ThIp) .

O teorema de Gauss diz que 6f 0; (\/—gw’) d2 =0, e assim
5/ 2 Q) = 5/

38, = —

Assim

].67TK6

onde K é a constante gravitacional.
Podemos agora achar as equagoes de campo. Variando

5/ de—a/ i*Rir, (—g) % dQ

= / {Rik (79)5 8¢"% + Ripg'™s (fg)% +g'* (—g)% 5Rik} dQ.

Como 6 (—¢)? = ——L1—+69 = -3 (—9)? gidg™*,

1 1 ) 1 X 1
s [r-ptaa= [ (Ru- janr) o™ (-0} a+ [ g5 (o)t a0,

Escolhendo um ponto em um sistema de coordenadas onde I'i; = 0,
9" Rir. = g™* {0101}, — 00T}, }
= gikal(srék — gilal(srﬁk
= 8lwl
com w! = gikfék —g”I‘fk. Como w'
arbitrario,

é um vetor, para um sistema de coordenadas

9" SRy =

1 —
\/_—gal (V—gu').
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Assim a segunda integral é um termo de superficie que se anula na variagao.

Assim
08, = — ¢ / Rik — g R 5gide (—9)
g 167K ik 2 ik .

Temos que 05, + 65, = 0. Podemos escrever a partir da defini¢do do tensor
momento energia

N

1 , 1
= — [ Tixdg®™* (—g)7 dQ.
6Sm 26/ zkég ( g) d

Assim temos que
1 8rK

Rk — *291'163 = Ta Tk
o 1 8K
R kR T
P §§i - ;

que sao as equagoes do campo gravitacional.

4.6 Eletrodinamica

epois de todo esse caminho, sabemos que para tornar uma equacao covariante
D de tod ho, sab t t
trocamos as derivadas usuais por derivadas covariantes, e o tensor de Lorentz
pelo tensor métrico. Assim, para o eletromagnetismo, com as equagoes sem
campo gravitacional
af
oFer B
ox®
0Fp3, n OF,q n 0F .3 _
0z, Ozg Oz

0

que na presenga de um campo gravitacional ficam (basta substituir as derivadas
usuais por derivadas covariantes e o tensor de Minkowski pelo tensor métrico)

F/:]l/ — _Jl/

F/M/;/\ + F)\/,L;l/ + FV)\;;L =0
ou levando em conta que elevar e abaixar indices é feito pelo tensor métrico ao

invés do tensor de Lorentz, escrevemos

O () = 3"

5Fm, 8F)\p, 8F’l/)\
oz oz” Oz

Como estas equagoes sao verdadeiras na auséncia da gravidade e covariantes,
entao sao verdadeiras em um campo gravitacional arbitrario.

=0.
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Consideracoes Finais

A teoria quantica de campos, como é apresentada hoje, é o estudo de fenémenos
quanticos em uma realidade em que a relatividade restrita é importante. Mesmo
nao estando muito bem moldada, ela resultou nas observagoes experimentais
mais precisas feitas pelo homem. Visto a importancia da relatividade para a
descricao da natureza, dada pelo limite da velocidade das interagoes possiveis,
se torna indispensédvel o estudo dessa matéria com mais profundidade.

A notagao tensorial possui papel fundamental na simplificagao de cédlculos e
conceitos, como se pode perceber ao longo do texto. O tratamento das dimensoes
do quadriespaco sao facilitadas com ela. E isso ocorre também na teoria quantica
de campos, onde esta notagao estd sempre presente.

Finalmente, muitos dos teoremas apresentados sao expandidos para o mundo
quantico, como o Teorema de Noether que é de aplicacao geral e de poder de
analise surpreendente. E portanto, o estudo da teoria cldssica dos campos é a
porta de entrada para as atuais pesquisas na drea de campos quanticos simples
e campos quanticos em espagos curvos.
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