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O problema dessas citacbes na
internet é a dificuldade para
saber se elas sao realmente
auténticas.

Friedrich Nietzsche



RESUMO

Neste trabalho, os modelos Parabdlico, Aberrante de Duplo Feixe Descasado (AD) e
Aberrante de Duplo Feixe Casado (AC), ou ainda Aberrante de Feixe Unico, juntamente
com o Modelo Aberrante de Duplo Feixe Descasado Completo (ADC) desenvolvidos para a
Espectrometria de Lente Térmica 2D infinita foram analisados e teoricamente comparados
por meio de simulagoes computacionais. Para isso, foram deduzidas via Funcao de Green,
Transformada de Fourier e Transformada de Laplace as expressoes para a variacao da
temperatura induzida pelo feixe gaussiano de radiacao laser absorvido pela amostra. Em
seguida foram calculadas as variagoes da fase da frente de onda, os campos elétricos e as
intensidades do feixe de prova em um campo distante via Integral de Huygens. Com essas
expressoes para a intensidade, a sensibilidade de cada modelo foi simulada, concluindo-se
que o Modelo AD é o mais sensivel entre os modelos considerados. Transientes do Modelo
Parabolico e do Modelo ADC foram comparados e inferiu-se que ambos apresentam ex-
celente concordancia para valores grandes do parametro V. Confrontou-se transientes do
Modelo AD e do Modelo AC ao variar os parametros geométricos dos modelos. Verificou-
se que o parametro 6§ modula o desvio dos parametros obtidos ao ajustar os transientes
e a aproximacao ¢rr < 1 nao precisa ser valida para os dois modelos preverem curvas
idénticas.
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meessssssssssssmmn CAPITULO 1  m—

INTRODUCAO

A Espectrometria de Lente Térmica 2D infinita, também denominada de ELT, é um
método nao-destrutivo de alta sensibilidade utilizado para medir caracteristicas termo-
Opticas de materiais com baixa absor¢ao, tais como a difusividade térmica (D), condutivi-
dade térmica (k), coeficiente térmico da variacao do caminho 6ptico (g—;) e o coeficiente
térmico da variagao do indice de refracao (g—;). Hé ainda modelos [1|, mais realistas,
que podem levar em conta o acoplamento do meio externo com a amostra, dimensoes
reais da amostra, reacoes quimicas internas e efeitos quanticos que podem revelar outras
grandezas, como a eficiéncia quantica (1) e a concentracdo de constituintes de liquidos
().

Desta forma, a ELT é uma poderosa técnica utilizada para caracterizar substancias,
tais como |2] vidros, cristais, bebida do café, 6leos diversos e combustiveis, cujos limites
de deteccao podem ser até trés ordens de grandeza maiores que das técnicas espectrofo-
tométricas convencionais [3].

O Efeito de Lente Térmica foi pela primeira vez observado no ano de 1964, quando
Gordon et al [4], com intuito de medir o espectro Raman de liquidos, inseriram cubetas
com amostras de liquidos na cavidade ressonante de um laser e notaram que a intensidade
do feixe variava significativamente. Observagoes subsequentes deram origem ao Modelo
Parabolico, assim denominado devido a uma aproximacao feita na expressao para temper-
atura induzida na amostra pelo feixe do laser que resulta em um carater quadratico para
o indice de refracao. A partir desta aproximacao, obtém-se uma equacao que relaciona a
absor¢ao do material com o raio do feixe [5] e, experimentalmente, mede-se a varia¢ao do
raio do feixe, com o qual é possivel obter as caracteristicas da amostra em questao.

Com o passar dos anos, tanto as técnicas experimentais quanto os modelos teoricos
evoluiram e passou-se a monitorar o feixe que prova o efeito com um osciloscépio ligado
a um fotodiodo, possibilitando medir a variacao da intensidade do feixe transmitido pela
amostra, modelar este transiente através de uma expressao teodrica e dai tirar os parame-
tros da amostra [6] [7]. Posteriormente, em 1982, Sheldon et al [8] mantiveram a expressao
completa para a variagao de temperatura na amostra, levando em conta portanto o efeito
da lente em toda sua extensao; calcularam a intensidade do feixe de prova usando a Teoria
de Difracao precisando apenas fazer a suposicao de que a fase induzida pela Lente Tér-
mica, ¢rr, fosse muito menor do que a unidade, o que poderia ser facilmente obtido ja que
a absorcao da amostra, que supoe-se a prior: ser muito pequena, ¢ diretamente propor-
cional a este fator. Através desse novo modelo, o Modelo Aberrante, que se mostrou ser
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muito mais realista que o Modelo Parabdlico, constatou-se que grande parte das medidas
obtidas com o auxilio do modelo antigo precisavam ser refeitas. Dez anos depois, em 1992,
Shen et al |9] propuseram o Modelo Aberrante de Duplo Feixe que também limita ¢ a
valores pequenos e usa dois feixes em sua configuracao experimental: um ¢ utilizado para
a excitacdo da amostra (para gerar a variagdo de temperatura na amostra) e outro para
provar o efeito. Eles podem ter o mesmo raio na amostra, recebendo entao o adjetivo
“casado”, que é idéntico ao modelo de Sheldon et al e é denominado de Modelo Aberrante
Casado (Modelo AC), ou podem ter raios diferentes, recebendo o adjetivo “descasado”, e
sendo denominado de Modelo Aberrante Descasado, ou Modelo AD.

Inicialmente, no Capitulo 2, é apresentada uma revisao dos métodos e de algumas
propriedades das Transformadas de Fourier e Transformadas de Laplace, utilizadas na
resolucao da equacao de difusao relacionada ao problema de contorno da Lente Térmica.

Na sequéncia, no Capitulo 3, o Modelo Parabdlico, o Modelo ADC e, consequente-
mente, o0 Modelo AD e o Modelo AC sao deduzidos. O problema de contorno relacionado
a Lente Térmica é caracterizado, definido e resolvido. A partir desta expressao, é cal-
culada a variacao da fase no feixe, o campo elétrico e a intensidade do mesmo em um
campo distante. E explicada também a supressdo do termo In na expressio da intensidade
presente nos modelos aberrantes.

E, finalmente, no Capitulo 4, uma comparacao teorica entre os modelos apresentados
no capitulo anterior é desenvolvida. Aspira-se confrontar os transientes previstos por
cada modelo, investigar sob quais condicoes eles preveem as mesmas curvas e portanto
podem ser considerados descri¢oes alternativas do efeito. Ambiciona-se também variar
os parametros geométricos da montagem experimental e observar como eles afetam a
sensibilidade, além das formas dos transientes e os desvios em relacao ao Modelo ADC.

Com o desenvolvimento do trabalho, os calculos considerados laboriosos e extensos,
bem como novos conceitos que precisaram ser apresentados, foram deslocados para os
Apéndices para nao comprometer a dindmica do texto e a linha de pensamento. Entre-
tanto, todos possuem informacoes cruciais que enriquecem a deducao dos modelos.



CAPITULO 2 me—

TRANSFORMADAS INTEGRAIS

Na Fisica Matematica frequentemente sao encontradas pares de fun¢oes relacionadas
por uma expressao da forma:

g(a) = / F(5)K (o, 5)ds.

A fungdo g(«) é denominada transformada (integral) de f(s) pelo niicleo K («, s). Esta
operacao também pode ser descrita como o mapeamento da fun¢do f(s) no espago s para
uma outra fun¢ao g(a), no espaco « [10].

Dois nucleos serao aqui apresentados: expliwz] e exp[—st|, que dao origem as seguintes
transformadas:

b

gw) = / f(z) expliwz]dx Transformada de Fourier,
b

g(s) = /f(t) exp|—st]dt Transformada de Laplace,

Entretanto, as possibilidades de niicleo sao ilimitadas.

2.1 Transformada de Fourier

Assim como pode-se expandir fun¢oes em termos de uma combinacao linear de potén-
cias de expoente inteiro da variavel em questao, como é feito em uma expansao em série
de Taylor da funcao f(x):

oo
flx) =Y ealz —a)",
n=0
em que ¢, sao os coeficientes que acompanham cada termo 2" e dependem da forma de
f(x) e a é o ponto em que a expansao estd sendo feita, pode-se expandir fungdes em
termos de outras funcoes, como é o caso da série de Fourier:

g(x) = i Cp €XD [znlﬂ} : (2.1)

n=—oo
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na qual expande-se a fung¢ao em questao em termos de exponenciais complexas, com n
inteiro, L é o periodo da funcao e os coeficientes sao:

nmtx

Cp = 2%/_1 f(z)exp [—ZT} dz. (2.2)

Estas séries de Fourier sao uteis para descrever quantidades fisicas que sao periddicas, tais
como ondas sonoras e ondas eletromagnéticas, o movimento de um pendulo e até difusao
de calor; elas abrangem funcoes que a série de Taylor nao consegue tratar, tais como
fungoes descontinuas. Se a funcao g(x) for par, f(z) = f(—=), ou impar, f(z) = — f(—x),
a exponencial sera reduzida para seno ou cosseno, respectivamente.

Entretanto, o que acontece se a periodicidade da func¢ao diminuiu tanto que se torne
um pulso tinico, ou seja, como fica a série de Fourier de uma fungao em que o [ — 00?
Da equagao (2.2), vé-se que:

lim ¢, = 0.

l—o0
Propoe-se entdo a substituicdo w = nr/l e induz-se uma variacdo em w, que produzira
uma variacdo em n. Como An = 1, pois n é natural, tem-se que:

Aw = zAn — l = &
l 20 2m
Entdo as equagdes (2.1) e (2.2), ficam:
f(z) = Z ¢y expliwz], (2.3)

L A L
Cp = %/—z f(z) exp|—iwz]de — ¢, = 2—:/_L f(u) exp|—iwu|du, (2.4)

em que na ultima equacao, fez-se uma mudanca de variavel: = = u.
Substituindo (2.4) em (2.3):

f(z) = Z [% /lf(u) exp[—iwu]du} expliwx]
- Z %/_lf(u) expli(z — u)w]|du (2.5)
= % n:OOO F(w)Aw
onde: .
F(w) = /L f(u) expli(z — u)w]du (2.6)

Nota-se entdo do ultimo passo da equacdo (2.5) que quando Aw tende & zero esta se
assemelha a representagdo de uma integral. Se fizermos [ aumentar indefinidamente (isto
é, fazer com que o periodo de f(x) tenda ao infinito), entao:

lim Aw = lim 7/l =0,
l—o0 l—o0
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e 0 somatorio fica representado formalmente por uma integral; a equacao (2.6) fica:

Flw) = /_ () expli(e — w)w]du. (2.7)

Substituindo entao Z F(w)Aw por [7 F(w)du e (2.7) em (2.5):

f@) =50 [ [ swesplits - weldud

_ % /_ Z expliwa]dw /_ Z F(u) exp|—iwu]du. .

Se definirmos g(w) como:

g(w) = / " () expl—iwuldu,

a equagao (2.8) se torna:

f(x) = / " glw) expliwaldw,

o0

ou de forma mais moderna, mais simétrica e mais bonita:

F{f@)} = Flw) = \/Lz_ﬂ /_ " () exp|—iwalda, (2.9)

FIFW}" = f(a) = \/Lz_ﬂ /_ " P(w) expliws]dw, (2.10)

que nada mais sdo do que as famosas Transformada de Fourier, equacao (2.9), e a Trans-
formada Inversa de Fourier, equagdo (2.10).

Pode-se também definir a transformada para o caso bidimensional, que serd interes-
sante para nos:

Flwn} = Fen) = 2= [ " jey)esiiwe+ sy (210
F{F(w,r)} = fl(z,y) = \/% /_00 /_Oo F(w, k) expli(wz + ky)|dwdk.  (2.12)

Para a Transformada de Fourier, F{ f(x)}, existir, f(z) deve satisfazer algumas condi¢oes
[11]:

i) f(z) deve ser integravel em algum intervalo fechado, e

ii) lim f(z)=0.

r—+00

Se as condigOes acima sdo validas, entdo f(z) converge para:
i) f(x), se f(x) é continua no ponto z;

ii) $[f*(z)+ f(z)], se f(z) é descontinua no ponto .
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Com as condigoes acima validadas, procura—se como é a forma da Transformada de

Fourier da derivada de uma funcio qualquer, ¢ @ = f'(z):

F{f'(x) \/% / g &P [iwz]dz,

integrando esta expressdao por partes, e usando o item ii) das propriedades que a fungao
deve satisfazer para ter uma transformada, fica-se com:

F{f'(x)} =iwF(w). (2.13)

Da mesma forma, deseja-se encontrar a expressao para a transformada da derivada se-
gunda de uma funcio qualquer, 4 de = f"(x):

F{f" () VT / —5 expliwz]dz,

que nos leva a:
F{f"(2)} = —w*F(w). (2.14)

Estes dois resultados obtidos acima, para a transformada de Fourier da derivada primeira
e da derivada segunda de uma funcao qualquer, serdo extremamente tteis na resolugao
da equacao de difusao de calor que sera definida no proximo capitulo.

2.2 Transformada de Laplace

Nem todas as fungoes satisfazem as condigoes exigidas na teoria das Transformadas
de Fourier, como f(x) =z e f(x) = exp|x] que ndo tendem a zero em +oo. Entretanto,
podemos forcar a transformada existir. Relembrando a formula integral de Fourier para
fi(z), a equagao (2.8) (sem a mudanca de variavel) fica:

fi(z) = iﬂ /_00 expliwz|dw /_Z fi(z) exp|—iwz|dz,

o0

impomos que fi(z) = 0 no intervalo | — 0o, 0] ao escrevermos:

f1(x) = exp|—ca]f(2) H(x) = exp|—cz]f(x), >0, (2.15)

onde H(x) ¢ a fungdao de Heaviside ', ¢ ¢ uma constante positiva, entao (2.8) se torna:

f(z) = %7[?5] /OO exp|iwz]|dw /OO f(z) exp[—z(c + iw)]dx
Lol 0 (2.16)
f(z) = Py / explz(c+ iw)]dw/o f(z) exp[—x(c+ iw)]dx

LA funcio de Heaviside ¢ definida como:

0, z < 0
H(z)=< 1/2, z=0;

1, x> 0.
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com uma mudanca de variavel:

c+iw=s — 1dw = ds,
a eq. (2.16) fica:
1 c+i00 00
f(z) = —/ exp[sx]ds/ f(z) exp[—sx]dz. (2.17)
2mi c—100 0

Define-se formalmente a Transformada de Laplace e sua inversa como:

L{f(z) / f(z) exp|—sz]dx
c—ico (2.18)
L)} = o) = o / L(s) explsa]ds.

—100

Para que uma funcdo f(z) possua Transformada de Laplace, ela deve atender alguns
quesitos [12, 13]:

i) f(z) deve ser continua ou continua por partes no intervalo a < x < oo; ou seja, se
em cada intervalo finito a < x < b a funcao tiver finitas descontinuidades, o valor
de f(z) converge para:

(a) f(x) se x é um ponto na parte continua, ou;

(b) 3[f*(z) + f~(2)], se ¢ um ponto de descontinuidade.

ii) f(x) deve ser de ordem exponencial a (a > 0) no intervalo 0 < z < oo quando
r — oo. Ou seja, existe algum a > 0 tal que exp[—azx| é limitada por K, uma
constante, para todo x > X, isto é:

expl—aa] | f(z)| < K

|f(z)] < K explax],

que no limite de z — oc:

lim exp|—sz]|f(z)| < K lim exp[—(s — a)z] = 0, s> a.
r—00 Tr—>00

Ao atender as condi¢des acima, dizemos que a Transformada de Laplace de f(z) existe
para s > a ou, de forma mais geral, Re{s > a}.
Uma consequéncia das definigoes acima, é que:

lim £{f(z)} =0,

T—r00

ou seja, toda Transformada de Laplace de uma funcao qualquer, deve zerar no infinito.
Da mesma que foi feito na secao da Transformada de Fourier, seré calculada a expresséo
para a Transformada de Laplace da derivada primeira de uma funcéo qualquer, 42 o= fl(x):

C{F (@)} = /0 w%exp[—sx]dx, (2.19)
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integragao por partes nos leva a:

L{f'(x)} = f(x) exp[—sz]

N +5 /OO f(z) exp|—sx]dz, (2.20)
0 0
e como lim,_,, f(z) = 0:

L{f(x)} = —f(0) + sL{f ()} (2.21)

Usualmente, usa-se a transformada de Laplace para resolver a parte temporal de uma
equacao diferencial; aplicaremos esta transformada com esta finalidade para resolver a
equacao de difusao de calor.



CAPITULO 3

A EVOLUCAO DOS MODELOS TEORICOS
DO EFEITO DE LENTE TERMICA

Desde 1964, ano da publicacao dos primeiros trabalhos sobre o entao recém descoberto
Efeito de Lente Térmica, até hoje, a sensibilidade deste efeito aumentou em quatro ordens
de grandeza, passando de 10~%cm™! [4] para 1078cm™! [14]. Esse aumento na resolucao
pode ser explicado pela evolucao do modelo matematico utilizado para descrever a base
tedrica do efeito e, consequentemente, pela maior sensibilidade dos aparelhos usados na
montagem experimental.

Mesmo apos de mais de quarenta e cinco anos de aprimoramentos, o amago desta
técnica continua o mesmo e pode ser descrito da seguinte forma: incide-se um feixe
de luz laser, o feixe de excitacao, indicado pelo subscrito e, em um material com ab-
sorcao Optica muito pequena, tipicamente liquido ou sélido transparente, que absorve
esta radiacao, fazendo com que a energia interna do material aumente. Esse aumento
da energia interna induz uma variacao na temperatura que faz com que o caminho 6p-
tico também varie, que resulta na convergéncia ou divergéncia do feixe, dependendo
de uma caracteristica intrinseca do material em questao: o (‘}—;. O parametro s, de-
nominado caminho 6ptico, é definido pela seguinte expressao [15]:

s(C,r, Tot) =n(C,r, T, t)I(T), (3.1)

em que n é o indice de refracao, [ é o com- / \
primento da amostra (m), 7' é a temper- , 1 \
atura (K™'), 7 ¢ a distancia até o centro ! !

(m), t é o tempo (s) e ( representa to- l 1 z
das as outras possiveis variaveis do indice \ !

de refragao, como ¢, a constante dielétrica . ,
do meio (F/m), entre outras. Ao absorver

a energia provinda da radiacdao, a tem-
peratura da amostra aumentara e tanto ’ ‘\H;(sl ; =,
o indice de refracao quanto o aspecto ge- : :
ométrico da mesma variarao, como es-
bocado na figura 3.1: antes da radiacao
ser absorvida pela amostra, as bordas da

Figura 3.1: Variacao da forma de um
material ao ser aquecido por um feixe de luz
laser paralelo ao eixo 2, centrado na origem.
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A evolugao dos modelos tedricos do efeito de Lente Térmica

amostra eram representadas pelas linhas cheias, e apds a absorcao as bordas laterais sao
representadas pelas linhas tracejadas; vé-se que neste caso a amostra dilatou %(51, em que
0l é uma pequena variacao, e que raios a uma distancia r; do centro percorrerao um ca-
minho maior do que raios centrados na origem, incluindo um pequeno trecho no material
vacuo, que rodeia a amostra. A nova expressao para o caminho 6ptico serd dada entao
por:

Stotal(T) = n(T)l(T>amostra + l<T)universo- (32)

Assume-se que estas variacoes sao muito pequenas, e expande-se esta expressao em uma
série de Taylor em torno de r; em um instante de tempo ¢, truncando-a ela no termo de
primeira ordem:

dl dn dl
Expande-se também a expressao para o caminho 6ptico em r = 0:
dl dn
= — 4+ — AT 4
s(0,t) = nl + {ndT + ldT} (0,t) +01(0,1), (3.4)

e, portanto, a variacao do caminho 6ptico em relacao & origem é dada por:

= 1 % . j_;’{} AT(r,8) — AT(0,8)],  (3.5)

As(r,t) = s(ry,t) — s(0,t) =1 {

que, ainda segundo [15]:
ds n—-1dl dn

T 1 arar
Quando a amostra é liquida, usa-se um recipiente feito de um material que nao absorve
uma quantidade significativa de energia no comprimento de onda usado no experimento
de LT, geralmente uma cubeta com paredes finas feitas de quartzo, e portanto nao hé
variacao do comprimento da mesma, o que nos leva a:

ds dn
ar = AT
Entretanto, quando a amostra ¢ so6lida, a variacao do comprimento da amostra nao pode
ser desprezada, ja que as bordas do amostra sao parte do material estudado, e a expressao
para o 3—; fica mais complexa.
Em alguns materiais, ao aumentar-se a temperatura o caminho 6ptico diminui, levando
a um g—; < 0; portanto, se uma amostra composta de um material com a caracteristica
acima for excitada com uma radiacao que tem perfil de intensidade gaussiano, que ¢ mais
intensa no centro e decai com o aumento da distancia até o mesmo, havera uma variacao
de temperatura maior no centro desta, e portanto um caminho 6ptico menor nessa regiao,
criando assim um elemento 6ptico semelhante & uma lente divergente. Contudo, se g—; > 0,
entao a variacao de temperatura e, pelas mesmas razoes discutidas acima, a variagao do
caminho 6ptico serao maiores no centro do feixe do que em qualquer outro ponto da
amostra, criando portanto um elemento 6ptico semelhante & uma lente convergente. A
convergéncia ou divergéncia do feixe fara com que a intensidade no centro do mesmo, ou
de outro feixe que também passe pela amostra, dependendo da configuragao experimental,
aumente ou diminua, respectivamente, em um potencidometro posicionado em um campo
distante, onde as franjas de interferéncia sao mais bem comportadas.

(3.6)

(3.7)
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Microscopicamente [16], esta radiacdo absorvida faz com que as moléculas da amostra
se excitem, saiam de seu estado fundamental e se encontrem em um estado excitado. Estas
moléculas, ao voltarem para o estado fundamental, liberam energia através de decaimentos
radioativos (como a fluorescéncia), através de decaimentos nao radioativos (que resultam
em um aquecimento da amostra) ou ainda através estados metaestaveis que a aprisionam e
impedem que absorvam mais energia posteriormente. Os constituintes excitados também
podem participar de reacoes fotoquimicas, que além de liberar ou absorver calor, podem
produzir novos constituintes que alterarao as propriedades 6pticas e térmicas da amostra.

Alguns pressupostos gerais sobre a amostra, utilizados em todas as variacoes dos
modelos de LT apresentados neste trabalho, sao dignos de nota:

i) A amostra, ou a cubeta no caso da amostra ser liquida, deve ter um comprimento
desprezivel na direcao em que o feixe se desloca em relacao ao intervalo de Rayleigh!,
para garantir que o raio do feixe seja constante dentro da mesma;

ii) A amostra deve ser radialmente infinita, isto é, seu raio deve ser muito maior do
que o raio do feixe. Esta condi¢ao nos livrara dos problemas de borda;

iii) O coeficiente de absor¢ao da amostra deve ser pequeno o suficiente para que possa
ser feita uma aproximacao em série de Maclaurin até a primeira ordem na expressao
da Lei de Beer?, a qual quantifica o decréscimo da intensidade de um feixe ao passar
por um meio material;

ds

dT), deve se manter

iv) A variagdo do caminho 6ptico em relagio a temperatura, (
constante durante todo o processo que envolve o efeito de LT;

v) A poténcia absorvida pela amostra deve ser tal que ndo surja nenhum efeito de
convecgao, ou seja, a condugao deve ser o inico mecanismo de transmissao de calor
no interior da amostra;

vi) A amostra deve ser muitissimo eficiente, ou seja, transforma praticamente toda a
energia incidida apenas em calor;

vii) Nao ha troca de calor entre o meio absorvedor e o universo que o rodeia.

Durante o decorrer do texto todos os itens acima serao respeitados e suas consequéncias
serao diretamente aplicadas no desenvolvimento das expressoes relacionadas com cada
abordagem.

A principal diferenca entre os modelos aqui considerados é o ponto em que as apro-
ximacoes sao feitas. No Modelo Parabolico, é feita uma aproximagao na expressao para
a variacdo da temperatura na amostra, enquanto que no Modelo Aberrante, de um ou
dois feixes, ¢ feita uma aproximacao na expressao para fase em que a onda de luz laser
é atrasada ao passar pela amostra sob efeito da propria luz laser. Estas caracteristicas e
pressupostos, além de outras nuances do desenvolvimento das expressoes para cada uma
das trés abordagens, serao aprofundados no decorrer do trabalho.

Pode-se tratar a evolucao temporal e espacial da temperatura na amostra através de
uma equacao de difusao de calor com um termo de fonte, que representara o feixe de
luz que nela incide. Como dito acima, a fonte de calor é um laser, doravante chamado

'Intervalo de distancia em torno foco do feixe em que a area da secdo transversal & direcdo de
deslocamento deste dobra.
20u ainda Lei de Beer-Lambert ou Lei de Beer-Lambert-Bouguer.
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de Q(r,t), com distribui¢do de intensidade gaussiana em seu modo fundamental, TEMo,
cilindricamente simétrica, que aquece a amostra durante um certo intervalo de tempo t.
Precisa-se entao resolver a seguinte equacao, que foi deduzida no Apéndice A:

1 1 O[AT(r, z,1)]
2IAT t - )y=——"—1"2= 3.8
v [ (71727 )}—i_HQ(r’Z, ) D at Y ( )
juntamente com suas condicoes de contorno:
AT(r,zt)|,_, =0, (3.9a)
lim [AT(r, z,t)] = 0, (3.9b)

00

A condicgao (3.9a) nos diz que antes do laser incidir na amostra ndo ha nenhuma fonte
gerando calor na mesma, ou se ha, o calor esta sendo gerado e consumido de tal forma que
nao ha variagao de temperatura; ja (3.9b) diz que as dimensées da amostra sao grandes
o suficiente para que a temperatura seja constante nas bordas e, portanto, a variacao da
temperatura seja nula, que nada mais é do que a tradugdo para a matemética do item ii)
dos pressupostos gerais descritos acima. Desta forma, o problema geral estd bem definido
e podemos prosseguir na nossa jornada pelo incrivel mundo da ELT.
A equagao (3.8) possui uma funcao de Green associada, derivada no Apéndice B:

Q(T/) (T’2+7‘2) 7’7”/
G(r,r' t) = — I
() = 5 e P |~ 1pr | " |2D7 |

que nos livra das condicoes de contorno e reduz o problema de resolver a equacao dife-
rencial parcial de difusao de calor para resolver:

t 0 71/ (7,/2_'_7,,2) rr/
AT (r t) = ! —— 2 Iy | =— | dr'd¥
(r,%) /0 /0 2cht'Q(r)eXp[ ADt ] 0 [2th] me

na qual, via Apéndice C:

Q(r') = QPEB) p[ o }

Tw2(V xp w2(V)

em que V é z/z., z. é o intervalo de Rayleigh, w(V') é o raio do feixe em V. Entretanto,
viu-se no item i) dos pressupostos gerais que o raio do feixe é constante no interior da
amostra e, por isso, a partir de agora w?(V') sera representado por w?. Portanto:

t poo s 2 2 /
AT(rt) = A/ / %exp {— ] ex [— (4 )] Iy [ ' ] dr'dt/
0 10

27”/2
w2 4Dt 2Dt

r? o0 2 1 rr!
:A - o dt/ ! W20 2 - I d /
[ ew e ]oe [ e | (5 a0 | o 37w )

(3.10)

na qual:
_Pp
nw2epD’
A integral em 7’ é ser resolvida usando a relagao:

o0 1 2
/0 To(ar’) exp[—p*r?]r'dr’ = 2—p2€Xp [f_p?] ,
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e se fizermos:

9 2 . 1 T
P=2 " ipr “~oDr
ficamos com:
2P, [* 1 2r? Jw?

AT(rt) = —= — ¢ dt’. 3.11

() nw2ep Jo 142t (4D /w?) ST 2t'(4D /w?) (3:11)
Se definirmos:

we 3.12

to= £ :
1D (3.12)

em que t. é o intervalo de tempo caracteristico da formacao da lente térmica, a expressao
para a variacao de temperatura em um ponto r da amostra e tempo t é:

AT(r,t) =

°P.3 [t 1 22 /u0?
P p{ &} dt'. (3.13)

e —
mw2ep Jo Tr2tt, P |1+ 2t

Como essa é a solucao do problema de contorno que é o mesmo para todos os modelos
desenvolvidos até hoje, e esta gera consequéncias que comprovam que esta correta, ela
nao sera alterada doravante. Entretanto, dependendo do modelo analisado ela poderé ser
manipulada de forma conveniente.

3.1 Modelo Parabdlico

Durante o ano de 1964 [17] [5] foram publicados os primeiros trabalhos cientificos sobre
o Efeito de Lente Térmica. Entretanto, demarcarei como sendo a pedra fundamental neste
trabalho o artigo de Janeiro de 1965 [4], publicado na revista Journal of Applied Physics,
pois é nele que estd exposta uma profunda discussao tanto tedrica quanto experimental
do efeito. O artigo citado é fruto das ponderagoes de cinco pesquisadores vinculados
a0 Bell Telephone Laboratories, em Nova Jérsei, Estados Unidos da América, dentre os
quais estavam os brasileiros Sérgio Pereira da Silva Porto e seu antigo aluno de graduagao,
Rogério César de Cerqueira Leite [18].

Neste estudo, os cientistas expuseram as observacoes dos efeitos da insercao de uma
cubeta com amostras liquidas dentro do laser de Hélio-Ne6nio entre um espelho da cavi-
dade do laser e o tubo que contem o gis de Hélio-Neonio, e monitoraram a intensidade
do feixe de saida. Notaram que a presenca da amostra alterava o funcionamento do laser,
fazendo com que a intensidade variasse significativamente ou, em casos extremos, anulasse
o efeito de lasing. Inseriram também duas amostras solidas, um pléstico (vidro acrilico) e
um outro vidro com composicao desconhecida, ambos com absorcoes baixas, e notaram,
que embora em menor grau, o efeito também acontecia; o que segundo a equagdo (3.5)
nos diz que a provavel causa é uma competicao entre a variacao do indice de refracao e a
variacao do comprimento da amostra.

Até os autores do artigo acima conseguirem explicar o efeito do laser na amostra,
que segundo eles tem origem na variacao da constante dielétrica do material proximo ao
feixe que, por sua vez, cria um gradiente de indice de refracao transversal ao feixe, como
j& descrito anteriormente. Véarios outros mecanismos paralelos chegaram a ser estuda-
dos. Entretanto, Gordon et al [4] postularam que o causador do efeito seja o simples
aquecimento da amostra pela absorcao da energia do feixe do laser.
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Em Julho de 1966, K. E. Rieckhoff publicou um artigo na revista Applied Physics
Letters [19] descrevendo a descoberta de um efeito no feixe de luz laser que ao passar
por um liquido transparente, como agua ou acetona, tinha seu raio aumentado. Nenhum
artigo sobre o Efeito de LT é citado durante o texto ou nas referéncias. Entretanto, trés
meses depois, em Outubro de 1966, dois dos autores do artigo de 1964, R. C. C. Leite e
S. P. S. Porto, juntamente com T. C. Damen publicam um artigo [20], no qual logo no
inicio escrevem:

“Um estudo recente de Rieckhoff relatou um ‘novo efeito’ que consiste na
divergéncia da intensidade de feixes de luz laser ao se propagaram em liquidos.
Gostariamos de salientar que este efeito é o mesmo do descrito e explicado
anteriormente por Gordon et al.”

Avancemos agora ao célculo da expressao da temperatura da amostra e da expressao da
intensidade do feixe desenvolvida por Gordon et al e J. R. Whinnery, trabalhos os quais
serao considerados os carros chefe do caminho aqui seguido, além de serem excelentes
pontos de referéncia [4] [6]. Inicialmente observe as figuras 3.2 e 3.3. A primeira representa,
uma visao simplificada, mas completa, do aparato experimental utilizado para medir
as caracteristicas termo-6pticas da amostra de comprimento [; ela estd posicionada no
percurso que a luz laser faz ao sair do laser até chegar ao fotodetector. A ultima é um
zoom ficticio na regiao circulada na figura 3.2, onde consegue-se ver os raios do feixe no
shutter, wp, e na amostra, w.. Neste esquema, o feixe é forcado a convergir por uma
lente, com distancia focal conveniente, até o ponto onde o shutter esta posicionado. Este
dispositivo interrompe a passagem do feixe e é extremamente 1util, pois com ele pode-
se controlar o intervalo de tempo em que a amostra estard exposta a esta radiacdo. A
distancia entre o shutter, o ponto em que o feixe possui seu menor raio, que também pode
ser denominado de cintura do feixe, e a amostra ¢ denotada por z, e a distancia entre a
amostra e o fotodetector é chamada de z. Ainda segundo a Figura 3.2, z > z, e portanto
a verificacao da intensidade do feixe seré feita em um campo distante.

T

1 — Laser I
2 — Lente Convergente g o 0 5

3 — Shutter 1 :'

A e
4 — Amostra 2Y3 I'l 4 L[l ’ T—_[l

5 — Pinhole e fotodetector b
3

Figura 3.2: Esboco simplificado do arranjo experimental da Espectrometria de Lente

Térmica de Feixe Unico [7].

Pode-se iniciar a dedugao do Modelo Parabdlico calculando a expressao para a variagao
de temperatura. Com esse intuito, integra-se a expressao (3.13) fazendo a substituigao:

u=1+2t/t, — du = (2/t.)dt’,
assim 142t/t 2/, 2
P.j3t. 1 2
AT(r,t) = f / — exp [ T /we] du, (3.14)
Twsep Jq U U

que pode ser escrita como:

AT(r,t) = :wfzp {Ei [—2r?/w?] — Ei [—%} } : (3.15)
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Figura 3.3: Detalhe do raio do feixe ao passar pelo shutter e pela amostra.

em que Ei(x) é uma fungao especial denominada Exponencial Integral®.
Para valores de argumento pequenos, pode-se expandir a fun¢do Ei(z) em uma série
de poténcias da forma:

oo l’n
Ei(z) = 1 —. 3.16
(o) =7+ lula| + 32 (3.16)
Aplicando a expansao acima em (3.15) e considerando até o termo de primeira ordem:

P.j5t, 272 1
In1+2t/t)| —— |1 — —F7 1
Twep { nll+2t/t] w? ( 1—|—2t/tc>} (3:17)

e

AT(r t) =

Na Figura 3.4 as equagoes (3.15) e (3.17) estao plotadas para ¢/t. = 100. Em r/w, = 1
o desvio percentual entre a expressao para a variacao da temperatura exata e aproximada
é de aproximadamente 17%.

Gordon et al supuseram que a causa da formacao da LT estd unicamente relacionada
com a variacao do indice de refracao, ja que em nenhuma passagem do trabalho hé
comentarios sobre a variacao da espessura do material, fator de igual importancia na
equagao (3.5), a expressao do g—;. Serao considerados entao apenas liquidos armazenados
em recipientes de quartzo, que nao possuem variacao de espessura, para seguir a notacao
usada por eles.

Se a variacdo do indice de refracao for muito pequena, da ordem de 1075, pode-se
considera-la com uma perturbagdo nesta grandeza e expandir n(¢,r,t) em uma série de
Taylor:

dn
n(¢,r,t) =no + ﬁAT(r, t)+...

n dn P,St. 2r? ] 1 (3.18)
~ng+ — —— 1= —
O AT Tw2ep w? 1+2t/t.) )’

em que o termo In foi desconsiderado pois é muito pequeno comparado com o termo
quadratico. A equacao acima pode ser escrita como:

2
n(r,t) ~ ng [1 - 5?} ) (3.19)

e

3A funcdo especial Exponencial Integral ¢ definida como: Ei(x) = [ > de.

0
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AT/A

0 SR S —
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0

r/we

Figura 3.4: Grafico das curvas da intensidade da temperatura sem aproximagao (azul),
equagao (3.15), e com aproximagao de primeira ordem (vermelho), equagdo (3.17), pelo
ntimero de raios do feixe de excitagao, r/w.; A = nw?cp/P.pt..

na qual:
2P.Bt. dn 1

§= — .
mwingcpdT 1 +t./2t

(3.20)

Ou seja, a variagao do indice de refracao pode ser tratada como sendo parabdlica em
relacao ao raio. Esse é o porque do “parabélico” na nomenclatura “Modelo Parabolico”.

Até agora foi calculado como varia a temperatura na amostra apos fazer com que
um laser a aqueca por um intervalo de tempo ¢, e qual é a variacao induzida no indice
de refracao por esta variacao de temperatura. Entretanto, como faz-se para medir essa
variacao do indice de refracao? Como pode-se provar que o que ocorre na amostra ¢ um
aquecimento que induz um elemento 6ptico semelhante uma lente? Experimentalmente,
nos laboratorios do Grupo de Estudos de Fenomenos Fototérmicos (GEFF-UEM), nao
mede-se diretamente a variacdo do indice de refracao na amostra. O que mede-se, na
verdade, é a variacao da intensidade de um feixe de luz que passou pela amostra.

O caminho que serd aqui seguido para calcular essa variacao da intensidade difere do
apresentado nas referéncias citadas anteriormente [6] [21] [7], na qual foi usada a matriz
de transferéncia de raios para a propagacao do feixe gaussiano.

Pode-se tratar a amostra como um meio difrator e, desta forma, calcular a intensidade
deste feixe através de seu campo elétrico, via Integral de Difracao de Huygens na aproxi-
magao de Fresnel. Segundo a expressao (D.9) do Apéndice D, o campo elétrico do feixe a
uma distancia z da amostra é dado por:

Ep(g,V)=B /OOO exp [—ikorr(r,t) — g(1 +1V)]dg, (3.21)

2

em que ¢r7(r,t) é o deslocamento da fase do feixe ao este atravessar a amostra, g = 2 /w?
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B— i Aw? exp[—ikzz].
A z

O termo ¢pr(r,t) é dado por (D.6):
dn
orr(r,t) = lof[AT(r, t) — AT(0,t)]

e no caso do Modelo Parabolico, o termo AT'(r,t) é dado por (3.17), que é:

P.pt 2r? 1
AT(r,t) = efﬂ In{1+2/t) - — (1———— .
Twiep w 1+ 2t/t.

e

ds P.At, 1
=2 g1 ——= )\
Gur(91) dT mw2cp { J ( 1+ 2t/tc)}

Ao colocar a expressao acima em (D.9), fica-se com:

Portanto:

Ep(g,V.1) :B/ exp [—i0(1 + 1./20) g — g(1 + V)] dg,
0

em que:
dn P.IS
=—— . 3.22
dT" Ak ( )
Finalmente, o médulo do campo elétrico é dado por:
-B
Ep(V)t) = (3.23)

10+t 2+ V]

Entretanto, como dito acima, o que mede-se é a intensidade e sua variacao e por isso deve-
se tomar o moédulo quadrado deste campo elétrico, que nada mais é do que a intensidade
do mesmo:

BQ
L[+t 20+ V]
Normalizando esta intensidade & unidade quando t = 0, a expressao final da intensidade
do feixe no Modelo Parabdlico é dada por:

[P(‘/a t) = ’EP(V> t)‘z

14+ V?
L+ [0(1+t/2t)~ + V]2

Ip(V,t) = B? (3.24)

3.2 Modelo AD

Em 1992, J. Shen, R. D. Lowe e R. D. Snook, pesquisadores pela University of Man-
chester, publicaram na revista Chemical Physics um artigo [9] contendo o modelo tedrico
da Espectrometria de Lente Térmica de duplo feixe no modo descasado ou, abreviada-
mente, modelo AD. Neste contexto, o adjetivo “descasado” significa que a razao entre os
raios dos dois feixes na amostra é diferente de 1; o seu antonimo, “casado”, indica que a
razao entre os raios dos dois feixes na amostra é 1. O grande diferencial da configuragcao
experimental deste modelo em relacao a tratada na secao anterior, vide Figura 3.5, é a
adicao de um outro laser, o laser de prova, que serd usado para provar o efeito de lente
térmica, com a radiacao laser menos intensa e comprimento de onda diferente do laser de
excitacdo. E neste feixe que a Integral de Huygens sera calculada.
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1 — Laser de prova

2 — Laser de excitagao

3 — Lentes

4 — Shutter

5 — Amostra

6 — Pinhole e Fotodetector

Figura 3.5: Esboco do arranjo experimental do modelo de lente térmica aberrante de
duplo feixe no modo casado.

Embora essa configuracao tenha sido usada desde o inicio da década de 1970 [22],
neste artigo os autores deduziram um modelo tedrico para esse arranjo experimental.
Considere a Figura 3.6, que € um zoom na regido circulada em torno da amostra. Ali esté
representado a verificagao experimental de Berthoud et al [23]: a amostra esta posicionada
na cintura do feixe de excitacao, posicao na qual a densidade de poténcia do laser e a
variacao do indice de refracao sao méaximos e, consequentemente, a variacao da intensidade
também ¢é maximizada.

1 — wop

2 — woe

3 —wp

4 — Amostra

5 — Fotodetector

Figura 3.6: “Zoom” na regiao circulada na Figura 3.5.

Para encontrar a forma da expressao da variagao da intensidade do feixe de prova,
considera-se a expressao (3.13) como sendo a expressao da variagdo da temperatura na

amostra: . 0 o
2P, 1 2r Jw
;’B exp _ 2/ dt'. (3.25)
mwi.cp Jo 1+ 2t /t, 1+ 2t"/t,
Nao sera feita nenhuma aproximacao em série nesta equagao, e portanto o elemento 6ptico
formado apo6s o aquecimento da amostra nao serd mais uma lente fina perfeita, assim como

era no caso do Modelo Parabdlico.
E para calcular a Integral de Huygens, dada na equagao (D.9) no Apéndice D:

AT(r,t) =

E(r,z)=B /000 exp [—tkdrr(g,t) — g(1 +iV)|dg (3.26)

em que g = r?/w? e:
TiAw, exp[—ikz]
A 2 '
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Note que a diferenca entre os subscritos nos raios aparece pois a excitacao da amostra e
a prova do efeito sao feitas em usando feixes diferentes. O termo ¢7(g,t) é dado por:

ds
orr(g,t) = lod—T [AT(ry,t) — AT(0,1)].

Ao substituir-se (3.25) na expressio acima, fica-se com:

2P,31 ds [* 1 —2gw? Jw?
et oy [ S NS o 7 Y B 3.27
ur9:0) = LK ar /0 1+ 2¢/t, { P { 1+ 20/t (3:27)

em que wg Jwd, sera denominado por m, que é o grau de descasamento entre os feixes.
Esta é a fase induzida pela Lente Térmica no feixe do laser de prova ao este passar pela
amostra. Insere-se a equacdo (3.27) em (3.26):

o] t
Eapo(r, z) = B/o exp {—g(l +iV) — Z%/o H—%t’/tc {1 — exp {l—l—%%] } dt'] dg,
(3.28)
em que:
P,Bl ds
Ak AT
A equagao (3.28) é a expressao para o campo elétrico do Modelo ADC. A intensidade
correspondente é:

o 9 [t 1 —2myg
I =|B —g(1+iV)—i— [ —— 1 — — 2| sdt'|d
ape(r; 2) ’ /0 *xp { g(1+3V) Ztc/o 1+2t’/tc{ P [1+2t’/tj} } g
(3.29)
Contudo, a ndo consegue-se encontrar uma expressao analitica para a integral (3.28); faz-

se entao uma aproximacao em série de Taylor no termo do atraso da fase relativo & Lente
Térmica:

2

exp|—tkorr(r,t)] =1 —ikorr + ...,

que é uma excelente aproximacao se garantirmos que ¢rr < 1, fato que é facilmente
obtido experimentalmente. Portanto, a equacao (3.28) é reescrita da seguinte forma:

o o [* 1 —2mg
E t)=DB 1—1— — 1= ——=— | > dt —g(1+4+1V)|d
AD(.g> ) /0 |: Ztc/o 1+2tl/tc { exp |:1+2t//t6:|} :| exp[ g( +ZV)] g,

Integra-se esta expressao primeiramente em g e depois em t', segundo a equagao (E.1)
do Apéndice E, para obter:

B {1 g n {[1 +2m(1 + 2t/t.)]* + VT }

Eap(t) = -
alt) =17y 4 [1+2m]2 + V2

n B 1 arcta 2mV
1T+av 14 0 [0+ 2me2+ V()20 + 1+ 2m+ V2] [

cuja intensidade associada, segundo (E.2), é:

2mV 2
[(142m)2+V2|(t./2t) + 1 +2m + V2H

I'p(t) = 1(0) [1 - garctan [
(3.30)
6. [[1+2m/(1+2t/t.)?] +V?

+ 1(0) [Zln[ (1+2m)2 + V2 HQ’
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em que:
2

B
10)= \m

Entretanto, viu-se [24] que a expressao (3.30) s6 descreve o comportamento real de um
transiente experimental se o termo In for desprezado. Segundo [25], este termo aparece
devido a aproximacao de ¢pr ter sido truncada no termo de primeira ordem, ja que ao
simular numericamente alguns transientes para expressao para intensidade com termos
de maior ordem, viu-se que estes ajustam com boa aproximacao o transiente gerado pelo
modelo ADC. Portanto, o termo In nas aproximacoes de maior ordem é neutralizado pelo
resto da expressao. Assim:

0 2mV 2
Lan(t) = 1(0) {1 g arctan [[(1 +2m)2 + V2|(t./2t) + 1 4 2m + V2” (3:31)

3.3 Modelo AC

Historicamente, o modelo aberrante de feixe duplo no modo casado, ou Modelo AC,
desenvolvido por S. J. Sheldon, L. V. Knight e J. M Thorne, surgiu 10 anos antes que o
Modelo AD. O Modelo AC foi apresentado em forma de artigo na revista Applied Optics
no més de Maio do ano de 1982. Este pode ser entendido como sendo um caso especial do
modelo proposto por Shen et al, no qual m = 1. A expressao para a intensidade se torna:

9+ V2](tj;/t) +3+ V?”2

Ixc(t) = 1(0) [1 - garctan [ (3.32)
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COMPARACAO DOS MODELOS QUE
DESCREVEM O EFEITO DE LENTE
TERMICA

4.1 Sensibilidade dos modelos

A sensibilidade de um modelo, a capacidade do modelo reagir a minima variacao de
qualquer parametro, pode ser definida de duas maneiras:

Sy = 1(0)[(—05)(00)7 (4.1a)
_ 1(c0) — 1(0)
Sy 1) (4.1D)

Como S, é mais sensivel do que Sp em relagdo a variagées em 6 [26], a forma para a sen-
sibilidade usada neste trabalho sera a equagao (4.1a), que doravante seré abreviadamente
denominada de S.

Desta forma, pode-se calcular a expressao para a sensibilidade de cada modelo descrito
no capitulo anterior usando as expressoes 1a encontradas para a intensidade:

i) Modelo Parabélico:

1+ (0+V)?
ii) Modelo AD:
0 2mV -2
SAD = |:]_ - § arctan {m}] -1 (43)
iii) Modelo AC:
0 v 1177
Sac = [1 e arctan [3 n VQH -1 (4.4)

Usando estas equacoes, foram simuladas, vide figura 4.1, as curvas da sensibilidade em
funcao da posicao da amostra em relacao ao centro do feixe para alguns valores de m,
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a razao entre os raios dos feixes. Nos Modelo Parabolico e no Modelo AC, m = 1 por
definicao experimental da técnica. J& para o modelo AD, foram escolhidos os valores
m =2, 5, 10 e 20. Para todas as curvas, a amostra ficticia possui t. = 10ms e ¢ = 0.25.
Observando a figura em questao, vé-se que o pico de sensibilidade do Modelo Parabélico
¢ maior do que o Modelo AC, mas é menor do que o Modelo AD, para qualquer valor de
m > 1.

0,54
0,4+ L 1
—m,=2
0,3 o S =
m,=5

—m, =10

——m,,=20

0,2+

0,1+

S (N’/C?)

0,0

-0,2

0,3 ; . ; , . . . . .
-20 -10 0 10 20

V (arb. units)
Figura 4.1: Sensibilidade vs posicao da amostra em relacao ao centro do feixe. Os
subscritos P, AC' e AD indicam o modelo usado para gerar a curva correspondente.

O valor de V' que leva a maior sensibilidade em cada simulagao é encontrado ao derivar-
se a expressao para a sensibilidade de cada modelo em relagao a V' e igualar a 0. Desta
forma, para o Modelo Parabélico:

0Sp
=F _y
oV
OV? +60*V —0 =0
-0+ 0%+ 4
2

Vinax = (4.5)

Normalmente, na literatura, como em [27|, quando procurando uma posi¢ao de maxima,
sensibilidade, os autores desprezam o termo contendo 62 em Sp, o que faz com que a
expressao para a sensibilidade se torne:

2V
Sp=0—+
P 1 + V27
cuja derivada em relacao a V' nos leva a:
V2=1,
VE =41 (4.6)

como a posicao de sensibilidade maximizada. O sobrescrito L indica o valor segundo a

literatura.
A solugao (4.5) tem a expressao acima como caso limite, quando 6 — 0:

_ /02
lim —0EveE+d +1. (4.7)
6—0 2
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Como ja mencionado acima, no caso das simulagoes apresentadas na figura 4.1 o valor de
0 = 0.25. Segundo (4.5), Vinax = 0.883 € Vipax = —1.133, os quais diferem 11.7% e 13.3%

de VL = 41, respectivamente.
J& para o Modelo AD:
0w _
ov (4.8)
VZ=1+2m

V =+v1+2m, (4.9)

e, consequentemente, para o Modelo AC:
Vac = V3. (4.10)

Nota-se que no Modelo AD a posicao procurada depende de m, e portanto, pelo menos
teoricamente, ela pode aumentar ilimitadamente; entretanto, quando maior o valor de
m, mais tempo sera necessario para que o sinal atinja o caso estacionario, pois o raio do
feixe de prova monitorard uma area maior. Existe entao uma “queda de braco” entre uma
maior sensibilidade, e o tempo disponivel para obter um transiente completo.

Ainda sobre o Modelo AD, é digno de nota que embora as posi¢cdes de maximizacao da
sensibilidade sejam simétricas em relacao a origem, o valor em modulo dessa variacao de
intensidade é diferente para os dois casos: se a amostra estiver posicionada em V = — V.,
a variacao da intensidade serd menor do que se estiver posicionada em V = V, ... Para
V < 0 o feixe do laser estara convergindo para a sua cintura e a Lente Térmica fara com
que essa convergéncia diminua; portanto, quando o feixe passar pela cintura do feixe, sua
divergéncia serd abrandada. Para V' > 0 o feixe ja terd passado pela sua cintura, estaréi
divergindo e a Lente Térmica fard com que ele divirja ainda mais.

4.2 Modelo Paraboélico versus Modelo ADC

O Modelo Parabolico difere do Modelo ADC na expressao da temperatura usada para
calcular a fase induzida pela Lente Térmica; enquanto no ultimo é levada em conta a
contribuicao de toda a amostra, de —oo & oo, no primeiro esta contribuicao é vetada para
a regiao da amostra situada dentro de uma parabola, dada pela expressdo (3.17). Para
gerar as curvas da figura 4.2, foram simulados os transientes da intensidade para os dois
modelos com os parametros § = 0.25, t. = 10ms e m = 1, este tltimo somente para o
Modelo ADC; calculou-se entao o desvio entre os dois modelos usando:

para 0 < V < 30 e para diversos tempos de aquecimento da amostra que estao indicados
na legenda da figura. Vé-se que quanto maior o tempo de aquecimento da amostra, maior
a diferenca entre a variacao de intensidade prevista pelos modelos.

Independentemente do tempo de aquecimento, a curva do desvio sai de 0 em V = 0,
passa por um pico situado em torno de V' =1 e tende novamente a zero quando V' tende
a valores grandes. Em V' = 0 a diferenca é nula pois em ambos os modelos se a amostra
for posicionada na cintura do feixe, nao havera efeito de Lente Térmica, como pode ser
visto na figura 4.1. O pico em torno de V' = 1 aparece pois é nesta posicao onde o Modelo

x 100, (4.11)
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Parabolico apresenta sua maior sensibilidade, a qual é significativamente maior do que a
do Modelo AC. E, finalmente, no limite V' — oo a diferenca tende a zero pois ambos os
modelos preveem que a intensidade tende a 0.

0,14

0124 tit =100
] tt =10
0,10 4 t =1
S 1 tt =05
0,08 - -
g 0 tit = 0.1
w 4
jo)
0O 0,06
0,04 -
0,02
0,00 . - - .
0 5 10 15

V (arb. units)
Figura 4.2: Desvio entre os modelos ADC e Parabolico vs posicao da amostra, para

diversos intervalos de tempo de aquecimento da amostra.

Na figura 4.3, vé-se que o desvio entre os parametros 6 e t. previstos em ambos os mo-
delos segue a forma das curvas de desvio da figura 4.4. Para obter-se as curvas das figuras
acima citadas foram simulados os transientes usando o Modelo ADC com os parametros
te = 10ms, m =1, 6 = {0.05, 0.15, 0.25, 0.35, 0.45} e V = {1, 2, 5, 10, 20, 40, 60, 80},
escolhidos a esmo; estes transientes foram entao fitados pelo Modelo Paraboélico, o qual
usou diferentes valores dos parametros 6 e t. para gerar um transiente igual ao gerado pelo
Modelo ADC. A partir desses dois diferentes valores para estas grandezas, foi calculado o
desvio usando (4.11).

140 60
] ] —+— 0=005
. i —+—8=015
120
—e— O = 50 :
] e —e— 08=025
100 -] —°— Y=015 —e— 8=035
40 |
| e 9-025 —e— 8=045
3 80 —e— B8=035 <]
PR —e— 6=045 o %1
@ 60 ?
[ ]
o [a]
20
40 |
20 10 H
0 . N
0 ‘ 2‘0 4‘0 ‘ 6‘0 ‘ 8‘0 ‘ 0 ‘ 2‘0 ‘ 4‘0 ‘ 6‘0 ‘ 8‘0
V (arb. units) V (arb. units)
Figura 4.3: Desvio no parametro . vs Figura 4.4: Desvio no parametro 6 vs
posicao da amostra, para diversos 6. posicao da amostra, para diversos 6.

Nota-se que o desvio entre os dois modelos se mantém aproximadamente o mesmo
independente do valor de 6 e que tende a zero quando V tende a valores grandes. Este
ultimo fato estd em total acordo com as caracteristicas do Modelo Parabolico, ja que nao é
feita nenhuma restricao aos valores de 6, diferentemente do Modelo AD com aproximacao
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em ¢pr, em que a limitacao imposta, ¢y < 1, é obtida geralmente para 6 < 1; usou-se
“geralmente” e nao “sempre” pois, como serd visto nas proximas péaginas, esta condi¢ao
pode ser satisfeita mesmo quando 6 é grande. O Modelo Parabélico é entao uma boa
alternativa para tratar os dados de transientes de materiais com a absorbancia nao tao
pequena.

4.3 Modelo ADC wversus Modelo AD

Os modelos ADC e AD, fundamentalmente, diferem por uma aproximacao na fase
induzida pela LT no feixe ao este passar pela amostra; no modelo AD assume-se que
orr < 1. A expressdo para ¢ é dada por (3.27):

b1r(g.1) Q/t LY P 2 a
= — - — ex 7
LI =3 ) 1+ 20/, Pl ’

em que m = w?/w?. Nota-se, entdao, que a condi¢do ¢rr < 1 pode ser obtida fazendo
0 < 1, ja que as duas grandezas sao diretamente proporcionais. A figura 4.5 apresenta
os transientes gerados pelo modelo ADC com os parametros m = 25, t. = 10ms, V =5
para cada valor de 6 apresentado na legenda, representados pelas curvas tracejadas, e
os ajustes desses transientes feitos com o modelo AD, representados pelas linhas cheias,
usando os mesmos valores de m, t. e V. Esses ajustes retornaram outros valores de 6 e ¢,
que foram usados para calcular o desvio padrao entre os modelos, dado pela equacao:

~ Hapc(V) = Lap(V)|

D(%) = % 100, (4.12)
Tapc(V')
e foram plotados na figura 4.6.
12
11 -
10 ) ° —-— 0
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t/te 0

Figura 4.5: Simulagao para alguns valores
de 6 nos Modelos ADC, linhas tracejadas, e

AD, linhas sélidas. na figura ao lado.

Da figura 4.5, nota-se que para t/t. < 200, os dois modelos preveem praticamente
o mesmo transiente, independente do valor de 6; entretanto, para maiores tempos de
aquecimento, fato necessario para conseguir caracterizar o material com maior precisao, o
desvio entre os transientes previstos aumentam conforme # aumenta. Da figura 4.6, vé-se
que o desvio entre os modelos nos parametros 6 e t. aumenta com o valor de 6.

Figura 4.6: Desvios nos parametros 6, em
vermelho, e 1., em laranja, dos transientes
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Na figura 4.7, foram simulados transientes usando o modelo ADC para os parametros
0=0.25 m=25t.=10mseV =1, 2, 3, 5, 11 e 19; a partir destas curvas, ajustou-se
elas com o modelo AD, procurando novamente pelos melhores valores de 6 e t., usando os
valores de m e V' dados acima. Nota-se que os dois modelos preveem o mesmo transiente
para algum valor entre 3 < V < 5. Entretanto, ao inspecionar a expressao da fase
induzida no feixe pela Lente Térmica vé-se que esta nao depende o parametro V'; portanto
como podem os dois modelos apresentarem transientes diferentes sendo que o motivo da
diferenca entre ambos nao varia com este parametro? Segundo [28], diferentes valores de
V' remetem a curvaturas da frente de onda do feixe de prova diferentes na amostra, ou
seja, a forma do feixe de prova ao incidir na amostra é diferente, e portanto a forma da
difusao do calor, do gradiente de indice de refracao e da variacao da intensidade também
sao diferentes. Para obter figuras 4.8 e 4.9, gerou-se transientes com o modelo ADC para

1,00

0,95

<<<<<<
[ TR T TR T

A WN 2

© =

0,85

I (N*/C?)

0,80

0,75

RS

0,70

0 ' 2(‘)0
t/t
Figura 4.7: Simulacao de transientes usando os modelos ADC, linhas tracejadas, e AD,
linhas so6lidas, para diversos valores de V.

os parametros m = 25, t. = 10ms, V = numeros primos entre 1 e 19 (escolhidos com
nenhum motivo especial) e § = 0.05, 0.15, 0.25, 0.35, 0.45; ajustou-se entao estas curvas
com o modelo AD para os mesmo valores de m e V', que retornou outros valores para ¢
e t.; usando (4.12), calculou-se os desvios nos respectivos parametros e observa-se que 0s
desvios sao modulados por 6, em ambos os casos.

] e e |[—+—0=045

] — —+—6=0.35

124 ° /./o —e—0=025
o] e 0=0.15
S s .| —+—06=005 =
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44 ./

24 // _ ——e—o —e—o
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0 2‘ A‘t é é 1‘0 1‘2 1‘4 16 1‘8 2‘0
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Figura 4.8: Desvio no parametro ..

V (arb. units)

Figura 4.9: Desvio no parametro 6.
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Na figura 4.10, estao apresentadas as simulagoes usando o modelo ADC com os para-
metros 6§ = 0.25, t. = 10ms, V =5em = 0.5, 2, 5, 25, 75, 125. Vé-se que os transientes
previstos pelos dois modelos se concordam para m = 0.5, diferem substancialmente para
0.5 < m < 25 e voltam a concordar para m > 25. Dois fatores sao a causa deste com-
portamento: a fase induzida pela LT no feixe de prova, ¢rr, € 0 peso do termo In na
expressao da intensidade do modelo AD. Na figura 4.11, estao plotadas as fases induzidas
pela LT dos transientes da figura 4.10. Para m = 0.5, ¢, < 0.1 e a aproximagao usada
no modelo AD, que ¢ < 1, é valida e o termo In poderia até ser considerado que ainda
assim ajustaria muito bem a curva do modelo ADC. Para m =5, ¢ é um pouco maior
e ¢ o limite superior da validade da aproximacao e as duas curvas comecam a diferir
significativamente; para m > 25, a falta do termo In ja nao é mais percebida, pois este ja
foi dominado pelo termo arctan da expressao da intensidade do modelo AD.

0,7 4

— m=125
067 — m=75
— m=25
m=0.5 05+ —— m=5
m=2 = m=2
=5 ? — m=0.
m=25 g 044 22
m=75 N
m=125 2 03
B 02 4
01 —(ﬁ
0,0 T T T T T
0 200 400 600 800 1000
l/lC
0,70 T T T T T
oo ™ Figura 4.11: Fases induzidas pela lente
térmica para os parametros 6 = 0.25,
Figura 4.10: Desvio no parametro t.. t.=10mse V = 5.

Nas figuras 4.12 e 4.13, estao plotadas os desvios relativos aos parametros 6 e t., que
surgem ao seguir o mesmo procedimento de simulacao e ajuste descritos desde o inicio
desta secao. Os desvios sao modulados por 6 e tem 0 mesmo comportamento das figuras
4.10 e 4.11, diferem substancialmente para m = 5 a tendem a prever o mesmo transiente
para valores grandes de m.

144 0=0,45 IS | ——0=045
g 0=035 Ny J* —+—0=035
] =025 | e 02025
104 9:0,15 5 0,15
] 8=0,05 N —8=0,05
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~
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T T 1 T 1
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Figura 4.12: Desvio no parametro t.. Figura 4.13: Desvio no parametro 6.
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CONCLUSAO

Neste trabalho foram analisados os modelos que descrevem o Efeito de Lente Térmica
2D infinita, que ¢ a abordagem mais antiga e mais idealizada das que modelam tal efeito.
Este modelo infinito nao leva em conta a interacao entre o meio externo e a amostra nem
as dimensoes reais da mesma. Foram deduzidas via Funcao de Green, Transformada de
Fourier e Transformada de Laplace as expressoes para a variacao da temperatura induzida
pelo feixe de intensidade com perfil gaussiano na amostra e calculadas as suas variagoes da
fase, os campos elétricos e as intensidades do mesmo em um campo distante via Integral
de Huygens.

Por meio de simulagoes computacionais, foi comparada a sensibilidade dos Modelos
Parabolico, AC e AD, este tltimo para alguns valores de m, de onde percebeu-se que o
Modelo AD é o mais sensivel, e que o pico de sensibilidade cresce com m.

Comparou-se também os transientes dos Modelos Parabolico e ADC, de onde tirou-se
que ambos modelos concordam em suas previsoes para valores grandes de V', indepen-
dentemente do valor de 6, e portanto conclui-se que o Modelo Paraboélico é um método
confidvel, embora menos sensivel, para obtencao de parametros termo-6pticos da amostra
em questdao. Os desvios nos parametros previstos pelos modelos seguem o mesmo com-
portamento dos desvios observados nos transientes.

A dependéncia de 6 dos Modelos AD e ADC foi analisada, de onde viu-se que a
diferenca entre os dois aumenta com o aumento do parametro 6, assim como os desvios
entre os parametros 0 e t.. Variando os parametros geométricos da amostra, m e V,
notou-se que a aproximacao ¢rr < 1 nao precisa ser satisfeita para que os modelos AD
e ADC gerem curvas muito parecidas. Ao variar V', percebeu-se que os modelos preveem
transientes semelhantes para 3 < V' < 5, divergindo gradualmente com a distancia deste
intervalo. Isto acontece pois diferentes valores de V' levam a diferentes curvaturas da frente
de onda do feixe de prova e, portanto, a diferentes formas da difusao do calor, do gradiente
de indice de refracao e da variacao da intensidade; os desvios do parametro 6 seguem o
mesmo padrao enquanto os desvios do parametro t. crescem com o valor de V', ambos
sendo modulados por 6. E, finalmente, ao variar m, percebeu-se que os Modelos AD e ADC
geram transientes semelhantes para m < 1 e para m > 25, diferindo significativamente
no intervalo 1 < m < 25. Esse comportamento é explicado pela validade da aproximacao
e pelo peso da desconsideracao do termo In na expressao da intensidade do Modelo AD.
O primeiro fator é o porqué dos modelos concordarem para m pequeno e o peso do
segundo fator é a causa da divergéncia em valores intermedidrios de m, quando influi
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significativamente na expressao da intensidade. O segundo fator também ¢ a causa da
concordancia em valores grandes de m, quando ja foi dominada pelo termo arctan; os
desvios em 6 e t. seguiram o mesmo padrao do desvio dos transientes.
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COMO SURGE A EQUACAO DE DIFUSAO?

Imagine um volume qualquer fechado, V, limitado por uma superficie B e isolado do
universo. Seja T'(z,y, z,t) a temperatura no ponto (z,y, z) no instante ¢. Se a temperatura
nao é constante dentro de V), o calor, segundo a 2% Lei da Termodinamica, flui das partes
mais quentes para as mais frias. Suponha que o fluxo de calor obedeca a Lei de Fourier:

q=—~rVT,

onde x ¢ a condutividade térmica, em J s~ em™! K™, que em materiais isotropicos é

constante, devido a homogeneidade da orienta¢ao molecular, e o sinal (—) indica o sentido
que a temperatura decresce mais rapidamente.

Considere agora um outro volume fechado qualquer V*, limitado por uma superficie
B*, ambos contidos em V), feitos do mesmo material, a uma temperatura Ty~ < Ty. Se
houver calor sendo gerado em V* (por reagoes exotérmicas, ou devido algum outro fator
externo) a uma taxa s(x,y, z,t), o calor total em V* sera:

Q=r(fvr-nas + [[[ savr, (A.1)
B v
aplicando o Teorema da Divergéncia! no primeiro termo da equacio acima:
s vr-ndB =k [[[ v (vT)av*
B v
— fvﬁ V2TdV*,
portanto (A.1) fica:
Q=n [[[ vPrav:+ [ sav*
v v
= ][ (=91 + 5] av*,
o

Mas a quantidade de calor total em V* é:

fff cpTdV*,
vh

You Teorema de Gaufp: {f A . 7ds = A Fav
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e a taxa com que essa quantidade cresce é:

[[f ot

e como a taxa de acréscimo de calor em V* deve ser igual ao calor que adentrou V*:
[[f v = [[f v o av
'V*

fﬂ [—Cp— + VAT + s} dv* = 0. (A.2)

Assume-se que T'(z,y, z,t) e s(x,y, z,t) sejam bem comportadas, suaves, e portanto
continuas. Se supormos que o integrando seja nao nulo no ponto (g, yo, 20) em V*, entao,
por continuidade, é ndo nulo em um pequeno circulo de raio r, com centro em (zg, Yo, 20)-
Por inducao, extendemos a idéia acima para todo o volume V*. Logo, a integral deve ser
nao nula, o que contradiz a equagao (A.2). Portanto, o integrando é nulo em V* e

T
—cp%— + V2T +Q =0

10T 1
o 222 A.
v Dot k7 (4.3)
2 —1

em que D = 2, em cm” s, ¢ a difusividade térmica. Esta equagdo ¢ a tao querida
equacao de difusao de calor.
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FUNCAO DE GREEN PARA UM MEIO
INFINITO COM UMA FONTE DE CALOR
LINEAR E NAO INSTANTANEA.

Seja a equacao de difusao de calor deduzida no Apéndice A, equagao (A.3):

1 O[AT(r, 2,1)]
D ot ’

suponha que queira medir a variacao da temperatura no ponto r em um instante de tempo
t, considerando que a fonte comecou a difundir o calor no instante ¢ = 0, e nesse instante
AT(r,2z,0) = 0. Considere também que as dimensoes do corpo em que a fonte atua
sao muito grandes comparadas com a distancia que o calor pode se difundir durante o
intervalo de tempo At que fonte fornecera calor; portanto a variacao da temperatura em
regides muito distantes da fonte sera nula: AT (fo00, z,t) = 0.

Da mesma forma que pode-se o método das transformadas para resolver a EDP acima,
pode-se definir este problema de contorno usando o método das funcoes de Green':

G, &, 1) 19G(x,6,1)

V2 [AT (1, z,t)] + %Q(T’, z,t) =

1
Z5(x — = B.1
D0+ o - i) = 5o, (B.1)
sendo que as condig¢oes de contorno se tornam:
G(£00,&,t) =0
G(z,£,0) =0,

em que £ é o ponto onde se encontra a fonte. Pode-se resolver (B.1) pelo método das
transformadas integrais. E isso o que faremos. Aplicando, primeiramente, a transformada

de Fourier? e definindo F {G} = Gp:

2
f{%} = —CUQGF

!Por simplicidade, reduziremos o problema para o caso unidimensional. Entretanto, o caso tridimen-
sional é analogo e retornaremos este no decorrer do desenvolvimento da deducao.

2As transformadas integrais e suas propriedades que serdo aqui usadas estdo expostas na Revisdo
Tedrica.
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186G  1dGr
d {55} “Da
F {%5(30 - 5)5(75)} - %\/5 / " (@ — €)0(t) exp|—iwa]dz = %5@)
e (B.1) fica:
( ) exp[_iwdé‘(t) _ l@
/2 D dt’

aplicando agora a transformada de Laplace na equagao acima, e definindo L{Gr} = Gpp:

1dGF _S
{5} = 5o

— WQGF =+ (BQ)

D dt
L {—CUQGF} = —CUQGFL
exp[—iw{] _ [Texplmwl] s gy = P
E{ T (5(25)}—/0 T d(t) exp|—st]dt = oy
desta forma, (B.2) é:

ED . s

D KV 27

s  exp[—iwf]
Grr (5 —i—w2) = —/q,\/ﬂ

e expl ]

= exp|—iwé],
cpV/2m 5 + Dw? p
esta é a solugdo da EDP de Green, (B.1), no espago de Laplace-Fourier. Para sabermos
qual é a solucao no sistema de coordenadas original, devemos inverter ambas as transfor-
madas. Comegamos invertendo a transformada de Laplace, lembrando que £~ {Gpy} =

GFI

CTYFL

ﬁ_l {G } B G B 1 c+ioco 1 1
FLE =2 E = 9n e—ico CpV/2m 5+ Duw?

exp|—iwé] exp[st|ds

1 exp[—iwé] /C”OO exp|st] q
= ———ds.
271 cpV2m 00 s + Dw?

A integral anterior pode ser resolvida pelo método dos residuos. Como s6 temos um polo
e ele é simples, pode-se usar:

Resf(a) = L /C N f(s)ds = lim(s —a) f(s),

27TZ 0o s—a
entao:
1 [T explst] exp|st]
Resf(—Dw?) = — ————ds= 1 Dw?)——"=
esf(=Dw’) 271 /c_z-oo s+ D2’ S_}l_rgbﬂ(s R )3 + Dw?
= i t
s—)l—%uﬁ eXp[S ]

= exp[—Dw?t],
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Funcao de Green para um meio infinito com uma fonte de calor linear e nao
instantanea.

deste modo:
exp[—iw{]

cpV 2

Invertendo agora a a transformada de Fourier:

Grp = exp[—Dw?].

exp[—iw]

oy

1
- w(€ — x) — Du?
27Tcp /_Oo exp|—iw(§ — x) wt]dw,

F UG} =G = exp[—Dw?] expliwz]dw

para resolver a integral acima, completa-se o quadrado fazendo a substituicao:
a=1i(§— ), b= Dt,
e chegamos finalmente solucao final:

expl—(¢ — 2)?/4D4)
2cpv/ Dt

que generalizada para o caso tridimensional é:

- _ exp[= (€~ 7)?/4D]
Gr&:1) = 8cp(wDt)3/?

Gz, €t) =

A solugao geral da funcao de Green é dada por:

AT(rt) = / T @G E e (B.3)

—

Como a fonte de calor Q(&) tem simetria cilindrica, ela ndo depende de z nem de 6.
Abrindo a solugao geral (B.3) em coordenadas retangulares:

(xl — x)Q (y/ _ y)2 (ZI — 2)2 13,0 14"
AT (z,y, z,1) jfj s 7TDt 3/2 exp [ s e d ey b A ey, dz'dy’'dz’,

em que as coordenadas com apostrofe representam a posicao da fonte. Transformando a
equacao acima para coordenadas cilindricas:

1 2 00 ) , —(7”/ - 7,)2 o0 (Z, _ 2)2 ,
AT(T’, t) = W/ / r Q(T ) exp |:4—m:| d’l“de/_ exp |:—4—m:| dz

2m ( ) >
4cp7rDt/ / ' Q(r") exp { D 1 drdé

mas (r' —r)? = r”? +r% — 2rr’ cos 0, portanto:

1 0o _(7,/2 —|—T‘2) 2m 7,7,/
AT _ / / T ’
(r,t) JopnDi /o r'Q(r') exp [ 1D } dr /0 exp [2Dt cos 9] de,

em que a integral em 6 é a representacao da funcao de Bessel modificada de ordem zero.

Assim: . (" 2
< —(r'* +r r
AT(rt) = 2cht/0 r'Q(r') exp { 1D 1 Iy {ZDJ dr’. (B.4)
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Entretanto, a solugdo acima ¢ para uma fonte de calor instantanea e no nosso problema
de contorno a fonte fornece calor durante um certo instante de tempo t. Se considerarmos
que a temperatura inicial é nula, ao a fonte de calor aquecer a amostra durante um certo
intervalo de tempo t, a variacao da temperatura sera dada pela integral de (B.4) de ¢/ =0
até t' = t:

topoo —(7”’24—7“2) -
AT(r t) = ! I dr’dt’ B.
(r?) /0 /0 2chth(7")eXp[ ADV ] O{zm] ra (B.5)

a qual por sua vez nos da a derradeira forma para a funcao de Green:

G ) = 20 o {_(TQ ”2)} I { r ] . (B.6)

- 2cpDt 4Dt/ 2Dt/



APENDICE C

O MODO TEMQQ

Todo campo elétrico pode ser escrito como uma superposicao infinitesimal de ondas
planas [29] ou, de outra forma, como uma transformada de Fourier em que o nicleo da
transformada é uma onda plana. Considere uma onda se deslocando na direcao 2z’ e um
plano perpendicular a este. Portanto:

o0

Elz,y,2) = (er)Q ji A(ky, k) explik - Fldk,dk,, (C.1)

em que A(k,, k,) é a amplitude da contribuicdo da onda plana com vetor de onda IZ, e:
k= kod + kg + k.2
T=2xT+yy+ 2%

Assim, pode-se escrever:
1 ( ; 2 2 2
E(z,y,2) = W_fo[ Alky, ky) expli(kor + kyx + /K2 — k2 — k2)|dk,dk,.  (C.2)

Se assumirmos que A(k,,k,) decresce rapidamente nas dire¢des = e g, pode-se usar a
aproximacao paraxial para descrever esta expansao. Esta aproximacao nos diz que:

K2+ k2 < k2,

e expande-se entao a raiz no argumento da funcao exponencial até a primeira ordem em
uma série binomial':

5 1o ok k2 + K2\ 2 . k2 + k2
e a equacao (C.2) se torna:

R , k2 + k2
E(x,y,2) = n)? IJA(I%, k,) exp {z(kxx + kyx + (k‘ - Ty) z)} dk,dk,. (C.3)

Considere agora duas caracteristicas do fluxo de energia que estdo associadas a A(k,, k,)*:

-1
1(1+x)”:1+nx—|—n(n2' )x2+...

2Doravante, as funcoes A(ks, ky) e E(z,y, z) também poderdo ser chamadas de A e E.
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i) divergéncia: é a distribuigdo, o espalhamento, das amplitudes das ondas planas no

espaco dos vetores de onda; é definida por:

i)

(k% + kzz)|A|2dkxdky

do campo no plano perpendicular a propagacao do feixe:

(ZL‘2 + y2)|E|2dxdy =

mas:

_ﬁ 2% E|?dzdy + f} y2|E|2dxdy]
_ﬁ |z E*dxdy + JT |yE|2dxdy] ,

2k

1 , , k24 k2
E(x,y,z) = e ff A(ky, ky) expli(kyx + kyx)]exp |iz | k — dk,dk,,

alargamento espacial transversal: é a distribuicao, o espalhamento, da intensidade

lembrando que multiplicar a func¢do pela variavel x (y) no espago real é equivalente
a derivar a funcao transformada em relagdo a k, (k,) no espago de Fourier e também

usando a relacao de Parseval®, chega-se a:

e fj |z E[*dady =

4

R E " {A exp [ <k -

dk,dk,,

1 = DA |?
= )] [om,

k2 + k2

il

0A . ki—i—/{:gkx ,
[8kx+ZZA< o7 ﬁ)}exp[zz(k—

dk,dk,

k2 + k2

N

2k

em que na penultima linha da equacao acima foi usada a aproximagao parabolica,

k2 4k < k.

Portanto, o alargamento espacial transversal ¢ dado por:

[ 2 2 2 1 [
E OO(as FYIEPdady = o | O{

0A
Ok

2+ aAQ
ok,

dk,dk,.

Procura-se entao por um campo eletromagnético que tenha simultaneamente a di-
vergéncia e o alargamento espacial transversal minimos, ou seja, uma campo que minimize
essas duas caracteristicas ao mesmo tempo. Como nao existem termos cruzados no pro-
duto destas caracteristicas, podemos procurar uma funcao de distribuicao de amplitudes
que minimize o produto na componente x e na componente y separadamente’:

1 21 412 / o4
<2W/_Ook\A]dk><2 ’8k dk, | .

e

|f(z,y)|Pdady = [[7

|f (ka fy)[*dkrdky

Resolverel apenas a primeira integral [[|zE|?dzdy, entretanto na segunda integral os passos sdo

idénticos.

5Novamente, serd resolvido apenas o caso da componente z. O caso da componente y é idéntico.
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O modo TEM,

Aplica-se esse produto de funcdes na Desigualdade de SchwartzS:

| R, = 9A |2 1 [k, [ ,0A  0A*
—_— >
G /Ook;m|A| dkx/m‘% dk, > ) /OO A TR dk,

2
> 1 / . 0|A| dk,

2

2(27?)2 ok,
1 o0 2
> / AP,
202m)? |
Al
>
(87)?

em que da pentltima para a tltima linha foi usada uma integral por partes, assumindo que

111;1 k. = 0. Portanto, se |A[* é constante, o produto da divergéncia com o alargamento
T—r00

espacial transversal tem um minimo quando o lado esquerdo da desigualdade acima é
igual ao lado direito; isso acontece quando k, A e 24 diferem apenas por uma constante.
Tem-se portanto uma equagao diferencial para resolvermos

0A
Ok,

/ WS 2
A(k,) = C"exp —ka ,

2
— _YpA
2

juntando com a parte em vy, chega-se a:
2
A(ky, ky) = Cexp [—Zo(k;? + k:Q)}

em que C' ¢ a constante & ser determinada pelas condi¢oes de contorno. Voltando a
expressao do campo elétrico, (C.3):

_ explikz] /°° —— z'z 9 /°° _—— z 9
E_—(27r)2 _Ooexp 1k, 2k: k.| dk, _Ooexp ikyy 2k k, | dk,,

cujas integrais podem ser efetuadas usando a propriedade:

]- o . 0-2 2 1 92
o / e [%9—75 ] de = ——exp {—g}

desta forma, a expressao para o campo fica:

E(x,y,z) = ¢ ] exp {zkz -

z? + y?
(Wi +2iz/k

Wi + 2iz/k
Ao introduzirmos a mudanca de variavel:

V = z,/2,

[ @R [ 1P = |7, 17 (©)9(e)
jugado da funcado f(§).

, em que o asterisco representa o complexo con-
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em que z, ¢ a distancia da amostra até a cintura do feixe e z, ¢ o comprimento de Rayleigh,
dado por:

2 = kwj /2,
a equacao (C.4) fica:
CWO . .732 + y2
E —_ ¥ o Y
(@.y.2) = S a vy O [7’ TRt
sabe-se que’:
1 exp[—iarctan[V]]
1+4iV Vi+vz
e que r2 = 2% + y2, portanto:
Cuwy { r?(1—4V) . }
E(r,y,2) = ————=exp |itkz — ———=~ — tarctan|V/
D) = T P [ ga ) v

em que o termo arco tangente é a fase de Gouy, que é o deslocamento da fase que a onda
convergente sofre ao ser focalizada.
Pode-se, ainda, definir:

i) o diametro do feixe:

w(V) =wevV1+ V2

ii) o raio da curvatura do feixe:

R(V) =1z, (1+1/V?),

de onde chega-se a forma compacta do campo elétrico, que é:

CWO 2 2

w(V)

E(x,y,z) = exp {ikz +ik—

ROV) "2V iarctan[V]} (C.5)

Este campo elétrico é denominado modo gaussiano fundamental ou modo TEM,
pois a forma de sua intensidade:

I(r,2) = | E(r, )2 = I exp [-%} , (C.6)

que tem perfil gaussiano no plano xy, perpendicular & dire¢ao de propagacao do feixe.
Se definirmos a poténcia do feixe como:

P. = fj I(r,z)dA,

e a transformarmos para coordenadas cilindricas:

o] 2T o) 7T(,U2
P, = / / I(r,z)rd0dr = 27?/ I(r, z)rdr = —=1, (C.7)
0 0 0 2
"Das propriedades dos niimeros complexos, nota-se que: 1+11.V = 1+1iV }:;“f = 171“/ L‘L% =

1 1
1 1-iv\2? (1=v %2 _ _ 1 ;
=iV (1+2v> (1+;V> = WGXP[_@ arctan[V]]
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O modo TEM,

desta forma, a expressao da intensidade é, com todas as constantes definidas é:

I(r,2) = 2L oxp {_2—7”1 (C.8)

e

em que P, é a poténcia do laser de excitacao e w, ¢ o raio do feixe de excitacao na amostra.
Entretanto ao feixe passar pela amostra a energia deste serd absorvida pelo meio, a

intensidade do feixe decrescerd. Acredita-se que esse decréscimo siga a lei de Beer®. Desta,

forma um termo de atenuacao na intensidade deve ser adicionado na equacao acima:

2P 272
s oxp | -2 | expl-), (©9)
we
em que 8 é o coeficiente de absorcao 6ptica.
Considere agora que a amostra possua comprimento [. Ao feixe de excitagao passar
pela amostra, havera uma variacao na intensidade do mesmo. Ela pode ser assim escrita:

Al(r,z)=1(r,0) — I(r,1)

2P, 22 2P, 2 gl

= exp |——| — exp | —— | exp[—
w2 P w? TTWe P w? P (C.10)
2P, 272

= e {_F} (1 — exp|—B1)).

Chegamos aqui em um ponto crucial da derivagao: como ja apontado nos pressupostos
gerais neste trabalho consideraremos apenas amostras com coeficiente de absor¢ao baixo.
Mas, quantitativamente, quao pequeno é este coeficiente? Ele é pequeno o suficiente para
que possamos expandir a fungdo exp[—/Sl] em uma série de Maclaurin e considerar que
termos de ordem maior ou igual dois sejam despreziveis, isto é:

exp[-Bl=1-pl—... (C.11)

Voltando equacio (C.10), que ndo depende mais de z, ficamos com:

9P, 92
Al(r)= ——5exp [—%] (1-1+p5I0)
Tw? w? (C.12)
2P, 92 '
= exp |———| .
Tw? w?
Portanto, quantidade de calor por unidade de comprimento da amostra é [30]:

I(r) 2P.p 272

Qlr)=—== oz P {——g : (C.13)

que é o termo que aparece na equacao de difusao de calor.

8ou ainda Lei de Beer-Lambert ou Lei de Beer-Lambert-Bouguer



APENDICE D  ——

A INTEGRAL DE DIFRACAO DE HUYGENS
E OS ATRASOS DA FASE

Em um experimento de lente térmica, ao o feixe do laser incidir na amostra, esta
absorve calor e, quase que instantaneamente, surge um gradiente de indice de refracao
na mesma que altera o caminho 6ptico da luz nesse meio fazendo com que a intensidade
deste feixe varie. Esta intensidade varia de tal forma que pode-se imaginar que a luz laser
sofre difracao no interior da amostra.

A Teoria da Difracao é baseada em um principio fisico chamado de Principio de
Huygens:

“Dada uma distribui¢@o inicial do campo elétrico, Fy(ro, 29), em uma super-
ficie fechada Sy, podemos considerar cada ponto nessa superficie como uma
fonte de uma nova onda, ou wavelets de Huygens. O campo resultante em
qualquer outro ponto do espago, E(r,z), pode ser calculado somando todos
esses wavelets provindos de todos os pontos da superficie Sy.”

Ou seja, se considerarmos um sistema em coordenadas cilindricas ou cartesianas, o
campo elétrico em um plano de saida nada mais é do que uma superposicao, uma inter-
feréncia, dos wavelets de Huygens provindos de um plano de entrada.

O formalismo matematico deste principio acima foi desenvolvido primeiramente por
Fresnel e Kirchoff e posteriormente refinado por Rayleigh e Sommerfeld [31]. A idéia
geral cunhada pelos intelectuais recém citados é de que cada wavelet pode ser entendido
como uma onda esférical, o que nos conduz a Integral de Huygens, cuja forma ¢é (ja
em coordenadas cilindricas):

: o 27 _~_’_
E(r,z) = %/0 /0 EO(TO,ZO)M cos|f(n, r)|rdrdd, (D.1)

em que 7 é o vetor posicao, distancia entre a fonte do wavelet de Huygens e o ponto de
observacao, cos[f(n, )] é o fator de obliquidade, a&ngulo entre o vetor normal & superficie no
ponto onde a fonte de Huygens se situa e o vetor posicao, Fy(rg, 2z9) € 0 campo no plano de

!'Uma onda esférica é a solucao da parte espacial da Equacao de Onda, que nada mais é do que uma
Equagao de Helmholtz. A forma desta solugao é: U(r) = % exp[—ik - 7], em que A é uma constante, k é
o vetor de onda e 7 é o vetor posicao.
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A integral de difracao de Huygens e os atrasos da fase

entrada, E(r, z) é o campo elétrico no plano de saida e ¢/ é um fator de proporcionalidade.
O fator de obliquidade pode ter formas diferentes em outras abordagens, como na de
Kirchoft-Fresnel ou na de Rayleigh-Sommerfeld, contudo em todas este fator tende a
unidade se 0 ¢ limitado & valores proximo a zero, que €é o caso encontrado na montagem
experimental da Espectrometria de Lente Térmica.

PS = (0, Z3)

Plano de saida

Plano de entrada

Figura D.1: Esquema da geometria da frente de onda da luz laser antes do plano de
entrada.

Considere uma montagem experimentar usual da ELT, cujo esboco se apresenta na
Figura D.1. A radiacao eletromagnética monocromatica provinda de regioes anteriores ao
plano de entrada tem raio w, e campo elétrico Eo(r, 29) em um ponto PE com coordenadas
(r, z2) no plano de entrada. Em uma distancia z depois do plano de entrada esta localizado
um fotodetector, dispositivo eletronico que é sensivel & variacao da intensidade da luz,
posicionado no ponto PS no plano de saida, cujas coordenadas sdo (0, z3). Considere
também que a distancia entre os pontos em cada plano é d. O campo elétrico Eo(r, 29)
tem perfil gaussiano no modo fundamental, TEMgg, cuja parte real de (C.5) é:

Re{Eo(r, 25)} = Aexp [—#ZVJ , (D.2)

em que A é uma constante e w(V') é o raio do feixe. Como o raio do feixe do laser é muito
menor do que a distancia do plano de entrada ao plano de saida, as fontes dos wavelets
de Huygens estarao confinadas a deslocamentos radiais muito pequenos. Pode-se entao
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considerar que:
r< z.

o que permite fazer algumas simplificagbes na expressao (D.1):

p oy BN e r? 1r? N 1r?
= V(e —2)2+r2=V2 2=z 1+§:z 1+§§+... ¥ 1+§;

L 1 r?
cos|f(n,r)| = cos[r/z] =1 — 2 +...~1,

que obtém a seguinte forma:

;[0 [P —ikz(1 4+ r?/222
E(T,Z)Z%/O /0 | ZZ(Z+T/Z)]rdrd0

. . 0o 2w
_ Gexp[—ike] / / exp|—ikr?/2z]rdrdd (D.3)
0 0

A 2

o
_ 2mi exp|—ik2] / expl—ikr?/22]rdr.
A z 0

que é a Integral de Huygens na aproximacao de Fresnel em coordenadas cilindricas.

Segundo [8], o efeito do meio absorvedor, que é a amostra, em um feixe de luz pode
ser considerado como uma aberracao, que ¢ um atraso na fase da onda original, que seré
representado por ®(r,t). Matematicamente:

E(r,z) = ?M /000 exp[—ik®(r, t)] exp[—ikr?/2z]rdr. (D.4)

Entretanto, ®(r,t) é composto por duas fases, tal que:
(I)(T, t) = <Z5pE(7’) + ¢LT(T, t).
Em que:

i) ¢pp(r) é fase relativa ao formato do plano de entrada da amostra, que é um plano,
e a frente de onda, que é uma esfera.

Este atraso pode ser calculado observando a geometria da Figura D.2 e notando que

R>nr:
r? 172 172
L=Vt R-=R1+——R{1+-2 4+  Jar+=-"
TR = R\ R(+2R2+ ) R+ 5o,

multiplicando a equagao por k:

mas kR é uma frente de onda de raio R. Portanto:

1r

opr(r) = SR (D.5)
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Frente de onda
T Plano de entrada

Figura D.2: Esquema da geometria da frente de onda da luz laser antes do plano de
entrada.

ii) ¢rr(r,t) é fase relativa a variagdo do caminho 6ptico causado pelo gradiente de
indice de refracao causado pela luz laser.

A expressdo para a variagdo do caminho 6ptico (3.5), que pode ser associada a
variacao da fase:

orr(r,t) = As(r,t) = lj—; [AT(ry,t) — AT(0,1)], (D.6)

em que:
ds n—1dl dn

ar =~ 1 ar ar

(D.7)

Assim, a equacao (D.4) toma a seguinte forma:

2miA exp|—ikz] [ r? L 1r? ikr?
E(r,z) = \ > /0 exp {—m — ik R + ¢rr(r,t) | — o rdr,

contudo, se for feita uma mudanca de variavel r?/w?(V) = g na equagao anterior, fica-se
com:

E(r,z) =B /Ooo exp {—g — iképp(r,t) — “CTng(V) (ﬁ + 2)} dg.

O terceiro termo do argumento da exponencial pode ser simplificado usando as seguintes
relacoes definidas no Apéndice C:

w(V) =wyv1+ V2

2, = kwj /2
Vi =2,/%
desta forma:
tkg 1 1 N -
_ 7 - i o ~ D
5 ws(V) (R(V) + 2) ig Lg <V + ) gV, (D.8)

pois z > z,.



Portanto, a forma da Integral de Huygens na aproximacao de Fresnel relacionada a
feixe de luz laser de perfil gaussiano atravessando um obstaculo de raio infinito (em relagao
ao raio do feixe) e largura [ é:

E(r,z) = B/OOO exp [—tkopr(r,t) — g(1 +1iV)]dg (D.9)

em que:
B— i Aw? exp[—ikz].
A z
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INTEGRAL DE DIFRACAO DE HUYGENS
DO MODELO AD

Vimos que a expressao do campo elétrico para o feixe apds passar pela amostra é:

> 6 [ 1 —2mg
E =B 1—11— — 11— e ! —qg(l+2 )
A(r, 2) /0 [ Ztc /o T { exp L " 2t’/tj } dt} exp [—g(1+iV)]dg

Rearranjando os termos da equacao acima, chega-se a:

Ea(r,2) = B {/Ooo exp[—g(1 +iV)]dg — ztﬁ /Ot /OOO eXp[l_f(;t,J/;jv)]dgdt/}

0 [t [ exp[—g[l+iV +2m/(1 + 2¢'/t.)]]
B = /
! {Ztc/o /0 T+ 20t dgdt}

Integra-se primeiramente em ¢ e obtém-se:

B o [t dt o [ 1+2t'/t
Ea(V,t) = 12 [ —&  iaviv)Z ¢ dt’
a(v:t) 1+iV{ Ztc/o oy, A )tc/o 114V + 2m/(1 + 20'/t,) }

sendo que o ultimo termo pode ser escrito como:

/t 1+ 2t /t. g 1 /t 1 2m o
o T4+dV +2m/(1+2t'/t.)  1+iV Jo [1+2t/t, 1+iV +2m/(1+2t/t.)]|

assim:

B 2mo [* 1
Ex(V,t) = 1—14 dt’
a(V:1) 1+iV{ T /0 1+ iV +2m/(1 + 2t /t.) }

multiplicando o integrando por seu complexo conjugado, transforma-se a expressao acima
em:

B 2ml [ 1+ 2m(1 + 2t/t.) v /
BalVit) = 1+z’V{1_Z i /0 [[1+2m/(1+2t//t0)]2+v2+[1+2m/<1+2t//tc)]2+v2}dt}'

Ao usar as seguintes relagoes:

b b
xdx 1 9 o
/ax2+y2:§ln[x +y]a
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b

/b dz 1 T
———— = —arctan | —
e Yy

B { i0 {[1+2m(1+2t/t0)}2+‘/2”

1——1
1+iV 1 [1+2m]? + V2

a

chega-se a:

Ex(Vit) =

+ B ﬁ arctan 2
1+iV ) 4 [(142m)% + V2](t./2t) + 14 2m + V2

(E.1)
cuja intensidade é:
B 0, [[1+2m(1+2t/t) + V2]’
IA(t)—f(O){lJrgln{ (14 2m]2 + V2 H (E.2)
0 2mV ? .
+10) {Eman {[u T 2m) + V(L /20 + 1+ 2m 1 VQ} } |

na qual:
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