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RESUMO

TransformagGes conformes oferecem uma maneira conveniente para se estudar o
efeito Magnus, responsdvel pelo movimento de bolas curvas, e também o comportamento
do ar de ar em volta de aerofélios e explicar como avides podem voar.

Estes dois exemplos sdo particularmente interessantes, mas as transformacdes
conformes sdo mais versateis que isto. Elas podem ser empregadas para estudar problemas
de contorno envolvendo equacdo de Laplace ou Poisson. A aplicacdo deste tipo de
transformacdo é especialmente util quando outras técnicas para resolver os mesmos
problemas falham.
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INTRODUCAO

Conjuntos numéricos

Se o comandante de um cla ninja resolve atacar mais agressivamente o seu alvo, ele
pode ordenar que metade dos guerreiros da retaguarda sejam realocados para o ataque.
Mas se inicialmente houver exatamente sete ninjas na retaguarda, a decisao de quantos
ninjas deverao ir pra linha de frente nao é clara. Alguém poderia argumentar que a ordem
do comandante ndo tem sentido. Por que grandezas representadas por nuimeros inteiros
deveriam ser divididos entre si se o resultado é impossivel, ou produz um resultado que nao
pode ser reconhecido como sendo um elemento do mesmo tipo da colegao original? Afinal
todos sabem que ninguém pode ser apenas meio ninja.

Mas se houver a necessidade de dividir sete metros de corda entre dois ninjas a
resposta certamente deve ter algum sentido, pois cada metade da corda deve ter um
comprimento definido. Entdo em muitos casos ndao é apenas conveniente, mas também
necessario definirmos novos tipos de nimeros a medida que vamos encontrando novos
problemas de como relacionar os tipos de nimeros que inicialmente tinhamos a disposicao
para analisar o problema.

O sistema de numeros atualmente usado foi construido seguindo uma hierarquia
de generalizacbes, feito gradativamente de acordo com aintroducdo de novas operacoes,
e se exigindo que cada um desses subsistemas seja fechado. Dentro do conjunto
dos numeros reais, esta hierarquia segue na seguinte ordem: nUmeros naturais, inteiros
e racionais. E esses conjuntos sao fechados em rela¢do as operagdes de soma e produto para
os naturais, subtracdo para os inteiros e divisdo para os racionais. Hd ainda o sistema
de nimeros irracionais, que sdo 0os nimeros que ndo sao racionais, ou seja, ndao podem  ser
expressos como uma divisdo de dois numeros inteiros. Os numeros irracionais devem ser
considerados para completar o conjunto dos numeros reais. Dentro dos numeros reais,
quaisquer dois numeros podem ser comparados, pois um numero pode sempre ser
considerado maior que outro. Isto permite que o conjunto dos numeros reais possa ser
organizado graficamente por uma reta, conhecida como eixo real. Cada ponto do eixo real
corresponde a um numero real e assim eles ficam dispostos em ordem e podem ser
comparados de acordo com sua magnitude.

Figura 1: Sistemas numéricos



Numeros complexos

Em alguns problemas de interesse podemos nos deparar com equagdes polinomiais
como esta,

a’+1=0.

O conjunto dos nimeros reais ndo é suficiente para produzir uma solucdo para
esta equacao, significando que ndo ha numero real que a valide. E ainda assim, sendo que o
problema representa uma situacao fisica que pode ser observada, devemos ser capazes de
descrever o problema quantitativamente. A solucdo desse impasse aconteceu por conta da
invencdo de um novo tipo de numero, o niumero imaginario i, definido exatamente como a
solucdo da equacdo polinomial acima.

Para permitir uma solucdo para equagdes mais complicadas que a do exemplo, foi
introduzido o conjunto dos numeros complexos, que é uma generalizacdo dos nimeros reais
e que contém o numero imaginario i, satisfazendo propriedades de fechamento em relacdo
a soma, subtracdo, multiplicacdo e divisdo. Os numeros complexos, representados por z, tem
a seguinte forma.

z=a+1ib

Com a e b reais. E essa forma de soma da parte real a (Re{z} = a) com a parte imaginaria b
(Im{z} = b), garante que os numeros complexos sejam também um conjunto fechado.
Quando dois numeros complexos sdao somados, subtraidos, multiplicados ou divididos eles
reproduzem outro numero que contem esta mesma forma genérica. Desta maneira, a
caracterizacdo de um numero complexo é feita por dois numeros reais. E se ainda
desejarmos escalar guerreiros ninjas para outros regimentos, basta que usemos a parte
imaginaria b nula e teremos os nimeros reais como um caso particular dos complexos.

Representacgdo grafica

A representagdo grafica de um numero complexo z é feita com o diagrama de
Argand-Gauss também conhecido como plano complexo ou plano z. Este diagrama é um
plano onde o eixo das abscissas representa a parte real e o eixo das ordenadas a parte
imaginaria do nimero complexo z. Isto permite que a cada ponto no plano corresponda um
nimero complexo e vice versa. E essa representacdo também permite que um numero
complexo possa ser interpretado como um segmento de reta direcionado, ou vetor, partindo
da origem ao ponto (a, b).

Complexo conjugado

A reflexdo em relacdo ao eixo x de um numero complexo é chamada de complexo
conjugado do numero. O efeito produzido é de alterar o sinal da parte imaginaria do
numero. Sendo z = a + ib, o complexo conjugado de z é escrito como z* ou Z é dado por:

z¥=a—1ib



Valor absoluto

O valor absoluto, ou médulo, de um nimero complexo z = a + ib é definido como:

|z| = |a + ib| = +/a? + b?

Geometricamente, o médulo de z é o comprimento do vetor z.

Representagdo polar

Se r e 6 sdo as coordenadas polares do ponto que representam um numero
complexo z, onde r = 0, entdo:
x =rcosf, y =rsinf
Assim, um numero imagindrio pode ser escrito como:

z=r(cosf + isinf)

O raio r é dado pelo mddulo de z. E o angulo 6, chamado de argumento de z, escrito
como arg(z), é dado por:

tan @ =X

z=a+ib

¥

Figura 2: Representagdo polar

Formula de Euler

A forma polar de um numero complexo z pode ainda ser rearranjada e escrita como
uma exponencial. Isto é demonstrado usando a expansdo em serie de Taylor das funcbes
seno, cosseno e exponencial. Omitindo os detalhes, a expressao final tem a seguinte forma.

z=rel®

Que é conhecida como férmula de Euler.

10



Teorema de De Moivre

Sez, = rleigl ez, = rze“92 temos

212, = 11ry{cos(6, + 0,) +isen(6; + 0,)}

zZ; T
e —1{cos(91 —6,) +isen(6; —0,)}
Z, T

Generalizando

Z1Zy * Zy =11y - Tp{cos(0; + 0, +- +6,,) +isen(6; + 0, ++- +6,)}
Esez =2z, =z, =z tem-se
z" = {r(cos(@) + isen(6))}* = r"(cosnd + i sennf)

Isto d4 uma nova maneira de interpretarmos o porqué do produto de dois nimeros
reais negativos ser um numero real positivo.

(—a).(=b)=ab
z; = —a = ae'”, z, = —b = be'™
2,2, = abe!™*™) = gphe?™ = gp

Nisto podemos perceber a multiplicacdo de dois niumeros reais negativos como
sendo girados duas vezes por um angulo de m radianos, fazendo com que o produto deles
continue no eixo real, mas em sentido contrario. Este resultado é compreendido muito bem
sem apelarmos para as técnicas desenvolvidas para estudar nimeros complexos, mas
mostra como o surgimento de um paradigma superior pode revelar maneiras de
compreender detalhes despercebidos anteriormente.

Sistema nao ordenado

Dois numeros complexos z; e z, ndao podem ser comparados, ou se diz que o
conjunto de numeros complexos ndao é ordenado como é o dos numeros reais. Isto significa
gue a expressao z; > z, nao tem sentido. Entretanto, uma vez que o valor do mddulo de

nimeros complexos é um numero puramente real, pode-se compara-los, podemos dizer,
por exemplo, que,

|z1| > |z,

11



VARIAVEIS COMPLEXAS

Quando z denota qualquer um dos numeros de um conjunto S de numeros
complexos, nés chamamos z de uma varidvel complexa. Se existe uma correspondéncia de
cada valor de z em S ao valor de uma segunda varidvel complexa w em um segundo
conjunto S’, entdo w é a funcdo da varidvel complexa z no conjunto S:

w = f(2)

.il.}:‘ “t_':l

-
-

Plano z x plano w u

Figura 3: Regido S no plano z transformada para a regido S' no plano w pela fungdo w=f(z)

O conjunto S é chamado dominio de definigdo da fungdo f(z). Cada valor de z
corresponde a um valor f(z) em S, a totalidade dos valores f(z) correspondendo a todos
os z em S constitui o que é conhecido como imagem da funcdo w. Existem casos que um
Unico valor de z pode corresponder a mais de um f(z), como por exemplo f(z) = z/2.
Para evitar que isto dificulte o estudo das fungdes podemos sempre separa-las em ramos,
onde a correspondéncia é univoca em um dominio especifico. Em geral, por motivo de
conveniéncia, apenas o ramo primdrio é considerado, a menos que o contrario seja
explicitamente admitido.

Da mesma maneira que operag¢des elementares com numeros complexos resultam
em outro numero complexo como a soma de uma parte real e uma imagindria, a forma
explicita de uma fung¢do f(z) também pode ser representada como a soma de uma parte
real e outra imaginaria. As fungdes x = Re(z) e y = Im(z) sdo fungGes reais da varidvel
complexa z. Se u e v sdo quaisquer duas funcdes reais das varidveis reais x e y, entao u + iv
é uma fungdo de z. Por outro lado, cada fun¢do f(z) dada tem componentes reais e
imaginarios especificos que s3ao func¢des reais de x e y. Se u e v denotam estas
componentes, entao,

f(@) =ulxy) +iv(x,y)

12



Limites

Seja f(z) uma fungdo definida em todos os pontos numa vizinhanga de z = z,,
exceto talvez no préprio ponto z,. Dizer que o limite desta fun¢ao, quando z tende a zy, é um
numero wy, significa que o valor f(z) da funcdo se aproxima arbitrariamente do valor wy,
guando a vizinhanga do ponto z = z; é feita suficientemente pequena.

lim f(z) = w,
Z—>Zg

Uma forma precisa de expressar esta definicdo é feita da seguinte maneira.
|f(z) —wy| < € sempre que |z — z5| < &

Graficamente, esta definicdo requer que para cada numero positivo € algum nimero
positivo § existe, de maneira que todos os pontos z, exceto talvez z,, interiores ao circulo
|z — zy,] = & no plano z tenham pontos imagem w = f(z) confinados no interior do circulo
|[w —wqy| = € no plano w. Note que todos os pontos imagem devem pertencer a vizinhanga
lw —wy| < €; eles ndo precisam constituir a vizinhanga inteira.

Uma fungdao complexa w = f(z) pode ser descrita pelas suas componentes reais e
imaginarias f(z) = u(x,y) + iv(x,y), que sdo fungdes puramente reais de duas variaveis. E
uma vez que estes limites sdo tratados em calculo de fungdes de duas varidveis, as suas
definicdes e propriedades também valem no contexto de varidveis complexas.

A expressdo para o limite lim,_,, f(z) = w, pode ser reescrita em termo das

componentes u(x,y) ev = (x,y). Assim sendo, temos que:

lim f(z) = wy = ug + iv,
Z>Zg

é satisfeita se, e somente se,

limx—-x, u(x, y) =Uy € limx—x, v(x, y) =7y
Y-Yo Y=Yo

Continuidade

Uma fung¢do f(z) é continua em um ponto z, somente quando as trés seguintes
condi¢des sao satisfeitas:

1. f(z,) existe,
2. lim,, f(2) existe,

3. 1imz—>zo f(Z) = f(ZO)
Como consequéncia dos teoremas fundamentais sobre limites, se duas funcdes sdo

continuas, suas somas e produtos também serdo continuos. O quociente é continuo
exceto para os valores de z que anulam o denominador.

13



A derivada

Seja z qualquer ponto em uma vizinhanga de z,, e esta regidao esta dentro do dominio
de definicdo de uma fungdo f. A derivada f’, ou df /dz, de f em z, é definida pela
expressao,

oy = tim [ DS G)

VAR AS Z— Z

se o limite existir.

Férmulas de diferenciagao

Seja ¢ uma constante complexa, e w uma func¢do cuja derivada w'(z) existe; ent3o,

d d
E(C)=O, —(Z):l

dz
d( )= dw
e cw —ch.

Se as derivadas w;'(z) e w,'(z) de duas fungdes w, e w, existem, entio,
d ! li
E(Wl +wy) = wi(z) + wy'(2)
a7 (wywy) = wy (2w, (2) + wy'(2)w, (2)
esew,(z) # 0,

dw _ w2 (2w (2) — w1 (2)w,'(2)
dzw, [w2(2)]?

Se n é um numero real positivo, entao,

4 (z™) = nz"1
dz

e se z # 0 esta férmula também é valida quando n é um negativo.

14



As condicoes de Cauchy-Riemann

A derivada de fungbes complexas obedece a restricdes mais severas que as funcdes
reais. Isto ocorre pela necessidade dela existir independente do caminho que o limite para
Z, € tomado. O resultado desta restricdao é uma relagdo entre derivadas parciais e € um
conceito fundamental em calculo complexo a partir do qual varios resultados decorrem. Por
isto vejamos em detalhes nos calculos abaixo como chegamos nestas rela¢des, chamadas
condigdes de Cauchy-Riemann.

Sejam:

Zo = Xo + 1Yy, Az = z — z,, f(2) =ulx,y) +iv(x,y), f'(zo) =a+ib,
Af = f(zo+A2) — f(z9), Au=u(x+Ax,y+ Ay)—u(xy, o),
Av = v(x + Ax,y + Ax) — v(xg,Y0)
Entdo

_Af o Au+iAv
lim — =

im ———=a+ib
Az—-0 Az  Az-0Ax + iAy

Isto implica que

lim R (Au + iAv) _
% \ax +iny) T
y=Yo

e
lim I Au +iAvy
xR (Ax + iAy) a
Y=Yo

Em particular, quando Ay = 0, entao, Az = Ax. As duas equagdes acima se reduzem a
limites de fungdes de uma unica variavel x e segue que

u(xp + Ax, o) — u(x0,¥o)
m =a
Ax—0 Ax

m v(xo + Ax, y) — v(x0, o) _

Ax—0 Ax b

Isto é, du / 0x e dv / dx existem no ponto (X, V,) €

15



u v
a:a e &=b em(XO;YO)

De modo analogo, quando Ax = 0, entao Az = iAy, tem-se

v(x0, Yo + Ay) — v(x0,Y0), —a

I
A;lzr—r>lo Ay
. ulxg,yo + Ay) —u(xo,¥o),
lim =b
Ay—0 —Ay
Assim as derivadas parciais em relagdao a y existem, e
ov du
@za e Ez—bem(xo,yo)

Para o limite existir, ele ndo deve depender do caminho que é tomado para se
aproximar ao ponto em questdo. Portanto as derivadas obtidas pelos dois caminhos
escolhidos acima devem ser iguais. Isto implica no seguinte par de equagdes.

au_av au_ v
ox dy ¢ dy  ox

Equagdo 1: Condig¢Ges de Cauchy-Riemann

Uma vez que f'(z) = a + ib, as equag¢des obtidas acima permitem escrever duas
formas uteis para a derivada de f

,()_au+_av_av ou
fz_ax lax_ay lay

Assim, a importante conclus3o é que se a derivada f'(z) da fungao f = u + iv existe
no ponto z, entdo as derivadas parciais de primeira ordem, com respeito a x e y, de cada
componente u e v devem existir neste ponto e satisfazerem as condi¢cdes de Cauchy-
Riemann.

Fungdes analiticas

Uma fungdo f da varidvel complexa z é analitica no ponto z, se a sua derivada f'(z)
existe ndao apenas em z, mas em um todos os pontos z em uma vizinhanga de z,. E é
analitica em um dominio do plano z se ela é analitica em todos os pontos deste dominio.

16



Uma funcdo inteira € uma que é analitica em todos os pontos do plano z. Se uma
funcdo é analitica em todos os pontos na vizinhanga de z, exceto no proprio z,, entao z, é
chamado de singularidade da funcao.

Se duas fungdes sdo analiticas em um dominio D, a sua soma e o seu produto
também sdo fungdes analiticas em D. E o seu quociente também é analitico em D se a
funcdo no denominador ndo se anule em D. Fung¢des compostas também sdo analiticas se as
suas constituintes sao analiticas.

Fungdes harmoénicas

Quando uma fungdo f = u + iv é analitica em algum dominio D vale que para todos
os pontos do dominio as condi¢des de Cauchy-Riemann,

au__av au__ dv
ox dy’ dy  ox

E partindo delas podemos derivar a primeira em relagao a x e a segunda em relagdoa y e
obter,

2%u  0%v 0%u 9%v

oxZ oxdy’ dy? dyox

Com o cdlculo integral de varidveis complexas é possivel mostrar que se uma funcado
f é analitica entdo as derivadas parciais de u e v de todas as ordens existem e sdo fungdes
continuas de x e y. Isto garante que as equagles acima existem, e, além disso, como as
derivadas cruzadas sdo iguais temos que em todo o dominio D vale o seguinte,

0°u  0%u

+-—=0
dx?  0y?
em um processo analogo também obtemos,

0%v  0%v

oz T a2 =0

Estas sdao equacgdes diferenciais parciais de Laplace nas varidveis independentes x e
y. Qualquer fungdo que tenha derivadas parciais de segunda ordem continua e que
satisfazem a equacdo de Laplace sdo chamadas de fun¢des harmonicas. Os cdlculos
apresentados acima mostram que quando f = u + iv é analitica, u e v sao harmonicas.
Além disso u e v sao chamadas de fung¢bées harménicas conjugadas. E quando uma é
conhecida a outra pode ser determinada a menos de uma constante aditiva.

17



Fungdes conjugadas harmonicas

Supondo conhecida uma func¢do harmonica u podemos mostrar que a sua
conjugada harmonica existe e encontrar uma forma explicita pra ela. Primeiro, com a ajuda
das condi¢bes de Cauchy-Riemann escrevemos a diferencial dv.

O lado direito desta equacdo mostra que dv é uma diferencial exata, se

d ( 6u> 0 (6u>
ay\ ady) odx\ox/
O que é verdade, uma vez que u é harmonica por hipdtese e assim satisfaz a equagao
de Laplace. Isto garante que o valor da integral de linha abaixo independe do caminho.

(CANY) x ¥ ou xl’ I ou x’, ,
f dv(x,y)=f [— ( ,y)dx’+ ( ,y)dy’
(X0, ¥0) (X0, Vo) ay ox

Onde o ponto inicial (xy, y,) é arbitrdrio e determina a constante de integragdo
puramente real c. Assim a temos a funcdo v determinada em termos de u pela seguinte

expressao.

(x, ¥) ou .X’, / ou xl’ I

vy = | 5 =

(X0, Y0)

Interpretagao geométrica das fungdes conjugadas harmonicas

Dada uma fun¢do de duas varidveis u(x,y) podemos definir curvas de niveis
correspondentes a uma constante k escrevendo u(x,y) = k. E como sobre estas curvas de
nivel a fungdo u(x,y) produz um resultado constante, a diferencial de u(x,y) sobre as

curvas de nivel é nula.
du=20

A diferencial de u(x, y) pode ser expresso em fungdo das derivadas parciais de u em
relacdo a x e y e as diferenciais dx e dy,

18



Esta expressao pode ser escrita, em notagao mais compacta, como o produto escalar

entre o gradiente de u e o elemento diferencial em duas dimensdes dl.
Vu.dl =0

R

Num ponto (xg,V,) sobre a curva de nivel u(x,y) =k, dl é um vetor tangente a
curva e a expressao acima revela que o gradiente de uma fungdo é perpendicular a prépria
funcao.

Tratando-se de uma fungdo analitica num dominio onde f'(z) # 0 e u(x,y) é a parte
real e v(x,y) a parte imaginaria de f(z). Temos como foi confirmado acima para qualquer
funcdo real de duas varidveis, que o gradiente Vu é perpendicular au e o gradiente Vv é
perpendicular a v. Assim vamos prosseguir investigando o efeito de calcular o produto
escalar desses gradientes,

ou ou )(617 ov ) B Judv Jduodv

Vu.sz(a—l ay’) \ox ay _aax dy dy

Mas pelas condi¢des de Cauchy-Riemann

Jdu _ dv Jdu _ v
dx  dy ¢ dy  ox
temos

Vo T = auc')u auau
wyv= c’)xay c')yc')x

E se o gradiente das funcbes conjugadas harmonicas sdo perpendiculares entre si
segue que as proprias funcdes também sao.

Como exemplo da ortogonalidade das fung¢des conjugadas harmonicas, vejamos o
que ocorre com a fungdo complexa f(z) = z2. Notamos primeiramente que f(z) tem suas
partes reais e imaginarias sendo u = x? —y? e v = —2xy. Obtemos curvas de niveis
quando igualamos as fungdes u e v as constantes a e f3, respectivamente. Estas curvas tem
a forma de hipérboles, e estdo representadas na figura 4. As curvas mais escuras
correspondemau = @ eas maisclarasav = f3.
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Figura 4: Ortogonalidade de fungdes conjugadas harménicas

Para cada valor das constantes a e 5, hd uma curva correspondente, que sdo
idénticas em forma, mas variam em posicao. Nota-se que em todos os pontos de interseccdo
entre as curvas de niveis, os dngulos e as retas tangentes a elas sdo ortogonais.

Quando fung¢bes complexas sdo usadas para descrever problemas fisicos este
resultado é particularmente util, pois podemos utilizar estas duas familias de curvas de
niveis para representar linhas equipotenciais e linhas de forgas. Em eletrostatica, por
exemplo, se elegermos a familia de curvas de nivel u=a para descrever linhas
equipotenciais as linhas de forca poderiam ser automaticamente representadas pela familia

v=_.
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TRANSFORMAGCOES DE REGIOES

Funcles reais sdo caracterizadas pelo modo como transformam os pontos do seu
dominio para seu contradominio. Uma funcdo é definida por uma regra de como
corresponder um conjunto de pontos a outro conjunto. Uma funcdo pode ser
convenientemente representada por um grafico e a representacdo grafica é util para se
perceber o comportamento geométrico da funcdo. A construcdo do grafico é usualmente
feita através de um sistema de eixos orientados e ortogonais. No caso de uma funcdo de
uma variavel real, o grafico é feito da seguinte maneira: cada ponto do seu dominio é
representada em um dos eixos, costumeiramente o eixo x, e cada ponto correspondente do
contradominio é identificado no eixo y e dessa maneira obtém-se uma colecdo de pontos
criando o gréfico. Nos trechos onde a fung¢do é continua nota-se que o grafico é
representado por uma curva plana e suave. Uma fun¢ao de duas varidveis reais tem o gréfico
num sistema de trés eixos orientados e mutuamente ortogonais. Os eixos x e y sdo
tradicionalmente reservados ao dominio, e o eixo z ao contradominio. Assim o grafico se
torna uma superficie tridimensional.

Para fungBes complexas, ha uma dificuldade em se produzir um grafico. Porque
necessita-se de duas dimensdes para representar o dominio da fun¢do e mais duas para o
contradominio. Visto que ndo temos como representar quatro eixos mutuamente ortogonais
graficamente, opta-se por adotar dois planos independentes para a representa¢ao do
comportamento geométrico da funcdo. Um dos planos é destinado ao dominio, chamado de
plano-z, e o outro ao contradominio, plano-w. O plano-z tem um eixo para a parte real da
variavel complexa (eixo-x) e outro eixo ortogonal ao eixo-x para a parte imagindria (eixo-y).
De forma analoga, o plano-w tem um eixo para a parte real do contradominio (eixo-u) e
outro para a parte imaginaria (eixo-v), tudo de acordo com a definicdo de funcdao complexa.
A natureza de uma funcdo de varidvel complexa pode ser percebida graficamente pela
maneira como ela transforma uma determinada regido do dominio de um plano complexo
para a regido do contradominio correspondente.

Transformacgoes por fungdes complexas

O conjunto de equacoes,

u=u(x,y), v=v(xy)

define uma transformagdo entre os planos uv e xy. Da teoria de transformagdes de regides
sabe-se que para garantir que a transformacao seja biunivoca o jacobiano da transformacao
deve ser ndo nulo, ou seja,

du du
d(wv) |ox ay| ouov oduov
_— = — =0
d(x,y) |0v dv| dxdy dyox

dx Jdy
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Quando u e v sao as partes reais e imaginarias de uma funcdo analitica podemos utilizar as
condicbes de Cauchy-Riemann, apresentadas na pagina 15. Desta forma o jacobiano da
transformagdo pode ser expresso como

10u  du
o(w,v) ox @ _Ou (au) ( 6u> du
a(x,y) dv dv ~ Ox \ox dy/ oy

dx dy

_ (6u>2 N (6u>2 _ |9u N du
-~ \ox ay)  lox lay

Assim, uma transformagdo associada a fungdo complexa f(x +iy) =u(x,y) +

2
=If'@)|

iv(x,y) é biunivoca em regides onde f'(z) # 0.

Seja uma fungdo analitica w = f(z) em uma regido S onde f'(z) #0, cuja o
contorno é C. Podemos descobrir a regidao transformada no plano w determinando apenas
como o contorno C no plano z se transforma no contorno C’ no plano w. Pois assim a regido
S’, que é interior ao contorno C' é automaticamente determinada.

Para cada caso existe uma estratégia mais vantajosa para descobrir a transformacao
do contorno. Dependendo da natureza da geometria do contorno e da natureza da funcdo,
podemos usar coordenadas cartesianas ou polares, usar equag¢des paramétricas também
pode facilitar a transformacdo. Vejamos como duas regides especificas sdao transformadas
pela mesma fungdo w = z2. A primeira regido é uma se¢do de angulo 8, do circulo de raio
i0

7o. Neste caso coordenadas polares sdo convenientes. Seja z = re'” e w = pe'¥ um ponto

arbitrario do plano z é relacionado no plano w por,
w = i — ..2,2i0
=pe'? =r‘e

Isto demonstra que o raio original é levado ao quadrado e a se¢do de angulo é duplicada
quando transformado para o plano w. Assim a imagem de qualquer ponto (7, 8) é o ponto no plano
w cujas coordenadas polares sdo p = r% e ¢ = 26.
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Figura 5: Transformag&o de uma secio circular pela fungio f(z) = z2

Em coordenadas cartesianas w assume uma forma que facilita a
transformacdo de outro tipo de regido.

w=2z2=(x+iy)?=x?—y?+i2xy

2 2

u=x*—-y* v =2xy

Quando temos u e v constantes, a regido no plano w é um retangulo. Mas u = a,
com a constante, equivale a x> — y?2 = a e v = b, com b constante, equivale a 2xy = b.
Que sdo as equacgdes de hipérboles. Assim a regido no plano z que produz este retangulo no
plano w é contornada por hipérboles.

Y

" J

-
k7a

NI

Figura 6: Transformag3o de hipérboles em retas pela fungdo f(z) = z2

Assim fica evidente que a mesma transformacio, f = z2, nos dé figuras diferentes
para diferentes regides de partida.

Tabela de transformagdes de regides por fungdes complexas elementares

Para transformar regides quaisquer em regides desejadas, precisamos escolher uma
funcdo apropriada. A escolha da funcdo adequada pode ser uma tarefa dificil. Muito
parecido com o que ocorre com integracdo de fungdles, existe uma tabela onde
transformacdes por funcGes complexas sdo catalogadas. Assim consultando as figuras de
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uma tabela, podemos escolher a funcdo apropriada e ajustar as constantes de acordo com
os parametros da regido inicial.

As figuras abaixo sdo uma selecdo modesta que formam uma tabela de
transformacodes de regides por funcdes complexas.

}’l ’ii’l
\A,
D A \\
f(z) =2z*
o
: 2 [ B’
k --.'1' Dl cl I hﬁ
Figura7: f(z) = 2%, 0<x<ky20, p=pm—
'|.‘:|'
b "B 1”‘
1
f[z:] = —
it -
* u

z D'
L6 o
C A A
K

Figura8: f(z) =1/z
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Figura9: f(z) = 1/z

Figura 10: f(z) = e*

Figura 11: f(z) = e*
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Figura 13: f(z) = senz
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Figura 14: f(z) = senz
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Figura 15: f(z) = senz
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Figural6: f(z) =z+1/z

Estes sdao apenas alguns exemplos de regides transformadas por fungdes
elementares. Existem tabelas mais completas disponiveis onde sdo listadas regides de
geometrias diversas transformadas em outras mais convenientes. Em geral procuramos
transformar regides complicadas em regides mais simples de maneira que o problema possa
ser mais facilmente estudado, como por exemplo, a regiao final sendo planos, semi-planos
ou circulos.
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TRANSFORMAGOES CONFORMES APLICADAS A FiSICA

Para compreendermos um fend6meno fisico devemos ser capazes de enunciar os seus
principios em termos claros e precisos. Mas esta analise qualitativa é apenas uma explicacao
parcial, pois uma teoria deve oferecer uma maneira de como as grandezas envolvidas se
relacionam numericamente para ser completa. Assim as equag¢des sdao uma ferramenta
indispensavel, pois cumprem justamente este papel. E ainda, se ndo soubermos estuda-las
guando elas sdo aplicadas a um problema especifico, elas ndo servem para muito. Por isso é
essencial que saibamos compreender como as propriedades do problema sdo descritas pelas
equagdes, e como resolver estas equagdes para podermos ter compreensao nao apenas de
cada problema especifico, mas também dos principios que os regem.

Isto motiva o estudo de equacdes diferenciais, que sdo as equagdes que expressam
como taxas de variagdes de grandezas envolvidas se relacionam nos problemas. Dificilmente
alguém pode superestimar a importancia que estas equagbes exercem em fisica, pois elas
sdo amplamente empregadas e atuam tdo fundamentalmente que é até mesmo absurdo
imaginar estudar fisica sem elas. Assim ao longo da Histéria, varios métodos para resolver
equacdes diferenciais foram criados, cada um com vantagens particulares.

Seguindo a proposta deste trabalho, vamos estudar uma categoria particular de
problemas usando o cdlculo de varidveis complexas, especificamente através do que é
conhecido como transformagdes conformes. Este método possui a desvantagem de ser
limitado. Ele se aplica apenas para situa¢des bidimensionais e para problemas conhecidos
como do tipo Dirichlet e Neumann. Mas ainda assim ele é um método muito pratico
comparado com outros e em muitos casos produz uma solucdo de forma fechada, ao invés
de uma serie infinita como geralmente acontece. E ainda possui uma estrutura que oferece
novas maneiras de interpretarmos e compreendermos a natureza.

O que torna o uso das transformagdes conformes Uteis para abordar problemas
fisicos sdo trés teoremas. Eles tornam o modo como o problema é abordado legitimo.

O primeiro garante que existe uma transformacao inversa, e ela é Unica. Sendo que a
transformacdo é biunivoca decorre que o conjunto de transformag¢des de pontos u =
(x,y) ev = (x,y) entdo existe apenas uma transformagdo inversa x = (u,v) e y = (u,v)
que relaciona cada ponto (u, v) de volta a (x, y).

O segundo que uma funcdo que é harmoénica em uma vizinhanca do plano z
permanece harmonica transformada no plano w. Entdo problemas que originalmente
envolvem equacdo de Laplace continuam obedecendo a equacdo de Laplace no plano w.

E o terceiro teorema garante que condi¢des de contorno da forma de curvas de niveis
ou derivada normal nula permanecem inalteradas sob transformac¢des conformes. Isto
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significa que os problemas de Dirichlet e Neumann ndo se descaracterizam quando sdo
transformados por uma funcdo analitica.

Estes trés teoremas permitem aplicarmos um protocolo para abordar um problema
dificil devido possuir uma geometria inconveniente. Primeiramente o problema é
transformado para uma forma onde a geometria se torne mais simples. Depois disso, ele
entdo, estando na forma transformada, pode ser mais facilmente resolvido. E no ultimo
passo utilizamos esta solugdo obtida para obter a solugao do problema original, utilizando a
inversa da fung¢do de transformacao.

Transformagdes conformes
As transformacdes conformes sdo uma ferramenta de grande utilidade, vejamos em
detalhes como elas sao definidas e como podemos entendé-las antes de aplica-las.

Transformagdes conformes sendo definidas como transformagdes que preservam o
angulo entre duas curvas que se interceptam em qualquer ponto dentro de um determinado
dominio. Examinando a mudang¢a em dire¢do de curvas no ponto z, sob uma transformacgao
w = f(z), onde a fungdo é analitica neste ponto e f’(z,) # 0, nota-se que ha uma rotacao
pelo angulo arg[(f’(zy)]- Uma vez que este angulo é determinado unicamente pela fungdo
f, quando duas curvas que se interceptam no ponto z, sdao transformadas para o plano w,
elas sdo cada uma rodadas pela mesma quantidade arg[(f’(zy)]. Assim, o angulo entre duas
curvas no plano z é o mesmo angulo entre as curvas transformadas no plano w, ou seja, o
angulo é preservado. E desta forma temos que a condi¢do para que transformacgées por
funcbes complexas sejam transformagdes conformes é que a fung¢ao deve ser analitica e a
sua derivada nao se anule.

As transformac¢Oes aumentam distancias de linhas pelo fator aproximado de |f'(zo)].
A imagem transformada de figuras pequenas perto de wg se tem aproximadamente o
mesmo formato da figura original. O coeficiente de amplificacdo |f’(zo)|, assim como o
angulo de rotacdo arg[f’(zo)], varia de ponto a ponto. Figuras grandes podem se tornar
figuras que nao tem semelhanc¢a com a original.

Uma vez que a tabela de transformacdes de regiGes apresentada na pagina 23 é feita
por funcbes elementares, e as fun¢bes elementares sdo analiticas, todas descrevem
transformacdes conformes em regides onde as derivadas sdao ndo nulas. Assim, todas elas
podem ser exemplos de transformacdes conformes, naturalmente tendo como propriedade
o fato de preservarem o angulo de curvas dentro de dominios onde a derivada é ndo nula.

Existéncia e unicidade dos problemas de Dirichlet e Neumann.

Num problema fisico descrito por equacdes diferenciais teremos sempre condicdes
extras que devemos impor nas solucdes das equacoes. Estas restricbes estdo relacionadas
com a maneira de como o problema estd configurado e podem ser identificadas quando nos
atentamos para alguns detalhes como paridade da solugao, finitude da solucao, valores que
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devem permanecer fixos ao longo de contornos, valores que o sistema tem antes de ser
permitido evoluir sem influéncias externas, restricdes que as leis que regem estabelecem.

Matematicamente, estas restricdes sdo conhecidas como condi¢cdes de contorno e
guando elas sdo consideradas na obtencdo da solucdo da equacdo diferencial o problema é
dito problema de contorno. O efeito operacional que as condi¢des de contorno acarretam é
a determinagdo de constantes arbitrarias proveniente das equacdes diferenciais.

Evidentemente é impossivel haver dois regimes de evolugdo para um sistema fisico,
ou experimento. Assim devemos esperar que a solu¢ao de problemas de contorno deva ser
Unica. A demonstra¢do que uma Unica solucdo de problema de contorno existe é uma tarefa
matematica, mas a determinacdo deste fato ndo é de interesse puramente matematico.
Uma vez que a unicidade da solucdo é estabelecida podemos recorrer a métodos diversos
para achar uma solucdo que satisfaca a equacado diferencial e as condi¢des de contorno que
regem o problema. Quando isto é feito, independente do método usado, sabemos com
certeza que a solucdo obtida ndo é qualquer, mas é exatamente a solugao procurada. Como
exemplo, temos o método das imagens em eletrostatica onde a solucdo do problema é
obtida considerando uma configuracdo diferente da original, mas como ela tem condicGes
de contorno idénticas, a solucdo vale para o problema original também.

Vejamos como os problemas de Dirichlet tem soluc¢do Unica. Basta determinarmos
uma fung¢do harmonica ¢ em uma regido R que tenha um valor prescrito ¢ = f(x,y) sobre
a fronteira da regido. Vamos comegar supondo que existam duas solugdes ¢, e ¢,. Entdo
cada uma delas satisfaz a equacdao de Laplace e naturalmente satisfazendo a mesma
condi¢do de contorno.

92 92
%+Wq)zl= OemReq@,=f(x,y)sobreC
92 92
0;2 + 0;022 =0emRe ¢, = f(x,y) sobre C

Definindo uma nova fung¢ao como a diferenga entre ¢, € ¢,, G = @1 — @,

626+626—0 ReG = 0sobreC
ox T oy = emReG = 0sobre

Partimos do teorema de Green.
fpd +0d ﬂ (aQ ap)
x = — =
c Y= g \ox "3y
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Como G = 0 no contorno C, a integral do lado esquerdo da igualdade é nula. E
identificando a primeira expressao entre parénteses no lado direito da igualdade como a

I (25 vt =

Isto implica que G deve ser constante em relagdo a x e y na regidao R. E ainda como o

equacao de Laplace, temos.

valor de G no contorno C é nulo por continuidade, a G deve ser nulo em toda a regidao R. O
que significa que a suposi¢do de as solugdes @, e @, serem diferentes é absurda.

Também pode ser demonstrado que problemas de Neumann, onde a derivada
normal é prescrita no contorno da regido, também tem solugdes Unicas a menos de uma
constante aditiva arbitraria.

Grandeazas fisicas representadas por varidveis complexas

Escoamento de fluidos, eletrostatica e fluxo de calor sdo exemplos de problemas
fisicos que sdao regidos pela equacdao de Laplace e as fun¢des complexas podem ser
empregadas para aborda-los. Apesar de cada um desses casos terem interpretagdes fisicas
diferentes, o tratamento matemadtico é idéntico. Basicamente o problema é resolvido
guando se encontra o que é conhecido como func¢do potencial, pois uma vez conhecida,
podemos deduzir outras propriedades do sistema.

Vamos primeiro analisar como podemos manipular funcGes complexas para,
convenientemente, descrever propriedades fisicas de interesse e depois identificamos como
esses resultados se relacionam com problemas especificos.
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A equacdo de Laplace que rege um potencial garante que esta funcdo potencial, @, é
harmonica. Sendo assim, deve haver uma fun¢do harmoénica conjugada ¥ que permite
definirmos uma funcao analitica £2 tal que,

N(z)=d(x,y) +i¥(x,y)

e derivando a fungao 2 em relagdo a z e empregando as condi¢des de Cauchy-Riemann para
escrevé-la em termos de derivadas de @ somente, obtemos,

dn Q()__a¢ Y 9 30
dz Y Yox T ox lay'

Tomando o complexo conjugado desta expressao identificamos esta outra nova expressao
como tendo uma forma muito semelhante ao gradiente de @, apenas ndo na notacao
vetorial usual.

GD 6<D

(d.(z
@

2 - @@y =2

Deste modo, sempre que tivermos um problema envolvendo algum potencial que
satisfaz a equacao de Laplace, podemos calcular o seu gradiente utilizando esta expressao.

A fungdo conjugada harmonica ¥ ndo aparece na expressao andloga ao gradiente de
@, ela apenas aparece num processo intermedidrio para encontrarmos esta expressao. E
mesmo analisando o processo de obtencdo de ¥ ndo obtivemos nenhuma interpretacao
fisica para o seu significado. Mas como foi explicado anteriormente, quando funcdes
conjugadas harmonicas sao postas na forma de familias de curvas a um parametro estas
curvas sdao sempre ortogonais. Assim dadas duas constantes a e [ definindo duas curvas de
nivel,

Px,y)=a ¥y =p

o valor de @ sobre a curva de nivel deve corresponder ao potencial constante a e dai vem a
motivacdo de chamarmos estas curvas de niveis de curvas equipotenciais. Por outro lado,
como as curvas de nivel ¥ sdo perpendiculares as de @ temos a motivacao de perceber que
ela deve descrever alguma mudanca onde a diferenca de potencial € maxima, e isso motiva
o nome de curvas de fluxo.

O comportamento de qualquer potencial - e as suas fun¢Bes associadas descritas
acima - que satisfaz a equacdo de Laplace deve ter essas caracteristicas gerais. Mas cada
problema fisico que pode ser descrito por funcdes harmobnicas tem significados ligeiramente
diferentes e nds devemos nos atentar a esses detalhes. A tabela abaixo relaciona funcdes de
varidveis complexas com grandezas fisicas que elas podem representar em eletrostatica,
escoamento de fluidos e fluxo de calor.
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Eletrostatica

Escoamento de

Fluxo de calor

fluidos
d(x,y) Potencial Potencial da Temperatura
eletrostatico velocidade
N(z) Potencial Potencial Temperatura
complexo complexo complexa
') Campo elétrico Velocidade Fluxo complexo
complexo complexa
Y(x,y) Linha de fluxo Linha de fluxo Linha de fluxo

Tabela 1: Relagdo de grandezas fisicas com fungdes complexas.
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EXEMPLOS

Primeiro exemplo

Determinar a temperatura estacionaria de um material plano e semi-infinito cuja
temperatura da base é mantida constante por dois reservatérios térmicos as temperaturas
constantes T, e T; como indicado na figura.

Y}

g
Ty Ty

-
x

Figura 17: Temperatura no semiplano superior.

Por conveniéncia, o eixo y é escolhido para separar a interface dos reservatérios com
o material onde desejamos determinar a temperatura. Este é um problema de Dirichlet para
o semiplano superior. Entdo, se determinarmos uma funcdo harménica que acomoda as
condig¢des de contorno, o problema estd automaticamente resolvido.

A funcdo A0 + B, onde A e B sdo constantes reais, € harmonica, desde que ela é a
parte imaginaria da fungdo analitica f (z) = Aln(z) + iB.

Em coordenadas polares o semi eixo x < 0 é descritopor8 =meox > 0 porf = 0.
Desta maneira podemos determinar as constantes A e B que fazem a fungdo A6 + B
descrever a temperatura do material no semiplano positivo,

To =mA+B
Tl = 0 + B
aonde,

To—T
A=2"1  B=T.
A

Disto decorre que a solucdo requerida é

To—T To—T
T=40+B=T; + 0 19=T1+ 0 1arctan(z)
s T X
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Segundo exemplo

Uma lamina semi-infinita (regido sombreada na figura 18) tem suas fronteiras
mantidas a uma temperatura constante. Determine o estado estaciondrio de temperatura.

74

T=T1

-
x
2 2
Figura 18: Faixa semi infinita.

A figura 13, da tabela da pagina 26, mostra que a regiao da figura 18 pode ser transformada
no semiplano superior do plano w, por meio da fungdo f(z) = senz. Para isto basta
ajustarmos os coeficientes da fun¢do f(z) para apropriadamente acomodarmos aos
parametros da figura, assim f(z) = sen(mz/a) leva a regido do problema para o semiplano
superior como a figura 19 representa,

‘)

Figura 19: Temperatura no semiplano superior do plano w.

A semelhang¢a com o problema anterior sugere o uso da fun¢ao A6, + B8, + C,onde A,B,C
sdo constantes reais pois ela é a parte imagindria da funcdo analitica,

f(z) =Aln(z+1) + Bln(z—-1) +iC
Para determinar A, B, C, observamos que:

o Tyvaleparau<—1,0u,60;, =meb,=m
e Tyvalepara—1 <u<1l,0u,8,=0e6,=m
e T,valeparau>1,0u,6;, =0e6,=0
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To=mA+nB+C
T,=0+nB+C

T,=04+0+C

C =T, B=(T),-T,)/m, A=(To—T)/m
Deste modo a distribuicao de temperatura para o semiplano superior w é dado por:

v

(To — Ty) v (T, — T3)
T(u,v) =A6, +B6, +C = Tarctan (u n 1) + - arctan( 1) + T,.

Para completar a resolucdo do problema, basta reescrevermos a solugdo acima nas
varidveis originais x e y. Com ajuda de identidades trigonométricas, podemos identificar as
partes reais e imaginaria de sen(mz/a),

f(z) = sen(nz/a) = sen(nmx/a) cosh(wy/a) + i cos(nx/a) senh(wy/a)
u(x,y) = sen(nx/a) cosh(my/a), v(x,y) = cos(mx/a) senh(my/a)

Reescrevendo u e v, a solucdo correspondente no plano z é

- (To — Ty) cos(mx/a) senh(my/a)
- arctan <sen(nx/a) cosh(my/a) + 1>
N (T, — T,)

aretan ( cos(mx/a) senh(my/a) ) ‘T,

sen(nx/a) cosh(my/a) — 1

Esta é a funcdo que descreve a temperatura estacionaria em funcdo da posicdo na
regido sombreada da figura 18. Julgando pela complexidade deste resultado parece que a
sua determinacdo por outro método seja inviavel.
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Terceiro exemplo

Dois planos infinitos e paralelos separados por uma distancia a, estdo a potencial
nulo. Uma linha com carga g por unidade de comprimento localiza-se entre os planos a uma
distancia b do plano inferior. Determine o potencial em qualquer ponto entre os planos.

}’1

]

& =0 0 o

Figura 20: Carga entre planos infinitos aterrados.

Para resolver este problema vamos usar o seguinte roteiro:

1. Escolher a funcdo que transforma a regido do problema no semi plano superior. E localizar
os contornos e pontos de interesse na nova regiao.

2. Resolver o problema utilizando o método das imagens.
3. Retornar as varidveis originais.

1 — A figura 10 da tabela de transformacdes de regides do capitulo 2 é a que transforma a

regido entre as placas no semi plano superior. Entdo usamos a funcdo e« para descobrir
como o plano superior, descrito por z = ia + x, é transformado para o plano w.

LLatx) o TX nx mx
w=e a =e¢eea =(cost+isinm)ea =—ea

u(x) = —e%, v=0
u(—o) =0, u(0) = -1, u(o) = —0

E o plano inferior, descrito porz = x

u(x)=ea, v=20

u(—o) =0, u(0) =1, u(oo) = o
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Alinha de cargaqgestaemz =ib
ibm b b
w=ea = cos(—)+isin<—)
a a
bm _ (bm
u = cos (?) v = sin (—)

")

b
sin (—) + e ] d
a
0 =0 BT h']'.-i-
Ccos (—)
a

Figura 21: Carga acima de um plano infinito aterrado.

Agora o problema foi modificado. Precisamos encontrar o potencial para todo ponto
. . b . .. (b
do plano superior (v > 0) com uma carga localizada no ponto wy = cos (771) + isin (7”)

Para isto usamos o método das imagens onde desconsideramos que o eixo u esta aterrado e
encontramos o potencial quando uma carga de mesma intensidade e sinal oposto de g se
encontra numa posicdo simétrica em relacao ao eixo u. Esta carga esta localizada no ponto
wy* que é o complexo conjugado de wy,.

Qu,v) = Dy, + Oy,

Empregando a lei de Gauss podemos encontrar o campo elétrico. Notemos que numa
superficie circular centrada na carga a componente normal do campo elétrico é constante e
a componente tangencial é nula.

fﬁ.ds?:Erffds:Er.Zn:qu

2q
ET - T
Tendo em vista que Eg = 0 entao, E=-Vo = —Z—ff, e assim podemos integrar
para obter que @ = —2qln(r) que é a parte real do potencial complexo 2(z) = —2qin(z).

E se a carga estivesse num ponto Zz, este potencial seria escrito como
N(z) = =2qln(z — zy).

Agora que encontramos esta expressdao podemos voltar ao calculo do potencial
N(u,v)
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w—wy"
.(2(u, U) = .Q(W) = 'QWO + QWO* = 2qln (W——VVO)
com

2y, = —2qln(w — wy), Dy = 2qln(w —wy")

nZz ibmt

Mas comow =ea ew, = e a , reescrevemos 2(w) em fungao de z.

mz  _ibmw
a —e a
Q(2) = 2qIn| —— 5z
ea —e a

E o potencial que procuramos é dado pela parte real de 2(2)

mz  _ibmw
a —e a
¢ =Re)2qin| — 3
ea —e a
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Quarto exemplo

Determinar como um fluido que escoa com velocidade constante se comporta
guando encontra um cilindro infinito de raio a.

Devido a simetria de translacao ao longo do comprimento infinito do cilindro, este
problema se torna efetivamente bidimensional. Podemos entdo simplificar a nossa analise
com uma escolha apropriada do sistema de coordenadas. Vamos alinhar o cilindro no eixo z
e colocar o seu centro na origem do plano xy. Assim temos uma vista da secg¢do transversal
como sendo um circulo C de raio a centrado na origem do plano xy.

7y

=¥

Figura 22: Secdo transversal de um cilindro de raio a.

Antes de o fluido atingir o cilindro ele se movimenta com velocidade constante V.
Entdo, vamos primeiro descrever através de fungdes complexas, o escoamento de um fluido
com velocidade constante, e depois estudar o efeito da perturbagdo causada pelo cilindro.
Se arbitrarmos que esta velocidade ocorre na direcdo positiva do eixo x podemos descrevé-
la como,

V(x,y) =V(z) =02 =V,
Integrando, obtemos o potencial que descreve o escoamento uniforme como,
N(z) =Vyz

Nas proximidades do cilindro, este escoamento é modificado pela perturbacdo
causada pelo cilindro. Esta perturbacdao pode ser descrita por uma modificacdo no potencial
complexo do escoamento com velocidade uniforme 2,(z) = Vyz (onde o sub indice u
significa uniforme). Vamos supor a existéncia de uma fungdo, ainda desconhecida, G(z) que
quando somada a fungdo £2,,(z) descreva exatamente o escoamento do fluido préximo ao
cilindro.

N(z)=02,2)+G(2)
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Podemos considerar que em regides afastadas do cilindro a perturbacdo é
negligencidvel e o escoamento volta a ser uniforme e isto equivale ao limite,

lim G'(z) = 0.

|z| >0

Além disso, o potencial complexo {2 deve ser tal que a linha de fluxo coincida com a
fronteira do cilindro C.

A identificagdo da fungdo G(z) é feita utilizando uma tabela de transformagdes
conformes. Consultando as figuras 7 a 16, podemos procurar uma regido exterior ao circulo
C que é levada a todo o plano w. E se estabelecermos que no plano w o potencial complexo
descreve o escoamento uniforme, 2 =Vy,w, comparando a fung¢ao analitica de
transformacdo, descobrimos G (z).

Consultando estas figuras, notamos que a numero 16 transforma o semiplano
superior z, externo a um circulo de raio a para o semiplano superior w. Apesar desta funcao
sé tratar do semiplanos superiores, ela ainda nos serve, pois podemos imaginar este
escoamento como dois independentes, cada um acontecendo num dos semiplanos. Esta
funcdo é dada por.

w=2z+—
Z
Assim,

a2
0N(z) =Vyw =V, (Z + 7)

a2
G(Z) = VO 7

Usando a forma polar z = re®®

ooa? a? a?
Nz)=d+i¥ =V, <rele +Tele> =V, <r +T> cos 8 + iV, (r —T>sen9

a? a?
&(r,0) :Vo(r+7>c059, Y(r,0) =V, (r—7>sen9

Podemos identificar as linhas equipotenciais e linhas de fluxo como sendo
respectivamente:

a? a?
Vo(r+—>cos¢9=a, V0<r——>sen9=,8
r r
Para ¥ = 0 ha duas possibilidades.
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a?
(r——>=0, senfd =0
T

O que implicaquer = a e = 0 ou . Assim a linha de corrente ¥ = 0 coincide com

o contorno C do cilindro, que estd de acordo com a suposi¢do que a fungdo G(z) deve
cumprir.

Derivando a fun¢do potencial em relagdao a z e tomando o seu complexo conjugado

obtemos a expressao equivalente ao gradiente, que no contexto de escoamento de fluidos é
conhecida como velocidade complexa.

a? a? . a? a?
0'(z) =V, (1 —Z—2> =V, <1 - T—Ze‘me) =V, (1 — 7 Cos 29) + iVOr—ZsinZH
Assim a velocidade do escoamento em torno do cilindro é dada por:
a? a?
@) =V, <1 — 7 oS 29) — il T—zsin 26

E guando o escoamento é observado em regides afastadas do cilindro equivale a
tomar r — co. E assim a expressao para a velocidade se reduz para o escoamento uniforme.
lim (2'(2))* =V,
T—00
Os pontos de estagnacdo acontecem quando a velocidade é nula.
Q@) =0

a2

V0(1—2—2)=0,ouz=aez=—a

=
Il
=+
|
i)
I
T

Figura 23: Linhas de fluxo e equipotenciais.
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CONCLUSAO

A representacdo de grandezas fisicas por nimeros complexos, apesar de ter uma
notacdo diferente da usual, e por isso talvez estranha a principio, tem no minimo duas
vantagens: A primeira é que o potencial complexo faz com que a identificagdo das curvas
equipotenciais e curvas de niveis seja claro e simples; a segunda vantagem é que a expressao
para o gradiente de um potencial complexo também tem uma forma natural. Considerando
gue diversos casos especificos em Fisica podem ser representados por funcdes complexas
estas vantagens ficam ainda mais relevantes.

Os problemas estudados neste trabalham foram facilitados por ser trivial se supor
funcdes harmonicas que satisfizessem as condi¢des de contorno prescritas. Este artificio faz
com que muito empenho em resolver equagdes diferenciais seja poupado. E esta economia
é vantajosa, pois tornar a matematica envolvida mais enxuta desta maneira é uma vantagem
em problemas onde ha uma situagdo mais complexa.
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