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Resumo

Este trabalho trata sobre calculo fracionario, equacoes integrais e diferen-
ciais fraciondarias. Primeiramente, foram mostradas defini¢oes e algumas im-
portantes propriedades relacionadas a representacao das integrais fracionarias
de Riemann-Liouville. Depois disso, sao definidas as derivadas fracionarias
nas representacoes de Riemann-Liouville e Caputo, bem como suas pro-
priedades. Usando essas propriedades e defini¢oes, comega-se o estudo das
equacgoes integrais e diferenciais fracionarias, as quais importantes resulta-
dos foram obtidos usando as func¢oes de Mittag-LefHler e as transformadas de
Laplace. Estas fungoes sao ferramentas importantes para se obter os resul-
tados das equacoes integrais e diferenciais fracionarias.

Palavras-chave: célculo fracionério, integrais fracionarias, equacoes dife-
renciais fracionarias, fungao de Mittag-Lefller, transformadas de Laplace.



Abstract

This work deals with fractional calculus, fractional integrals and differ-
ential equations. First, definitions and some important properties related to
fractional integrals on Riemann-Liouville’s representation are presented. In
this work it is defined the fractional derivatives on Riemann-Liouville’s and
Caputo’s representations, as well as their properties. Using these properties
and definitions, the study of fractional integrals and differential equations
was begun, in which important results were obtained using Mittar-Leffler
functions and Laplace transforms. These functions are significant tools in
attaining the results of fractional integrals and differential equations.

Keywords: fractional calculus, fractional integrals, fractional differential
equations, Mittag-Leffler functions, Laplace transform.
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Capitulo 1

Introducao

O conceito de integracao e diferenciacao de ordens nao inteiras, o calculo
fracionario, é quase tao antigo quanto o calculo usual de derivadas e integrais
de ordens inteiras [4]. A primeira mengao foi em 1695, quando o Marqués de
L’Hopital (x 1661 - T 1704) escreveu uma carta a Leibniz (x 1646 - T 1716),

~ o . dan .
e usando a notagao de Leibniz para derivadas, =¥, com n € N*, sugeriu que

1 ;
n = 3, ou seja,

=
<

d
dx

D=

Outras citagoes de calculo fraciondrio, em um diferente contexto, sao
feitas, por exemplo, por Euler (x 1707 - 1 1783) em 1730, Lagrange (x 1736
- 1 1813) em 1772, Laplace (x 1749 - 1 1827) em 1812 e Lacroix (% 1765 -
T 1843), que em 1819 em seu trabalho Traité du Calcul Différentiel et du
Calcul Intégral [6], dedica duas paginas ao célculo fracionério e mostra que

dia _ 2z
d:v%_ ﬁ

A seguir, vém as citagoes do calculo fracionério de Fourier (x 1768 - 1
1830) em 1822, Liouville (x 1809 - T 1882), que em 1832 estendeu os resultados
obtidos por Lacroix em seu trabalho Mémorie sur le Calcul des Différentielles
a Indices Quelconques, usando a noc¢ao de fun¢ao gama [6]. Riemann (x 1826
- 7 1866) e Liouville em 1876 no Versuch Liner Auffassung der Integration
und Differentiation conseguiram derivar fracionalmente um monomio com
qualquer expoente [6].

Porém, o primeiro trabalho dedicado exclusivamente ao calculo fracionario
foi publicado em 1974 por Oldham e Spanier e entitulado The Fractional Cal-
culus.



Durante todo este tempo o calculo fracionario era um assunto exclusiva-
mente estudado por matematicos. Porém nas ultimas décadas muitos autores
mostraram que o cédlculo fracionario é adequando para a descricao de pro-
priedades de materiais reais, por exemplo, polimeros [5].

A partir do século XX comecaram inimeras publicacoes sobre o calculo
fracionario. Até entao poucos trabalhos a respeito do tema foram publicados.
Devido a isto, o calculo fracionario foi considerado um ramo “novo”da fisica
e da matematica aplicada, sendo uma ferramenta muito util para alguns
resultados importantes.

Buscando um conhecimento relacionado ao tema, este trabalho consiste
em estudar as definigoes e fundamentos dos operadores integral e derivada
fraciondrios, bem como na apresentacao e alguns resultados das equagoes
diferenciais e integrais fracionarias.

Primeiramente, sera definida a integral de ordem fracionéria, proposta
por Riemann e Liouvile e suas principais propriedades, para entao definir as
derivadas fracionarias, tanto na representacao de Riemann-Liouville, quanto
na representacao de Caputo, e entao mostrar as propriedades das derivadas
fraciondrias. Alguns exemplos de derivadas e integrais fracionarias de uma
funcao serao mostrados, para comparar com o resultado de derivadas e in-
tegrais classicas. Esses exemplos terao uma representagao grafica a fim de
mostrar o comportamento dessas novas funcgoes. As funcoes utilizadas neste
trabalho como exemplo sao todas funcoes definidas somente para varidveis
positivas.

Com essas operagoes de integracao e derivagao fraciondria bem definidos,
iniciar-se-a o estudo das equacgoes integrais fracionarias e equacoes diferenciais
fracionarias. Esses casos também serao ilustrados com alguns exemplos e
graficos para se ter uma idéia do comportamento das solugoes de equagcoes
integrais e diferenciais fraciondrias. Nestes casos, as solugoes apresentadas
serao fungoes do tempo, e portanto, com a variavel definida para todos os
reais positivos, mais o zero.

Para retomar os conceitos fundamentais utilizados durante o trabalho,
foi adicionado um apéndice. Por diversas vezes durante o trabalho serao
utilizados os resultados encontrados no apéndice. Exemplos de ferramentas
que se encontram no apéndice sao as transformadas de Laplace, funcoes beta,
gama e de Mittag-Lefler, funcao espectral, teorema da convolugao, dentre
outras.



Capitulo 2

A integral fracionaria

A integral fracionaria definida por Riemann e Liouville serd o ponto de
partida para o estudo das derivadas e equacoes diferenciais fracionarias con-
sideradas neste trabalho.

2.1 Definicoes

Define-se a integral fraciondria de ordem «, onde o € Rt de f(t) como
sendo [3]

JOF(t) = ﬁ /0 (t = 791 f(7)dr. (2.1)

Tal defini¢ao, por Riemann e Liouville, ¢ uma generalizagao da férmula
de Cauchy para determinar a n-ésima primitiva de uma funcao. A férmula
de Cauchy é definida como

JUf(t) = L 0 /0 (t — )"t f(r)dr, (2.2)

(n —
com n € N. A generalizacao de n € N para o € R*, e assim definindo que
a integral de ordem «, é a substituicao da poténcia de n — 1 para o — 1 no
termo (¢t — 7) na integral e a substituigao de (n — 1)! para a fungao gama.

Define-se também o operador integral fracionaria J* f(t) para « = 0 como
sendo

JOF() = L () = F(8), (2.3)

onde I é o operador identidade.



2.2 Propriedades

E possivel mostrar que
JoJl = Joth, (2.4)

com o, € Re «a,3 > 0, utilizando a definicao da integral fracionaria de
Riemann-Liouville. Ou seja, deve-se ter que

T 7 R NE S A I S R B
1750 = i [e= 0 [ [ -9 @a]ar - 29)

¢ igual a uma expressao da forma

1 ' — AetB-leinNdr = jotp
g = e = ) (2.6

Reescrevendo (2.5)

o 78 _ 1 ' _ el TT_ B-1 -
P = s L -0 [ -9 @ @)

E preciso fazer uma mudanca no intervalo de integracao da segunda in-
tegral, para que ambas resultem em fungoes da mesma variavel (no caso, t).
Com essa mudanca, (2.7) fica

a 108 _ 1 ! _Tafl tT_ 6s—1 T
150 = gm0 [ e a2y

Com isso é possivel fazer manipulagoes algébricas entre os elementos per-
tencentes as duas integrais, ou seja, é possivel escrever (2.8) como

a 70 _ 1 ! ! _7_04—1,7__ ,6—17_
IS0 = rpgy . 1O [ -nr - g e @

Com a mudanca de variavel u = 7 — &, que implica em 7 = u + £ e
dr = du, e com a mudanca do intervalo de integragao: quando 7 =&, u = 0;
quando 7 =t, u =t — £, escreve-se (2.9) como

a 78 _; ' e —u a=1, B=1 1.,
0 = e | € [ =g @ao



Agora, fazendo s = #, que implica em u = s(t — &) e du = (t — £)ds.
Nesse caso, os novos intervalos de integracao da segunda integral serao tais

que quando u =0, s =0; e quando u =t — £, s — 1. E entao (2.10):
a 708 — 1 ! d
"I = e J, 1%
1
[ = ste— 0+ s - —as. (211)

Reagrupando os termos da segunda integral em (2.11),
8 1 t
PP = | e
O = e Sy
1

/ [t — st + €+ €7 st — €))7t — £)ds

1 t
= ) / o
/0 (£ — €)1 — ) "7t — )7t — £)ds

1 t
= T@)r) | rere

/0 (t— €7 11— 8)° 'sP (1 — )Pt - €)ds

1 t
= T/, 10
/1<t o 6)(a71)+(ﬂ71)+1<1 o S)Oﬁlsﬁilds
Jf() = m /0 F(€)de
/l(t — 6O — g) 1P s, (2.12)

O termo (t — £)*#~1 em (2.12) é constante com relacdo a varidvel s.
Entao,

a 78 _ 1 ! _ atp-1 ! _Sa—1s,3—1 s
P = e L O =9 [t )
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De acordo com (B.4), (2.13) fica

a 78 _ ¢\at+p-1 ( ) (6)
JT L) = / O R e

que simplificando resulta em (2.6):
JeJ’ Jors / — &) 2.15
1) = I 50) = s | 1€ e (1)

E possivel também encontrar uma regra de integracao fraciondaria para
um monomio genérico t7. O primeiro cuidado que se deve ter é que v deve
ser maior que —1, pois ¢! nao é integravel em t = 0, que faz parte do
intervalo de integracao da definicao da integral fracionéaria. Primeiramente,
seja v € N. Aplicando J* em f(t) = t7:

1 t
JU = —/ t— 1) rdr. (2.16)
o) Jo
Integrando por partes:
alt
Jopr = 1 | =7(t—71)
() « 0

o 1 v ! a,_vy—1
= F(a)a/o(t—T) T dr.

Integrando por partes novamente:

Jo = i _T,y_1<t _ T)a+1 '
[a)a o 0
t t—T a+1 3
— /0 —( @ +)1) (v— 177 2d7}
(v -1 ' ol
r(aga(a . ) /0 (t=m)irdr.
Integrando por partes outra vez:
JeY = 7(7 ) _7472(2f — T)a+2 '
Fa)a(a+1) (a+2) 0
t t— 71 a+2 -
- /0 —ﬁ(”y—mfy 3d7’] .



Para v integracoes, a expressao anterior fica

Jopr — 20 =Dl =2)(r-3)...
Fa)a(a+ 1) (a+2)(a+3)...

¢
X / (t — 7)2t0= D =7v4r
0

1 =Dl =2y =3)...
Fa)a(a+ 1) (a+2)(a+3)...

¢
X / (t —7)*t1dr,
0

Integrando novamente:

Jop = 0 =Dlr=2)(r-3). .. [_(t_7—>a—7 t]
I(a)a(a+ 1) (a+2)(a+3)... (a—9) |,
W=D =221 ..,
C(@)ala+1)(a+2)... (a+7)
= Py—!ta-l—v
T(y+a+1)
Jop %twq (2.17)

A equacdo (2.17) serd usada adiante para ilustrar o comportamento de in-
tegrais fraciondrias em comparacao com resultados de integrais classicas ja
conhecidos.

A tnica restricao que a expressao acima exige é que v+ 1+ a > 0 em
['(y+1+a), ji que a fungao gama diverge para valores negativos, como pode
ser observado do grafico da funcao gamal. Tal condicao sera satisfeita para
qualquer v > —1 e para qualquer o € R*.

Jf(t) também pode ser escrito como a convolugao de uma fungao especi-
fica com f(¢). Tal funcao é definida como

toz—l

O, (t) =

(2.18)

ou seja,

(010 = | (FTWMT: JR(e). (2.19)

Ver Apéndice B



Como base nesta forma alternativa de escrever Jf(t), é mais facil de
encontrar a transformada de Laplace? da integral de ordem fraciondria de
uma funcao.

A transformada de Laplace serd ttil na resolucao de equacgoes integrais e

diferenciais fracionarias. Aplicando a transformada em J*f(¢) definido em
(2.19):

LI = L{Pax f(1)}
1 a—1 *

1
= ——2{t " 2{ft
L2,
onde foi usada a propriedade da transformada de Laplace da convolucao de
funcoes.
A transformada de Laplace de t*~ 1 é

L) = ()

a
s

Seja a transformada de Laplace de f(t) representada por f(s). Entdo,

LU} = oy e )
ou seja,
2y =1, (2.20)

que é o resultado desejado, encontrado em Fractional Calculus: Integral and
Differential Equations of Fractional Order, Pre-print de 2008 (Referéncia

3])-

2.3 Exemplos

Considere a fungao f(t) = t2. Como ilustragio das integrais fraciondrias,
serao calculadas duas integrais cldssicas e duas de ordens fracionarias. Para
J' e J? sera usada diretamente a defini¢ao (2.2) e para Jz ¢ J3 o resultado
(2.17). Na sequéncia, um grafico ilustrard o comportamento dos resultados
encontrados.

2Ver Apéndice A
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A integral “primeira”de f(t) é

Jt) = L/0(25—7')1_172617'

(1)
t
= /7’2d7'
0
t3
JHf(t) = 3 (2.21)
A integral “segunda”é
2 1 ' 2-1_2
JEf(t) = W/o(t_ﬂ TodT
t
= /(t—T)T2dT
0
2 t!
JEf(t) = G (2.22)

Como era de se esperar, o operador integral fracionaria de ordem n € N
recai na integral de Cauchy para se calcular a n-ésima primitiva de uma
funcao, que da resultados classicos de integrais.

A integral de ordem 3 de f(t) fica

Jit? = £3. (2.23)




2!
=
()
32
1057

NI~

Jot2 =

(2.24)

O comportamento de (2.21), (2.22), (2.23) e (2.24), mais f(t) ¢ ilustrado

abaixo:

Figura 2.1: Grafico de J“t? versus t, para diferentes valores de .

A curva cheia mais grossa é f(t), a curva tracejada mais grossa JY/2f(t), a
curva pontilhada mais grossa é J' f(t), a curva cheia mais fina é J%2f(t) e a

tracejada mais fina é J2f(t).

12



Capitulo 3

As derivadas fracionarias

3.1 Definicao de Riemann-Liouville

Com a integral fracionaria na representacao de Riemann-Liouville bem
definida e mostradas as propriedades que serao utilizadas no decorrer do
trabalho e com um exemplo para mostrar o comportamento de J, chega a
hora de estudar as derivadas fracionarias. Primeiramente na representacao
de Rieman-Liouville e na sequéncia na representacao de Caputo.

Definicoes

Considere o operador J", n € N, definido em (2.2) e seja um operador
D", para n € N, como sendo a n-ésima derivada de uma funcao. Verifica-se
que D™ é dito inverso a esquerda de J", mas nao inverso a direita, ou seja,

D"J" =1, J"D" £ 1.

E possivel mostrar que a primeira afimacao é verdadeira, com o auxilio

da relagao abaixo:

g(t)
il s = G0
dh(t) 9 9f(t,T)

Derivando n vezes a integral (2.2) e utilizando (3.1):

s = [t =]

13



- o= | Gt

1 t -l L
= m(n — 1)/0 o) (t—7)""*f(r)dr

Apo6s n — 1 derivadas:

D) = EZ:%;;A < f(ryar.

Novamente de (3.1)

d t
mﬂm>:—/fmm (3.2)
dt J,
ou seja,
) (33)
A segunda afirmacéo implica em aplicar (2.2) em 4= f(t)
700 = s [y s (3.4)
e )" o f(r)dr. :
Usando integracao por partes iteradamente em (3.4):
1 dr! !
JVD"™ f(t — t— n—1
10 = ot [( 7 ()|

— [ =1 — 2 (—(r) ) dr
| () ]

:(nindﬂq(izzﬂﬂ
- [t () i),

e assim por diante. Apés (n — 1) integragdes

tnfl dnfl
m Wf (1)

tn72 dnf2

JUD"f(t) = - mmﬂﬂ'

7=0

+-eF /0 (t — T)Odin(T)dT. (3.5)

14



Em uma forma simplificada através de um somatdério, a expressao (3.5) fica

n—1 tk dk

- L kldrk
k=1

JUDf(t) = [f(t) f@or (3.6)

7=0

que mostra que (3.5) ndo é inversa a direita como (3.3). O simbolo jT—kk f(r)
=0
representa a k-ésima derivada de f(7) calculada no ponto 7 = 0, Vk € N.
Como visto em (3.3), D"J"™ = 1. Entao, define-se a derivada fraciondria

de ordem o € R™ como sendo
D® = pmme (3.7)

que seria o equivalente a substituir & por —a em (2.1). Porém, nao é possivel
fazer uma substituicao direta, ja que I'(—«) divergiria para todo o € R*. A
solucao entao é escolher m € N tal que m — 1 < a < m. Desta forma, a
derivada fracionaria de Riemann-Liouville de f(¢) na forma integral é definida
como

DoF(t) = 5; [r (ml_ = /0 (t — 7)™ f(r)dr | (3.9)

Da mesma forma que em (2.3), define-se
D0 =1, (3.9)

onde I é o operador identidade.

Propriedades

Com base nas definicoes anteriores é possivel demonstrar algumas pro-
priedades importantes da derivada fracionaria.

Um fato importante é que, assim como no caso para derivadas e integrais
de ordens naturais, a derivada fracionaria também é inversa a esquerda da
integral fracionaria, isto é:

DeJef(t) = f(t). (3.10)
Da definigao da derivada fracionaria (3.7)

DYJuf(t) = (D™J") I f(2)
= D™JmJOf(t).

15



Como em (3.3), D™J™ =1, o que implica em (3.10).

De forma analoga a integral fracionaria, é possivel encontrar uma regra
para derivacao de polinomios. Seja um monomio qualquer ¢, novamente com
v > —1. Entéo, pela defini¢ao (3.7)

D" = D™ J" Y, (3.11)
e pela propriedade (2.17), a igualdade anterior pode ser escrita como

[(y + 1)¢r+m=a)
I'((m—a)+~y+1)
d™ T(y+1)tmtr—«
dtmT(m —a+v+1)

I'(y+1) dam
I'(m—a+y+1)dtm

Dt = D"

m+y—a

Apés m derivadas, (3.11) fica

oy F('7+1) —a
v Wm—a+7+nt
X{[m+7_a][(m—1>+’y—a] X e

x[(m = (m=1)) +~—a}

e entao
r =
Do — L) (3.12)
Fiy—a+1)
em que foi usado
m—a+y+1) = m+y—of[((m-—1)+v—a]x--

X[y—a+1I'(y—a+1).

Para nao haver divergéncias em (3.12), ela serd valida para v > —1.
Diferentemente da derivada de ordem natural, a derivada fracionaria de
uma funcao constante, na definicao de Riemann-Liouville, nao é nula. Seja

f(t) = 1. Pela propriedade (3.12),

r 1
DY = D0 — Lto—a
I'o—a+1)
tfa
Dl = ———.
Il —a)
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A derivada de Riemann-Liouville serd nula para f(t) = t*':

Data—l _ F(a — 1+ 1) ta—l—a
MNa—14+1-a)
()t

I'(0)

Como

lim I'(z) — +oo,
z—07t

Dt =0,

o que mostra o resultado desejado.
Da mesma forma que para a derivada usual de uma funcao, também é
possivel calcular a transformada de Laplace de D f(t). Seja

Def(t) = DI (1), (3.13)

T2 f(t) = g(t). (3.14)
Entio de (3.13) e (3.14)
Def(t) = D™g(t). (3.15)
Aplicando a transformada de Laplace em (3.15):
LD f(t)} = Z{D"g(1)}. (3.16)

Aplicando a transformada de Laplace a m-ésima derivada de f(t)!, a igual-
dade (3.16) fica

LD ()} = ~ ik

k=0

, (3.17)

t=0

dtkg t)

onde g(s) = Z{g(t)}. Substituindo (3.14) em (3.17):

LD (1)} = "L () Z R ES0)

t=0

Wer Apéndice A, propriedade (A.3)
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A transformada de Laplace de J* f(t), como vista no Capitulo 2 (propriedade
(2.20)), ¢ f(s)/s™. Entao, Z{J"*f(t)} = f(s)/s™ %, e assim
1

~ m—
f m—1—k

2{D*f(1)} = P .
- 1_ dF
Z{Df(t)} = s"f(s) - sm**k%[ﬁ*“ﬂw] ) (3.18)

E desta forma, escreve-se a transformada de Laplace da derivada fracionaria
de f(t) na representacao de Riemann-Liouville.

Exemplos

Novamente considere f(t) = t>. A primeira e a segunda derivadas sao,
respectivamente, D' f(t) = 4t* = 2t e D*f(t) = 2.
D f(t) para o = 1 usando (3.12) fica

pie - LE+ 1)t2 2
r2-35+1)
8 t2
= - —. 3.19
Para a = 2, novamente usando (3.12):
pie _ FE+ i)t%i
r'2-35+1)
t
_ gVt (3.20)

No grafico seguinte f(t) = t* é representada pela curva cheia mais grossa;
(3.19) a tracejada mais grossa; a curva pontilhada mais grossa ¢ D't?* = 2t;
a curva cheia mais fina é (3.20); a curva tracejada mais fina é o resultado de
D?t2.

3.2 Definigao de Caputo [3]

Uma outra definigao conhecida para a derivada fraciondaria foi introduzida
por Michele Caputo, professor da Universita di Roma “La Sapienza”. Tal
operador é definido como

DOf(t) == J" D™ f(4), (3.21)
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Figura 3.1: Grafico de D*t? versus t, para diferentes valores de a.

novamente com m € N, satisfazendo m —1 < a <m,a € Rt et > 0. A
expressao (3.21) na forma da integral de Riemann-Liouville é tal que

1 ! dm
D210 = o /0 (t — rym-o-1 (dT—m (T)) dr. (3.22)
A defini¢ao (3.22) é muito mais restritiva que (3.8), pois exige que f(t)
seja uma funcao (pelo menos) m vezes derivavel.
Apesar da definicao de Caputo ter certa semelhanga com a derivada
fracionaria de Riemann-Liouville, ambas sao completamente distintas. A
defini¢ao (3.7), usando (3.3), é escrita como

D* = J°, (3.23)

que é apenas uma representacao simbdlica, j4 que nao é possivel escrever a
integral fraciondria para « negativo.
A representagao de Caputo para a derivada fraciondria, definida em (3.21)

D¢ =JnJj D™,
que nao pode ser simplificada (3.23), mesmo porque J™D™ # I, como visto
em (3.6).

Assim, mostra-se que

D* = D™ J™% £ DY = Jme D™, (3.24)
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E possivel encontrar uma relagao entre as derivadas fracionarias de Riemann-
Liouville e Caputo. Para isto, considere (3.23) e também (3.21) escrita como

D® = Dep™m ™., (3.25)
Aplicando (3.25) a f(t):
D f(t) = D*D™J™ (1), (3.26)

e de acordo com (3.6) e (3.26) é tal que

Dif) = D [f(t)— =5 (G|

= 070~ 0| X g (4 f0) )]
= Do) = D0+ 07 | 3t () )]
sy = D)+ | Y () ) T (D%’“)]

3.12):

— dF 1 L(k+ 1)tk
Zd_ ‘ Dke+1) (P(k+1—a))]
e () _0>], (3.27)

onde (3.27) é a relagao de conexao entre as derivadas fraciondrias de Caputo
e Riemann-Liouville.

Utilizando propriedade

Df(t) = D f(t)

m—1

Df(t) = DI f(

HM

Propriedades

Para a definicao de Caputo, assim como para derivadas de ordem naturais,
a derivada de uma constante é nula. Seja f(t) = 1, entao

D2f0) = s [t ()
M)
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o que implica em
D(1) =0, (3.28)

que pode ser estendido para qualquer outra constante em relagao a variavel
t.

A transformada de Laplace da derivada fracionaria na definicao de Caputo
é dada por

L{DLf(t)} = L™ D™ f(t)}.
Para D™ f(t) = h(t):
L{Df(t)} = Z{J" (1)},

que pela propriedade (2.20) implica em

h(s
ZL{DSf(t)} = Sng)a (3.29)
A funcéo h(s) pode ser escrita como
h(s) = 2{D"[(t)}
m—1
dk
gmITh )| (3.30)
k=0 it t=0
de acordo com (A.3). Substituindo em (3.30) em (3.29):
1 m—1
LIDF(t — m—1—k
PO} = G ) = >]
s™M m-l om—1-k gk
- Z m—a gk t) ’
— s dt 0
E portanto,
m—1
PLID> — a—1-k .
o) AT VICIEECE
k=0 =

Comparando o resultado anterior com a transformada de D f(t) de (3.18),
ve-se que na forma de Caputo a expressao é mais simples, visto que nao é
preciso calcular a k-ésima derivada de J™~*f(t) para k =0,1,....,m — 1.
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Exemplos

Novamente, seja f(t) = t2. A derivada primeira e a derivada segunda
serao os mesmos resultados do caso classico, como na representacao de Riemann-
Liouville:

D? =2t (3.32)
D*t* = 2. (3.33)
Para a = % e = %, considere a férmula de conexdo (3.27) entre as

derivadas de Riemann-Louville e Caputo. Note que para o = % o termo

entre colchetes em (3.27) ndo existe e para o = 2 o termo entre colchetes se
anula, devido & derivada de ? substituida no ponto ¢t = 0. Portanto,

(NI

pi2—pip = OF

W] oo
H

(3.34)

3 t
Dt = D2 = Vi (3.35)

NZs
Graficamente, a curva cheia mais grossa é t?; a curva tracejada mais
grossa DY? f(t); a curva pontilhada mais grossa é D} f(t); a curva cheia mais
fina é Df/gf(t) e a tracejada mais fina é D2f(t):
fet)

41

Figura 3.2: Grafico de D“t? versus t, para diferentes valores de a.
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Capitulo 4

As equacoes integrais
fracionarias

Com as integrais e derivadas de ordens fraciondrias bem definidas e suas
propriedades estudadas, comecar-se-4 o estudo das aplicagoes dessas ferra-
mentas. Primeiramente com as equacoes integrais fraciondarias e depois as
equagoes diferenciais fraciondarias, no préximo capitulo.

4.1 O problema de Abel: Equacao integral de
Abel do primeiro tipo

A equacao integral de Abel é dada por

G
| L - @ (@.1)

onde ¢(x) é a fungao requerida e f(z) uma funcao dada.
A equacao de Abel generalizada é tal que

Fz) = /0 o) 4 (4.2)

(z —t)

el0<a<l
E possivel ainda escrever (4.2) da seguinte forma:

1 () o
o, Ty = 10 )

que é a defini¢do da integral fracionaria (2.1). Na forma de operador, e
equagao (4.3) fica

Jou(t) = f(1). (4.4)



A solucao para essa equacao integral serd obtida utilizando a transformada
de Laplace. Aplicando a transformada de Laplace a (4.4):

L{Ju(t)y = L)} (4.5)

As transformadas de Laplace de u(t) e f(t) em (4.5) sdo denotadas por (s)
e f(s), respectivamente. De acordo com Z{J%u(t)} = u(s)/s*, a equacdo

(4.5) fica
L )
Assim
a(s) = s“f(s). (4.6)

E possivel tomar dois caminhos diferentes para obter o mesmo resultado
para u(t). Primeiramente, considere (4.6) escrita como:

a(s) = s.5°71f(s)

~ (L@) . (4.7)

Aplicando a transformada inversa de Laplace e utilizando as propriedades de
mulpliplicagao por s as fungoes que se deseja conhecer a transformada inversa
de Laplace! mais a transformada de Laplace de integrais fraciondrias, como
usada anteriormente, a solu¢ao para (4.7) fica

2V} = g{<M>}
u) = dit(ml—oo / <tf—(?>ac”)
~ (i) e

De acordo com (3.8), (4.8) pode ser escrita como

ult) = DO f(¢t). (4.9)

Wer Apéndice A
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E possivel também escrever a relagio (4.6) da seguinte forma:

i) = () - L9 4 1O

Sl—a Sl—a

f(0)
= = [f0 - 0] + 5= (4.10)
Aplicando a transformada inversa de Laplace em (4.10):

u) = 2 { L [sfe - r0] b roe { S aa

Usando a propriedade transformada de Laplace da m-ésima derivada, o teo-
rema da convolugdo e a transformada de Laplace de 1/s'™

ult) = ml_a)/o (t_lT)a%f(T)dT—i—f(O)F(lt—_aa). (4.12)

O primeiro termo & direita da equacao (4.12) é a derivada fraciondria de
ordem « na representacao de Caputo, e assim

u) = D20+ 10—

u) = DO+ 10—

A igualdade (4.13) relaciona as duas maneiras de escrever o mesmo resultado
para u(t).

Nesse caso é mais conveniente trabalhar com (4.9), j4 que em (4.13) f(¢)
precisa ter derivada e f(0) # 0 para nao haver indeterminacao em u(0),
devido ao termo f(0)/t*.

= D*f(1). (4.13)

Exemplo

Como exemplo, suponha f(f) = ¢, onde ¢ é uma constante e a = 1/2.
Nao é possivel utilizar (4.13), ja que f'(t) = 0. Entao, utilizando (4.9)

u(t) = Df(1)
= Di(o)

1 d/t c_ g
= -, T
I(1—13)dtJo (t—1)3

= ﬁ%/{)(t—ﬂ_%aﬁ (4.14)
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Para resolver (4.14), seja t — 7 = &, e entdo dr = —d§. Quando 7 =0, £ = t;
e quando 7 = t, £ = 0. Substituindo essas relagoes:

C d 0 1

ut) = <~ —5_§d€

u(t) = ——. (4.15)

Para o caso de ¢ = 1, o comportamento de u(t) esta representado no
grafico da Figura 4.1:

u
07 f
06 f
05 f
04 f

03}

Figura 4.1: Grafico de u(t) versus t.

Equacao integral de Abel do segundo tipo

A equagao integral de Abel do segundo tipo é definida como

A () B
u(t)+F(a)/0 : —dr = f(1), (4.16)

t— 1)l
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onde a > 0, A € C e f(t) é uma func¢do conhecida.
Em termos do operador J, a equagao (4.16) fica

u(t) + ANJ(t) = f(t). (4.17)

O método escolhido para resolver essa equacao é usando a transformada de
Laplace. Entao, aplicando a transformada de Laplace a (4.17)

L{ut) + A u@)} = Z{f(t)}
Llu®)} + LINTut)) = L) (4.18)

Sejam as transformadas de Laplace de u(t) e de f(¢), u(s) e f(s), res-
pectivamente. Assim, utilizando (2.20), (4.18) fica

als) + 22— g

e entao,

i) = |5 i (4.19)

S+ A

Existem trés formas para encontrar u(t). Primeiramente, é possivel escre-
ver (4.19) da seguinte forma:

Safl

s& + A\

a@):s[ f@ﬂ. (4.20)
A funcgao de Mittag-Leffler deve ser introduzida agora para que a mesma

seja usada na resolucao da equacao de Abel do segundo tipo. Por ora, serd

apenas utilizado a transformada de Laplace da funcao de Mittag-Leffler?:

Safl

S 4\

LIEL (M)} =

Entao, aplicado a transformada inversa de Laplace em (4.20)

s +

L Vals)) = gl{s[ SMA f(s)H.

2Propriedade (D.8)
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Pela propriedade (A.13) do Apéndice A (teorema da convolugao) implica em

u(t) = %/0 ft = 7T)Ey(=ATY)dr. (4.21)

O segundo modo para encontrar u(t) é escrevendo (4.19) como

- si:—l)\ 57(5) = 1(0)] + £(0) sz:lx (422)
Aplicando a transformada inversa de Laplace a (4.22)
Lla(s)y = 27 {Sja:A [sf(s) —f(O)} +f(0)sia:A}
= 2 [ e - s0))
L (0)2 { Sja;A } (4.23)

que, de acordo com as propriedades (A.3) e (A.13) do Apéndice A e (D.8)
do Apéndice D, (4.23) resulta em

u(t) = /0 Pt = 7) Ea(—A7)d7 + F(0)Ea(~ A7), (4.24)
onde f'(t — ) é a derivada de f(t') em t' =t — 7.

E por fim, é possivel escrever (4.19) como

i) = 5[50~ J6) +
- [ -] e e (4.25)

Aplicando a transformada inversa de Laplace em (4.25)

2o = 2 {5 1] o+ i)
w) = 2 {52 -1 F f



Pelas propiedades (A.3) e (A.13) do Apéndice A, e arelagao (D.6) do Apéndice
D:

E.(0) =1,

obtém-se
u(t) = /Otf(t — T)E (=M)dT + f(1), (4.26)

onde E! (—At*) é a derivada da funcao de Mittag-Leffler.

Dos trés resultados encontrados, (4.24) tem um uso mais restrito que
(4.21) e (4.26), porque necessita que f(t) tenha derivada e que seja possivel
usar a propriedade (A.3) do Apéndice A.

4.2 Aplicacoes das equacoes integrais de Abel
Considere a equacao de fluxo de calor

Up — Ugy = 0, (4.27)

onde u = u(x,t) representa a temperatura, para uma barra semi-infinita
(0 < z < o0) analisada no intervalo de tempo 0 < ¢t < co. Os termos u; e
Uz, representam as derivadas parciais de u(x,t) em relagdo a ¢ e a derivada
parcial segunda de u(x,t) em relagdo a x, respectivamente. As condigoes
iniciais do problema sao

u(z,0) =0,
para 0 <z < o0, €

—u(0, 1) = p(t).

A solugao da equagao (4.27), resolvida no Apéndice C, é dada por (C.12):

u(z,t) = % /Ot —pt_(i)Ter/M(tTHdT. (4.28)
Em u(0,t) := ¢(t), (4.28) é tal que

(0, 1) = (t) = % /0 \Z(i_)TdT. (4.29)

2
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A equagao (4.29) de acordo com a definigao (2.1) do Capitulo 3, pode ser
escrita como

o(t) = Jip(d). (4.30)
Para resolver (4.30) aplica-se o operador D* com a = 3 e lembrando de
(3.10), D*J* =1,
1L d [" é(1)
t) = Dp(t :——/ dr. 4.31
P = D00 = 2= [ 20 (1.31)

Como exemplo, seja ¢1(t) = 1 e ¢o(t) = t em (4.31). Entado, para o
primeiro caso

1 d [t dr
n0 = i) oy
d t
= =5 V=Tl
2 d
= ﬁa\/{f
() = \/% (4.32)
Agora, para o caso de ¢o(t) =t em (4.31):
1 d [t 7
w0 = Zi | gt
_ %% {—%ﬁ@ﬂrr)} 0
14 475%
il
p(t) = 2 % (4.33)
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Capitulo 5

As equacoes diferenciais
fracionarias

Depois de visto alguns casos de equacoes integrais fracionarias, chega
a hora do estudo das equacgoes diferenciais fracionarias. O primeiro caso
trata estas equacoes como equagoes diferenciais homogéneas, conhecidas do
calculo classico. O segundo caso trata das equagoes diferenciais fracionarias
nao-homogéneas.

5.1 Primeiro caso

Sejam as equacoes diferenciais

d
) +u(t) =0 (5.1)
d?
Jav(t) +u(t) =0, (5.2)

Estas equagoes tém solugoes conhecidas e da forma

u(t) = upe™ (5.3)

v(t) = vocos(t) + visen(t), (5.4)

com ug, vy € v; constantes determinadas pelas condicoes iniciais do problema.
Suponha agora que as derivadas, primeira de u(t) e segunda de de v(t), sao
substituidas por derivadas fracionarias de ordem 0 < o <1lel < 3 < 2 para
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as equagoes (5.1) e (5.2), respectivamente. Com isso, tem-se duas equagoes
diferenciais de ordens « e (3. Para as derivadas fracionarias na representacao
de Caputo, as equacgoes ficam

Diu(t) + u(t) =0 (5.5)

DPv(t) +v(t) = 0. (5.6)

As solugbes das equagoes (5.5) e (5.6) serao obtidas utilizando a transformada
de Laplace.

Solucao para 0 < a <1
Aplicando a transformada de Laplace a (5.5)
ZL{Du(t)} + L{u(t)} = 0. (5.7)

Com Z{u(t)} = u(s) e com a transformada de Laplace aplicada a derivadas
fraciondrias na representacio de Caputo!, a equacio (5.7) fica

s*u(s) — s Mu(0) +a(s) = 0
a(s)[s* +1] = u(0)s*,

de onde se tem

Sa—l

s 41

a(s) = u(0) (5.8)

Aplicando a transformada inversa de Laplace a (5.8)

27 - w0z {2 (59)

s*+1

De acordo com a transformada de Laplace da funcao de Mittag-Leffler, dada
no Apéndice D, a equagao (5.9) fica

u(t) = wuoEu(—t%),

ou seja,

= 1
UOZ om—i—l (5 O)

' Mostrada no Capitulo 3.



i e 1, o comportamento

Para ug = 1 e para o assumindo os valores 7, %, %
A curva que representa
3

grafico de (5.10) esta representado na Figura 5.1.
2 € a pon-

a = }1 ¢é a de linha cheia mais fina; o = % ¢ curva tracejada; a = §
tilhada; o = 1 é a mais cheia, que recai na solucao (5.3) da equagao (5.1):

Figura 5.1: Gréfico de u(t) versus t para diferentes o, com 0 < o < 1.

Solugao para 1 < <2

Agora, aplicando a transformada de Laplace a equagao (5.6):
ZL{D%(t)} + L{v(t)} = 0. (5.11)
Com Z{v(t)} = v(s) e usando a propriedade da transformada de Laplace

das derivadas fraciondrias na representacao de Caputo, (5.11) fica

+o(s) = 0

t=0

: o 4
s70(s) — Zsﬂ’ - %v(t)
k=0

0(s)[s" + 1] — s77w(0) — s"7%'(0) = 0

o(s)[s° +1] = v(0)s°! +0/(0)s"2
Pt 582
o(s) = o )sﬁ—l—l —H},(O)sfﬂ—l (5.12)
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Aplicando a transformada inversa de Laplace a (5.12), considerando v(0) = vy
e v'(0) = vy

s = et {5 g [ 5.13
O R T S AT

De acordo com as propriedades de transformadas de Laplace de fungoes de
Mittag-Leffler do Apéndice D, (5.13) fica

v(t) = vEs(—t7) 4+ vitEga(—t7),

ou seja,
o(t) = %E:ré JE: ﬁn+2 (5.14)

Uma representagao grafica para (5.14) é a Figura 5.2, onde vg = 1 e v = 1.

v(t)

Figura 5.2: Gréfico de v(t) versus t para diferentes valores de (3 entre 1 e 2.

Os valores escolhidos para 0 foram = 2 quo graﬁco é representado pela
curva cheia mais fina; g = 5 a curva traceJada [ = < a curva pontilhada;
[ = 2 a curva cheia mais grossa, que recai na solucao (5 4).

Note que para valores de 3 entre 1 e 2, o comportamento se assemelha a
uma oscilagao amortecida. Era de esperar tal comportamento, visto que em
(5.10) a solugdo quando aw = 1 cai exponencialmente e para (3 = 2 a solucao
é completamente oscilatoria. Logo, para valores das derivadas fracionarias

entre 1 e 2, a solucao deveria estar entre os dois casos.
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5.2 Segundo caso

Suponha agora que se tenha equagoes do tipo

2

%u(t) +u(t) = p(t), %u(t) +o(t) = q(t),

onde p(t) e ¢(t) sao fungdes continuas com ¢ > 0. As solugbes sao, respecti-
vamente,

u(t) = upe " + /0 p(t —7)e "dr (5.15)

v(t) = vocos(t) + visen(t) + /0 q(t — 7)sen(7)dr. (5.16)

Da mesma forma que anteriormente, é possivel generalizar as equagoes
anteriores para equagoes diferenciais fracionarias. A saber:

Dgu(t) + u(t) = p(t) (5.17)

DPu(t) +v(t) = q(t), (5.18)

*

onde0<a<lel<fg<?2.
Novamente, a técnica usada para resolver as equagoes (5.17) e (5.18) sera
usando a transformada de Laplace.

Solugao paraocaso 0 < a <1

Entao, aplicando a transformada a equagao (5.17):
L{Dut)} + ZL{u(t)} = ZL{pt)}. (5.19)

Utilizando (3.31) para Z{u(t)} = a(s) e ZL{p(t)} = p(s), (5.19) fica

s*u(s) — s*u(0) +a(s) = p(s
u(s) [s* + 1] s*71u(0) + p(s),
o que implica em
o s*7t p(s)
u(s) = u(0) ] + e (5.20)
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Aplicando a transformada inversa de Laplace a (5.20):

2 Ha(s)} = u(O)x—l{ S }+$—1{&}’

s@+1 s*+1

que de acordo com as transformadas de Laplace da funcao de Mittag-Leffler
e de sua derivada, além do teorema da convolucao e tomando u(0) = co:

ult) = coEn(—t") — /0 p(t — 7)E. (—t)dr.

E possivel ainda escrever a soluc¢do para u(t) usando a fungao espectral.
De acordo com as propriedades da funcao espectral do Apéndice D e usando
a notagao

uo(t) :/ e‘”KavD(T)dr, us(t) = —/ e‘”Ka,_l(r)dr,
0 0

a solucao para u(t) é tal que

u(t) = couo(t)+/0p(t—T)U5(t)dT. (5.21)

Com carater ilustrativo, é apresentado na Figura 5.3 o grafico de K, o(r):

Figura 5.3: Grafico de K, (r) versus r, para diferentes valores de a.

}1; a curva tracejada,

a curva pontilhada representa o

Onde a curva cheia representa K, o(r) quando a =
quando « = %; para K,o(r) com a = %
comportamento da funcao.
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E para a fungdo —K, _1(r), a cruva cheia representa o grafico de quando

a = %1; para a = % o grafico obtido é representado em linhas tracejadas; a

curva pontilhada representa o grafico para a = %, na Figura 5.4.

03

02

01r 7

Figura 5.4: Grafico de —K, _1(r) versus r, para diferentes valores de a.

Solucao parao caso 1 < 3 < 2

Agora, aplicando a transformada de Laplace a equagao (5.18) e novamente
utilizando (3.31):

LDt} + Z{v(t)} = Z{a(t)}
s70(s) — 877 1w(0) — 57~ 21/( )+ (s)
o(s) [ +1] = s"7w(0) + 572 (0) + g(s).

I
LY
—
»
~—

Para v(0) = ¢y e v'(0) = ¢4

sh1 sP=2 q(s)

U(S) = 00—35+1+0155+1+5ﬁ—|—1.

(5.22)

Aplicando a transformada inversa de Laplace em (5.22):

6-1
LHi(s)) = .2 {5‘9 }
top gt { ;sﬁjl } ! { Sg(j>1 } .
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Usando as relacoes de transformadas de Laplace das funcoes de Mittag-Leffler
e derivadas, a solugao para v(t) é tal que

v(t) = coBg(—t?) + CltEﬁ72(_tﬂ) - /tq(t — T)E/lg(—tﬂ)dT. (5.23)

Da mesma forma que foi feito para o caso 0 < o < 1, é possivel escrever a
solugao v(t) em termos da fungao espectral. Porém, além da funcao espectral
como em (5.21), deve-se levar em conta os pélos presentes a solu¢ao quando
1< p<2

A solu¢do em termos da fungado espectral para v(t) é obtida de modo
andlogo ao caso anterior, usando as propriedades do Apéndice D. Note que
para tal, ao invés de usar (D.9), o segundo termo de (5.22) foi escrito como

1s°—1
co—————.
OssB 1

8 ¢
1 ]cos 1 3
— = Eg(—7")dT.
< {ssﬂ+1} Co/o p(=r)dr
= coJEg(—t9). (5.24)

Entao de (A.11)

De acordo com o Apéndice D, a integral de Es(—t%), 1 < 3 < 2 serd a
contribuicao da integral da funcao espectral, mais a parte devido aos pédlos.
Entao, o resultado obtido para (5.24) é

16} 00

1 fes” =1 _

Z 1{— } = co/ e " Ky (r)dr
s sP+1 0 -

+60%etws(”/ﬁ) Cos {t sin (%) - %} (5.25)

O dltimo termo de (5.23) contém a derivada da fungao de Mittag-Leffler,
que para 0 < o < 1 era a integral da funcao espectral K, _;(r). Analoga-
mente, para 1 < < 2, a solugao apresentara uma fungao do tipo Kz _1(r),
mais a derivada da contribuicao dos polos existentes em 1 < < 2. Entao,
de (D.18) e novamente (D.21), agora para k = —1

Ey(—t7) = / e ""Kg_1(r)dr
0

—l—%etms(’r/ﬁ) cos {t sin (%) + %] : (5.26)
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Como para o caso 0 < a < 1, usando a notagao encontrada em [3], sejam
(D.21), (5.25) e (5.26) escritas na seguinte forma:

o 2
vo(t) = / e " Kgo(r)dr + Betcos (*/B) cos (tsin (7/3)),
0

o 2 7 ™
v (t) = e " K (r)dr + =€t /8 cos {tsin (—> — —},
(0 = [ e 2) -3
o 2 ™ ™
vs(t) = —/ e " Kg_1(r)dr — et (/) cog {t sin (—) + —}.
(t) i s.(r)dr = e 5)t3
Dai, a solugao (5.23) é tal que
v(t) = covo(t) + crop(t / (t — 7)us(T)dr. (5.27)

A seguir, graficos das fungoes Kpgo(r), Kg1(r) = JKgo(r), Ks_1(r) =
DEKpo(r) e de ga(t), Jgs(t) e Dgs(t) = Jgs(t) para alguns valores de f.
Para todos os graficos, a linha cheia serd para 6 , a linha tracejada serd
para 3 = = e a linha pontilhada sera para § =

Prlmelramente os graficos de fungoes espectrals para 1 < 3 < 2:

Kir]

04l
03/
02l

01f

Figura 5.5: Grafico de Kz(r) versus r, para diferentes valores de f3.
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Figura 5.6: Grafico de Kz1(r) = JKpap(r) versus r, para diferentes (3.

K’(r)
03F
02f
01f 7 -
r 7
L 7
L L T
L //
) /\'/'/—\’"\ L L L L L L L L L L L L L L L L L r
05 1.0 15 20

Figura 5.7: Grafico de Kgo(r) = DKpsg(r) versus r, para diferentes (3.
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E por fim, os gréficos para gs(t), Jgs(t) e —Dgp(t) para 1 < § < 2
o)

08}

06

04l

02f

-02f

-04F

—06L

Figura 5.8: Grafico de g3(t) versus t, para diferentes [3.

02F / N

-0.2 f I

04 }/

Figura 5.9: Grafico de Jgg(t) versus t, para diferentes [3.
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Figura 5.10: Grafico de —Dgpg(t) versus t, para diferentes [3.

Note também que a parte da solugao referente aos pélos quando 1 < 3 < 2
também se assemelha a solucgoes do tipo oscilacao amortecida, como na Figura
5.2 quando 1 < 3 < 2.
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Capitulo 6

Conclusoes

O célculo fraciondrio, apesar de ter sido descoberto na mesma época do
calculo usual, é menos estudado em comparacao ao calculo de derivadas e
integrais de ordens inteiras. As propriedades da integral fracionaria e das
derivadas fracionarias vistas neste trabalho sao de certa forma de uma facil
demonstracao, bastando um conhecimento regular do célculo usual.

Em se comparando resultados de integrais e derivadas fracionédrias com
as mesmas operacoes do calculo usual, existem algumas diferencas, como por
exemplo, as derivadas de ordem fracionarias de uma funcao constante na
definicao de Riemann-Liouville é diferente de zero, como no céalculo classico.
Ja a definicao de Caputo para o cdlculo fracionario tem o mesmo resultado
do célculo de ordens inteiras. Entao, diferentes defini¢oes de derivadas fra-
ciondrias podem ter resultados diferentes. Porém existe a relagao de conexao
entre a defini¢ao de derivada fracionédria de Riemann-Liouville e Caputo. Tal
relacao de conexao foi demonstrada neste trabalho.

Equagoes integrais fracionarias também foram estudadas. Equacoes estas
que vém das equacoes integrais de Abel, com uma generalizacao para ordens
fracionarias. Com estas equacoes integrais, foi resolvido como uma aplicacao
bésica, a equacao de fluxo de calor de Newton.

Em seguida, iniciou-se o estudo das equacoes diferenciais fracionarias.
Primeiramente equagoes da forma de equagoes homogéneas (equagoes 5.5 e
5.6), com ordem das derivadas 0 < o < 1 e 1 < § < 2. Essas equagdes foram
resolvidas utilizando as transformadas de Laplace, onde as propriedades para
as derivadas fracionarias foi discutida no Capitulo 4. Os resultados dessas
equagoes sao em termos das fungoes de Mittag-Leffler. Tais resultados recaem
nas solugoes conhecidas das equacgoes diferenciais usuais quando a = 1 e
6= 2.

Cada uma das solugoes foi ilustrada com o comportamento gréfico para

valores o = %, g = % e g = % de ordens da derivada na equagao 5.5 do
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Capitulo 5 e 3, = %, By = g e B3 = ;Z sendo as ordens da derivada 5.6 do
Capitulo 5. Estas equagcoes diferenciais possuem as derivadas fracionarias na
definicao de Caputo. A escolha foi feita porque com a derivada fracionéaria da
definicao de Caputo ¢é possivel obter “condigoes iniciais”, ja que se trabalha
diretamente com a funcdo (e/ou sua derivada) em ¢t = 0, diferentemente da
derivada de Riemann-Liouville.

Por fim, as equagoes diferenciais fraciondrias na forma de equagoes nao-
homogéneas. Como anteriormente, foram usadas a derivada fracionaria na
definicao de Caputo e a técnica da transformada de Laplace para resolver es-
tas equagoes, cujos resultados sao semelhantes aos resultados para as equacoes
diferenciais nao-homogéneas do célculo classico: o resultado da parte ho-
mogénea mais a convolugao da parte nao-homogénea com uma funcao, que
nesse caso € a derivada da funcao de Mittag-LefHler referente a cada um dos
casos.

Uma maneira mais facil de observar o comportamento dos resultados das
equagoes diferenciais fracionarias é utilizando a funcao espectral. Usando
as defini¢oes e propriedades apresentadas no Apéndice D para a funcao es-
pectral, vé-se de uma melhor maneira os resultados das fungoes u(t) e v(t)
estudados.

Como o célculo fracionario, apesar da importancia na Fisica, ¢ pouco men-
cionado durante a graduacao, este trabalho serviu como um grande apren-
dizado sobre o tema.
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Apeéendice A

A transformada de Laplace e o
teorema da convolucao

A.1 Transformada de Laplace

Considere uma fungao f(t), para t > 0. A transformada de Laplace de
f(t) é definida por [7]

20} = [ e (A1)

com s € C. Como Z{f(t)} é uma funcao da varidvel s, também é comum
usar uma notacao do tipo

L{f()} = f(s).

Nem toda f(t) possui transformada de Laplace. O que garantird que
f(t) terd transformada de Laplace é f(t) ser continua por pedagos, isto é,
dentro de um intervalo finito, a fungao deve possuir um numero finito de
descontinuidades tais que em cada descontinuidade, os limites devem existir
para todo 0 < t < co. A funcao deve ser também é exponencial de ordem -,
que é quando a funcao nao cresce mais rapidamente que e, para um certo
valor de 7, quando ¢ — oo.

A.2 Propriedades

As principais propriedades da transformada de Laplace usadas nesse tra-
balho estao listadas a seguir e vém de [2] e [7]. As demonstragoes foram
omitidas, pois fogem do objetivo do trabalho.
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Propriedade da linearidade:

Sejam c; e ¢, constantes quaisquer, e que fi(t) e fo(t) tém transformadas
de Laplace fi(s) e fa(s), respectivamente. Entao,

L{erfilt) + c2fo(t)} = cLfi(s) + cafa(s). (A.2)

O resultado da propriedade anterior pode ser estendido facilmente a mais de
duas funcoes.

Transformada de Laplace de derivadas:

Se Z{f(t)} = f(s), e f'(t) = 4L f(t), entdao tem-se a transformada de
Laplace

Z{f ()} = sf(s) = f(0).

Este resultado pode ser generalizado para a n-ésima derivada de f(t). Seja
FO(0) = F(t).n € N
dtn Y 9

a n-ésima derivada de f(t), supondo que tal derivada exista. A transformada
de Laplace de f™(t) é

L)} =s"f(s) =) s"EFR(0), (A.3)

0

3
—_

i

com f%*)(0) sendo a k-ésima derivada de f(t), calculada em t = 0.

Transformadas de Laplace de integrais:
Se Z{f(t)} = f(s), entdo

% {/Ot f(T)dT} _f), (A4)

s
Multiplicacao por t", n € N:
Se Z{f(t)} = f(s), entdo
L")} = ()" f"(s).n €N, (A.5)
onde f(™(s) é a n-ésima derivada da transformada de Laplace de f(t).
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A.3 A inversao da transformada de Laplace

O processo inverso das transformadas de Laplace, ou seja, dada uma f (s),
deseja-se saber qual a funcao f(¢) cuja transformada de Laplace serd f(s), é
representado por

L7H ()} = f(),

nao é tao simples quanto a transformada de Laplace. As transformadas de
Laplace de fungoes mais comuns estao em varios livros que tratam sobre o
assunto. Entao, através de consulta a essas tabelas, como em [7], é possivel
encontrar a funcao relacionada com determinada transformada de Laplace.

Existem também alguns métodos para determinar a transformada inversa
de Laplace de funcoes cujo resultado nao aparece diretamente em tabelas.
Métodos comuns para calcular a transformada inversa de Laplace sao o
método das fragoes parciais, método das séries e a férmula complexa da
inversao. Exceto para o ultimo método, é preciso conhecer previamente, com
o auxilio das tabelas, por exemplo, as transformadas inversas de Laplace de
fungoes mais comuns, ja que estes métodos consistem em simplificar fungoes
para que se assemelhem com fungoes com transformadas inversas conhecidas.
O método da férmula complexa da inversao é dado pela integral

1 y+ico B
fO =5 [ e (A6)
2T )y —ino

para t > 0. Esse resultado também é conhecido como féormula integral de
Bromwich ou férmula de inversao de Mellin. O ntimero real 7 é escolhido de
modo que s = 7y esteja a direita de todas as singularidades (p6los, pontos de
ramificacao, etc.).

A.4 Propriedades das transformadas inversas
de Laplace

Assim como na transformada, a transformada inversa de Laplace também
tém algumas propriedades que auxiliam em manipulagoes matematicas entre

f(t) e f(s). Sao elas:
Propriedade da linearidade:

Se ¢, ¢y sa0 constantes e fl(s), fg(s) as transformadas de Laplace de f;(t)
e fo(t), respectivamente, entao

L Herfils) + eafals)} = et fill) + cafa(t). (A.7)
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Transformada inversa de Laplace de derivadas:

Seja L f(s)} = f(t), eseja (") (s) a n-ésima derivada da transformada
de Laplace de f(t). Entao,

LHIW(s)} = (1"t f (), (A.8)

com n € N.

Transformadas inversa de Laplace de integrais:
Seja L {f(s)} = f(t), entdo

S sy =12 (A.9)

Multiplicacao por s:
Se Z Y f(s)} = f(t), entdo

{sf9} = 1. (A.10)

Divisao por s:

Se Z Y f(s)} = f(t), entdo

-1 {@} = /Ot f(r)dr. (A.11)

A.5 Convolucoes

A convolugao entre duas fungoes f(t) e g(t) é definida como

(f*g)(t /f g(t —71)d (A.12)

Verifica-se que

(f * 9)(®) /ﬁft—f

A principal propriedade da convolucao utilizada neste trabalho é o teo-
rema da convolucao para as transformadas de Laplace.
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Sejam .2 {f(s)} = f(t) e g(s)} = g(t). A transformada inversa
de Laplace do produto de fungoes f (s) g(s) é a convolugao entre f(t) e g(t),
ou seja

L) = [ St - = (g (A1
O teorema também pode ser representado da seguinte forma:

L{(f*9)()} = f(5)3(s). (A.14)
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Apeéendice B

A funcao gama e a funcao beta

B.1 Funcao gama: definicoes e propriedades
A fungao gama, também conhecida como fungao fatorial é definida como [1]:
[(n) = / " e du, (B.1)
0

para Re{n} > 0.
Graficamente [2], a fungao gama é representada por

r(n)

| | n

~
|
N
N
IS

[

1ol

Figura B.1: Representagao gréafica da fungao gama

Devido ao comportamento da funcao para valores menores que zero, a
funcao sé serd utilizada para seus valores positivos.

A funcao gama é conhecida também como funcao fatorial porque, para
valores naturais de n na defini¢ao de I'(n), seu comportamento é semelhante
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ao comportamento do fatorial. Para n € N,
I(n)=(n—-1)L (B.2)
Uma outra propriedade importante para a funcao gama é
['(n+1) =nl(n), (B.3)
a qual é muito usada na simplificacao de alguns resultados.

Outro fato importante é que

B.2 Funcao beta

A fungao beta é definida por uma integral que depende de dois parametros
positivos [1]. Sejam m > 0 e n > 0, entao, define-se a fungao beta de m e n
como sendo

B(m,n) = /0 2" (1 — z)" . (B.4)

Por uma substituicao de variaveis, é possivel mostrar que
B(m,n) = B(n,m). (B.5)

A fungao beta também esta relacionada com a fungao gama por meio de

(B.6)
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Apéndice C

Solucao da equacao de fluxo de
calor

A equagao de fluxo de calor unidimensional [3, 2] é tal que
Up — Uyy = 0, (C.1)

onde u = u(x,t) representa a temperatura e 0 < x < 0o e 0 < t < oo. Como
condicao inicial do problema, seja

u(z,0) =0 (C.2)

e como condicao de fronteira, seja

= —/(0,1) = p(t). (C.3)

9,
- %u(x,t) .

Para resolver a equagao (C.1), aplica-se a transformada cosseno de Fourier,
com respeito a variavel z. A transformada cosseno de Fourier é definida como

2]
FAFE)} = \/g /0 " F(#)cos(kt)dk. (C.4)

A transformada serd aplicada a variavel z. Quando aplicada a derivada
segunda de uma funcao, a transformada cosseno de Fourier tem a seguinte

propriedade:
%{j—;m} = —er) - 2r0) (©5)
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Aplicando a transformada cosseno de Fourier em (C.1), que também goza da
propriedade de linearidade, assim como (A.7), e usando a propriedade C.5,
tem-se:

ﬁc{ut - umx} - ﬁc{ut} - Cgﬁc{umx}
2
— YUt — | —R2U Rt — \/ju'(O,t)]
dt s
d , 2,
— LUk t) + Uk, ) + 1] 24/ (0, 0)
dt T
e entao
d , 2,
LU 1) + U (k) + [ 20/(0,8) = 0, (C.6)
T

para Z{u(z,t)} = U(k,t). Pela condicao dada em (C.3), a equagao fica

d ) B \/5
EU(k,t) + kU (k,t) = 7Tp(zﬁ). (C.7)
Aplicando a transformada de Laplace a equacao (C.7) na varidvel ¢:
d 9 2
LUk, t)+k°U(k,t)p, = &£ —p(t)
dt s
LS =U(k,t) p + & {k; U(k,t)} = —p(s)
dt s
SU(k, ) ~ UGk, 0)] + KUk, 5) = 1/ 2i(s), ()

onde Ul(k,s) = Z{U(k,t)} e p(s) = ZL{p(t)}.
O termo U(k,0) é nulo, pois U(k,0) = F{u(z,0)} e u(z,0) = 0. A
equagao (C.8) fica

Uk, s) + KU (ks) = %~(s)
Ulk,s) (K +5) = %~(5)

Uk,s) = <\/§

53




Aplicando a transformada inversa de Laplace em U(k,s) da equagao C.9,
com respeito a variavel s:

LUk} = z{(@) (,ﬁ(j)s)}

Uk, t) = 331{ D(s) } (C.10)

T k2+s

De acordo com a teoria das transformadas inversas de Laplace, a transfor-
mada inversa em (C.10) serd a convolugao das transformadas inversas de p(s)

e 1/(k* + s), isto &,
2 ' —k2(t—1)
Uk,t) = /= [ p(r)e dr. (C.11)
T Jo

Finalmente, aplicando a transformada inversa de Fourier a equacao (C.11)
com respeito a variavel k:

F Uk} = 3{;1{\/% /0 tp(T)e—k2<t—T>dr}
- \/g /0 tp(T)ygl{e—kQ(t—ﬂ}dT

u(z,t) = Vdr, (C.12)

L/t p<7—> efx2/4(t77'
ﬁ 0 \/t—T

que é a solugao da equacao (4.27) do fluxo de calor.
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Apeéendice D

A funcao de Mittag-Lefller

D.1 Definicoes

A fungdo de Mittag-Leffler é definida como [3]

zn

Eu(2) = m,

(D.1)

WE

Il
o

n

onde a > 0 e z € C. Em sua forma mais geral, a fungao de Mittag-Leffler é
definida como

D.2
; C'(an+6)’ (D-2)

com a,3>0e z € C. E entao:
Ea(z) = Ea,1<z)' (D3)

Uma forma bastante 1til da funcao de Mittag-Leffler no célculo fracionario é
tomando z = —At* em (D.1) e (D.2), onde t € R, com t > 0 e —\ € C. Dali,

e Ata n
@ D.4
—A) ; [(an +1) (D4)
> /\ta n
—At?) D.
; I'(an+3) (D-5)
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D.2 Propriedades

Um resultado importante é o fato de E,(0) = 1. De fato, seja (D.4):

ay (A0 (=) (—A)? (=A%)
Ba(=2t%) = T0+1D) Tatl) TRa+D) T@a+D)
(=A%) (—At*)? (=A%)
Fa+1) TRa+1) TI'(Ba+1)

1+

Dai, tomando-se t = 0, observa-se que
E.(0) = 1. (D.6)

A derivada de (D.4) também é um resultado util para este trabalho.
Assim,
(=AE)"
tT(an+1)
an)(=A)" (")
I'(an+1)
(_)\)n(tom—l)
C(an)

WE
Q.lg“

B (=) =
0

3
Il

I
2

n=0

hE

E(-\2) = (D.7)

I
o

T

usando a propriedade (B.2) do Apéndice B, T'(an + 1) = (an)I'(an).

Transformadas de Laplace

Como o método usado para a resolucao das equagoes diferenciais e inte-
grais fraciondrias foi por meio da transformada de Laplace, convém obter as
transformadas de Laplace de (D.4), (D.5) e (D.7), ou reciprocamente, quais
as funcoes que a transformada inversa de Laplace resultam nestas funcoes.
A transformada de (D.4) é dada por [3]

Sa—l B Sa—l N
LLE(—XtY)} = Y = ! {sa — )\} = FEo(—A\t%) (D.8)

Para (D.5), existe a seguinte defini¢do dada em [3]:

a—f
LUPTVE, g(— M)} = —
{ B(=At)} Y
a-f
= L {Si " /\} =17 B, p(—At%). (D.9)
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Para (D.7), considere a propriedade (A.1) do Apéndice A, de onde é possivel
escrever

f{%Ea(—)\t“)} = s L{E.(—M)} — EL(0).

que de acordo com (D.6) e (D.8) fica

LB (M) = S(Sff:oq

~ LB (-} = _S( s >+ s 1\

59+ A 59+ A
—557 L 45 4 )

5% 4\
—8*+ 54+ A

s+ X

ou seja,
A
59+ A
— 7! { A } = —FE (= \t%). (D.10)

LN} =

s& + A\

Também define-se a transformada de Laplace da k-ésima (k € N) integral
de E,(—t*) da seguinte forma:

Safkfl

s+ 1"

LATEL(—t%)} = (D.11)

Ainda, define-se pela fungao espectral a k-ésima derivada de E,(—t*) como
sendo D*E,(—t%) = JFE,(—t%).

D.3 Funcao espectral

Uma outra forma de representar a transformada inversa de Laplace

a—1
1| s
Rt

é através da funcgao espectral, como em [3].
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Para 0 < a < 1, a contribui¢ao de s*7!/(s* + 1) no célculo da transfor-
mada inversa de Laplace sera dada por

Soc—l
. D.12
" |:8a +1 s:rei”:| ( )

E entdo, de (D.12) tem-se que a funcao espectral é

Ka(r)

1 [ ca—1
——Im | }
7r | sY + 1] i
_l]m i (r?iw)a—l
™ |(rem)e+1
_l]m i 1 raléiﬂaeiw]
T _e—z7r roetma | 1
1 / [ ro~tcos (ra) + isin (ma)]
—Im
m  [r®[cos (ma) + isin (ra)] + 1
1 [ rot cos (.7r04) i rot sir} ('7r04)
m  [r%cos(ma) +isin(ra)]+ 1 rcos (ma) + isin (ma)] + 1
L, [ r*~tcos (ra) _ r®~1sin (ra)
—Im
7 |[r*cos(ma) + 1] +iresin (ra)  [r®cos (ra) + 1] 4+ ir®sin (1)
1 I [ r®~1 cos (mar) [r% cos (mar) + 1] — ir®sin (ma)
—Im
m  |[recos(ma) + 1] 4+ ir*sin (ra) \ [r® cos (ma) + 1] — ir® sin (ra)

(
(
ro~Lsin (ra) [r® cos (mar) + 1] — ir®sin (ma)
[r® cos (mar) + 1] + ir® sin (ma) ([r“ cos (mrar) + 1] — irsin (r«) )]
l[m r®~1cos (ra)[r® cos (ra) + 1 — ir® sin (1))
m [re cos (mar) + 1]2 + [r@ sin (ra)]?

r*Lsin (ra)[r® cos (mra) + 1 — ir®sin (ra)]
T [re cos (mar) + 1]2 + [rosin (7o) |2 }
1 1
7 [r® cos (rar) + 1] + [r@ sin (ra)]?
xIm [r*~ cos (ra)[r® cos (ra) + 1 — ir® sin (7a)
+i {r* !sin (ra)[r* cos (ra) + 1 — ir®sin (7)) }]
1 1
7 [re cos (rar) + 1] + [r@ sin (ra)]?
xIm [r**!cos® (ma) + sin® (ra)] + r* " cos (war) + ir® ' sin (7a)]
1 1
T r2afcos? (ma) + sin’ (ra)] + 2r< cos (ma) + 1

xIm [r*71 4 127 cos (ma) +ir* " sin (7a)]
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1 r2e=t 4 ro~leos (ma) ro~Lsin (ra)
m +1 ,
T r2e 4 2recos (ma) +1 12 4 2r@cos (ma) + 1

o que implica em

1 r*~Lsin (ra)
K, = — . D.13
(r) 712 4 2re cos (ma) + 1 ( )

Dai,
B(—1%) = / e Ko (1) dr. (D.14)
0
De uma maneira mais geral, define-se a funcao espectral para 0 < o < 1

da seguinte forma:

(=DF1  re"Fsin (ra)
K, = — . D.15
#(r) T w24 2recos (ra) + 1 ( )

E entdo, K, o(r) = Ku(r).
A derivada da funcao de Mittag-Leffler, utlizada nas equacoes diferenciais
fraciondrias, é obtida de (D.15). Seja

JFE(—t) = / h e " Ko (r)dr. (D.16)
0
Dai, adota-se a derivada da fungao de Mittag-Leffler como sendo
B(—t7) = / T et K (r)dr. (D.17)
0
Para o caso 1 < § < 2 também ¢é possivel escrever a funcao de Mittag-
Leffler em termos da funcao espectral, porém deve-se levar em conta a conta

que neste intervalo s°~!/s® 4+ 1 possui dois pélos. A saber, e* [3]. Desta
forma,

£—1 [e'¢) 1
R } = / K dr + = sut D.18
{rr) = [ g e o

onde o somatdério indica a contribui¢ao dos polos e K3(r) a fun¢ao a mesma
funcao espectral encontrada para 0 < o < 1, porém definida para 1 < § < 2.
Seja
1 spt .
3 D ettt = ga(t) (D.19)
h

29



Substituindo os dois polos no somatorio e calculando o segundo termo de
(D.18), gs(t) fica

gs(t) = {et(eig>+et(eig)}
[et[cos(ﬂ'/ﬁ)Jrisin(Tr/B)] _i_et[cos(fr/ﬁ)fisin(ﬂ'/ﬁ)]]

[etcos (w/ﬁ)eitsin (m/B) + etcos (ﬂ/ﬁ)efitsin (ﬂ/ﬁ)]

[etcos(w/ﬁ) (eitsin(w/,@) + e—itsin(w/,@))}

I VRS R e e iy

= Zeteos(m/B) cos {t sin (%)] (D.20)

Substituindo (D.20) em (D.18),

.,?1{ s } = /ooe”K (r)dr
sP+1 0 70

+%etcos(”/ﬁ) cos {t sin <%)] (D.21)

Da mesma forma que foi definida a k-ésima integral da funcao espectral
através de (D.16) e (D.17), é preciso levar em consideracao a k-ésima integral
de gp(t). Verifica-se que

JFgs(t) = %etcos(”/ﬁ) Ccos {t sin (%) - k%} (D.22)
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