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Centro de Ciências Exatas

Departamento de F́ısica

Introdução ao estudo de
derivadas fracionárias e
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equações diferenciais

Patrick dos Santos Simonário

Banca Examinadora:

Prof. Dr. Fernando Carlos Messias Freire

Profa. Dra. Hatsumi Mukai

Prof. Dr. Renio dos Santos Mendes
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meu tempo em Maringá. Além destes, agradeço a outras pessoas as quais
contribuiram de uma maneira indireta para que o trabalho fosse posśıvel:
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Resumo
Este trabalho trata sobre cálculo fracionário, equações integrais e diferen-

ciais fracionárias. Primeiramente, foram mostradas definições e algumas im-
portantes propriedades relacionadas à representação das integrais fracionárias
de Riemann-Liouville. Depois disso, são definidas as derivadas fracionárias
nas representações de Riemann-Liouville e Caputo, bem como suas pro-
priedades. Usando essas propriedades e definições, começa-se o estudo das
equações integrais e diferenciais fracionárias, as quais importantes resulta-
dos foram obtidos usando as funções de Mittag-Leffler e as transformadas de
Laplace. Estas funções são ferramentas importantes para se obter os resul-
tados das equações integrais e diferenciais fracionárias.

Palavras-chave: cálculo fracionário, integrais fracionárias, equações dife-
renciais fracionárias, função de Mittag-Leffler, transformadas de Laplace.



Abstract
This work deals with fractional calculus, fractional integrals and differ-

ential equations. First, definitions and some important properties related to
fractional integrals on Riemann-Liouville’s representation are presented. In
this work it is defined the fractional derivatives on Riemann-Liouville’s and
Caputo’s representations, as well as their properties. Using these properties
and definitions, the study of fractional integrals and differential equations
was begun, in which important results were obtained using Mittar-Leffler
functions and Laplace transforms. These functions are significant tools in
attaining the results of fractional integrals and differential equations.

Keywords: fractional calculus, fractional integrals, fractional differential
equations, Mittag-Leffler functions, Laplace transform.
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Caṕıtulo 1

Introdução

O conceito de integração e diferenciação de ordens não inteiras, o cálculo
fracionário, é quase tão antigo quanto o cálculo usual de derivadas e integrais
de ordens inteiras [4]. A primeira menção foi em 1695, quando o Marquês de
L’Hôpital (? 1661 - † 1704) escreveu uma carta a Leibniz (? 1646 - † 1716),
e usando a notação de Leibniz para derivadas, dny

dxn , com n ∈ N∗, sugeriu que
n = 1

2
, ou seja,

d
1
2 y

dx
1
2

.

Outras citações de cálculo fracionário, em um diferente contexto, são
feitas, por exemplo, por Euler (? 1707 - † 1783) em 1730, Lagrange (? 1736
- † 1813) em 1772, Laplace (? 1749 - † 1827) em 1812 e Lacroix (? 1765 -
† 1843), que em 1819 em seu trabalho Traité du Calcul Différentiel et du
Calcul Intégral [6], dedica duas páginas ao cálculo fracionário e mostra que

d
1
2 x

dx
1
2

=
2
√

x√
π

.

A seguir, vêm as citações do cálculo fracionário de Fourier (? 1768 - †
1830) em 1822, Liouville (? 1809 - † 1882), que em 1832 estendeu os resultados
obtidos por Lacroix em seu trabalho Mémorie sur le Calcul des Différentielles
à Indices Quelconques, usando a noção de função gama [6]. Riemann (? 1826
- † 1866) e Liouville em 1876 no Versuch Liner Auffassung der Integration
und Differentiation conseguiram derivar fracionalmente um monômio com
qualquer expoente [6].

Porém, o primeiro trabalho dedicado exclusivamente ao cálculo fracionário
foi publicado em 1974 por Oldham e Spanier e entitulado The Fractional Cal-
culus.
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Durante todo este tempo o cálculo fracionário era um assunto exclusiva-
mente estudado por matemáticos. Porém nas últimas décadas muitos autores
mostraram que o cálculo fracionário é adequando para a descrição de pro-
priedades de materiais reais, por exemplo, poĺımeros [5].

A partir do século XX começaram inúmeras publicações sobre o cálculo
fracionário. Até então poucos trabalhos a respeito do tema foram publicados.
Devido a isto, o cálculo fracionário foi considerado um ramo “novo”da f́ısica
e da matemática aplicada, sendo uma ferramenta muito útil para alguns
resultados importantes.

Buscando um conhecimento relacionado ao tema, este trabalho consiste
em estudar as definições e fundamentos dos operadores integral e derivada
fracionários, bem como na apresentação e alguns resultados das equações
diferenciais e integrais fracionárias.

Primeiramente, será definida a integral de ordem fracionária, proposta
por Riemann e Liouvile e suas principais propriedades, para então definir as
derivadas fracionárias, tanto na representação de Riemann-Liouville, quanto
na representação de Caputo, e então mostrar as propriedades das derivadas
fracionárias. Alguns exemplos de derivadas e integrais fracionárias de uma
função serão mostrados, para comparar com o resultado de derivadas e in-
tegrais clássicas. Esses exemplos terão uma representação gráfica a fim de
mostrar o comportamento dessas novas funções. As funções utilizadas neste
trabalho como exemplo são todas funções definidas somente para variáveis
positivas.

Com essas operações de integração e derivação fracionária bem definidos,
iniciar-se-á o estudo das equações integrais fracionárias e equações diferenciais
fracionárias. Esses casos também serão ilustrados com alguns exemplos e
gráficos para se ter uma idéia do comportamento das soluções de equações
integrais e diferenciais fracionárias. Nestes casos, as soluções apresentadas
serão funções do tempo, e portanto, com a variável definida para todos os
reais positivos, mais o zero.

Para retomar os conceitos fundamentais utilizados durante o trabalho,
foi adicionado um apêndice. Por diversas vezes durante o trabalho serão
utilizados os resultados encontrados no apêndice. Exemplos de ferramentas
que se encontram no apêndice são as transformadas de Laplace, funções beta,
gama e de Mittag-Leffler, função espectral, teorema da convolução, dentre
outras.
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Caṕıtulo 2

A integral fracionária

A integral fracionária definida por Riemann e Liouville será o ponto de
partida para o estudo das derivadas e equações diferenciais fracionárias con-
sideradas neste trabalho.

2.1 Definições

Define-se a integral fracionária de ordem α, onde α ∈ R+, de f(t) como
sendo [3]

Jαf(t) :=
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− τ)α−1f(τ)dτ. (2.1)

Tal definição, por Riemann e Liouville, é uma generalização da fórmula
de Cauchy para determinar a n-ésima primitiva de uma função. A fórmula
de Cauchy é definida como

Jnf(t) :=
1

(n− 1)!

∫ t

0

(t− τ)n−1f(τ)dτ, (2.2)

com n ∈ N. A generalização de n ∈ N para α ∈ R+, e assim definindo que
a integral de ordem α, é a substituição da potência de n − 1 para α − 1 no
termo (t− τ) na integral e a substituição de (n− 1)! para a função gama.

Define-se também o operador integral fracionária Jαf(t) para α = 0 como
sendo

J0f(t) := If(t) = f(t), (2.3)

onde I é o operador identidade.
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2.2 Propriedades

É posśıvel mostrar que

JαJβ = Jα+β, (2.4)

com α, β ∈ R e α, β ≥ 0, utilizando a definição da integral fracionária de
Riemann-Liouville. Ou seja, deve-se ter que

JαJβf(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− τ)α−1

[
1

Γ(β)

∫ τ

0

(τ − ξ)β−1f(ξ)dξ

]
dτ (2.5)

é igual a uma expressão da forma

1

Γ(α + β)

∫ t

0

(t− τ)α+β−1f(τ)dτ = Jα+βf(t). (2.6)

Reescrevendo (2.5)

JαJβf(t) =
1

Γ(α)Γ(β)

∫ t

0

(t− τ)α−1

∫ τ

0

(τ − ξ)β−1f(ξ)dξdτ. (2.7)

É preciso fazer uma mudança no intervalo de integração da segunda in-
tegral, para que ambas resultem em funções da mesma variável (no caso, t).
Com essa mudança, (2.7) fica

JαJβf(t) =
1

Γ(α)Γ(β)

∫ t

0

(t− τ)α−1

∫ t

ξ

(τ − ξ)β−1f(ξ)dξdτ. (2.8)

Com isso é posśıvel fazer manipulações algébricas entre os elementos per-
tencentes às duas integrais, ou seja, é posśıvel escrever (2.8) como

JαJβf(t) =
1

Γ(α)Γ(β)

∫ t

0

f(ξ)dξ

∫ t

ξ

(t− τ)α−1(τ − ξ)β−1dτ. (2.9)

Com a mudança de variável u = τ − ξ, que implica em τ = u + ξ e
dτ = du, e com a mudança do intervalo de integração: quando τ = ξ, u = 0;
quando τ = t, u = t− ξ, escreve-se (2.9) como

JαJβf(t) =
1

Γ(α)Γ(β)

∫ t

0

f(ξ)dξ

∫ t−ξ

0

(t− u + ξ)α−1uβ−1du. (2.10)
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Agora, fazendo s = u
(t−ξ)

, que implica em u = s(t − ξ) e du = (t − ξ)ds.
Nesse caso, os novos intervalos de integração da segunda integral serão tais
que quando u = 0, s = 0; e quando u = t− ξ, s− 1. E então (2.10):

JαJβf(t) =
1

Γ(α)Γ(β)

∫ t

0

f(ξ)dξ

∫ 1

0

[t− s(t− ξ) + ξ]α−1[s(t− ξ)]β−1(t− ξ)ds. (2.11)

Reagrupando os termos da segunda integral em (2.11),

JαJβf(t) =
1

Γ(α)Γ(β)

∫ t

0

f(ξ)dξ

∫ 1

0

[t− st + sξ + ξ]α−1[s(t− ξ)]β−1(t− ξ)ds

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ t

0

f(ξ)dξ

∫ 1

0

[(t− ξ)(1− s)]α−1sβ−1(t− ξ)β−1(t− ξ)ds

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ t

0

f(ξ)dξ

∫ 1

0

(t− ξ)α−1(1− s)α−1sβ−1(t− ξ)β−1(t− ξ)ds

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ t

0

f(ξ)dξ

∫ 1

0

(t− ξ)(α−1)+(β−1)+1(1− s)α−1sβ−1ds

JαJβf(t) =
1

Γ(α)Γ(β)

∫ t

0

f(ξ)dξ

∫ 1

0

(t− ξ)α+β+1(1− s)α−1sβ−1ds. (2.12)

O termo (t − ξ)α+β−1 em (2.12) é constante com relação à variável s.
Então,

JαJβf(t) =
1

Γ(α)Γ(β)

∫ t

0

f(ξ)(t− ξ)α+β−1dξ

∫ 1

0

(1− s)α−1sβ−1ds. (2.13)
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De acordo com (B.4), (2.13) fica

JαJβf(t) =
1

Γ(α)Γ(β)

∫ t

0

f(ξ)(t− ξ)α+β−1dξ
Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β)
, (2.14)

que simplificando resulta em (2.6):

JαJβf(t) = Jα+βf(t) =
1

Γ(α + β)

∫ t

0

f(ξ)(t− ξ)α+β−1dξ (2.15)

É posśıvel também encontrar uma regra de integração fracionária para
um monômio genérico tγ. O primeiro cuidado que se deve ter é que γ deve
ser maior que −1, pois t−1 não é integrável em t = 0, que faz parte do
intervalo de integração da definição da integral fracionária. Primeiramente,
seja γ ∈ N. Aplicando Jα em f(t) = tγ:

Jαtγ =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− τ)α−1τ γdτ. (2.16)

Integrando por partes:

Jαtγ =
1

Γ(α)

[
−τ γ(t− τ)α

α

∣∣∣∣
t

0

−
∫ t

0

−(t− τ)α

(α)
(γ − 1)τ γ−1dτ

]

=
1

Γ(α)

γ

α

∫ t

0

(t− τ)ατ γ−1dτ.

Integrando por partes novamente:

Jαtγ =
γ

Γ(α)α

[
−τ γ−1(t− τ)α+1

α

∣∣∣∣
t

0

−
∫ t

0

(t− τ)α+1

(α + 1)
(γ − 1)τ γ−2dτ

]

=
γ(γ − 1)

Γ(α)α(α + 1)

∫ t

0

(t− τ)α+1τ γ−2dτ.

Integrando por partes outra vez:

Jαtγ =
γ(γ − 1)

Γ(α)α(α + 1)

[
−τ γ−2(t− τ)α+2

(α + 2)

∣∣∣∣
t

0

−
∫ t

0

−(t− τ)α+2

(α + 2)
(γ − 2)τ γ−3dτ

]
.
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Para γ integrações, a expressão anterior fica

Jαtγ =
γ(γ − 1)(γ − 2)(γ − 3) . . .

Γ(α)α(α + 1)(α + 2)(α + 3) . . .

×
∫ t

0

(t− τ)α+(γ−1)τ γ−γdτ

=
γ(γ − 1)(γ − 2)(γ − 3) . . .

Γ(α)α(α + 1)(α + 2)(α + 3) . . .

×
∫ t

0

(t− τ)α+γ−1dτ.

Integrando novamente:

Jαtγ =
γ(γ − 1)(γ − 2)(γ − 3) . . .

Γ(α)α(α + 1)(α + 2)(α + 3) . . .

[
−(t− τ)α−γ

(α− γ)

∣∣∣∣
t

0

]

=
γ(γ − 1)(γ − 2) . . . 2.1

Γ(α)α(α + 1)(α + 2) . . . (α + γ)
tα+γ

=
γ!

Γ(γ + α + 1)
tα+γ

Jαtγ =
Γ(γ + 1)

Γ(γ + 1 + α)
tγ+α. (2.17)

A equação (2.17) será usada adiante para ilustrar o comportamento de in-
tegrais fracionárias em comparação com resultados de integrais clássicas já
conhecidos.

A única restrição que a expressão acima exige é que γ + 1 + α > 0 em
Γ(γ+1+α), já que a função gama diverge para valores negativos, como pode
ser observado do gráfico da função gama1. Tal condição será satisfeita para
qualquer γ > −1 e para qualquer α ∈ R+.

Jαf(t) também pode ser escrito como a convolução de uma função espećı-
fica com f(t). Tal função é definida como

Φα(t) :=
tα−1

Γ(α)
, (2.18)

ou seja,

Φα(t) ∗ f(t) =

∫ t

0

(t− τ)α−1

Γ(α)
f(τ)dτ = Jαf(t). (2.19)

1Ver Apêndice B
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Como base nesta forma alternativa de escrever Jαf(t), é mais fácil de
encontrar a transformada de Laplace2 da integral de ordem fracionária de
uma função.

A transformada de Laplace será útil na resolução de equações integrais e
diferenciais fracionárias. Aplicando a transformada em Jαf(t) definido em
(2.19):

L {Jαf(t)} = L {Φα ∗ f(t)}
=

1

Γ(α)
L {tα−1 ∗ f(t)}

=
1

Γ(α)
L {tα−1}L {f(t)},

onde foi usada a propriedade da transformada de Laplace da convolução de
funções.

A transformada de Laplace de tα−1 é

L {tα−1} =
Γ(α)

sα
.

Seja a transformada de Laplace de f(t) representada por f̃(s). Então,

L {Jαf(t)} =
1

Γ(α)

Γ(α)

sα
f̃(s),

ou seja,

L {Jαf(t)} =
f̃(s)

sα
, (2.20)

que é o resultado desejado, encontrado em Fractional Calculus: Integral and
Differential Equations of Fractional Order, Pre-print de 2008 (Referência
[3]).

2.3 Exemplos

Considere a função f(t) = t2. Como ilustração das integrais fracionárias,
serão calculadas duas integrais clássicas e duas de ordens fracionárias. Para
J1 e J2 será usada diretamente a definição (2.2) e para J

1
2 e J

3
2 o resultado

(2.17). Na sequência, um gráfico ilustrará o comportamento dos resultados
encontrados.

2Ver Apêndice A
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A integral “primeira”de f(t) é

J1f(t) =
1

Γ(1)

∫ t

0

(t− τ)1−1τ 2dτ

=

∫ t

0

τ 2dτ

J1f(t) =
t3

3
. (2.21)

A integral “segunda”é

J2f(t) =
1

Γ(2)

∫ t

0

(t− τ)2−1τ 2dτ

=

∫ t

0

(t− τ)τ 2dτ

J2f(t) =
t4

12
. (2.22)

Como era de se esperar, o operador integral fracionária de ordem n ∈ N
recai na integral de Cauchy para se calcular a n-ésima primitiva de uma
função, que dá resultados clássicos de integrais.

A integral de ordem 1
2

de f(t) fica

J
1
2 t2 =

Γ(2 + 1)

Γ(2 + 1 + 1
2
)
t2+ 1

2

=
Γ(3)

Γ(7
2
)
t

5
2

=
2!

(5
2
)(3

2
)(1

2
)Γ(1

2
)
t

5
2

=
2!

(15
8
)
√

π
t

5
2

J
1
2 t2 =

16

15
√

π
t

5
2 . (2.23)

E a integral de ordem 3
2

de f(t):

J
3
2 t2 =

Γ(2 + 1)

(2 + 1 + 3
2
)
t2+ 3

2

=
2!

(7
2
)(5

2
)(3

2
)(1

2
)Γ(1

2
)
t

7
2
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=
2!

(105
16

)
√

π
t

7
2

J
3
2 t2 =

32

105
√

π
t

7
2 . (2.24)

O comportamento de (2.21), (2.22), (2.23) e (2.24), mais f(t) é ilustrado
abaixo:

0.5 1.0 1.5 2.0
t

1

2

3

4

f HtL

Figura 2.1: Gráfico de Jαt2 versus t, para diferentes valores de α.

A curva cheia mais grossa é f(t), a curva tracejada mais grossa J1/2f(t), a
curva pontilhada mais grossa é J1f(t), a curva cheia mais fina é J3/2f(t) e a
tracejada mais fina é J2f(t).
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Caṕıtulo 3

As derivadas fracionárias

3.1 Definição de Riemann-Liouville

Com a integral fracionária na representação de Riemann-Liouville bem
definida e mostradas as propriedades que serão utilizadas no decorrer do
trabalho e com um exemplo para mostrar o comportamento de Jα, chega a
hora de estudar as derivadas fracionárias. Primeiramente na representação
de Rieman-Liouville e na sequência na representação de Caputo.

Definições

Considere o operador Jn, n ∈ N, definido em (2.2) e seja um operador
Dn, para n ∈ N, como sendo a n-ésima derivada de uma função. Verifica-se
que Dn é dito inverso à esquerda de Jn, mas não inverso à direita, ou seja,

DnJn = I, JnDn 6= I.
É posśıvel mostrar que a primeira afimação é verdadeira, com o aux́ılio

da relação abaixo:

d

dt

∫ g(t)

h(t)

f(t, τ)dτ =
dg(t)

dt
f(t, g(t))

−dh(t)

dt
f(t, h(t)) +

∫ g(t)

h(t)

∂f(t, τ)

∂t
dτ. (3.1)

Derivando n vezes a integral (2.2) e utilizando (3.1):

DnJnf(t) =
dn

dtn

[
1

(n− 1)!

∫ t

0

(t− τ)n−1f(τ)dτ

]

= · · ·

13



=
1

(n− 1)!

∫ t

0

dn

dtn
(t− τ)n−1f(τ)dτ

=
1

(n− 1)!
(n− 1)

∫ t

0

dn−1

dtn−1
(t− τ)n−2f(τ)dτ

Após n− 1 derivadas:

DnJnf(t) =
(n− 1)!

(n− 1)!

∫ t

0

d

dt
f(τ)dτ.

Novamente de (3.1)

DnJnf(t) =
d

dt

∫ t

0

f(τ)dτ, (3.2)

ou seja,

DnJnf(t) = f(t). (3.3)

A segunda afirmação implica em aplicar (2.2) em dn

dtn
f(t)

JnDnf(t) =
1

(n− 1)!

∫ t

0

(t− τ)n−1 dn

dτn
f(τ)dτ. (3.4)

Usando integração por partes iteradamente em (3.4):

JnDnf(t) =
1

(n− 1)!

[
(t− τ)n−1

(
dn−1

dτn−1
f(τ)

)∣∣∣∣
t

0

−
∫ t

0

(n− 1)(t− τ)n−2

(
dn−1

dτn−1
f(τ)

)
dτ

]

=
1

(n− 1)!

[
tn−1

(
dn−1

dτn−1
f(τ)

∣∣∣∣
τ=0

)

−(n− 1)

∫ t

0

(t− τ)n−2

(
dn−1

dτn−1
f(τ)

)
dτ

]
,

e assim por diante. Após (n− 1) integrações

JnDnf(t) =
tn−1

(n− 1)!

dn−1

dτn−1
f(τ)

∣∣∣∣
τ=0

− tn−2

(n− 2)!

dn−2

dτn−2
f(τ)

∣∣∣∣
τ=0

+ · · ·+
∫ t

0

(t− τ)0 d

dτ
f(τ)dτ. (3.5)

14



Em uma forma simplificada através de um somatório, a expressão (3.5) fica

JnDnf(t) = f(t)−
n−1∑

k=1

tk

k!

dk

dτ k
f(τ)

∣∣∣∣∣
τ=0

, (3.6)

que mostra que (3.5) não é inversa à direita como (3.3). O śımbolo dk

dτk f(τ)
∣∣∣
τ=0

representa a k-ésima derivada de f(τ) calculada no ponto τ = 0, ∀k ∈ N.
Como visto em (3.3), DnJn = I. Então, define-se a derivada fracionária

de ordem α ∈ R+ como sendo

Dα := DmJm−α, (3.7)

que seria o equivalente a substituir α por −α em (2.1). Porém, não é posśıvel
fazer uma substituição direta, já que Γ(−α) divergiria para todo α ∈ R+. A
solução então é escolher m ∈ N tal que m − 1 < α < m. Desta forma, a
derivada fracionária de Riemann-Liouville de f(t) na forma integral é definida
como

Dαf(t) :=
dm

dtm

[
1

Γ(m− α)

∫ t

0

(t− τ)m−α−1f(τ)dτ

]
. (3.8)

Da mesma forma que em (2.3), define-se

D0 := I, (3.9)

onde I é o operador identidade.

Propriedades

Com base nas definições anteriores é posśıvel demonstrar algumas pro-
priedades importantes da derivada fracionária.

Um fato importante é que, assim como no caso para derivadas e integrais
de ordens naturais, a derivada fracionária também é inversa à esquerda da
integral fracionária, isto é:

DαJαf(t) = f(t). (3.10)

Da definição da derivada fracionária (3.7)

DαJαf(t) = (DmJm−α)Jαf(t)

= DmJmJα−αf(t)

= DmJmJ0f(t).
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Como em (3.3), DmJm = I, o que implica em (3.10).
De forma análoga à integral fracionária, é posśıvel encontrar uma regra

para derivação de polinômios. Seja um monômio qualquer tγ, novamente com
γ > −1. Então, pela definição (3.7)

Dαtγ = DmJm−αtγ, (3.11)

e pela propriedade (2.17), a igualdade anterior pode ser escrita como

Dαtγ = Dm Γ(γ + 1)tγ+(m−α)

Γ((m− α) + γ + 1)

=
dm

dtm
Γ(γ + 1)tm+γ−α

Γ(m− α + γ + 1)

=
Γ(γ + 1)

Γ(m− α + γ + 1)

dm

dtm
tm+γ−α.

Após m derivadas, (3.11) fica

Dαtγ =
Γ(γ + 1)

Γ(m− α + γ + 1)
tγ−α

×{[m + γ − α][(m− 1) + γ − α]× · · ·
×[(m− (m− 1)) + γ − α}

e então

Dαtγ =
Γ(γ + 1)tγ−α

Γ(γ − α + 1)
, (3.12)

em que foi usado

Γ(m− α + γ + 1) = [m + γ − α][(m− 1) + γ − α]× · · ·
×[γ − α + 1]Γ(γ − α + 1).

Para não haver divergências em (3.12), ela será válida para γ > −1.
Diferentemente da derivada de ordem natural, a derivada fracionária de

uma função constante, na definição de Riemann-Liouville, não é nula. Seja
f(t) = 1. Pela propriedade (3.12),

Dα1 = Dαt0 =
Γ(0 + 1)

Γ(0− α + 1)
t0−α

Dα1 =
t−α

Γ(1− α)
.
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A derivada de Riemann-Liouville será nula para f(t) = tα−1:

Dαtα−1 =
Γ(α− 1 + 1)

Γ(α− 1 + 1− α)
tα−1−α

=
Γ(α)t−1

Γ(0)
.

Como

lim
x→0+

Γ(x) → +∞,

Dαtα−1 = 0,

o que mostra o resultado desejado.
Da mesma forma que para a derivada usual de uma função, também é

posśıvel calcular a transformada de Laplace de Dαf(t). Seja

Dαf(t) = DmJm−αf(t), (3.13)

e

Jm−αf(t) = g(t). (3.14)

Então de (3.13) e (3.14)

Dαf(t) = Dmg(t). (3.15)

Aplicando a transformada de Laplace em (3.15):

L {Dαf(t)} = L {Dmg(t)}. (3.16)

Aplicando a transformada de Laplace à m-ésima derivada de f(t)1, a igual-
dade (3.16) fica

L {Dαf(t)} = smg̃(s)−
m−1∑

k=0

sm−1−k dk

dtk
g(t)

∣∣∣∣
t=0

, (3.17)

onde g̃(s) = L {g(t)}. Substituindo (3.14) em (3.17):

L {Dαf(t)} = smL {Jm−αf(t)} −
m−1∑

k=0

sm−1−k dk

dtk
[
Jm−αf(t)

]∣∣∣∣
t=0

.

1Ver Apêndice A, propriedade (A.3)
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A transformada de Laplace de Jαf(t), como vista no Caṕıtulo 2 (propriedade
(2.20)), é f̃(s)/sα. Então, L {Jm−αf(t)} = f̃(s)/sm−α, e assim

L {Dαf(t)} = sm f̃(s)

sm−α
−

m−1∑

k=0

sm−1−k dk

dtk
[
Jm−αf(t)

]∣∣∣∣
t=0

L {Dαf(t)} = sαf̃(s)−
m−1∑

k=0

sm−1−k dk

dtk
[
Jm−αf(t)

]∣∣∣∣
t=0

. (3.18)

E desta forma, escreve-se a transformada de Laplace da derivada fracionária
de f(t) na representação de Riemann-Liouville.

Exemplos

Novamente considere f(t) = t2. A primeira e a segunda derivadas são,
respectivamente, D1f(t) = d

dt
t2 = 2t e D2f(t) = 2.

Dαf(t) para α = 1
2

usando (3.12) fica

D
1
2 t2 =

Γ(2 + 1)t2−
1
2

Γ(2− 1
2

+ 1)

=
8

3

t
3
2√
π

. (3.19)

Para α = 3
2
, novamente usando (3.12):

D
3
2 t2 =

Γ(2 + 1)t2−
3
2

Γ(2− 3
2

+ 1)

= 4

√
t√
π

. (3.20)

No gráfico seguinte f(t) = t2 é representada pela curva cheia mais grossa;
(3.19) a tracejada mais grossa; a curva pontilhada mais grossa é D1t2 = 2t;
a curva cheia mais fina é (3.20); a curva tracejada mais fina é o resultado de
D2t2.

3.2 Definição de Caputo [3]

Uma outra definição conhecida para a derivada fracionária foi introduzida
por Michele Caputo, professor da Università di Roma “La Sapienza”. Tal
operador é definido como

Dα
∗ f(t) := Jm−αDmf(t), (3.21)
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Figura 3.1: Gráfico de Dαt2 versus t, para diferentes valores de α.

novamente com m ∈ N, satisfazendo m − 1 < α < m, α ∈ R+ e t > 0. A
expressão (3.21) na forma da integral de Riemann-Liouville é tal que

Dα
∗ f(t) :=

1

Γ(m− α)

∫ t

0

(t− τ)m−α−1

(
dm

dτm
f(τ)

)
dτ. (3.22)

A definição (3.22) é muito mais restritiva que (3.8), pois exige que f(t)
seja uma função (pelo menos) m vezes derivável.

Apesar da definição de Caputo ter certa semelhança com a derivada
fracionária de Riemann-Liouville, ambas são completamente distintas. A
definiçao (3.7), usando (3.3), é escrita como

Dα = J−α, (3.23)

que é apenas uma representação simbólica, já que não é posśıvel escrever a
integral fracionária para α negativo.

A representação de Caputo para a derivada fracionária, definida em (3.21)
é

Dα
∗ = JmJ−αDm,

que não pode ser simplificada (3.23), mesmo porque JmDm 6= I, como visto
em (3.6).

Assim, mostra-se que

Dα = DmJm−α 6= Dα
∗ = Jm−αDm. (3.24)
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É posśıvel encontrar uma relação entre as derivadas fracionárias de Riemann-
Liouville e Caputo. Para isto, considere (3.23) e também (3.21) escrita como

Dα
∗ = DαDmJm. (3.25)

Aplicando (3.25) a f(t):

Dα
∗ f(t) = DαDmJmf(t), (3.26)

e de acordo com (3.6) e (3.26) é tal que

Dα
∗ f(t) = Dα

[
f(t)−

m−1∑

k=1

tk

k!

(
dk

dτ k
f(τ)

∣∣∣∣
τ=0

)]

= Dαf(t)−Dα

[
m−1∑

k=1

tk

k!

(
dk

dτ k
f(τ)

∣∣∣∣
τ=0

)]

⇒ Dαf(t) = Dα
∗ f(t) + Dα

[
m−1∑

k=1

tk

Γ(k + 1)

(
dk

dτ k
f(τ)

∣∣∣∣
τ=0

)]

Dαf(t) = Dα
∗ f(t) +

[
m−1∑

k=1

(
dk

dτ k
f(τ)

∣∣∣∣
τ=0

)
1

Γ(k + 1)

(
Dαtk

)
]

.

Utilizando propriedade (3.12):

Dαf(t) = Dα
∗ f(t) +

[
m−1∑

k=1

dk

dτ k
f(τ)

∣∣∣∣∣
τ=0

1

Γ(k + 1)

(
Γ(k + 1)tk−α

Γ(k + 1− α)

)]

Dαf(t) = Dα
∗ f(t) +

[
m−1∑

k=1

tk−α

Γ(k + 1− α)

(
dk

dτ k
f(τ)

∣∣∣∣
τ=0

)]
, (3.27)

onde (3.27) é a relação de conexão entre as derivadas fracionárias de Caputo
e Riemann-Liouville.

Propriedades

Para a definição de Caputo, assim como para derivadas de ordem naturais,
a derivada de uma constante é nula. Seja f(t) = 1, então

Dα
∗ f(t) =

1

Γ(m− α)

∫ t

0

(t− τ)m−α−1

(
dm

dτm
(1)

)

︸ ︷︷ ︸
=0

dτ,
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o que implica em

Dα
∗ (1) = 0, (3.28)

que pode ser estendido para qualquer outra constante em relação à variável
t.

A transformada de Laplace da derivada fracionária na definição de Caputo
é dada por

L {Dα
∗ f(t)} = L {Jm−αDmf(t)}.

Para Dmf(t) = h(t):

L {Dα
∗ f(t)} = L {Jm−αh(t)},

que pela propriedade (2.20) implica em

L {Dα
∗ f(t)} =

h̃(s)

sm−α
. (3.29)

A função h̃(s) pode ser escrita como

h̃(s) = L {Dmf(t)}

= smf̃(s)−
m−1∑

k=0

sm−1−k dk

dtk
f(t)

∣∣∣∣
t=0

, (3.30)

de acordo com (A.3). Substituindo em (3.30) em (3.29):

L {Dα
∗ f(t)} =

1

sm−α

[
smf̃(s)−

m−1∑

k=0

sm−1−k dk

dtk
f(t)

∣∣∣∣
t=0

]

=
sm

sm−α
f̃(s)−

m−1∑

k=0

sm−1−k

sm−α

dk

dtk
f(t)

∣∣∣∣
t=0

.

E portanto,

L {Dα
∗ f(t)} = sαf̃(s)−

m−1∑

k=0

sα−1−k dk

dtk
f(t)

∣∣∣∣
t=0

. (3.31)

Comparando o resultado anterior com a transformada de Dαf(t) de (3.18),
vê-se que na forma de Caputo a expressão é mais simples, visto que não é
preciso calcular a k-ésima derivada de Jm−αf(t) para k = 0, 1, ..., m− 1.
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Exemplos

Novamente, seja f(t) = t2. A derivada primeira e a derivada segunda
serão os mesmos resultados do caso clássico, como na representação de Riemann-
Liouville:

D1
∗t

2 = 2t (3.32)

D2
∗t

2 = 2. (3.33)

Para α = 1
2

e α = 3
2
, considere a fórmula de conexão (3.27) entre as

derivadas de Riemann-Louville e Caputo. Note que para α = 1
2

o termo
entre colchetes em (3.27) não existe e para α = 3

2
o termo entre colchetes se

anula, devido à derivada de t2 substituida no ponto t = 0. Portanto,

D
1
2∗ t2 = D

1
2 t2 =

8

3

t
3
2√
π

(3.34)

e

D
3
2∗ t2 = D

3
2 t2 = 4

√
t√
π

. (3.35)

Graficamente, a curva cheia mais grossa é t2; a curva tracejada mais
grossa D

1/2
∗ f(t); a curva pontilhada mais grossa é D1

∗f(t); a curva cheia mais

fina é D
3/2
∗ f(t) e a tracejada mais fina é D2

∗f(t):

0.5 1.0 1.5 2.0
t

1

2

3

4

f Α@tD

Figura 3.2: Gráfico de Dαt2 versus t, para diferentes valores de α.
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Caṕıtulo 4

As equações integrais
fracionárias

Com as integrais e derivadas de ordens fracionárias bem definidas e suas
propriedades estudadas, começar-se-á o estudo das aplicações dessas ferra-
mentas. Primeiramente com as equações integrais fracionárias e depois as
equações diferenciais fracionárias, no próximo caṕıtulo.

4.1 O problema de Abel: Equação integral de

Abel do primeiro tipo

A equação integral de Abel é dada por
∫ x

0

φ(τ)dτ√
x− τ

= f(x), (4.1)

onde φ(x) é a função requerida e f(x) uma função dada.
A equação de Abel generalizada é tal que

f(x) =

∫ x

0

φ(t)

(x− t)α
dt, (4.2)

e 0 < α < 1.
É posśıvel ainda escrever (4.2) da seguinte forma:

1

Γ(α)

∫ t

0

u(τ)

(t− τ)1−α
dτ = f(t), (4.3)

que é a definição da integral fracionária (2.1). Na forma de operador, e
equação (4.3) fica

Jαu(t) = f(t). (4.4)
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A solução para essa equação integral será obtida utilizando a transformada
de Laplace. Aplicando a transformada de Laplace a (4.4):

L {Jαu(t)} = L {f(t)}. (4.5)

As transformadas de Laplace de u(t) e f(t) em (4.5) são denotadas por ũ(s)
e f̃(s), respectivamente. De acordo com L {Jαu(t)} = ũ(s)/sα, a equação
(4.5) fica

ũ(s)

sα
= f̃(s).

Assim

ũ(s) = sαf̃(s). (4.6)

É posśıvel tomar dois caminhos diferentes para obter o mesmo resultado
para u(t). Primeiramente, considere (4.6) escrita como:

ũ(s) = s.sα−1f̃(s)

= s

(
f̃(s)

s1−α

)
. (4.7)

Aplicando a transformada inversa de Laplace e utilizando as propriedades de
mulpliplicação por s às funções que se deseja conhecer a transformada inversa
de Laplace1 mais a transformada de Laplace de integrais fracionárias, como
usada anteriormente, a solução para (4.7) fica

L −1{ũ(s)} = L −1

{
s

(
f̃(s)

s1−α

)}

u(t) =
d

dt

(
1

Γ(1− α)

∫ t

0

f(τ)

(t− τ)α
dτ

)

=
1

Γ(1− α)

d

dt

(∫ t

0

f(τ)

(t− τ)α
dτ

)
. (4.8)

De acordo com (3.8), (4.8) pode ser escrita como

u(t) = Dαf(t). (4.9)

1Ver Apêndice A
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É posśıvel também escrever a relação (4.6) da seguinte forma:

ũ(s) = s
(
sα−1f̃(s)

)
− f(0)

s1−α
+

f(0)

s1−α

= s

(
f̃(s)

s1−α

)
− f(0)

s1−α
+

f(0)

s1−α

=
1

s1−α

[
sf̃(s)− f(0)

]
+

f(0)

s1−α
. (4.10)

Aplicando a transformada inversa de Laplace em (4.10):

u(t) = L −1

{
1

s1−α

[
sf̃(s)− f(0)

]}
+ f(0)L −1

{
1

s1−α

}
. (4.11)

Usando a propriedade transformada de Laplace da m-ésima derivada, o teo-
rema da convolução e a transformada de Laplace de 1/s1−α

u(t) =
1

Γ(1− α)

∫ t

0

1

(t− τ)α

d

dτ
f(τ)dτ + f(0)

t−α

Γ(1− α)
. (4.12)

O primeiro termo à direita da equação (4.12) é a derivada fracionária de
ordem α na representação de Caputo, e assim

u(t) = Dα
∗ f(t) + f(0)

t−α

Γ(1− α)

u(t) = Dα
∗ f(t) + f(0)

t−α

Γ(1− α)
= Dαf(t). (4.13)

A igualdade (4.13) relaciona as duas maneiras de escrever o mesmo resultado
para u(t).

Nesse caso é mais conveniente trabalhar com (4.9), já que em (4.13) f(t)
precisa ter derivada e f(0) 6= 0 para não haver indeterminação em u(0),
devido ao termo f(0)/tα.

Exemplo

Como exemplo, suponha f(t) = c, onde c é uma constante e α = 1/2.
Não é posśıvel utilizar (4.13), já que f ′(t) = 0. Então, utilizando (4.9)

u(t) = Dαf(t)

= D
1
2 (c)

=
1

Γ(1− 1
2
)

d

dt

∫ t

0

c

(t− τ)
1
2

dτ

=
c

Γ(1
2
)

d

dt

∫ t

0

(t− τ)−
1
2 dτ (4.14)
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Para resolver (4.14), seja t− τ = ξ, e então dτ = −dξ. Quando τ = 0, ξ = t;
e quando τ = t, ξ = 0. Substituindo essas relações:

u(t) =
c

Γ(1
2
)

d

dt

∫ 0

t

−ξ−
1
2 dξ

=
−c

Γ(1
2
)

d

dt

[
ξ

1
2

1
2

]0

t

=
−c

Γ(1
2
)

d

dt

[
2(0− t

1
2 )

]

=
2c

Γ(1
2
)

d

dt
t

1
2

=
c√
π
√

t

u(t) =
c√
πt

. (4.15)

Para o caso de c = 1, o comportamento de u(t) está representado no
gráfico da Figura 4.1:
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Figura 4.1: Gráfico de u(t) versus t.

Equação integral de Abel do segundo tipo

A equação integral de Abel do segundo tipo é definida como

u(t) +
λ

Γ(α)

∫ t

0

u(τ)

(t− τ)1−α
dτ = f(t), (4.16)
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onde α > 0, λ ∈ C e f(t) é uma função conhecida.
Em termos do operador J , a equação (4.16) fica

u(t) + λJαu(t) = f(t). (4.17)

O método escolhido para resolver essa equação é usando a transformada de
Laplace. Então, aplicando a transformada de Laplace a (4.17)

L {u(t) + λJαu(t)} = L {f(t)}
L {u(t)}+ L {λJαu(t)} = L {f(t)}. (4.18)

Sejam as transformadas de Laplace de u(t) e de f(t), ũ(s) e f̃(s), res-
pectivamente. Assim, utilizando (2.20), (4.18) fica

ũ(s) + λ
ũ(s)

sα
= f̃(s)

[
1 +

λ

sα

]
ũ(s) = f̃(s)

[
sα + λ

sα

]
ũ(s) = f̃(s),

e então,

ũ(s) =

[
sα

sα + λ

]
f̃(s). (4.19)

Existem três formas para encontrar u(t). Primeiramente, é posśıvel escre-
ver (4.19) da seguinte forma:

ũ(s) = s

[
sα−1

sα + λ
f̃(s)

]
. (4.20)

A função de Mittag-Leffler deve ser introduzida agora para que a mesma
seja usada na resolução da equação de Abel do segundo tipo. Por ora, será
apenas utilizado a transformada de Laplace da função de Mittag-Leffler2:

L {Eα(−λtα)} =
sα−1

sα + λ
.

Então, aplicado a transformada inversa de Laplace em (4.20)

L −1{ũ(s)} = L −1

{
s

[
sα−1

sα + λ
f̃(s)

]}
.

2Propriedade (D.8)
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Pela propriedade (A.13) do Apêndice A (teorema da convolução) implica em

u(t) =
d

dt

∫ t

0

f(t− τ)Eα(−λτα)dτ. (4.21)

O segundo modo para encontrar u(t) é escrevendo (4.19) como

ũ(s) = s

[
sα−1

sα + λ
f̃(s)

]
− f(0)

sα−1

sα + λ
+ f(0)

sα−1

sα + λ

=
sα−1

sα + λ

[
sf̃(s)− f(0)

]
+ f(0)

sα−1

sα + λ
. (4.22)

Aplicando a transformada inversa de Laplace a (4.22)

L {ũ(s)} = L −1

{
sα−1

sα + λ

[
sf̃(s)− f(0)

]
+ f(0)

sα−1

sα + λ

}

= L −1

{
sα−1

sα + λ

[
sf̃(s)− f(0)

]}

+f(0)L −1

{
sα−1

sα + λ

}
(4.23)

que, de acordo com as propriedades (A.3) e (A.13) do Apêndice A e (D.8)
do Apêndice D, (4.23) resulta em

u(t) =

∫ t

0

f ′(t− τ)Eα(−λτα)dτ + f(0)Eα(−λτα), (4.24)

onde f ′(t− τ) é a derivada de f(t′) em t′ = t− τ .

E por fim, é posśıvel escrever (4.19) como

ũ(s) = s

[
sα−1

sα + λ
f̃(s)

]
− f̃(s) + f̃(s)

=

[
s

sα−1

sα + λ
− 1

]
f̃(s) + f̃(s). (4.25)

Aplicando a transformada inversa de Laplace em (4.25)

L −1{ũ(s)} = L −1

{[
s

sα−1

sα + λ
− 1

]
f̃(s) + f̃(s)

}

u(t) = L −1

{[
s

sα−1

sα + λ
− 1

]
f̃(s)

}
+ f(t)
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Pelas propiedades (A.3) e (A.13) do Apêndice A, e a relação (D.6) do Apêndice
D:

Eα(0) = 1,

obtém-se

u(t) =

∫ t

0

f(t− τ)E ′
α(−λtα)dτ + f(t), (4.26)

onde E ′
α(−λtα) é a derivada da função de Mittag-Leffler.

Dos três resultados encontrados, (4.24) tem um uso mais restrito que
(4.21) e (4.26), porque necessita que f(t) tenha derivada e que seja posśıvel
usar a propriedade (A.3) do Apêndice A.

4.2 Aplicações das equações integrais de Abel

Considere a equação de fluxo de calor

ut − uxx = 0, (4.27)

onde u = u(x, t) representa a temperatura, para uma barra semi-infinita
(0 < x < ∞) analisada no intervalo de tempo 0 < t < ∞. Os termos ut e
uxx representam as derivadas parciais de u(x, t) em relação a t e a derivada
parcial segunda de u(x, t) em relação a x, respectivamente. As condições
iniciais do problema são

u(x, 0) = 0,

para 0 < x < ∞, e

−ux(0, t) = p(t).

A solução da equação (4.27), resolvida no Apêndice C, é dada por (C.12):

u(x, t) =
1√
π

∫ t

0

p(τ)√
t− τ

e−x2/[4(t−τ)]dτ. (4.28)

Em u(0, t) := φ(t), (4.28) é tal que

u(0, t) := φ(t) =
1√
π

∫ t

0

p(τ)√
t− τ

dτ. (4.29)
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A equação (4.29) de acordo com a definição (2.1) do Caṕıtulo 3, pode ser
escrita como

φ(t) = J
1
2 p(t). (4.30)

Para resolver (4.30) aplica-se o operador Dα, com α = 1
2

e lembrando de
(3.10), DαJα = I,

p(t) = Dαφ(t) =
1√
π

d

dt

∫ t

0

φ(τ)

(t− τ)
1
2

dτ. (4.31)

Como exemplo, seja φ1(t) = 1 e φ2(t) = t em (4.31). Então, para o
primeiro caso

p1(t) =
1√
π

d

dt

∫ t

0

dτ

(t− τ)
1
2

=
1√
π

d

dt

[−2
√

t− τ
]∣∣t

0

=
2√
π

d

dt

√
t

p1(t) =
2√
πt

(4.32)

Agora, para o caso de φ2(t) = t em (4.31):

p2(t) =
1√
π

d

dt

∫ t

0

τ

(t− τ)
1
2

dτ

=
1√
π

d

dt

[
−2

3

√
t− τ(2t + τ)

]∣∣∣∣
t

0

=
1√
π

d

dt

[
4

3
t

3
2

]

p2(t) = 2

√
t

π
. (4.33)
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Caṕıtulo 5

As equações diferenciais
fracionárias

Depois de visto alguns casos de equações integrais fracionárias, chega
a hora do estudo das equações diferenciais fracionárias. O primeiro caso
trata estas equações como equações diferenciais homogêneas, conhecidas do
cálculo clássico. O segundo caso trata das equações diferenciais fracionárias
não-homogêneas.

5.1 Primeiro caso

Sejam as equações diferenciais

d

dt
u(t) + u(t) = 0 (5.1)

e

d2

dt2
v(t) + v(t) = 0. (5.2)

Estas equações têm soluções conhecidas e da forma

u(t) = u0e
−t (5.3)

e

v(t) = v0cos(t) + v1sen(t), (5.4)

com u0, v0 e v1 constantes determinadas pelas condições iniciais do problema.
Suponha agora que as derivadas, primeira de u(t) e segunda de de v(t), são

substitúıdas por derivadas fracionárias de ordem 0 < α ≤ 1 e 1 < β ≤ 2 para
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as equações (5.1) e (5.2), respectivamente. Com isso, tem-se duas equações
diferenciais de ordens α e β. Para as derivadas fracionárias na representação
de Caputo, as equações ficam

Dα
∗ u(t) + u(t) = 0 (5.5)

e

Dβ
∗ v(t) + v(t) = 0. (5.6)

As soluções das equações (5.5) e (5.6) serão obtidas utilizando a transformada
de Laplace.

Solução para 0 < α ≤ 1

Aplicando a transformada de Laplace a (5.5)

L {Dα
∗ u(t)}+ L {u(t)} = 0. (5.7)

Com L {u(t)} = ũ(s) e com a transformada de Laplace aplicada a derivadas
fracionárias na representação de Caputo1, a equação (5.7) fica

sαũ(s)− sα−1u(0) + ũ(s) = 0

ũ(s)[sα + 1] = u(0)sα−1,

de onde se tem

ũ(s) = u(0)
sα−1

sα + 1
. (5.8)

Aplicando a transformada inversa de Laplace a (5.8)

L −1{ũ(s)} = u(0)L −1

{
sα−1

sα + 1

}
(5.9)

De acordo com a transformada de Laplace da função de Mittag-Leffler, dada
no Apêndice D, a equação (5.9) fica

u(t) = u0Eα(−tα),

ou seja,

u(t) = u0

∞∑
n=0

(−tα)n

Γ(αn + 1)
. (5.10)

1Mostrada no Caṕıtulo 3.
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Para u0 = 1 e para α assumindo os valores 1
4
, 1

2
, 3

4
e 1, o comportamento

gráfico de (5.10) está representado na Figura 5.1. A curva que representa
α = 1

4
é a de linha cheia mais fina; α = 1

2
é curva tracejada; α = 3

4
é a pon-

tilhada; α = 1 é a mais cheia, que recai na solução (5.3) da equação (5.1):
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t
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Figura 5.1: Gráfico de u(t) versus t para diferentes α, com 0 < α < 1.

Solução para 1 < β ≤ 2

Agora, aplicando a transformada de Laplace a equação (5.6):

L {Dβ
∗ v(t)}+ L {v(t)} = 0. (5.11)

Com L {v(t)} = ṽ(s) e usando a propriedade da transformada de Laplace
das derivadas fracionárias na representação de Caputo, (5.11) fica

sβ ṽ(s)−
1∑

k=0

sβ−1−k dk

dtk
v(t)

∣∣∣∣
t=0

+ ṽ(s) = 0

ṽ(s)[sβ + 1]− sβ−1v(0)− sβ−2v′(0) = 0

ṽ(s)[sβ + 1] = v(0)sβ−1 + v′(0)sβ−2

ṽ(s) = v(0)
sβ−1

sβ + 1
+ v′(0)

sβ−2

sβ + 1
. (5.12)
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Aplicando a transformada inversa de Laplace a (5.12), considerando v(0) = v0

e v′(0) = v1

L −1{ṽ(s)} = v0L
−1

{
sβ−1

sβ + 1

}
+ v1L

−1

{
sβ−2

sβ + 1

}
. (5.13)

De acordo com as propriedades de transformadas de Laplace de funções de
Mittag-Leffler do Apêndice D, (5.13) fica

v(t) = v0Eβ(−tβ) + v1tEβ,2(−tβ),

ou seja,

v(t) = v0

∞∑
n=0

(−tβ)n

Γ(βn + 1)
+ v1t

∞∑
n=0

(−tβ)n

Γ(βn + 2)
. (5.14)

Uma representação gráfica para (5.14) é a Figura 5.2, onde v0 = 1 e v1 = 1.

2 4 6 8 10
t
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-0.5

0.5

1.0

vHtL

Figura 5.2: Gráfico de v(t) versus t para diferentes valores de β entre 1 e 2.

Os valores escolhidos para β foram β = 5
4

cujo gráfico é representado pela
curva cheia mais fina; β = 3

2
a curva tracejada; β = 7

4
a curva pontilhada;

β = 2 a curva cheia mais grossa, que recai na solução (5.4).
Note que para valores de β entre 1 e 2, o comportamento se assemelha a

uma oscilação amortecida. Era de esperar tal comportamento, visto que em
(5.10) a solução quando α = 1 cai exponencialmente e para β = 2 a solução
é completamente oscilatória. Logo, para valores das derivadas fracionárias
entre 1 e 2, a solução deveria estar entre os dois casos.
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5.2 Segundo caso

Suponha agora que se tenha equações do tipo

d

dt
u(t) + u(t) = p(t),

d2

dt2
u(t) + v(t) = q(t),

onde p(t) e q(t) são funções cont́ınuas com t ≥ 0. As soluções são, respecti-
vamente,

u(t) = u0e
−t +

∫ t

0

p(t− τ)e−τdτ (5.15)

e

v(t) = v0cos(t) + v1sen(t) +

∫ t

0

q(t− τ)sen(τ)dτ. (5.16)

Da mesma forma que anteriormente, é posśıvel generalizar as equações
anteriores para equações diferenciais fracionárias. A saber:

Dα
∗ u(t) + u(t) = p(t) (5.17)

e

Dβ
∗ v(t) + v(t) = q(t), (5.18)

onde 0 < α < 1 e 1 < β < 2.
Novamente, a técnica usada para resolver as equações (5.17) e (5.18) será

usando a transformada de Laplace.

Solução para o caso 0 < α < 1

Então, aplicando a transformada à equação (5.17):

L {Dα
∗ u(t)}+ L {u(t)} = L {p(t)}. (5.19)

Utilizando (3.31) para L {u(t)} = ũ(s) e L {p(t)} = p̃(s), (5.19) fica

sαũ(s)− sα−1u(0) + ũ(s) = p̃(s)

ũ(s) [sα + 1] = sα−1u(0) + p̃(s),

o que implica em

ũ(s) = u(0)
sα−1

sα + 1
+

p̃(s)

sα + 1
. (5.20)
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Aplicando a transformada inversa de Laplace à (5.20):

L −1{ũ(s)} = u(0)L −1

{
sα−1

sα + 1

}
+ L −1

{
p̃(s)

sα + 1

}
,

que de acordo com as transformadas de Laplace da função de Mittag-Leffler
e de sua derivada, além do teorema da convolução e tomando u(0) = c0:

u(t) = c0Eα(−tα)−
∫ t

0

p(t− τ)E ′
α(−tα)dτ.

É posśıvel ainda escrever a solução para u(t) usando a função espectral.
De acordo com as propriedades da função espectral do Apêndice D e usando
a notação

u0(t) =

∫ ∞

0

e−rtKα,0(r)dr, uδ(t) = −
∫ ∞

0

e−rtKα,−1(r)dr,

a solução para u(t) é tal que

u(t) = c0u0(t) +

∫ t

0

p(t− τ)uδ(t)dτ. (5.21)

Com caráter ilustrativo, é apresentado na Figura 5.3 o gráfico de Kα,0(r):
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Figura 5.3: Gráfico de Kα,0(r) versus r, para diferentes valores de α.

Onde a curva cheia representa Kα,0(r) quando α = 1
4
; a curva tracejada,

quando α = 1
2
; para Kα,0(r) com α = 3

4
a curva pontilhada representa o

comportamento da função.
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E para a função −Kα,−1(r), a cruva cheia representa o gráfico de quando
α = 1

4
; para α = 1

2
o gráfico obtido é representado em linhas tracejadas; a

curva pontilhada representa o gráfico para α = 3
4
, na Figura 5.4.
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Figura 5.4: Gráfico de −Kα,−1(r) versus r, para diferentes valores de α.

Solução para o caso 1 < β < 2

Agora, aplicando a transformada de Laplace à equação (5.18) e novamente
utilizando (3.31):

L {Dβ
∗ v(t)}+ L {v(t)} = L {q(t)}

sβ ṽ(s)− sβ−1v(0)− sβ−2v′(0) + ṽ(s) = q̃(s)

ṽ(s)
[
sβ + 1

]
= sβ−1v(0) + sβ−2v′(0) + q̃(s).

Para v(0) = c0 e v′(0) = c1

ṽ(s) = c0
sβ−1

sβ + 1
+ c1

sβ−2

sβ + 1
+

q̃(s)

sβ + 1
. (5.22)

Aplicando a transformada inversa de Laplace em (5.22):

L −1{ṽ(s)} = c0L
−1

{
sβ−1

sβ + 1

}

+c1L
−1

{
sβ−2

sβ + 1

}
+ L −1

{
q̃(s)

sβ + 1

}
.
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Usando as relações de transformadas de Laplace das funções de Mittag-Leffler
e derivadas, a solução para v(t) é tal que

v(t) = c0Eβ(−tβ) + c1tEβ,2(−tβ)−
∫ t

0

q(t− τ)E ′
β(−tβ)dτ. (5.23)

Da mesma forma que foi feito para o caso 0 < α < 1, é posśıvel escrever a
solução v(t) em termos da função espectral. Porém, além da função espectral
como em (5.21), deve-se levar em conta os pólos presentes à solução quando
1 < β < 2.

A solução em termos da função espectral para v(t) é obtida de modo
análogo ao caso anterior, usando as propriedades do Apêndice D. Note que
para tal, ao invés de usar (D.9), o segundo termo de (5.22) foi escrito como

c0
1

s

sβ − 1

sβ + 1
.

Então de (A.11)

L −1

{
c0

s

sβ − 1

sβ + 1

}
= c0

∫ t

0

Eβ(−τβ)dτ.

= c0JEβ(−tβ). (5.24)

De acordo com o Apêndice D, a integral de Eβ(−tβ), 1 < β < 2 será a
contribuição da integral da função espectral, mais a parte devido aos pólos.
Então, o resultado obtido para (5.24) é

L −1

{
c0

s

sβ − 1

sβ + 1

}
= c0

∫ ∞

0

e−rtKβ,1(r)dr

+c0
2

β
et cos (π/β) cos

[
t sin

(
π

β

)
− π

β

]
. (5.25)

O último termo de (5.23) contém a derivada da função de Mittag-Leffler,
que para 0 < α < 1 era a integral da função espectral Kα,−1(r). Analoga-
mente, para 1 < β < 2, a solução apresentará uma função do tipo Kβ,−1(r),
mais a derivada da contribuição dos polos existentes em 1 < β < 2. Então,
de (D.18) e novamente (D.21), agora para k = −1

E ′
β(−tβ) =

∫ ∞

0

e−rtKβ,−1(r)dr

+
2

β
et cos (π/β) cos

[
t sin

(
π

β

)
+

π

β

]
. (5.26)
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Como para o caso 0 < α < 1, usando a notação encontrada em [3], sejam
(D.21), (5.25) e (5.26) escritas na seguinte forma:

v0(t) =

∫ ∞

0

e−rtKβ,0(r)dr +
2

β
et cos (π/β) cos (t sin (π/β)),

v1(t) =

∫ ∞

0

e−rtKβ,1(r)dr +
2

β
et cos (π/β) cos

[
t sin

(
π

β

)
− π

β

]
,

vδ(t) = −
∫ ∞

0

e−rtKβ,−1(r)dr − 2

β
et cos (π/β) cos

[
t sin

(
π

β

)
+

π

β

]
.

Dáı, a solução (5.23) é tal que

v(t) = c0v0(t) + c1v1(t) +

∫ t

0

q(t− τ)uδ(τ)dτ. (5.27)

A seguir, gráficos das funções Kβ,0(r), Kβ,1(r) = JKβ,0(r), Kβ,−1(r) =
DKβ,0(r) e de gβ(t), Jgβ(t) e Dgβ(t) = J−1gβ(t) para alguns valores de β.
Para todos os gráficos, a linha cheia será para β = 5

4
, a linha tracejada será

para β = 3
2

e a linha pontilhada será para β = 7
4
.

Primeiramente os gráficos de funções espectrais para 1 < β < 2:
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Figura 5.5: Gráfico de Kβ,0(r) versus r, para diferentes valores de β.
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Figura 5.6: Gráfico de Kβ,1(r) = JKβ,0(r) versus r, para diferentes β.
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Figura 5.7: Gráfico de Kβ,0(r) = DKβ,0(r) versus r, para diferentes β.
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E por fim, os gráficos para gβ(t), Jgβ(t) e −Dgβ(t) para 1 < β < 2:
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Figura 5.8: Gráfico de gβ(t) versus t, para diferentes β.
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Figura 5.9: Gráfico de Jgβ(t) versus t, para diferentes β.
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Figura 5.10: Gráfico de −Dgβ(t) versus t, para diferentes β.

Note também que a parte da solução referente aos pólos quando 1 < β ≤ 2
também se assemelha a soluções do tipo oscilação amortecida, como na Figura
5.2 quando 1 < β ≤ 2.
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Caṕıtulo 6

Conclusões

O cálculo fracionário, apesar de ter sido descoberto na mesma época do
cálculo usual, é menos estudado em comparação ao cálculo de derivadas e
integrais de ordens inteiras. As propriedades da integral fracionária e das
derivadas fracionárias vistas neste trabalho são de certa forma de uma fácil
demonstração, bastando um conhecimento regular do cálculo usual.

Em se comparando resultados de integrais e derivadas fracionárias com
as mesmas operações do cálculo usual, existem algumas diferenças, como por
exemplo, as derivadas de ordem fracionárias de uma função constante na
definição de Riemann-Liouville é diferente de zero, como no cálculo clássico.
Já a definição de Caputo para o cálculo fracionário tem o mesmo resultado
do cálculo de ordens inteiras. Então, diferentes definições de derivadas fra-
cionárias podem ter resultados diferentes. Porém existe a relação de conexão
entre a definição de derivada fracionária de Riemann-Liouville e Caputo. Tal
relação de conexão foi demonstrada neste trabalho.

Equações integrais fracionárias também foram estudadas. Equações estas
que vêm das equações integrais de Abel, com uma generalização para ordens
fracionárias. Com estas equações integrais, foi resolvido como uma aplicação
básica, a equação de fluxo de calor de Newton.

Em seguida, iniciou-se o estudo das equações diferenciais fracionárias.
Primeiramente equações da forma de equações homogêneas (equações 5.5 e
5.6), com ordem das derivadas 0 < α ≤ 1 e 1 < β ≤ 2. Essas equações foram
resolvidas utilizando as transformadas de Laplace, onde as propriedades para
as derivadas fracionárias foi discutida no Caṕıtulo 4. Os resultados dessas
equações são em termos das funções de Mittag-Leffler. Tais resultados recaem
nas soluções conhecidas das equações diferenciais usuais quando α = 1 e
β = 2.

Cada uma das soluções foi ilustrada com o comportamento gráfico para
valores α1 = 1

4
, α2 = 1

2
e α3 = 3

4
de ordens da derivada na equação 5.5 do
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Caṕıtulo 5 e β1 = 5
4
, β2 = 3

2
e β3 = 7

4
sendo as ordens da derivada 5.6 do

Caṕıtulo 5. Estas equações diferenciais possuem as derivadas fracionárias na
definição de Caputo. A escolha foi feita porque com a derivada fracionária da
definição de Caputo é posśıvel obter “condições iniciais”, já que se trabalha
diretamente com a função (e/ou sua derivada) em t = 0, diferentemente da
derivada de Riemann-Liouville.

Por fim, as equações diferenciais fracionárias na forma de equações não-
homogêneas. Como anteriormente, foram usadas a derivada fracionária na
definição de Caputo e a técnica da transformada de Laplace para resolver es-
tas equações, cujos resultados são semelhantes aos resultados para as equações
diferenciais não-homogêneas do cálculo clássico: o resultado da parte ho-
mogênea mais a convolução da parte não-homogênea com uma função, que
nesse caso é a derivada da função de Mittag-Leffler referente a cada um dos
casos.

Uma maneira mais fácil de observar o comportamento dos resultados das
equações diferenciais fracionárias é utilizando a função espectral. Usando
as definições e propriedades apresentadas no Apêndice D para a função es-
pectral, vê-se de uma melhor maneira os resultados das funções u(t) e v(t)
estudados.

Como o cálculo fracionário, apesar da importância na F́ısica, é pouco men-
cionado durante a graduaçao, este trabalho serviu como um grande apren-
dizado sobre o tema.
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Apêndice A

A transformada de Laplace e o
teorema da convolução

A.1 Transformada de Laplace

Considere uma função f(t), para t > 0. A transformada de Laplace de
f(t) é definida por [7]

L {f(t)} :=

∫ ∞

0

e−stf(t)dt, (A.1)

com s ∈ C. Como L {f(t)} é uma função da variável s, também é comum
usar uma notação do tipo

L {f(t)} := f̃(s).

Nem toda f(t) possui transformada de Laplace. O que garantirá que
f(t) terá transformada de Laplace é f(t) ser cont́ınua por pedaços, isto é,
dentro de um intervalo finito, a função deve possuir um número finito de
descontinuidades tais que em cada descontinuidade, os limites devem existir
para todo 0 < t < ∞. A função deve ser também é exponencial de ordem γ,
que é quando a função não cresce mais rapidamente que eγt, para um certo
valor de γ, quando t →∞.

A.2 Propriedades

As principais propriedades da transformada de Laplace usadas nesse tra-
balho estão listadas a seguir e vêm de [2] e [7]. As demonstrações foram
omitidas, pois fogem do objetivo do trabalho.
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Propriedade da linearidade:

Sejam c1 e c2 constantes quaisquer, e que f1(t) e f2(t) têm transformadas
de Laplace f̃1(s) e f̃2(s), respectivamente. Então,

L {c1f1(t) + c2f2(t)} = c1f̃1(s) + c2f̃2(s). (A.2)

O resultado da propriedade anterior pode ser estendido facilmente a mais de
duas funções.

Transformada de Laplace de derivadas:

Se L {f(t)} = f̃(s), e f ′(t) = d
dt

f(t), então tem-se a transformada de
Laplace

L {f ′(t)} = sf̃(s)− f(0).

Este resultado pode ser generalizado para a n-ésima derivada de f(t). Seja

f (n)(t) =
dn

dtn
f(t), n ∈ N,

a n-ésima derivada de f(t), supondo que tal derivada exista. A transformada
de Laplace de f (n)(t) é

L {f (n)(t)} = snf̃(s)−
n−1∑

k=0

sn−1−kf (k)(0), (A.3)

com f (k)(0) sendo a k-ésima derivada de f(t), calculada em t = 0.

Transformadas de Laplace de integrais:

Se L {f(t)} = f̃(s), então

L

{∫ t

0

f(τ)dτ

}
=

f̃(s)

s
. (A.4)

Multiplicação por tn, n ∈ N:

Se L {f(t)} = f̃(s), então

L {tnf(t)} = (−1)nf̃ (n)(s), n ∈ N, (A.5)

onde f̃ (n)(s) é a n-ésima derivada da transformada de Laplace de f(t).

46



A.3 A inversão da transformada de Laplace

O processo inverso das transformadas de Laplace, ou seja, dada uma f̃(s),
deseja-se saber qual a função f(t) cuja transformada de Laplace será f̃(s), é
representado por

L −1{f̃(s)} = f(t),

não é tão simples quanto a transformada de Laplace. As transformadas de
Laplace de funções mais comuns estão em vários livros que tratam sobre o
assunto. Então, através de consulta a essas tabelas, como em [7], é posśıvel
encontrar a função relacionada com determinada transformada de Laplace.

Existem também alguns métodos para determinar a transformada inversa
de Laplace de funções cujo resultado não aparece diretamente em tabelas.
Métodos comuns para calcular a transformada inversa de Laplace são o
método das frações parciais, método das séries e a fórmula complexa da
inversão. Exceto para o último método, é preciso conhecer previamente, com
o aux́ılio das tabelas, por exemplo, as transformadas inversas de Laplace de
funções mais comuns, já que estes métodos consistem em simplificar funções
para que se assemelhem com funções com transformadas inversas conhecidas.
O método da fórmula complexa da inversão é dado pela integral

f(t) =
1

2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞
estf̃(s)ds, (A.6)

para t > 0. Esse resultado também é conhecido como fórmula integral de
Bromwich ou fórmula de inversão de Mellin. O número real γ é escolhido de
modo que s = γ esteja à direita de todas as singularidades (pólos, pontos de
ramificação, etc.).

A.4 Propriedades das transformadas inversas

de Laplace

Assim como na transformada, a transformada inversa de Laplace também
têm algumas propriedades que auxiliam em manipulações matemáticas entre
f(t) e f̃(s). São elas:

Propriedade da linearidade:

Se c1, c2 são constantes e f̃1(s), f̃2(s) as transformadas de Laplace de f1(t)
e f2(t), respectivamente, então

L −1{c1f̃1(s) + c2f̃2(s)} = c1f1(t) + c2f2(t). (A.7)
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Transformada inversa de Laplace de derivadas:

Seja L −1{f̃(s)} = f(t), e seja f̃ (n)(s) a n-ésima derivada da transformada
de Laplace de f(t). Então,

L −1{f̃ (n)(s)} = (−1)ntnf(t), (A.8)

com n ∈ N.

Transformadas inversa de Laplace de integrais:

Seja L −1{f̃(s)} = f(t), então

L −1

{∫ ∞

s

f̃(ξ)dξ

}
=

f(t)

t
(A.9)

Multiplicação por s:

Se L −1{f̃(s)} = f(t), então

L −1
{

sf̃(s)
}

= f ′(t). (A.10)

Divisão por s:

Se L −1{f̃(s)} = f(t), então

L −1

{
f̃(s)

s

}
=

∫ t

0

f(τ)dτ. (A.11)

A.5 Convoluções

A convolução entre duas funções f(t) e g(t) é definida como

(f ∗ g)(t) :=

∫ t

0

f(τ)g(t− τ)dτ. (A.12)

Verifica-se que

(f ∗ g)(t) = (g ∗ f)(t) =

∫ t

0

f(t− τ)g(τ)dτ.

A principal propriedade da convolução utilizada neste trabalho é o teo-
rema da convolução para as transformadas de Laplace.
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Sejam L −1{f̃(s)} = f(t) e L −1{g̃(s)} = g(t). A transformada inversa
de Laplace do produto de funções f̃(s)g̃(s) é a convolução entre f(t) e g(t),
ou seja

L −1{f̃(s)g̃(s)} =

∫ t

0

f(τ)g(t− τ)dτ = (f ∗ g)(t). (A.13)

O teorema também pode ser representado da seguinte forma:

L {(f ∗ g)(t)} = f̃(s)g̃(s). (A.14)
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Apêndice B

A função gama e a função beta

B.1 Função gama: definições e propriedades

A função gama, também conhecida como função fatorial é definida como [1]:

Γ(n) =

∫ ∞

0

xn−1e−xdx, (B.1)

para Re{n} > 0.
Graficamente [2], a função gama é representada por

-4 -2 2 4
n

-10

-5

5

10

GHnL

Figura B.1: Representação gráfica da função gama

Devido ao comportamento da função para valores menores que zero, a
função só será utilizada para seus valores positivos.

A função gama é conhecida também como função fatorial porque, para
valores naturais de n na definição de Γ(n), seu comportamento é semelhante
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ao comportamento do fatorial. Para n ∈ N,

Γ(n) = (n− 1)!. (B.2)

Uma outra propriedade importante para a função gama é

Γ(n + 1) = nΓ(n), (B.3)

a qual é muito usada na simplificação de alguns resultados.

Outro fato importante é que

Γ

(
1

2

)
=
√

π.

B.2 Função beta

A função beta é definida por uma integral que depende de dois parâmetros
positivos [1]. Sejam m > 0 e n > 0, então, define-se a função beta de m e n
como sendo

B(m,n) :=

∫ 1

0

xm−1(1− x)n−1dx. (B.4)

Por uma substituição de variáveis, é posśıvel mostrar que

B(m,n) = B(n,m). (B.5)

A função beta também está relacionada com a função gama por meio de

B(m,n) =
Γ(m)Γ(n)

Γ(m + n)
. (B.6)
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Apêndice C

Solução da equação de fluxo de
calor

A equação de fluxo de calor unidimensional [3, 2] é tal que

ut − uxx = 0, (C.1)

onde u = u(x, t) representa a temperatura e 0 < x < ∞ e 0 < t < ∞. Como
condição inicial do problema, seja

u(x, 0) = 0 (C.2)

e como condição de fronteira, seja

− ∂

∂x
u(x, t)

∣∣∣∣
x=0

= −u′(0, t) = p(t). (C.3)

Para resolver a equação (C.1), aplica-se a transformada cosseno de Fourier,
com respeito à variável x. A transformada cosseno de Fourier é definida como
[2]

Fc{f(t)} :=

√
2

π

∫ ∞

0

f(t)cos(kt)dk. (C.4)

A transformada será aplicada à variável x. Quando aplicada à derivada
segunda de uma função, a transformada cosseno de Fourier tem a seguinte
propriedade:

Fc

{
d2

dt2
f(t)

}
= −k2F (k)−

√
2

π
f ′(0). (C.5)
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Aplicando a transformada cosseno de Fourier em (C.1), que também goza da
propriedade de linearidade, assim como (A.7), e usando a propriedade C.5,
tem-se:

Fc{ut − uxx} = Fc{ut} −Fc{uxx}

=
d

dt
U(k, t)−

[
−k2U(k, t)−

√
2

π
u′(0, t)

]

=
d

dt
U(k, t) + k2U(k, t) +

√
2

π
u′(0, t)

e então

d

dt
U(k, t) + k2U(k, t) +

√
2

π
u′(0, t) = 0, (C.6)

para Fc{u(x, t)} = U(k, t). Pela condição dada em (C.3), a equação fica

d

dt
U(k, t) + k2U(k, t) =

√
2

π
p(t). (C.7)

Aplicando a transformada de Laplace à equação (C.7) na variável t:

L

{
d

dt
U(k, t) + k2U(k, t)

}
= L

{√
2

π
p(t)

}

L

{
d

dt
U(k, t)

}
+ L

{
k2U(k, t)

}
=

√
2

π
p̃(s)

[sU(k, s)− U(k, 0)] + k2U(k, s) =

√
2

π
p̃(s), (C.8)

onde U(k, s) = L {U(k, t)} e p̃(s) = L {p(t)}.
O termo U(k, 0) é nulo, pois U(k, 0) = F{u(x, 0)} e u(x, 0) = 0. A

equação (C.8) fica

sU(k, s) + k2U(k, s) =

√
2

π
p̃(s)

U(k, s)
(
k2 + s

)
=

√
2

π
p̃(s)

U(k, s) =

(√
2

π

)(
p̃(s)

k2 + s

)
. (C.9)
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Aplicando a transformada inversa de Laplace em U(k, s) da equação C.9,
com respeito à variável s:

L −1{U(k, s)} = L −1

{(√
2

π

)(
p̃(s)

k2 + s

)}

U(k, t) =

√
2

π
L −1

{
p̃(s)

k2 + s

}
. (C.10)

De acordo com a teoria das transformadas inversas de Laplace, a transfor-
mada inversa em (C.10) será a convolução das transformadas inversas de p̃(s)
e 1/(k2 + s), isto é,

U(k, t) =

√
2

π

∫ t

0

p(τ)e−k2(t−τ)dτ. (C.11)

Finalmente, aplicando a transformada inversa de Fourier à equação (C.11)
com respeito à variável k:

F−1
c {U(k, t)} = F−1

c

{√
2

π

∫ t

0

p(τ)e−k2(t−τ)dτ

}

=

√
2

π

∫ t

0

p(τ)F−1
c

{
e−k2(t−τ)

}
dτ

=

√
2

π

∫ t

0

p(τ)

(
e−x2/4(t−τ)

√
2
√

t− τ

)
dτ

u(x, t) =
1√
π

∫ t

0

p(τ)√
t− τ

e−x2/4(t−τ)dτ, (C.12)

que é a solução da equação (4.27) do fluxo de calor.
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Apêndice D

A função de Mittag-Leffler

D.1 Definições

A função de Mittag-Leffler é definida como [3]

Eα(z) :=
∞∑

n=0

zn

Γ(αn + 1)
, (D.1)

onde α > 0 e z ∈ C. Em sua forma mais geral, a função de Mittag-Leffler é
definida como

Eα,β(z) :=
∞∑

n=0

zn

Γ(αn + β)
, (D.2)

com α, β > 0 e z ∈ C. E então:

Eα(z) = Eα,1(z). (D.3)

Uma forma bastante útil da função de Mittag-Leffler no cálculo fracionário é
tomando z = −λtα em (D.1) e (D.2), onde t ∈ R, com t > 0 e −λ ∈ C. Dáı,

Eα(−λtα) =
∞∑

n=0

(−λtα)n

Γ(αn + 1)
(D.4)

Eα,β(−λtα) =
∞∑

n=0

(−λtα)n

Γ(αn + β)
. (D.5)
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D.2 Propriedades

Um resultado importante é o fato de Eα(0) = 1. De fato, seja (D.4):

Eα(−λtα) =
(−λtα)0

Γ(0 + 1)
+

(−λtα)

Γ(α + 1)
+

(−λtα)2

Γ(2α + 1)
+

(−λtα)

Γ(3α + 1)
+ . . .

= 1 +
(−λtα)

Γ(α + 1)
+

(−λtα)2

Γ(2α + 1)
+

(−λtα)

Γ(3α + 1)
+ . . .

Dáı, tomando-se t = 0, observa-se que

Eα(0) = 1. (D.6)

A derivada de (D.4) também é um resultado útil para este trabalho.
Assim,

E ′
α(−λtα) =

∞∑
n=0

d

dt

(−λtα)n

Γ(αn + 1)

=
∞∑

n=0

(αn)(−λ)n(tαn−1)

Γ(αn + 1)

E ′
α(−λtα) =

∞∑
n=0

(−λ)n(tαn−1)

Γ(αn)
, (D.7)

usando a propriedade (B.2) do Apêndice B, Γ(αn + 1) = (αn)Γ(αn).

Transformadas de Laplace

Como o método usado para a resolução das equações diferenciais e inte-
grais fracionárias foi por meio da transformada de Laplace, convém obter as
transformadas de Laplace de (D.4), (D.5) e (D.7), ou reciprocamente, quais
as funções que a transformada inversa de Laplace resultam nestas funções.
A transformada de (D.4) é dada por [3]

L {Eα(−λtα)} :=
sα−1

sα + λ
⇐⇒ L −1

{
sα−1

sα + λ

}
:= Eα(−λtα) (D.8)

Para (D.5), existe a seguinte definição dada em [3]:

L {tβ−1Eα,β(−λtα)} :=
sα−β

sα + λ

⇐⇒ L −1

{
sα−β

sα + λ

}
:= tβ−1Eα,β(−λtα). (D.9)
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Para (D.7), considere a propriedade (A.1) do Apêndice A, de onde é posśıvel
escrever

L

{
d

dt
Eα(−λtα)

}
= sL {Eα(−λtα)} − Eα(0).

que de acordo com (D.6) e (D.8) fica

L {E ′
α(−λtα)} = s

(
sα−1

sα + λ

)
− 1

−L {E ′
α(−λtα)} = −s

(
sα−1

sα + λ

)
+

sα + λ

sα + λ

=
−ssα−1 + sα + λ

sα + λ

=
−sα + sα + λ

sα + λ
,

ou seja,

L {E ′
α(−λtα)} := − λ

sα + λ

⇐⇒ L −1

{
λ

sα + λ

}
:= −E ′

α(−λtα). (D.10)

Também define-se a transformada de Laplace da k-ésima (k ∈ N) integral
de Eα(−tα) da seguinte forma:

L
{
JkEα(−tα)

}
:=

sα−k−1

sα + 1
. (D.11)

Ainda, define-se pela função espectral a k-ésima derivada de Eα(−tα) como
sendo DkEα(−tα) = J−kEα(−tα).

D.3 Função espectral

Uma outra forma de representar a transformada inversa de Laplace

L −1

{
sα−1

sα + 1

}

é através da função espectral, como em [3].
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Para 0 < α < 1, a contribuição de sα−1/(sα + 1) no cálculo da transfor-
mada inversa de Laplace será dada por

Im

[
sα−1

sα + 1

∣∣∣∣
s=reiπ

]
. (D.12)

E então, de (D.12) tem-se que a função espectral é

Kα(r) = − 1

π
Im

[
sα−1

sα + 1

∣∣∣∣
s=reiπ

]

= − 1

π
Im

[
(reiπ)α−1

(reiπ)α + 1

]

= − 1

π
Im

[
1

e−iπ

rα−1eiπαe−iπ

rαeiπα + 1

]

=
1

π
Im

[
rα−1[cos (πα) + i sin (πα)]

rα[cos (πα) + i sin (πα)] + 1

]

=
1

π
Im

[
rα−1 cos (πα)

rα[cos (πα) + i sin (πα)] + 1
+ i

rα−1 sin (πα)

rα[cos (πα) + i sin (πα)] + 1

]

=
1

π
Im

[
rα−1 cos (πα)

[rα cos (πα) + 1] + irα sin (πα)
+ i

rα−1 sin (πα)

[rα cos (πα) + 1] + irα sin (πα)

]

=
1

π
Im

[
rα−1 cos (πα)

[rα cos (πα) + 1] + irα sin (πα)

(
[rα cos (πα) + 1]− irα sin (πα)

[rα cos (πα) + 1]− irα sin (πα)

)

+i
rα−1 sin (πα)

[rα cos (πα) + 1] + irα sin (πα)

(
[rα cos (πα) + 1]− irα sin (πα)

[rα cos (πα) + 1]− irα sin (πα)

)]

=
1

π
Im

[
rα−1 cos (πα)[rα cos (πα) + 1− irα sin (πα)]

[rα cos (πα) + 1]2 + [rα sin (πα)]2

+ i
rα−1 sin (πα)[rα cos (πα) + 1− irα sin (πα)]

[rα cos (πα) + 1]2 + [rα sin (πα)]2

]

=
1

π

1

[rα cos (πα) + 1]2 + [rα sin (πα)]2

×Im
[
rα−1 cos (πα)[rα cos (πα) + 1− irα sin (πα)

+i {rα−1 sin (πα)[rα cos (πα) + 1− irα sin (πα)]}]

=
1

π

1

[rα cos (πα) + 1]2 + [rα sin (πα)]2

×Im
[
r2α−1[cos2 (πα) + sin2 (πα)] + rα−1 cos (πα) + irα−1 sin (πα)

]

=
1

π

1

r2α[cos2 (πα) + sin2 (πα)] + 2rα cos (πα) + 1

×Im
[
r2α−1 + rα−1 cos (πα) + irα−1 sin (πα)

]
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=
1

π
Im

[
r2α−1 + rα−1 cos (πα)

r2α + 2rα cos (πα) + 1
+ i

rα−1 sin (πα)

r2α + 2rα cos (πα) + 1

]
,

o que implica em

Kα(r) =
1

π

rα−1 sin (πα)

r2α + 2rα cos (πα) + 1
. (D.13)

Dáı,

E(−tα) =

∫ ∞

0

e−rtKα(r)dr. (D.14)

De uma maneira mais geral, define-se a função espectral para 0 < α < 1
da seguinte forma:

Kα,k(r) :=
(−1)k

π

1

π

rα−1−k sin (πα)

r2α + 2rα cos (πα) + 1
. (D.15)

E então, Kα,0(r) = Kα(r).
A derivada da função de Mittag-Leffler, utlizada nas equações diferenciais

fracionárias, é obtida de (D.15). Seja

JkE(−tα) =

∫ ∞

0

e−rtKα,k(r)dr. (D.16)

Dáı, adota-se a derivada da função de Mittag-Leffler como sendo

E ′(−tα) =

∫ ∞

0

e−rtKα,−1(r)dr. (D.17)

Para o caso 1 < β < 2 também é posśıvel escrever a função de Mittag-
Leffler em termos da função espectral, porém deve-se levar em conta a conta
que neste intervalo sβ−1/sβ + 1 possui dois pólos. A saber, e±i π

β [3]. Desta
forma,

L −1

{
sβ−1

sβ + 1

}
=

∫ ∞

0

e−rtKβ,0(r)dr +
1

β

∑

h

esht, (D.18)

onde o somatório indica a contribuição dos polos e Kβ,0(r) a função a mesma
função espectral encontrada para 0 < α < 1, porém definida para 1 < β < 2.

Seja

1

β

∑

h

esht := gβ(t) (D.19)

59



Substituindo os dois polos no somatório e calculando o segundo termo de
(D.18), gβ(t) fica

gβ(t) =
1

β

[
et(e

i π
β ) + et(e

−i π
β )

]

=
1

β

[
et[cos (π/β)+i sin (π/β)] + et[cos (π/β)−i sin (π/β)]

]

=
1

β

[
et cos (π/β)eit sin (π/β) + et cos (π/β)e−it sin (π/β)

]

=
1

β

[
et cos (π/β)

(
eit sin (π/β) + e−it sin (π/β)

)]

=
2

β
et cos (π/β) cos

[
t sin

(
π

β

)]
. (D.20)

Substituindo (D.20) em (D.18),

L −1

{
sβ−1

sβ + 1

}
=

∫ ∞

0

e−rtKβ,0(r)dr

+
2

β
et cos (π/β) cos

[
t sin

(
π

β

)]
. (D.21)

Da mesma forma que foi definida a k-ésima integral da função espectral
através de (D.16) e (D.17), é preciso levar em consideração a k-ésima integral
de gβ(t). Verifica-se que

Jkgβ(t) =
2

β
et cos (π/β) cos

[
t sin

(
π

β

)
− k

π

β

]
. (D.22)
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