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SI SCAMPA COSI
DEGERE VITAM, VITA DEFUNGI

MAN MUB SUCHEN, DURCHZUKOMMEN
ER WIRD SCHON DURCH DIE WELT KOMMEN



"A felicidade não é coisa fácil: é muito difícil encontrá-la em nós,
e impossível encontrá-la alhures."

(Nicolas de Chamfort)

"I shall be telling this with a sigh
Somewhere ages and ages hence:
Two roads diverged in a wood, and I-
I took the one less traveled by,
And that has made all the difference."

(Extraído do poema The Road Not Taken, de Robert Frost)

"Às vezes converso com os homens do mesmo modo como as crian-
ças conversam com seus bonecos: embora ele saiba que o boneco não
a compreende, usando uma visão agradável e consciente, consegue
divertir-se com a comunicação."

(Arthur Schopenhauer)

"Esta aqui também é boa, muito boa - disse. - Veja só esta frase: "O
homem devia orgulhar-se da dor; toda dor é uma manifestação de
nossa elevada estirpe."Magnífico! Oitenta anos antes de Nietzsche!
Mas não é esta a passagem que eu pensava mostrar-lhe... Espere,
aqui está. Ouça: "A maioria dos homens não quer nadar antes
que o possa fazer.” Não é engraçado? Naturalmente, não querem
nadar. Nasceram para andar na terra e não para a água. E, natu-
ralmente, não querem pensar: foram criados para viver e não para
pensar! Isto mesmo! E quem pensa, quem faz do pensamento sua
principal atividade, pode chegar muito longe com isso, mas, sem
dúvida estará confundindo a terra com a água e um dia morrerá
afogado."

(Extraído do livro Lobo da Estepe, de Hermann Hess)



Resumo

Neste trabalho estudamos algumas soluções típicas para a equação de Schrödinger e
para a equação de difusão. Entretanto, adicionamos a estas equações o operador dife-
rencial de índice fracionário e o operador espacial fracionário, a fim de induzir um com-
portamento anômalo às soluções. Para isto, primeiramente introduzimos o formalismo
das funções de Green, método que foi utilizado no decorrer do trabalho. Na sequência
abordamos a equação de Schrödinger e a equação de difusão. Em seguida, aplicamos os
operadores supracitados às euquações e, através da funções de Green, encontramos suas
respectivas soluções. Por fim, analisamos os resultados obtidos.
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Capítulo 1

Introdução

Processos difusivos são encontrados em diversos contextos, tais como filtros para puri-
ficação de gases, hemodiálise, dopagem de semicondutores, e muitos outros. Um processo
difusivo típico tem como principal característica o desvio quadrado médio linearmente
dependente com o tempo [1]. Entretanto, essa dependência não é encontrada em diversos
fenômenos, por exemplo, difusão em uma rede fractal [2], difusão atômica em substratos
porosos [3], difusão em superfícies sólidas[4], em flutuações no preço de ações de siste-
mas finaceiros [5], em transporte de fluidos [6], e em muitas outras situações de interesse.
Nesse ensejo, surge a necessidade de uma abordagem que contemple esses comportamentos
difusivos, chamados de anômalos, que a equação de difusão padrão não descreve adequa-
damente. A abordagem através de derivadas fracionárias, espaciais e temporais, tem sido
satisfatoriamente utilizada na descrição de tais fenômenos [7].

Em outra instância, a variação contínua no número de dimensões N surge como um
conceito útil em várias áreas da Física. Aparentemente introduzida para descrever fenô-
menos críticos apresentados por um fluido binário de "moléculas Gaussianas"[8,9], atual-
mente tem sido utilizada em diversos ramos, incluindo física da matéria condensada [10],
sistemas Hamiltonianos fracionários [11], eletromagnetismo [12], física das partículas [13],
entre outros.

Isto exposto, neste trabalho nos propomos a encontrar soluções para equação de difu-
são fracionária, neste caso com índices não inteiros somente na derivada temporal, para
espaços com dimensões não inteiras, isto é, espaços com dimensões N, não necessaria-
mente inteiros positivos. E, devido à semelhança matemática da equação de Shröndinger
com a equação de difusão, também encontraremos soluções para espalhamentos anômalos
induzidos por esse tipo de abordagem.

A fim de obter soluções exatas para a equação, escolhemos a abordagem pelo método
da função de Green com o objetivo de obter o propagador da equação. E comparamos o
comportamento usual com o comportamento anômalo de algumas curvas de espalhamento.

Assim, no segundo capitulo apresentamos o formalismo das funções de Green e exem-
plificamos o método através da solução para equação de difusão usual. Já no terceiro
capítulo abordamos a equação de Schrödinger e encontramos a solução para três casos
típicos: partícula livre, oscilador harmônico de dimensão α, e potencial coulombiano. No
quarto capítulo, delineamos o desenvolvimento da equação de difusão e encontramos a
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solução da equação para três casos: partículas livres, força linear, e força coulombiana.
Finalmente, no quinto e último capítulo apresentamos nossas conclusões.
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Capítulo 2

Funções de Green

Nesta seção abordaremos o formalismo das funções de Green, também conhecidas
como propagadores, que utilizaremos no decorrer deste trabalho. Iniciaremos revisitando
a motivação que levou George Green a criar o método supracitado e, por conseguinte,
encontraremos a solução geral para uma equação diferencial não homogênea com condições
de contorno definidas. Em seguida, discutiremos a função de Green do operador de
Sturm-Liouville, seu desenvolvimento em autofunções, e sua representação para o espectro
contínuo. Por fim, esboçaremos o método através da resolução da equação de difusão
usual, primeiramente para uma região confinada e, posteriormente, para todo o espaço.

2.1 Desenvolvimento histórico
George Green em An Essay on the Application of the Mathematical Analysis to the

Theories of Electricity and Magnetism [14], datado em 1828, buscou a solução para o
seguinte problema: determinar o potencial elétrico dentro de uma região limitada por
condutores com potenciais definidos e na presença de vácuo. Utilizando a notação atual,
ele propôs solucionar a equação

∇2u = −f (2.1)

dentro de um volume V e que satisfaça as condições de borda ao longo da superfície S
[15].

Seguindo o mesmo caminho de Green, vamos primeiramente utilizar uma identidade
já conhecida [16],

∇ · (ϕ∇χ) = ∇ϕ · ∇χ+ ϕ∇ · (∇χ) . (2.2)

Integrando a Eq.(2.2) em relação ao volume V, e aplicando o teorema da divergência,
obteremos a chamada Primeira fórmula de Green∫∫

S

(ϕ∇χ) · n dS =

∫∫∫
V

(∇ϕ · ∇χ) dV +

∫∫∫
V

ϕ∇2χ dV. (2.3)

Na qual n é o vetor normal à superfície S, e ϕ e χ são funções com derivadas limitadas.
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Agora, trocando as posições relativas de ϕ e χ da Eq.(2.3), e subtraindo a equação
resultante da Eq.(2.3), temos a chamada Segunda fórmula de Green∫∫

S

(ϕ∇χ− χ∇ϕ) · n dS =

∫∫∫
V

(ϕ∇2χ− χ∇2ϕ) dV. (2.4)

Utilizando-se também da equação abaixo, que descreve o potencial de uma carga
pontual localizada em r′,

∇2g = −4πδ(r− r′), (2.5)

na qual δ(r− r′) é a função delta de Dirac. Assim, introduzindo uma pequena esfera ao
redor da singularidade em r′, haja vista que a Eq.(2.4) não pode ser aplicada nesse ponto.
Fazendo também ϕ = g e χ = u, obtemos∫∫

S

(g∇u− u∇g) · n dS − 4πu(r′) =

∫∫∫
V

(g∇2u− u∇2g) dV. (2.6)

Levando em consideração que a integral de superfície da esfera é 4πu(r′) quando r′ → 0
[15]. Uma vez que ∇2g = 0, pois nós deixamos de fora o ponto r′, rearranjamos os termos
da Eq.(2.6) para obtermos

u(r′) =
1

4π

∫∫∫
V

g(r, r′)f(r) dV +
1

4π

∫∫
S

(u(r)∇g(r, r′)− g(r, r′)∇u(r)) · n dS. (2.7)

Esta equação, primeiramente encontrada por Green, ilustra que a função u(r′), que
é contínua em um espaço dentro de uma superfície S, é definida pelo ponto arbitrário
r′. Isso se ∇2u e os valores de u(r′), e de ∇u(r′), sobre o contorno forem conhecidos. É
importante observar que ainda não definimos completamente as funções de Green, pois as
condições de contorno não foram determinadas. Estas condições são escolhidas de acordo
com o problema apresentado.

2.2 Teoria geral: a função de Green do operador de
Sturm-Liouville

Inicialmente, desejamos encontrar a solução da equação diferencial não homogênea

d

dx

[
p(x)

du(x)

dx

]
− q(x)u(x) = f(x) (2.8)

no intervalo a ≤ x ≤ b, com condições de borda definidas em x = a e x = b. Na qual,

L ≡ d

dx

[
p(x)

d

dx

]
− q(x) (2.9)

é o operador de Sturm-Liouville auto-adjunto.
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Devemos observar que qualquer equação diferencial linear não homogênea de segunda
ordem pode ser posta sob a forma da Eq.(2.8), desde que previamente seja multiplicada por
um fator adequado [16]. No entanto, podemos observar que a Eq.(2.8) não contém o termo
λr(x)u(x) presente na equação de Sturm-Liouville [16]. Porém, geralmente podemos fazer
a seguinte substituição

q(x) = q0(x)− λr(x), (2.10)

na qual λ é um autovalor determinado pelas condições de borda, e r(x) é a função peso.
Portanto, não há perda de generalidade ao apresentarmos a Eq.(2.8) nesse formato, e,
através da Eq.(2.10), mostramos que a equação está concatenada ao problema de autova-
lores de Sturm-Liouville.

Retornando à nossa busca pela solução da Eq.(2.8), introduzimos a função de Green
G(x, x′), que é solução da equação para uma fonte em x′

LG(x, x′) = δ(x− x′), (2.11)

na qual δ(x− x′) é a conhecida função delta de Dirac[16]. Agora usemos que

Lu(x) ≡ d

dx

[
p(x)

du(x)

dx

]
− q(x)u(x) (2.12)

e

LG(x, x′) ≡ d

dx

[
p(x)

dG(x, x′))

dx

]
− q(x)G(x, x′). (2.13)

Multiplicando a Eq.(2.12) porG(x, x′), e a Eq.(2.13) por u(x). Em seguida, subtraimos
as equações resultantes e integramos no intervalo para obtermos

∫ b
a
dx [G(x, x′)Lu(x)− u(x)LG(x, x′)] =

=
{
p(x)

[
G(x, x′)du(x)

dx
− u(x)dG(x,x′)

dx

]}b
x=a

. (2.14)

Usando a Eq.(2.8) e a Eq.(2.11), e as propriedades da função delta de Dirac, temos que

∫ b

a

dx [G(x, x′)Lu(x)− u(x)LG(x, x′)] =

∫ b

a

dxG(x, x′)f(x)− u(x′). (2.15)

Finalmente, substituindo a Eq.(2.15) na Eq.(2.14), e rearranjando os termos, temos a
solução geral para o operador de Sturm-Liouville

u(x) =
∫ b
a
dx′G(x′, x)f(x′)−

−
{
p(x′)

[
G(x′, x)du(x′)

dx′
− u(x′)dG(x′,x)

dx′

]}b
x′=a

. (2.16)
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Na qual trocamos x → x′, pois x′ é uma variável muda. Mais adiante mostraremos a
simetria da função de Green em relação ao seu argumento, i.e., G(x, x′) = G(x′, x). Neste
ponto, vamos considerar algumas condições de borda para u(x) em x = a e x = b:

• u(x) em x = a e x = b são conhecidos. Neste caso escolhemos as condições de borda
para G(x′, x) da seguinte forma:

G(a, x) = G(b, x) = 0. (2.17)

Desta maneira eliminamos as quantidades desconhecidas de du(x′)
dx′

em x = a e x = b
da Eq.(2.16). De fato, a solução fica da forma

u(x) =

∫ b

a

dx′G(x′, x)f(x′) +

[
p(x′)u(x′)

dG(x′, x)

dx′

]b
x′=a

. (2.18)

• u(x) em x = a e du(x′)
dx′

em x = b são conhecidos. Novamente, escolhemos as condi-
ções de borda para G(x′, x) de tal forma que elimine as quantidades desconhecidas.
Tomamos então

G(a, x) = 0 e
dG(x′, x)

dx′

∣∣∣∣
x′=b

= 0 (2.19)

para obtermos a seguinte solução

u(x) =
∫ b
a
dx′G(x′, x)f(x′)−

−p(a)u(a) dG(x′,x)
dx′

∣∣∣
x′=a
− p(b)G(b, x) du(x′)

dx′

∣∣∣
x′=b

. (2.20)

• Au(x) + B du(x)
dx

= X em x = a e Cu(x) + D du(x)
dx

= Y em x = b são conhecidos.
Desta vez escolhemos as condições de contorno para G(x′, x) da forma

AG(a, x) +B dG(x′,x)
dx′

∣∣∣
x′=a

= 0, (2.21)

CG(b, x) +D dG(x′,x)
dx′

∣∣∣
x′=b

= 0. (2.22)

Deste modo, poderemos eliminar os valores desconhecidos da Eq.(2.16) fazendo a
seguinte manipulção algébrica.

Sabemos que
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G(a, x)
du(x′)

dx′

∣∣∣∣
x=a

− u(a)
dG(x′, x)

dx′

∣∣∣∣
x=a

(2.23)

são os valores que precisamos em x′ = a para acharmos a solução da Eq.(2.16).
Utilizando a Eq.(2.21) na Eq.(2.23), temos

G(a, x)
du(x′)

dx′

∣∣∣∣
x=a

+ u(a)
A

B
G(a, x) =

=
G(a, x)

B

[
Au(a) +B

du(x′)

dx′

∣∣∣∣
x=a

]
=
G(a, x)

B
X

(2.24)

= − 1

A

dG(x′, x)

dx′

∣∣∣∣
x=a

X,

que são valores conhecidos. Uma manipulação similar pode expressar os valores em
x′ = b em função da quantidade Y dada.

Em todos os casos, escolhemos as condições de borda de G(x′, x) adequadas para
eliminarmos as quantidades desconhecidas de u(x) e du(x)

dx
no contorno. Desta maneira,

obtemos a solução da equação diferencial homogênea, desde que seja possível encontrar a
função de Green G(x′, x).

Daqui até o fim desta seção vamos abordar algumas propriedades das funções de Green.
Começaremos pela simetria concernente a seus argumentos, já citada anteriormente. To-
mando a Eq.(2.14) e substituindo u(x) por G(x, x′′), obteremos

∫ b
a
dx [G(x, x′)LG(x, x′′)−G(x, x′′)LG(x, x′)] =

=
{
p(x)

[
G(x, x′)dG(x,x′′)

dx
−G(x, x′′)dG(x,x′)

dx

]}b
x=a

. (2.25)

Novamente utilizando-se das propriedades da função delta de Dirac, temos

G(x′′, x′)−G(x′, x′′) =

=
{
p(x)

[
G(x, x′)dG(x,x′′)

dx
−G(x, x′′)dG(x,x′)

dx

]}b
x=a

. (2.26)

Como um caso mais geral, tomamos as condições de borda do tipo (2.21) e (2.22) para
as duas funções, pois contemplam as condições de contorno de Neumann, de Dirichlet,
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e de outras intermediárias. Logo, o lado direito da Eq.(2.26) desaparece, e obtemos a
propriedade de simetria da função de Green.

G(x′′, x′) = G(x′, x′′). (2.27)

Entretanto, essa propriedade só é válida porque escolhemos condições de contorno
apropriadas. Existem condições de contorno que não permitem essa simetria.

Retornando à Eq.(2.13) para G(x, x′), temos

d

dx

[
p(x)

dG(x, x′))

dx

]
− q(x)G(x, x′) = δ(x− x′). (2.28)

Para x 6= x′ a Eq.(2.28) se reduz a uma equação diferencial homogênea. Podemos resolver
a equação para as duas regiões, x < x′ e x > x′, através de qualquer método apropriado.
Já no ponto x = x′, nós devemos relacionar as duas soluções obtidas.

A função delta de Dirac conduz a uma descontinuidade em dG(x,x′)
dx

∣∣∣
x=x′

. Demonstra-
remos essa propriedade através da seguinte operação: integrando a Eq.(2.28) no intervalo
x′ − ε ≤ x ≤ x′ + ε, na qual ε é um número infinitesimal positivo, temos

∫ x′+ε

x′−ε
dx

{
d

dx

[
p(x)

dG(x, x′))

dx

]
− q(x)G(x, x′)

}
=

∫ x′+ε

x′−ε
dxδ(x− x′). (2.29)

O segundo termo do lado esquerdo desparece, i.e.,∫ x′+ε

x′−ε
dxq(x)G(x, x′) −→ 0 (2.30)

quando ε→ 0, assumindo que q(x) e G(x, x′) são contínuas no intervalo. O termo do
lado direito é igual a uma unidade, isto devido às propriedades da função delta de Dirac.
Integrando o termo remanescente, obtemos

[
p(x)

dG(x, x′))

dx

]x′+ε
x=x′−ε

(2.31)

e daí

dG(x, x′)

dx

∣∣∣∣x′+ε
x=x′−ε

=
1

p(x′)
, (2.32)

desde que p(x) seja contínua em x = x′. Agora voltando à nossa afirmação de que G(x, x′)
é contínua em x = x′, é fácil de se observar que, se isso não fosse verdadeiro, a primeira
derivada de G(x, x′) seria proporcional à δ(x − x′), e sua segunda derivada proporcional
dδ(x−x′)

dx
, diferentemente do que é exposto na Eq.(2.28) [15]. Logo, podemos afirmar que

G(x′ − ε, x′) = G(x′ + ε, x′). (2.33)

Finalmente, as equações homogêneas nas duas regiões, x < x′ e x > x′, as condições
(2.32) e (2.33), e as condições de borda em x = a e x = b, determinam completamente a
função de Green para o operador de Sturm-Liouville.
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2.3 Desenvolvimento da função de Green em autofun-
ções

Já mencionado anteriormente, vamos considerar agora o problema de Sturm-Liouville

Lun(x) =
d

dx

[
p(x)

dun(x)

dx

]
− q0(x)un(x) = −λnr(x)un(x). (2.34)

Seja un(x), n ∈ I, o sistema ortonormal completo das autofunções correspondentes aos
autovalores de λn. Podemos desenvolver a função de Green em autofunções do problema
de Sturm-Liouville pelo seguinte método.

Tentaremos encontrar novamente a solução de uma equação diferencial não homogênea,
representada abaixo por

Lu(x) + λr(x)u(x) = f(x), (2.35)

na qual L é o já apresentado operador de Sturm-Liouville. Expandindo u(x) e f(x)
r(x)

nas
autofunções da Eq.(2.34), com condições de borda do tipo (2.21) e (2.22), temos

u(x) =
∑
n∈I

anun(x) (2.36)

e

f(x) = r(x)
∑
n∈I

bnun(x). (2.37)

Substituindo as equações acima na Eq.(2.35) obteremos

∑
n∈I

anLun(x) + λr(x)
∑
n∈I

anun(x) = r(x)
∑
n∈I

bnun(x), (2.38)

pois definimos que as condiçõs de contorno são homogêneas, então podemos introduzir o
operador dentro do somatório. Agora, utilizando a Eq.(2.35), i.e., que

Lun(x) = −λnr(x)un(x), (2.39)

e rearranjando os termos, podemos obter a constante an em função de bn da seguinte
forma
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r(x)
∑
n∈I

(λ− λn)anun(x) = r(x)
∑
n∈I

bnun(x)

(λ− λn)anun(x) = bnun(x)

an = bn
λ−λn (2.40)

Para encontrarmos a constante bn, multiplicamos a Eq.(2.37) por um(x), e integrando
no período obtemos

∫ b

a

dx′f(x′)um(x′) =
∑
n∈I

bn

∫ b

a

dx′r(x′)un(x′)um(x′). (2.41)

Sabendo que um(x) e un(x) são funções ortonormais, e deste modo obedecem a proprie-
dade[16]

∫ b

a

dx′r(x′)un(x′)um(x′) =

{
0 (n 6= m)
1 (n = m).

(2.42)

Utilizando esse resultado na Eq.(2.41), encontramos o valor da constante bn que segue

bn =

∫ b

a

dx′f(x′)un(x′). (2.43)

Por fim, substituindo os resultados até aqui obtidos na Eq.(2.36), podemos determinar
a função u(x) pela equação

u(x) =

∫ b

a

dx′G(x, x′)f(x′), (2.44)

na qual

G(x, x′) =
∑
n∈I

un(x)un(x′)

λ− λn
(2.45)

é a função de Green em sua forma aberta.

2.4 A função de Green para o caso de um espectro con-
tínuo

Como último tópico teórico a ser considerado antes de ilustrarmos o método das fun-
ções de Green, vamos analisar o caso do espectro contínuo. Começamos apresentando a
equação diferencial
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DG(x, x′) = δ(x− x′), (2.46)

na qual D é um operador diferencial com coeficientes constantes. Podemos mostrar que
duas funções de Green dessa equação diferem por uma solução da equação homogênea.
Isto se deve ao fato de que a função de Green pode ser decomposta em

G(x, x′) = G1(x, x′) + h(x′, x), (2.47)

na qual h(x, x′) é solução da equação homogênea, i.e.,

Dh(x, x′) = 0. (2.48)

A função G1(x, x′) pode depender somente da diferença entre x e x′, isto porque os
coeficientes do operador diferencial D são constantes. Portanto, a fim de encontrar a
solução da equação, podemos buscar a solução particular

DG1(x) = δ(x). (2.49)

Devido a já citada dependência de G1, podemos escolher x′ = 0. E através da
transformada de Fourier, podemos encontrar a solução da Eq.(2.49) em todo espaço Rn,
convertendo-a em uma equação algébrica da forma

P (k)Ḡ1(k) =
1√

(2π)n
. (2.50)

As propriedade que G1(x) deve possuir para obtermos sua transformada são as mesmas
propriedades da transformada de Fourier clássica [17].

A função Ḡ1(k) é a transformada de Fourier n-dimensional da função G1(x), de forma
explícita

Ḡ1(k) =
1√

(2π)n

∫
Rn
dxe−i{x,k}G1(x), (2.51)

na qual dx = dx1...dxn, {x, k} = x1k1 + ...+ xnkn, e k = (k1, ..., kn).
O termo da direita da Eq.(2.50) é a transformada de Fourier da função delta de Dirac,

dada por

1√
(2π)n

∫
Rn
dxe−i{x,k}δ(x) =

1√
(2π)n

, (2.52)

devido às propriedades da função delta.
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A função P (k) é um polinômio definido pelo operador D, se o polinômio não tiver
raízes reais, a solução da Eq.(2.50) será

Ḡ1(k) =
1√

(2π)nP (k)
, (2.53)

e a transformada inversa de Fourier da Eq.(2.53) nos dará a função de Green G1(x), ou
seja,

G1(x) =
1√

(2π)n

∫
Rn
dkei{x,k}Ḡ1(k). (2.54)

Se o polinômio P (k) tiver raízes reais, a transformada inversa de Fourier apresentada
na Eq.(2.54) será divergente. Porém, em alguns casos, uma interpretação poderá ser dada
à equação, de acordo com certas convenções a ser consideradas a partir do problema dado.

2.5 A função de Green da equação de difusão
Como última seção deste capítulo, vamos buscar a solução da equação de difusão não

homogênea usual. Então, consideremos a equação

∇2ψ(r, t)− 1

χ

∂ψ(r, t)

∂t
= −4πρ(r, t) (2.55)

dentro de um volume V , com condições de borda

ψ(r,t) (2.56)

ou

∂ψ(r, t)

∂n
, (2.57)

para r sobre a superfície S, conhecidas. E a condição inicial

ψ(r, τ), (2.58)

dada em um tempo inicial τ .
Para encontrarmos a solução da equação, introduzimos a função de Green que é dada

por

∇2G(r, t; r′, t′)− 1

χ

∂G(r, t; r′, t′)

∂t
= δ(r− r′)δ(t− t′), (2.59)
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com as condições de borda, respectivas às condições (2.56) e (2.57),

G(r, t; r′, t′) = 0 (2.60)

ou

∂G(r, t; r′, t′)

∂n
= 0, (2.61)

para r sobre a superfície S. E a condição inicial

G(r, t; r′, t′) = 0 (2.62)

para t < t′.
Primeiramente, vamos estabelecer a propriedade de simetria da função de Green. Para

isso, vamos fazer as substituições t→ −t, t′ → −t′′, e r′ → r′′ para obtermos a equação

∇2G(r,−t; r′′,−t′′) +
1

χ

∂G(r,−t; r′′,−t′′)
∂t

= δ(r− r′′)δ(t− t′′). (2.63)

Agora, multiplicamos a Eq.(2.59) porG(r,−t; r′′,−t′′) e a Eq.(2.63) porG(r, t; r′, t′). Logo
após, subtraimos as equações resultantes e integramos para obter

G(r′′, t′′; r′, t′)−G(r′,−t′; r′′,−t′′) =

=

∫ ∞
−∞

dt

∫
V

d3x
{
G(r, t; r′, t′)∇2G(r,−t; r′′,−t′′)−

−G(r,−t; r′′,−t′′)∇2G(r, t; r′, t′) +

+
1

χ

∂

∂t
[G(r, t; r′, t′)G(r,−t; r′′,−t′′)]

}
. (2.64)

Utilizando a segunda fórmula de Green, Eq.(2.4), no lado direito da equação acima, e
calculando a integral no tempo, temos

∫ ∞
−∞

dt

∫
S

dA [G(r, t; r′, t′)∇G(r,−t; r′′,−t′′)−

−G(r,−t; r′′,−t′′)∇G(r, t; r′, t′)] +

+
1

χ

∫
V

d3xG(r, t; r′, t′)G(r,−t; r′′,−t′′)
∣∣∣∣∞
−∞

. (2.65)

A primeira integral da Eq.(2.65) desaparece devido as condições de borda, (2.60) e
(2.61). Já a segunda integral desaparece devido à condição inicial (2.62). Então, encon-
tramos a seguinte propriedade de simetria da função de Green
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G(r′′, t′′; r′, t′) = G(r′,−t′; r′′,−t′′). (2.66)

Vamos buscar agora a solução da equação de difusão. Para isso, primeiramente vamos
fazer as substituições r −→ r′, t −→ −t′, e t′ −→ −t, e utilizando a propriedade de
simetria, Eq.(2.66), obtemos

∇′2G(r, t; r′, t′) +
1

χ

∂G(r, t; r′, t′)

∂t′
= δ(r− r′)δ(t− t′). (2.67)

Tomando agora a Eq.(2.55), e fazendo as substituições r→ r′ e t→ t′, obtemos

∇′2ψ(r′, t′)− 1

χ

∂ψ(r′, t′)

∂t′
= −4πρ(r′, t′). (2.68)

Multiplicamos a Eq.(2.67) por ψ(r′, t′), e a Eq.(2.68) por G(r, t; r′, t′). Subtraimos as
equações resultantes e integramos para obter

−
[
4π

∫ ∞
τ

dt′
∫
V

d3x′G(r, t; r′, t′)ρ(r′, t′) + ψ(r, t)

]
=

=

∫ ∞
τ

dt

∫
V

d3x
{
G(r, t; r′, t′)∇′2ψ(r′, t′)− ψ(r′, t′)∇′2G(r, t; r′, t′)−

− 1

χ

∂

∂t′
[G(r, t; r′, t′)ψ(r′, t′)]

}
. (2.69)

Finalmente, calculando integral da derivada no tempo, assim, usando a condição inicial
da Eq.(2.62) para descartar as contribuições de t′ > t, e rearranjando os termos da
equação, encontramos a solução da equação de difusão sob a forma

ψ(r, t) = −4π

∫ ∞
τ

dt′
∫
V

d3x′G(r, t; r′, t′)ρ(r′, t′)−

−
∫ ∞
τ

dt

∫
S

dA′ [G(r, t; r′, t′)∇′ψ(r′, t′)− ψ(r′, t′)∇′G(r, t; r′, t′)]−

− 1

χ

∫
V

d3x′G(r, t; r′, τ)ψ(r′, τ). (2.70)

Na qual utilizamos a segunda fórmula de Green, para que a segunda integral seja deter-
minada pelas condições de contorno das equações (2.56), (2.57), (2.60) e (2.61). Dessa
forma, o termo central representa o efeito da superfície sobre a evolução da condição inicial
e, consequentemente, sobre a presença de uma solução estacionária.

Por último, vamos analisar o caso da equação de difusão para todo espaço, i.e., quando
S −→ ∞. Como já demonstrado na seção precedente, para o espectro contínuo a função
de Green da Eq.(2.55) dependerá somente das diferenças r − r′ e t − t′. Por isso, sem
perda de generalidade, podemos utilizar a Eq.(2.59) na forma
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∇2G(r, t)− 1

χ

∂G(r, t)

∂t
= δ(r)δ(t). (2.71)

A condição inicial (2.62) agora toma a forma

G(r, t) = 0 (2.72)

para t < 0.
Aplicando a transformada de Fourier na Eq.(2.71), obtemos

− k2Ḡ(k, t)− 1

χ

∂Ḡ(k, t)

∂t
= δ(t). (2.73)

Para t < 0, a condição inicial nos dá a solução da equação acima. Já para t > 0, a solução
da equação será

Ḡ(k, t) = Ae−χk
2t. (2.74)

Agora, integrando a Eq.(2.73) no intervalo 0− ε ≤ t ≤ 0 + ε, temos

Ḡ(k, 0 + ε)− Ḡ(k, 0− ε) = −χ, (2.75)

que mostra que a função δ(t) na Eq.(2.73) é devido a essa descontinuidade. E usando a
Eq.(2.72) e Eq.(2.74), encontramos que A = −χ.

Substituindo os resultados obtidos, e fazendo a transformada inversa de Fourier sobre
a Eq.(2.74), temos

G(r, t) = − χ

(2π)3

∫
dkeikr−χk

2t = − χ

(4πχt)
3
2

e
−r2
4χt . (2.76)

Portanto, podemos concluir que a função de Green da Eq.(2.71) será

G(r, t; r′, t′) =

 0 (t < t′)

− χ

[4πχ(t−t′)]
3
2
e
−|r−r′|2
4χ(t−t′) (t > t′).

(2.77)

A função de Green encontrada descreve o modo que a perturbação de uma delta de
Dirac, em t = t′, se difunde no meio em tempos posteriores. Por fim, nós podemos
substituir a Eq.(2.77) na Eq.(2.70). A integral de superfície pode ser desprezada, pois a
função de Green decresce rapidamente quando r′ −→ ∞. Logo, a solução da Eq.(2.55)
para todo o espaço será
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ψ(r, t) =
1√
4πχ

∫ t

τ

dt′
∫
V

d3x′
e
−|r−r′|2
4χ(t−t′)

(t− t′) 3
2

ρ(r′, t′) +

+
1

[4πχ(t− τ)]
3
2

∫
V

d3x′e
−|r−r′|2
4χ(t−τ) ψ(r′, τ). (2.78)
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Capítulo 3

Equação de Schrödinger

Seguindo nosso trabalho, apresentaremos nesse capítulo um breve estudo sobre a equa-
ção de Schrödinger. Em seguida, abordaremos o operador de derivada espacial fracionário
e o operador de derivada temporal com índices fracionários, que serão aplicados à equação
supracitada. E, finalmente, utilizando o método apresentado no segundo capítulo deste
trabalho, encontraremos a solução da equação de Schrödinger para os seguintes casos:
partícula livre, oscilador harmônico de dimensão α e potencial coulombiano.

3.1 Equação de onda
Considerando um movimento não relativístico, a equação de Schrödinger fornece a

descrição quantitativa do movimento de uma partícula em um campo de força que pode
ser representado por uma energia potencial. Essa descrição é desenvolvida em termos
de uma equação diferencial, suas condições de contorno, e condição inicial. Tomando a
mesma inspiração utilizada por Erwin Schrödinger, utilizaremos de conceitos da teoria
ondulatória para chegarmos a equação proposta.

Sabemos que, para uma onda harmônica viajando em um espaço contínuo, o compri-
mento de onda e o momento são relacionados por[18]:

p = ~k, (3.1)

com

k =
2π

λ
. (3.2)

E a energia e a frequência podem ser relacionadas por:

E = ~ω, (3.3)

com

20



ω = 2πν. (3.4)

Podemos supor que a função de onda ψ(x, t), que representa uma partícula viajando
no sentido positivo do eixo das abscissas com momento p e energia cinética E, terá a
forma

cos(kx− wt), sin(kx− wt), ei(kx−wt), e−i(kx−wt), (3.5)

ou uma combinação linear delas. Isto vem do experimento de difração de elétrons por
cristais realizado por Davisson and Germer, em 1927, e Thomson, em 1928. Também
surge da necessidade que o pacote de onda, de número de onda k e frequência angular ω,
tenha velocidade de grupo igual à partícula livre clássica, de momento p e energia E.

Entretanto, devemos fazer as seguintes considerações para a equação. Primeiramente
ela deve ser linear, afim de que as soluções possam ser sobrepostas e, por efeito de inter-
ferência, permitir a construção de pacotes de onda. E os coeficientes da equação devem
envolver constantes tais como ~, massa e carga da partícula, e não parâmetros de um
tipo particular de movimento, como energia, número de onda, momento e frequência.
Isso se deve ao fato que queremos deixar em aberto a possibilidade de sobrepor soluções
que possuem valores diferentes concernentes a esses parâmetros. Uma vez que uma equa-
ção diferencial pode satisfazer essas condições, e também porque é de fácil manipulação,
tentaremos a solução por esse caminho.

Levando em conta as considerações acima, primeiramente tentaremos a solução através
de uma equação de onda unidimensional mais familiar, que descreve o movimento de uma
onda transversa em uma corda [16], ou seja,

∂2ψ

∂t2
= γ

∂2ψ

∂x2
. (3.6)

Substituindo as formas da Eq.(3.5) na Eq.(3.6), obtemos que cada uma das soluções,
e suas combinações lineares, satisfazem a equação, e daí surge

γ =
ω2

k2
=
E2

p2
=

p2

4m2
. (3.7)

Na qual m é a massa da partícula que é descrita pela Eq.(3.6). Da Eq.(3.7) concluimos
que o coeficiente γ que aparece na Eq.(3.6) envolve parâmetros de movimento E ou p, e,
portanto, devido a nossas considerações anteriores, descartamos essa equação diferencial.

Ainda na nossa busca, notamos das últimas operações que a diferenciação em relação
a x tem o efeito de multiplicar a equação por k, e a diferenciação em relação a t tem o
efeito de multiplicar a equação por ω. Sabendo da relação E = p2

2m
, que é equivalente

à ω = ~k2
2m

, podemos sugerir que estamos procurando por uma equação com a primeira
derivada em relação ao tempo, e a segunda derivada em relação ao espaço, isto é,
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∂ψ

∂t
= γ

∂2ψ

∂x2
. (3.8)

Substituindo novamente as funções harmônicas da Eq.(3.5) na Eq.(3.8), obtemos que
as duas primeiras funções não são soluções dessa equação, porém as duas últimas são
soluções. Embora a combinação linear das duas últimas funções também não seja solução.
Escolhendo em particular a função ei(kx−wt), somos conduzidos à

γ =
iω

k2
=
i~E
p2

=
i~
2m

. (3.9)

Então, temos que os valores dos parâmetros de γ envolvem somente constantes ade-
quadas as nossas considerações. Daí somos conduzidos a equação de Schrödinger unidi-
mensional para uma partícula livre de massa m, que é obtida através da combinação da
Eq.(3.8) e Eq.(3.9) na forma

i~
∂ψ

∂t
= − ~2

2m

∂2ψ

∂x2
. (3.10)

Esse resultado é significativo na medida que a função ei(kx−wt) faz com que o lado esquerdo
da equação fique Eψ, e o lado direito p2

2m
ψ. Não devemos nos ater ao fato da função ser

complexa, pois todos os resultado previtos são passíveis de ser expressos de números reais
através de uma interpretação adequada que será explicitada adiante.

A equação de Schrödinger unidimensional é facilmente extendida para três dimensões.
Reescrevendo a Eq.(3.1), temos que

p = ~k, (3.11)

com

k = |k| = 2π

λ
. (3.12)

Logo, a função ei(kx−wt) fica da forma

ei(kr−wt), (3.13)

na qual k é chamado de vetor de onda e r é vetor posição da partícula. Então, considerando
nossos avanços, podemos afirmar que a equação de Schrödinger tridimensional para uma
partícula livre, representada através função ψ(r, t), que pode ser escrita como

i~
∂ψ

∂t
= − ~2

2m
∇2ψ. (3.14)
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Uma simples comparação entre a Eq.(3.11) e a Eq.(3.14), e a definição clássica da
energia

E =
p2

2m
, (3.15)

nos sugere que, para partícula livre, a energia e o momento podem ser representados por
operadores diferenciais que atuam sobre a partícula:

E → i~
∂

∂t
, (3.16)

p→ −i~∇. (3.17)

Agora devemos incluir o efeito de forças externas que podem atuar sobre a partícula.
Para isso, devemos assumir que essas forças são de tal natureza que podem ser combinadas
em uma única força resultante F, que é derivada de uma energia potencial V , isto é,

F = −∇V (r, t). (3.18)

Usando do mesmo argumento utilizado acima que relaciona classicamente a energia e
o momento, podemos esperar também que a relação clássica inclua forças externas. Isto
é expressado através da energia potencial, ou seja,

E =
p2

2m
+ V (r, t). (3.19)

Na qual E é a energia total, o primeiro termo do lado direito é a energia cinética, e o
segundo termo é a energia potencial. Por fim, as equações (3.16), (3.17) e (3.19) sugerem
que a Eq.(3.14) pode ser generalizada, i.e.,

i~
∂ψ

∂t
= − ~2

2m
∇2ψ + V (r, t)ψ. (3.20)

A Eq.(3.20) é a equação de Schrödinger que descreve o movimento em três dimensões
de uma partícula de massa m em um campo de força dado pela Eq.(3.18). A equação
é derivada de uma série de considerações, porém a concordância de suas soluções com
dados experimentais demonstram a validade e a utilidade da mesma.
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3.2 Interpretação da função de onda
Podemos imaginar um número muito grande de idênticas regiões do espaço, inde-

pendentes, e não sobrepostas. Cada qual grande o suficiente para conter características
físicamente significativas do movimento. Em cada região a partícula com energia poten-
cial V (r, t) é descrita pela mesma função de onda ψ(r, t), na qual r é a distância até a
origem da partícula. Assumimos então que o resultado numérico das medições em um
tempo t, de uma medida física significativa, tal como posição, momento, ou energia, não
será a mesma para todas as regiões. Em suma, haverá uma distribuição desses números
que pode ser descrita como uma destribuição de probabilidades.

Como exemplo, podemos considerar ψ como a medida de probabilidade de encontrar
a partícula em uma posição particular relativa à origem dessa partícula. Entretanto,
a probabilidade deve ser real e não negativa, enquanto que ψ é uma função complexa.
É possível, então, que a função densidade de probabilidade da posição é a função ψ
multiplicada pelo seu complexo conjugado, isto é,

P (r, t) = |ψ(r, t)|2. (3.21)

Isto nos diz que P (r, t)d3x nos dá a probabilidade de encontrar a partícula em um
elemento de volume d3x sobre a posição r e tempo t, quando um número grande de
medidas da posição são feitas sobre partículas independentes, cada uma com a mesma
função de onda ψ(r, t).

3.3 Operador de derivada espacial fracionário e deri-
vada temporal com índices fracionários aplicados a
equação de Schrödinger.

A equação de Schrödinger, discutida anteriormente, é representada na forma

i~
∂ψ

∂t
= − ~2

2m
∇2ψ + V (r, t)ψ. (3.22)

Podemos generalizar esta equação para uma espaço de dimensão α através da utilização
do operador de derivada espacial fracionário [19],

∇̃2Ψ(r, t) ≡ 1

rα−1

∂

∂r

(
rα−1 ∂

∂r
Ψ(r, t)

)
+

1

r2 sinα−2 θ

∂

∂θ

(
sinα−2 θ

∂

∂θ
Ψ(r, t)

)
, (3.23)

na qual α representa a dimensão, que pode ser não inteira.
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Agora podemos também aplicar à equação de Schrödinger o operador de derivada
fracionária de índices não inteiros. Utilizaremos a derivada de ordem γ no sentido de
Caputo definida da seguinte maneira [20],

∂γ

∂tγ
Ψ(r, t) =

{
1

Γ(n−γ)

∫ t
a

Ψ(n)(r,τ)
(t−τ)γ+1−ndτ, n− 1 < γ < n

Ψ(n)(r, τ) γ ≡ n ∈ N.
(3.24)

Finalmente, aplicando os dois últimos operadores apresentados à Eq.(3.22), obtemos
a seguinte equação

i~
∂γ

∂tγ
Ψ(r, t) = − ~2

2mγ

∇̃2Ψ(r, t) + V (r, t)Ψ(r, t), (3.25)

na qual r = (r, θ), e mγ tem dimensão [M ][T ]γ−1. Para γ = 1 temos a dimensão usual.
O efeito dos operadores aplicados à função Ψ(r, t) serão discutidos mais adiante. Na

próxima seção vamos nos ater a encontrar algumas soluções para potenciais típicos asso-
ciados à equação.

3.4 Soluções para equação de Schrödinger
Agora encontraremos as soluções de três potenciais típicos relacionados à equação de

Schrödinger, todos com a condição de contorno lim|r|→∞Ψ(r, t) = 0, são eles: partícula
livre, oscilador harmônico de dimensão α, e potencial coulombiano.

3.4.1 Partícula livre

Para uma partícula livre o potencial é da forma V (r, t) = 0, portanto a Eq.(3.25) se
torna

i~
∂γ

∂tγ
Ψ(r, t) = − ~2

2mγ

∇̃2Ψ(r, t). (3.26)

A fim de solucionar a equação e encontrar seu propagador, começamos aplicando a
transformada de Laplace à última equação, isto é,

~
2mγi

∇̃2Ψ(r, s) + sγΨ(r, s) = sγ−1Ψ(r, 0), (3.27)

na qual o último termo representa uma condição inicial arbitrária que pode ser normali-
zada.

A função de Green correspondente à Eq.(3.27) é dada por
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~
2mγi

∇̃2G(r, r′; s) + sγG(r, r′; s) =
1

rα−1 sinα−2 θ
δ(r − r′)δ(θ − θ′). (3.28)

E utilizando esse propagador podemos encontrar a solução da Eq.(3.27) através da ope-
ração

Ψ(r, s) = sγ−1

∫ ∞
0

drrα−1

∫ π

0

dθ sinα−2 θΨ(r′, 0)G(r, r′; s). (3.29)

O propagador que pretendemos encontrar possui dependência radial e angular. Antes
de abordarmos o problema de forma genérica, isto é, considerando as variáveis r e θ, vamos
considerar a situação em que o sistema possui simetria radial. Tal fato, por exemplo,
ocorre quando a condição inicial depende somente da variável r.Logo, para o caso que
a equação só dependa do parâmetro r, podemos utilizar as autofunções relacionadas ao
problema de Sturm-Liouville ∇̃2ϕ = −p2ϕ, o último já apresentado anteriormente. Para
isso utilizamos a transformada de Hankel que pode ser representada através da equação

G(r, r′; s) =

∫ ∞
0

dp pϕ(r, p)G(p, r′; s), (3.30)

e sua inversa é dada por

G(p, r′; s) =

∫ ∞
0

dr rα−1 ϕ(r, p)G(r, r′; s). (3.31)

Na qual ϕ(r, p) = r1−α/2Jν (pr), ν = α/2− 1, e Jν(x) é a função de Bessel.
Aplicando a transformada de Hankel à Eq.(3.28), obtemos

G(p, r′; s) =
ϕ(r′, p)

sγ + i~p2/(2mγ)
. (3.32)

E aplicando a transformada inversa de Laplace à última equação nos conduz à

G(p, r′; t) = tγ−1ϕ(r′, p)Eγ,γ
(

~
2mγi

p2tγ
)
. (3.33)

Na qual Eγ,γ(x) é a função de Mittag-Leffler generalizada [21], que é definida por

Eα,β(x) =
∞∑
n=0

xn

Γ (β + αk)
. (3.34)

Nota-se que a função de Mittag-Leffler é um resultado previsível, pois a generalização
da derivada para índices γ conduz à generalização do decaimento exponencial em relação
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ao tempo, isto é, quando γ = 1, e de fato podemos obter a função exponencial de um caso
particular da função de Mittag-Leffler [20].

Agora, utilizando a transformada dada pela Eq.(3.30), podemos encontrar o propaga-
dor da Eq.(3.28), que é dado por

G(r, r′; t) = tγ−1

∫ ∞
0

dppϕ(r′, p)ϕ(r, p)Eγ,γ
(

~p2

2mγi
tγ
)
. (3.35)

Utilizando também a função de Fox generalizada, que é expressa por

HL,M,M1,N,N1

E,[A:C],F,[B,D]

 x
y

∣∣∣∣∣∣∣∣
(ε1, ω1), · · · , (εE, ωE)

(a1, α1), · · · , (aA, αA); (c1, γ1), · · · , (cC , γC)
(ξ1, $1), · · · , (ξF , $F )

(b1, β1), · · · , (bB, βB); (d1, δ1), · · · , (dC , δD)

 , (3.36)

para representar a função de Bessel e a função de Mittag-Leffler [22], e calculando a
integral [22], podemos escrever a Eq(3.35) na forma

G(r, r′; t) = 2tγ−1 (rr′)1−α/2 ·

· H1,0,1,1,1
2,[0:1],0,[0:2]

 (r′/r)2

2i~tγ/ (mγr
2)

∣∣∣∣∣∣
(

2−ν
2
, 1
)

;
(

2+ν
2
, 1
)

−−; (0, 1)(
−ν

2
, 1
)

;
(
ν
2
, 1
)

; (0, 1), (1− γ, γ)

 .
(3.37)

Tomando um caso particular, γ = 1, a Eq.(3.37) é reduzida para

G(r, r′; t) =
m

i~t
(rr′)1−α/2e−

mi
2~t(r2+r′2)Iν

( m
i~t

rr′
)
. (3.38)

Por último, introduzindo a variável angular nos cálculos anteriores, a Eq.(3.35) se
torna

G(r, r′; t) = tγ−1

∞∑
l=0

∫ ∞
0

dppΘl(θ)Θl(θ
′) ·

·ϕl(r′, p)ϕl(r, p)Eγ,γ
(

~p2

2mγi
tγ
)
, (3.39)

com

Θl(θ) = NlCα/2−1
l (cos θ) , (3.40)

na qual C α̃
l (cos θ) são os polinômios de Gegenbauer [23], e
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N 2
l =

l!
(
l + α

2
− 1
)

23−απΓ (l + α− 2)

[
Γ
(α

2
− 1
)]2

. (3.41)

As autofunções são definidas com anteriormente, ou seja, ϕl(r, p) = r1−α/2Jν (pr),
porém, devido a variável angular, o valor do subíndice da função de Bessel agora se torna
ν = α/2 + l − 1.

Por fim, usando a transformada de Hankel e transformada inversa de Laplace, a
Eq.(3.29) pode ser expressa através da função de Green como

Ψ(r, t)=
1

Γ(1− γ)

∫ t

0

dt̄

(t− t̄)γ

∫ ∞
0

dr′r′α−1

∫ π

0

dθ′ sinα−2 θ′Ψ(r′, 0)G(r, r′; t̄). (3.42)

3.4.2 Oscilador harmônico de dimensão α

Para um oscilador harmônico de dimensão α o potencial é da forma V (r, t) = 1
2
mω2r2,

logo a Eq.(3.25) toma a forma

i~
∂γ

∂tγ
Ψ(r, t) = − ~2

2mγ

∇̃2Ψ(r, t) +
1

2
mγω

2
γr

2Ψ(r, t). (3.43)

Para encontrarmos a solução da última equação, faremos o mesmo procedimento utili-
zado anteriormente. Primeiro encontraremos a solução para a coordenada radial, e depois
incorporaremos a variável angular à solução. Para isso utilizamos o método de separação
de variáveis, isto é, tomamos Ψ(r, t) = ψ1(r)ψ2(t) e substituimos na Eq.(3.43), e assim
obtemos para componente radial

d2ψ1(r)

dr2
+
α− 1

r

dψ1(r)

dr
+

(
2λ−

m2
γω

2
γ

~2
r2

)
ψ1(r) = 0. (3.44)

Fazendo a substituição ψ1(r) = ψ̄1(mγωγr
2

~ ) exp
[
−mγωγr2

2~

]
e x = mγωγr2

~ , obtemos

x
d2ψ̄1(x)

dx2
+
(α

2
− x
) dψ̄1(x)

dx
+

(
2λ

4~mγ

− α

4

)
ψ̄1(x) = 0, (3.45)

que é facilmente reconhecida como a equação diferencial de Laguerre associada[23], e tem
por solução os polinômios associados de Laguerre. Logo, as autofunções da componente
radial na Eq.(3.44) é obtido como segue

ψ1(r) = e−
mγωγr

2

2~ ϕn(r) . (3.46)

com

28



ϕn(r) = N nL(α)
n

(
mγωγr

2

~

)
, (3.47)

e

N 2

n =
2Γ (1 + n)

Γ (n+ α/2)

(mγωγ
~

)α
2
. (3.48)

Na qual n = 2λn
4mγ~ −

α
4
e α = α

2
− 1.

Seguindo, para componente temporal devemos procurar a solução da equação

dγψ2(t)

dtγ
= −iλn

~
ψ2(t). (3.49)

Aplicando a transformada de Laplace à equação acima, obtemos

sγψ̄2(s)− sγ−1ψ2(0) = −iλnψ̄2(s). (3.50)

Por fim, rearranjando os termos e encontrando a função de Green para equação, através
da transformada inversa de Laplace temos a seguinte solução

ψ2(t) = tγ−1Eγ,γ
(
−iλn

~
tγ
)
. (3.51)

Então, a função de Green para coordenada radial será

G(r, r′; t) = tγ−1e−
mγωγ

2~ (r2−r′2)
∞∑
n=0

ϕn(r′)ϕn(r)Eγ,γ
(
−iλn

~
tγ
)
. (3.52)

Repetindo o procedimento anterior, incorporamos a componente angular à equação e
obtemos a seguinte solução para o propagador

G(r, r′; t) = tγ−1e−
mγωγ

2~ (r2−r′2) ×

×
∑∞

n=0

∑∞
l=0 Θl(θ

′)Θl(θ)ϕn,l(r
′)ϕn,l(r)Eγ,γ

(
−iλn,l~ tγ

)
, (3.53)

com

ϕn,l(r) = N n,lr
lL(α)
n

(mγωγ
~

r2
)
, (3.54)

N 2

n,l =
2Γ (1 + n)

Γ (n+ α/2 + l)

(mγωγ
~

) 1
2

(α+2l)

. (3.55)

Porém agora temos que λn,l = ωγ~ (2n+ l + α/2) e α = α/2 + l− 1, devido à coordenada
angular.
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3.4.3 Potencial coulombiano

O último potencial que buscaremos a solução para equação de Scrödinger é o potencial
coulombiano. Ele é definido por V (r, t) = K

r
, na qualK é uma constante, então a Eq.(3.25)

ficará da forma

i~
∂γ

∂tγ
Ψ(r, t) = − ~2

2mγ

∇̃2Ψ(r, t) +
K

r
Ψ(r, t). (3.56)

Usando novamente o método de separação de variáveis, Ψ(r, t) = ψ1(r)ψ2(t), somos
conduzidos a equação para a componente radial

r
d2ψ1(r)

dr2
+ (α− 1)

dψ1(r)

dr
+

2mγ

~2
(λr −K)ψ1(r) = 0. (3.57)

Agora, fazemos a substituição ψ1(r) = ψ̄1

(
2mγλr

~2

)
exp

[(
−2mγλr2

~2

) 1
2

]
e x =

[
8mγλr2

~2

] 1
2 , e

encontramos

x
d2ψ̄1(x)

dx2
+ (α− 1− x)

dψ̄1(x)

dx
+

(
α

2
− K

2

[
2mγλ

~2

] 1
2

− 1

2

)
ψ̄1(x) = 0. (3.58)

A solução da equação novamente é em termos dos polinômios de Laguerre, como segue

ψ1(r) = exp

[(
−2mγλnr

2

~2

) 1
2

]
ϕn(r) , (3.59)

com

ϕn(r) = N nL(α)
n

([
8mγλnr

2

~2

] 1
2

)
(3.60)

e

N 2

n =
2Γ (1 + n)

Γ (n+ α− 1)

(
2mγλn
~2

)α
2

. (3.61)

Na qual n =

(
K
2

[
2mγλn

~2

] 1
2 − 1

2

)
e α = α− 2.

A solução para a parte temporal é semelhante aos cálculos feitos anteriormente, por-
tanto, sem perda de informações, podemos expressá-la como segue

ψ2(t) = tγ−1Eγ,γ
(
−iλn

~
tγ
)
. (3.62)
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Então, a função de Green para a componente radial será dada por

G(r, r′; t) = tγ−1 exp

[2mγλ(r − r′)2

~2

] 1
2

 ∞∑
n=0

ϕn(r′)ϕn(r)Eγ,γ
(
−iλn

~
tγ
)
.(3.63)

Repetindo agora os mesmos procedimentos anteriores, mas desta vez incorporando a
componente angular, encontramos o propagador para a Eq.(3.56), que toma a forma

G(r, r′; t) = tγ−1 exp

([
2mγλn,l(r−r′)2

~2

] 1
2

)
×

×
∑∞

n=0

∑∞
l=0 Θl(θ

′)Θl(θ)ϕn,l(r
′)ϕn,l(r)Eγ,γ

(
−iλn,l~ tγ

)
, (3.64)

com

ϕn,l(r) = N n,lr
lL(α)
n

([
8mγλn,lr

2

~2

] 1
2

)
, (3.65)

N 2

n,l =
2Γ (1 + n)

Γ (n+ α− 1 + l)

(
2mγλn,l

~2

) 1
2

(α+2l)

. (3.66)

Entretanto, temos agora que λn,l =
(

2n+1
K

)2 ~2
2mγ

e α = α + l − 2, devido à coordenada
angular.

A solução obtida está incompleta, pois analisamos somente a equação para o espectro
discreto. Para obter uma solução geral, devemos encontrar a solução do espectro contínuo
e somá-la à solução encontrada. Porém, esse procedimento não foi incluso no escopo desse
trabalho.
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Capítulo 4

Equação de difusão

Neste capítulo abordaremos brevemente o desenvolvimento do conceito de difusão.
Começaremos pela lei encontrada por Fick, seguindo seu desenvolvimento até a deriva-
ção da equação de difusão por Einstein. Abordaremos também o movimento browniano,
fundamental para a análise do comportamento molecular de um processo difusivo. Em se-
guida definiremos o comportamento difusivo anômalo, e, por fim, encontraremos algumas
soluções para a equação de difusão.

4.1 Desenvolvimento histórico
A difusão é um dos fenômenos mais ubíquos da natureza. Apesar do conhecimento

empírico, o primeiro a estudar sistematicamente o comportamento difusivo foi o químico
Thomas Graham (1805-1869). Através de estudos experimentais, ele postulou a lei de
Graham. Esta afirma que, quando dois gases são colocados em contato, os volumes das
trocas gasosas são inversamente proporcionais à raiz quadrada de sua massas.

Graham realizou o primeiro experimento quantitativo relacionado à difusão, além
disso, seus dados experimentais foram os primeiros a determinarem, com confiabilididade,
o coeficiente de difusão. O último ainda não havia sido determinado, feito creditado à
Adolf Fick anos depois, mas Maxwell utilizou suas medidas e calculou o coeficiente de
difusão do CO2 com uma precisão de ±5%.

Adolf Fick, em torno de 1855, publicou seus famosos artigos sobre a difusão [24], nos
quais ele estabeleceu a equação de difusão clássica. Baseado nos resultados de Graham,
Fick intuiu que o comportamento difusivo obedecia uma lei análoga à condução de calor
em corpos rígidos. É importante mencionar que anteriormente Fick havia realizado um
estudo nessa área.

Através da analogia citada, ele assumiu que o fluxo da matéria é proporcional ao
seu gradiente de concentração com a constante de proporcionalidade k ,que ele sugeriu
ser dependente da natureza das substâncias. E modelando em termos de uma equação
diferencial, ele derivou

∂y

∂t
= k

(
∂2y

∂x2
+

1

Q

dQ

dx

∂y

∂x

)
. (4.1)
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Na qual y é a concentração do material que sofre a difusão, x é a posição onde o material
está concentrado, e Q é a área através da qual a difusão ocorre.

A área Q é dependente do comprimento x, se a seção de difusão for constante, temos
que

∂y

∂t
= k

∂2y

∂x2
. (4.2)

Entretanto Fick teve muitos problemas para validar essa equação. Ele realizou vários
experimentos com o mesmo material a ser difundido (sal de cozinha), e variou as condições
geométricas. O termo à direita da Eq.(4.2) que contém a segunda derivada não é fácil de
medir. Por isso, Fick só considerou casos estacionários.

Fick obteve a solução para dois casos correspondentes a seus experimentos. No pri-
meiro caso ele utilizou-se de uma geometria cilíndrica, e obteve a solução y = ax+b. Já no
segundo caso ele utilizou-se de uma geometria cônica, e obteve a solução y+ a = (−c/x).
Por fim, suas medidas experimentais corroboraram a validade de sua equação.

Apesar dos poucos dados coletados, Fick confiou na validade da Eq.(4.2), e então
decidiu encontrar a difusibilidade k do sal na água. Utilizando-se de três tubos cilíndricos
de comprimentos diferentes, calculou a quantidade de sal em uma determinada seção (M).
Esta quantidade deve ser inversamente proporcional ao comprimento do tubo. Agora
multiplicando M pelo comprimento do respectivo tubo, e dividindo pelo tempo, devemos
obter o mesmo valor para os três cilindros. Considerando o caso estacionário, Fick obteve

ML

t
= JL = kCS. (4.3)

Na qual CS é a concentração total de sal, e J a "densidade de corrente"do sal.
Fick realizou este experimento a diferentes temperaturas, e apontou que k aumenta

com o aumento da temperatura, como já esperado dos experimentos de Graham. Apesar
da utilidade da equação, ela foi recebida com muitas críticas. Uma das quais permanece
até hoje é a suposição implícita de que k não depende da concentração e do seu gradiente.
E também os experimentos de Graham e Fick se limitaram a fluidos, pois as medidas
eram possíveis à temperatura ambiente.

No final do século XIX, William Chandler Roberts-Austen realizou uma série de expe-
rimentos de difusão com metais líquidos e sólidos [25]. Roberts-Austen utilizou a equação
de Fick para analisar suas medidas, baseado na aparente possibilidade de que a equação
de difusão para sais também seria válida para metais [26]. Ele utilizou a Eq.(4.2) com k
expresso em cm2/s.

Roberts-Austen calculou k através dos perfis de difusão, isto é, concentração por dis-
tância, utilizando as tabelas produzidas por Joseph Stefan. Stefan encontrou a solução
para a equação da difusão de duas formas: através de uma série trigonométrica e uma
função erro complementar erfc(h/2(kt)

1
2 ). Através desses resultados ele obteve uma ta-

bela numérica dos perfis de concentração para tubos, utilizando o parâmetro (h/2(kt)
1
2 ),

na qual h é a espessura das camadas através das zonas de difusão. Os resultados para
sistemas sólidos obtidos por Roberts-Austen são comparáveis a medidas modernas [25].
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4.2 Movimento Browniano
Omovimento de partículas suspensas em um fluido foi descoberto pelo botânico Robert

Brown (1773-1858). Ele observou o movimento de pequenas partículas, extraídas de grãos
de pólen, em fluidos [27]. Outros experimentos de Brown com partículas orgânicas e
inorgânicas revelaram o aspecto genérico do movimento browniano da matéria.

Um estudo mais profundo do movimento browniano foi realizado posteriormente por
Georges Gouy [24]. Ele utilizou diferentes partículas em diversos fluidos, e pode cons-
tatar que este movimento é independente de forças externas. Também percebeu que o
movimento é mais intenso em líquidos menos viscosos.

A representação matemática do movimento browniano foi derivada por Albert Eintein.
Ele foi o primeiro a compreender que a trajetórria das partículas são tais que a quantidade
básica do movimento não era a velocidade [28], mas sim o desvio quadrado médio, i.e.,
< r2(t) >.

Einstein tomou o movimento browniano como um testemunho visível da teoria ciné-
tica molecular do calor[29]. Ele estudou as flutuações de sistemas termodinâmicos, que
baseado na relação de Boltzmann para entropia, poderia determinar experimentalmente
a constante de Boltzmann kb, e por conseguinte, a constante de Avogadro. Tomando o
movimento browniano como a representação dos movimentos moleculares, Eintein suge-
riu que as leis aplicadas às moléculas de soluto também fossem aplicadas às partículas
suspensas em um líquido. Um modelo não muito rigoroso, pois ele considerou que a força
de arraste devido à viscosidade do fluido era balanceada pela pressão osmótica devido aos
fluidos. Nesse estado estável, a relação para as difusividade para as moléculas de soluto,
e por extensão, para as partículas suspensas no fluido é

D =
RT

N

1

6πηρ
(4.4)

Na qual R, N , η, ρ, são respectivamente a constante de um gás ideal, constante de
Avogadro, viscosidade do solvente, e raio da partícula.

Eintein descreveu o movimento das partículas como independentes uma das outras, em
posições sucessivas de intervalo τ . O intervalo de tempo τ é tão pequeno que o movimento
de uma determinada partícula nesse intervalo é considerado mutuamente independente.
E assumindo que o deslocamento ∆ da partícula, em um determinado tempo e em uma
determinada direção, obedece a distribuição f(∆), Einstein derivou uma equação para a
distribuição das partículas no espaço como segue.

Considerando que dn seja o número de partículas que sofrem deslocamento ∆i no eixo
das abscissas (xi) em um intervalo de tempo τ . Então o número de partículas que sofrem
um deslocamento ∆ + d∆ pode ser expresso pela equação

dn = nf(∆)d∆, (4.5)

com f(∆) normalizado como abaixo
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∫ ∞
−∞

f(∆)d∆ = 1. (4.6)

Agora, tomando p(x, t) como o número de partículas por unidade de volume na posição
x e no tempo t, e levando em conta as considerações anteriores, temos que

p(x, t+ τ) =

∫ ∞
−∞

p(x+ ∆, t)f(∆)d∆. (4.7)

Expandindo o lado direito da equação acima em potências de τ , e o lado esquerdo em
potências de ∆, obtemos

p(x, t) + τ
∂p(x, t)

∂t
= p(x, t)

∫ ∞
−∞

f(∆)d∆ +
∂p(x, t)

∂x

∫ ∞
−∞

∆f(∆)d∆ +

+
∂2p(x, t)

∂x2

∫ ∞
−∞

∆2

2!
f(∆)d∆... (4.8)

Por último, condicionando f(∆) a ter paridade na sua simetria, i.e., f(∆) = f(−∆),
os termos com derivadas de índice impar desaparecem, e também utilizando a Eq.(4.6),
obtemos

∂p(x, t)

∂t
= D

∂2p(x, t)

∂x2
, (4.9)

com D definido por

D =
1

τ

∫ ∞
−∞

∆2

2
f(∆)d∆. (4.10)

Podemos reconhecer facilmente que a equação acima é a mesma equação de difusão
encontrada por Fick, sendo D o coeficiente de difusão.

Posteriormente, e por outros métodos, Marian Smoluchowsky e Paul Langevin [30,31],
o primeiro independentemente, também conseguiram explicar o fenômeno, chegando a
mesma equação que Einstein. Também dignos de nota são os experimentos realizados por
Jean Perrin e seus alunos, que checaram a equação encontrada [24].

Com condições de bordas adequadas, Einstein chegou a uma solução gaussiana para
a equação de difusão. Calculou também o desvio quadrado médio para a distribuição, e
encontrou que ele variava linearmente com o tempo, isto é, < r2(t) >≈ t.
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4.3 Difusão anômala
Na última seção vimos que Einstein calculou desvio quadrado médio de uma solução

gaussiana e encontrou que < r2(t) >≈ t. Realmente, isso é uma característica inerente
ao movimento browniano e, portanto, da equação de difusão usual. Entretanto, o com-
portamento de materiais difundidos no qual o desvio quadradado médio não dependa
linearmente do tempo é denominado de anômalo.

A difusão anômala tem seu marco com o tratado sobre a difusão turbulenta realizado
por Richardson, em 1926 [33]. Desde então, diversos pesquisadores, tanto teóricos quanto
experimentais, realizaram estudos nessa área devido ao aspecto ubíquio deste fenômeno.

Podemos definir agora o comportamento difusivo através do desvio quadrado médio
da seguinte forma

< r2(t) >≈ tυ. (4.11)

Quando υ < 1 denominamos o processo de subdifusivo, para υ > 1, superdifusivo, e
escolhendo υ = 1 recuperamos a difusão usual.

As características dos sistemas que dão origem à difusão diferem em cada sistema. Por
exemplo, difusão em meios não homogêneos e geometria fractal do sistema podem induzir
este fenômeno. Essas características podem alterar apenas os coeficientes de transporte,
ou alterar o comportamento do movimento browniano. No último efeito concentra-se a
difusão anômala.

A forma usual do teorema do limite central pode falhar para processos difusivos anô-
malos. Isso vem do fato de que o movimento browniano está vinculado ao teorema. Um
exemplo é a distribuiçao de Lévy, que pode divergir o primeiro e o segundo momento, e
se apóia no teorema do limite central generalizado de Lévy-Gnedenko.

Existem diversas ferramentas que podem representar matematicamente o comporta-
mento difusivo anômalo. Para uma distribuição de Lévy, por exemplo, podemos utilizar
derivadas fracionárias na equação de difusão usual para obtermos esse efeito. E nesse
sentido, restringimos agora nossa atenção a busca de soluções para equação de difusão.

4.4 Soluções para equação de difusão
Agora encontraremos algumas soluções para a equação de difusão aplicando-se os

operadores (3.23) e (3.24) já apresentados anteriormente, que podemos definir na forma

∂γ

∂tγ
ρ(r, t) = D∇̃2ρ(r, t)− 1

rα−1

∂

∂r
(rα−1F (r)ρ(r, t)), (4.12)

na qual D é a constante de difusão, que nos casos analisados consideramos sem nenhuma
dependência, e o último termo do lado direito representa a adição de uma força radial
externa.

O três casos a serem analisados são: equação de difusão para partículas livres, na pre-
sença de uma força linear (potencial harmônico), e na presença de uma força coulombiana
(potencial coulombiano).

36



4.4.1 Partícula livre

No caso de partículas livres, a força resultante aplicada no processo será nula, i.e.,
F (r) = 0. Logo a Eq(4.12) tomará a forma

∂γ

∂tγ
ρ(r, t) = D∇̃2ρ(r, t). (4.13)

Para obtermos o propagador da equação acima, primeiramente aplicaremos a trans-
formada de Laplace à equação, e assim obtemos

sγρ(r, s)−D∇̃2ρ(r, s) = −sγ−1ρ(r, 0), (4.14)

na qual o último termo representa a condição inicial arbitrária que pode ser normalizada.
Para evitar cálculos repetitivos, agora consideraremos somente a coordenada radial

para todos os casos abordados, pois a incorporação da coordenada angular é iterativa,
e já foi explicitada nos cálculos do capítulo anterior. Então, a função de Green para a
última equação será

sγG(r, r′; s)−D∇̃2G(r, r′; s) =
δ(r − r′)
rα−1

. (4.15)

E utilizando o propagador encontrado, podemos encontrar a solução da Eq.(4.14) através
da operação

ρ(r, s) = sγ−1

∫ ∞
0

drrα−1ρ(r′, 0)G(r, r′; s). (4.16)

Usando o mesmo procedimento da seção 3.4.1, através das auntofunções relacionadas
ao problema de Sturm-Liouville, utilizamos a transformada de Hankel que é dada pelas
equações (3.30) e (3.31). Aplicando a transformada à Eq.(4.15), obtemos

G(p, r′; s) =
ϕ(r′, p)

sγ +Dp2
. (4.17)

na qual ϕ(r, p) = r1−α/2Jν (pr), ν = α/2− 1, e Jν(x) é a função de Bessel. E aplicando a
transformada inversa de Laplace à última equação somos conduzidos à

G(p, r′; t) = tγ−1ϕ(r′, p)Eγ,γ
(
Dp2tγ

)
, (4.18)

na qual Eγ,γ(x) é a função de Mittag-Leffler generalizada definida pela Eq.(3.34).
A solução novamente se comporta de modo diferente da equação usual, e a tempos

longos também decairá com uma lei de potência. De fato, no limite assintótico x → ∞
temos que Eα,β(x) ∼ −1/ (Γ (β − α)x).
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Agora, utilizando a transformada dada pela Eq.(3.30), encontramos o propagador da
Eq.(4.15), que é dado por

G(r, r′; t) = tγ−1

∫ ∞
0

dppϕ(r′, p)ϕ(r, p)Eγ,γ (Dtγ) . (4.19)

E utilizando a função de Fox, dada pela Eq(3.36), para representar a função de Bessel e a
função de Mittag-Leffler, e calculando a integral [22], escrevemos a Eq.(4.19) na seguinte
forma

G(r, r′; t) = 2tγ−1 (rr′)1−α/2 ·

· H1,0,1,1,1
2,[0:1],0,[0:2]

 (r′/r)2

4Dtγ/r2

∣∣∣∣∣∣
(

2−ν
2
, 1
)

;
(

2+ν
2
, 1
)

−−; (0, 1)(
−ν

2
, 1
)

;
(
ν
2
, 1
)

; (0, 1), (1− γ, γ)

 .
(4.20)

Finalmente, utilizando a transformada inversa de Laplace, a solução da Eq(4.16) pode
ser dada através da função de Green como segue,

ρ(r, t) =
1

Γ(1− γ)

∫ t

0

dt̄

(t− t̄)γ

∫ ∞
0

drrα−1ρ(r′, 0)G(r, r′; t). (4.21)

4.4.2 Força linear

Para o caso de uma força externa linear aplicada à equação, temos que F (r) = −kr.
Portanto a Eq.(4.12) fica na forma

∂γ

∂tγ
ρ(r, t) = D∇̃2ρ(r, t) +

1

rα−1

∂

∂r
(rα−1krρ(r, t)). (4.22)

Utilizando novamente o método de separação de variáveis, obtemos para a componente
radial

r
∂2ρ1(r)

∂r2
+

(
α− 1 +

kr2

D

)
∂ ρ1(r)

∂r
+

(
kα− λ
D

)
ρ1(r) = 0. (4.23)

Agora, fazendo a substituição ρ1(r) = e−
kr2

2D ρ̄1(kr
2

2D
), e x = kr2

2D
, obtemos

x
∂2ρ1(r)

∂r2
+

(
α− 1

2
+

k2

2D2
− x
)
∂ ρ1(r)

∂r
+

(
kα + λ

2k
− α− 1

2
− k2

2D2

)
ρ1(r) = 0,(4.24)

que é facilmente reconhecida como a já mencionada equação diferencial de Laguerre as-
sociada. Portanto, as autofunções para a componente radial é dada por
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ρ1(r) = ϕn(r) , (4.25)

com

ϕn(r) = e−
kr2

2D L(α)
n

(
Kr2

2D

)
(4.26)

e

N 2

n =
Γ (1 + n)

Γ (n+ α + 1)

(
2D

k

)α
2

. (4.27)

Na qual n = kα+λn
2k
− α + 1 e α = α

2
+ 1

2
+ k2

2D2 .
Para a componente temporal, a solução será dada pela equação

∂γψ2(t)

∂tγ
= λnψ2(t). (4.28)

Aplicando a transformada de Laplace à última equação, e levando em conta os cálculos
similares realizados no capítulo precedente, obtemos

ψ2(t) = tγ−1Eγ,γ (λnt
γ) . (4.29)

E portanto, a função de Green para a coordenada radial será

G(r, r′; t) = tγ−1

∞∑
n=0

ϕn(r′)ϕn(r)Eγ,γ (λnt
γ) . (4.30)

4.4.3 Força coulombiana

Para uma força externa coulombiana aplicada à equação, temos que F (r) = −K
r
.

Logo, a Eq.(4.12), toma a forma

∂γ

∂tγ
ρ(r, t) = D∇̃2ρ(r, t) +

1

rα−1

∂

∂r
(rα−1K

r
ρ(r, t)). (4.31)

Separando as variáveis, em um procedimento análogo ao anterior, chegamos à solução
para a parte radial dada por

ρ1(r) = ϕn(r) , (4.32)

com
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ϕn(r) = N nr
1
2(2−K

D
−α)Jν

(
rλ

1
2
n

)
, (4.33)

e

N 2

n = 2
K
D

+ 3
2
−α

2

Γ
(
K
D

+ 3
2
−α

2

2

)
Γ
(

2ν+K
D

+ 3
2
−α

2

2

)
λ
K
D
− 1

2
−α

2
n Γ(λn)Γ

(
2ν−K

D
+ 1

2
+α

2

2

) . (4.34)

Na qual ν = 1
2
(α− 2− K

D
).

Para coordenada temporal a solução é a mesma encontrada na Eq.(4.29). Logo, a
função de Green da coordenada radial, para a equação de difusão com uma força externa
coulombiana, será

G(r, r′; t) = tγ−1

∞∑
n=0

ϕn(r′)ϕn(r)Eγ,γ (λnt
γ) , (4.35)

com os parâmetros definidos anteriormente.
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Capítulo 5

Conclusão

Procurando solucionar as equações diferenciais não homegêneas que surgiram devido
a modelagem dos fenômenos estudados, primeiramente apresentamos o formalismo das
funções de Green, que mostrou-se útil para o escopo de nosso trabalho. Utilizando-se
dessa ferramenta, encontramos as soluções para as equações consideradas. A abordagem
através do método das funções de Green das equações não homogêneas adequou-se aos
estudos realizados, pois, além da solução obtida, através do propagador podemos analisar
a evolução da condição inicial.

Na sequência, abordamos brevemente a origem da equação de Schrödinger e, através
do método apresentado, encontramos a solução para três tipos de potenciais: partícula
livre, potencial harmônico, e potencial coulombiano.

Em seguida, delineamos o desenvolvimento da equação de difusão e definimos o com-
portamento anômalo. Por fim, encontramos a solução da equação de difusão para uma
força nula, força linear, e força coulombiana atuando sobre as partículas.

Do ponto de vista matemático, conseguimos correlacionar o comportamento anômalo
ao incorporarmos as derivadas fracionárias e o operador espacial de dimensão fracionária
às equações propostas. Através dessa modelagem, encontramos um relaxamento anômalo
governado por uma lei de potência e não por uma exponencial, que é uma aspecto da fun-
ção de Mittag-Leffler, cuja solução é típica do operador de derivada de índice fracionário
no tempo.

As aplicações desses resultados a fenômenos naturais, assim como a incorporação de
novos operadores, ou termos, às equações apresentadas, com o intuito de induzir o com-
portamente anômalo às equações, ficam como oportunidade para os desenvolvimentos que
podem ser realizados a posteriori.
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