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"The more success the quantum theory has, the sillier it looks "

Albert Einstein
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Resumo

Neste trabalho �zemos uma revisão da formulação Lagrangiana e Hamiltoniana da

Mecânica Clássica(MC) e da Mecânica Relativística(MR). Em MR �zemos um estudo

da notação tensorial, cuja importância em usar uma teoria envolvendo quadritensores

é que estas relações são as mesmas em qualquer referencial inercial, isto é, a teoria é

covariante. Ainda em MR, a relatividade especial pode ser convenientemente descrita

associando-se os eventos físicos a um ponto num espaço vetorial quadridimensional munido

da pseudométrica Lorentziana. Este espaço é denominado espaço de Minkowski, também é

abordado neste trabalho. As revisões de MC e MR são importante para o estudo da Teoria

de Clássica de Campos. O último capitulo deste trabalho apresentamos um estudo sobre

ondas solitárias clássicas. Partimos de uma densidade Lagrangiana que descreve uma

onda solitária clássica e obtemos duas soluções distintas para o campo ϕ, uma solução

estática e outra que depende tanto do tempo quanto do espaço. Para �nalizar calculamos

a energia total armazenada na onda para estas duas soluções distintas.
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Abstract

In this work, we review the Lagrangian and Hamiltonian formulation of Classical Me-

chanics (CM) and Relativistic Mechanics (RM). In RM we studied the tensor notation,

which the fundamental importance of theory involving quadritensores is that these rela-

tionships are the same in any inertial frame, i.e., the theory is covariant. In addition,

special relativity can be conveniently described by associating physical events to a point in

a four-dimensional vector space endowed with the Lorentzian pseudo-metric. This space

is called Minkowski space, which is also being approached in this work. The revisions of

CM and RM are important for the study of Classical Field Theory. In the last chapter

of this work, we present a study of classic solitary waves. Initially, a Lagrangian density

that describes a classic solitary waves is introduced and two distinct solutions for the �eld

ϕ are obtained, a static and a dinamic solutions. Finally, we calculate the total energy

stored in the wave for these two distinct solutions.
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introdução

Sistemas contínuos possuem um número in�nito de graus de liberdade e são descritos

por campos. É fato notável que praticamente todas as teorias de interesse físico podem

ser descritas pelos formalismos de Lagrange e Hamilton. As interações das partículas

elementares, constituintes básicos da matéria, são expressas por meio de teorias quânticas

de campos. Por sua vez, a construção das teorias quânticas das interações fundamentais

da natureza depende crucialmente da possibilidade de primeiro formulá-las como teoria

clássicas de campos nas linguagens Lagrangiana e Hamiltoniana.

A descrição dos campos físicos começou antes do advento da teoria da relatividade.

Consequentemente, as teorias clássicas de campos geralmente são classi�cadas como não-

relativista e relativista. Na parte relativística são estudado duas das forças fundamentais

da natureza, a eletromagnética e a gravitacional

Como a teoria clássica de campos tem uma parte relativística, é de grande importân-

cia o estudo de relatividade para melhor entendimento dos conceitos envolvidos. Quando

as partículas movem-se com velocidades próximas a velocidade da luz no vácuo, a mecâ-

nica Newtoniana entra em contradição e precisa ser reformulada. Esta reformulação deu

origem a teoria da relatividade restrita, a qual é voltada para o desenvolvimento de um

formalismo que permita formular as leis da Física numa forma válida em todos os siste-

mas de referencia inercias. Ela substitui os conceitos independentes de espaço e tempo da

Teoria de Newton pela ideia de espaço-tempo como uma entidade geométrica uni�cada.

Tanto a teoria da relatividade quanto a teoria clássica de campos podem ser escritas

na linguagem Lagrangiana e Hamiltoniana. Devido a isso a mecânica analítica tem sua

grande participação na descrição destas duas teorias. Neste trabalho dedicamos ao estudo

da Teoria Clássica de Campos e ao �nal fazemos uma aplicação desta teoria para o estudo

de ondas solitárias.

A onda solitária foi observada pela primeira vez por John Scott Russell em 1834. Ele
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estava observando o movimento de um barco, que deslocava-se rapidamente ao longo de

um canal estreito quando o barco parou de repente. Russell observou que havia uma massa

de água que acumulava-se diante do barco assumindo a forma de uma onda solitária que

seguiu pelo canal sem perder sua forma e velocidade [1].

O nome sóliton foi criado pelo cientista D.J. Korteweg e seu aluno G. de Vries quando

estes deduziram a equação que descreve o comportamento desse tipo de onda [2]. Os

sólitons ou ondas solitárias são pulsos que não perdem energia facilmente, ou seja, a

amplitude de onda permanece constante por um longo período. Para esse tipo de onda,

nem a amplitude nem a velocidade são funções do tempo.
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CAPÍTULO 1

mecânica analítica

Muito antes da Ciência atingir o estado de complexidade atual, Lagrange imaginou um

método uniforme de ataque a todos os problemas de dinâmica. Esse método constitui a

base para quase todo o trabalho da teoria geral da dinâmica, e é o fundamento da mecânica

quântica. Nas partes mais elementares da mecânica, o método ainda não suplantou a

aproximação física direta, pois é um tanto abstrato, e seu caráter geral faz com que ele

pareça difícil. Entretanto, parece provável que, com o decorrer do tempo, o método de

Lagrange seja empregado de princípio a �m nos manuais de mecânica.

Sistemas mecânicos sujeitos a vínculos de natureza geométrica ou cinemática ocorrem

com frequência. Em situação particulares pode ser difícil ou mesmo impossível obter

expressões explícitas para essas forças de vínculos. O poderoso e elegante formalismo

desenvolvido por Lagrange permite escrever as equações de movimento da maioria dos

sistemas físicos relevantes a partir de uma única função escalar expressa em termos de

coordenadas independentes arbitrárias, com a vantagem adicional de não envolver as

forças de vínculo.

1.1 Coordenadas Generalizadas

Um sistema de coordenadas generalizadas é aquele em que as posições das partículas

no sistema podem ser especi�cadas. Nos problemas em que é necessário usar coordenadas

generalizadas, podem-se escrever as equações do movimento, de Newton, em termos de co-

ordenadas cartesianas e, então, transforma-las em coordenadas generalizadas. No entanto

seria desejável e conveniente um método geral que estabelecesse diretamente as equações

de movimento em termos de um conjunto de coordenadas generalizadas apropriadas. Tal

3



método foi inventado por Joseph-Louis Lagrange, e foi exposta pela primeira vez no livro

"Méchanique Analytique"em 1788

Em sistemas holônomos é possível introduzir um certo número n de variáveis indepen-

dentes, denotadas genericamente por q1, q2, ..., qn e denominadas coordenadas generaliza-

das, de sorte que: (a) o vetor posição de cada partícula é determinada univocamente em

cada instante pelos valores destes parâmetros; (b) os vínculos são identicamente satisfei-

tos se expressos em termos de q1, q2, ..., qn . Logo uma partícula movendo-se num plano

poderá ser descrita por duas coordenadas, q1 e q2, que em casos especiais, podem ser as

coordenadas cartesianas x e y, ou as coordenadas polares r e θ, ou qualquer outro par

apropriado.

A con�guração de um sistema de N partículas pode ser especi�cadas por qualquer

conjunto de 3N coordenadas generalizadas q1, q2, ...., q3N . Como para cada con�guração

do sistema, as coordenadas generalizadas devem ter um conjunto de�nido de valores, e

as coordenadas q1, ...., q3N serão funções das coordenadas cartesianas e, possivelmente,

também do tempo no caso de sistemas de coordenadas em movimento:

q1 = q1(x1, y1, z1, ..., xN , yN , zN ; t),

q2 = q2(x1, y1, z1, ..., xN , yN , zN ; t),

...

q3N = q3N(x1, y1, z1, ..., xN , yN , zN ; t),

(1.1)

Como as coordenadas q1, ..., q3N especi�cam a con�guração do sistema, deve ser possí-

vel expressar as coordenadas cartesianas(ou qualquer sistema de coordenadas que esteja

sendo utilizada) em termos das coordenadas generalizadas:

x1 = x1(q1, q2, ..., q3N ; t),

y1 = y1(q1, q2, ..., q3N ; t),

...

zN = z1(q1, q2, ..., q3N ; t),

(1.2)

Se as Eqs. (1.1) são conhecidas, pode-se obter x1, y1, ..., zN para determinas as Eqs

(1.2) e vice-versa.

Seja um sistema mecânico de N partículas submetidas a p vínculos. Das 3N coor-

denadas apenas n = 3N − p podem ser tomadas como independentes entre si, e diz-se

que o sistema possui n graus de liberdade. O espaço formado pelas coordenadas genera-
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lizadas é chamado de espaço de con�gurações. As derivadas primeiras das coordenadas

generalizadas em relação ao tempo são chamadas de velocidades generalizadas.

1.2 Princípio de Hamilton e Equações de Lagrange

Princípios minimais em física tem uma longa e interessante história. A origem para

tais princípios está no fato de que a natureza sempre busca minimizar certas quantidades

importantes quando um evento físico ocorre.

Seja um sistema caracterizado por N coordenadas generalizadas. A con�guração deste

sistema num certo instante t1 é dada pelos valores das N coordenadas e das N veloci-

dades generalizadas no instante t1. Num instante t2, a con�guração será provavelmente

outra. Estamos interessados na seguinte questão: Como o sistema evolui da con�guração

1 (coordenadas e velocidades generalizadas no instante t1) para a con�guração 2.

Caracterizando o sistema por uma função escalar L, de�nida pela diferença entre a

energia cinética e potencial da partícula, dependendo das N coordenadas e N velocidades

generalizadas, podendo depender também do tempo, temos:

L = T (q̇k)− U(qk) = L(q1, q2, ..., qn, q̇1, q̇2, ...q̇n, t), (1.3)

ou compactamente,

L = L(q, q̇, t), (1.4)

sendo L a Lagrangiana do sistema e a quantidade

S =

∫ t2

t1

L(q, q̇, t)dt (1.5)

é chamada de ação.

O princípio de Hamilton, também conhecido como princípio da mínima ação, estabe-

lece que:

"De todos os possíveis caminhos ao longo dos quais um sistema dinâ-

mico pode mover-se de um ponto à outro num intervalo de tempo especi�-

cado(consistente a qualquer vínculo), o caminho real seguindo é aquele que

minimiza a integral temporal da diferença entre as energias cinética e poten-

cial", isto é:

δS = δ

∫ t2

t1

L(q, q̇, t)dt = 0. (1.6)
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A variação da ação S =
∫ t2
t1
Ldt é dada por

δS =

∫ t2

t1

∑
k

(
∂L

∂qk
δqk +

∂L

∂q̇k
δq̇k)dt. (1.7)

Efetuando uma integração por partes obtêm-se

δS =

∫ t2

t1

dt
∑
k

[
∂L

∂qk
− d

dt

(
∂L

∂q̇k

)]
δqk +

∑
k

∂L

∂q̇k
δqk

∣∣∣t2
t1
. (1.8)

Levando em conta que as variações das coordenadas generalizadas anulam-se nos pontos

extremos, esta última equação reduz-se a

δS =

∫ t2

t1

dt
∑
k

[
∂L

∂qk
− d

dt

(
∂L

∂q̇k

)]
δqk(t). (1.9)

Como os δqk(t) são funções arbitrárias de t, a condição de mínimo(principio de Hamilton),

δS = 0, é satisfeita se ∑
k

[
∂L

∂qk
− d

dt

(
∂L

∂q̇k

)]
δqk(t) = 0. (1.10)

Se não houver relação de vínculo entre os qk, temos que os diversos δqk são independentes.

Neste caso temos
∂L

∂qk
− d

dt

∂L

∂q̇k
= 0, k = 1, 2, ...N. (1.11)

Estas são as equações de movimento de Lagrange para a partícula, e a quantidade

L = T − U é chamada de função de Lagrange ou Lagrangiana do sistema. Para

exempli�car, vamos obter a Equação de Lagrange de um sistemas muito conhecido na

física, o Movimento de um oscilador harmônico unidimensional.

1.2.1 Oscilador Harmônico Unidimensional

Nesse caso temos apenas uma coordenada generalizada, que no caso é a coordenada

cartesiana x, ou qualquer outra direção a escolha. Temos então as energias do sistema,

T =
1

2
mẋ2 e U =

1

2
Kx2.

Assim a Lagrangiana do sistema é dada por

L = T − V =
1

2
mẋ2 − 1

2
Kx2.
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Temos que
∂L

∂x
= −Kx e

∂L

∂ẋ
= mẋ⇒ d

dt

∂L

∂ẋ
= mẍ.

Logo a equação de Lagrange fornece

∂L

∂x
− d

dt

∂L

∂ẋ
= 0⇒ −kx−mẍ = 0⇒ mẍ+ kx = 0,

que é a mesma equação do O.H.S. obtida pelas Mecânica de Newton.

É importante relembrar que a dinâmica Lagrangiana não constitui uma nova teoria no

sentido da palavra. Os resultados das análises Lagrangiana e Newtoniana devem ser as

mesmas para qualquer sistema mecânico. A única diferença está no método utilizado para

obter estes resultados. Enquanto a notação Newtoniana enfatiza a ação externa atuando

sobre um corpo (força), a notação Lagrangiana trata apenas com quantidades associadas

com o corpo(energias cinética e potencial), e essa é uma propriedade importante porque

a energia é uma quantidade escalar, e portanto, a função Lagrangiana para um sistema é

invariante à transformações de coordenadas.

1.3 Dinâmica Hamiltoniana

A formulação Hamiltoniana é uma forma alternativa de se descrever a mecânica clás-

sica, que utiliza a função Hamiltoniana em lugar da Lagrangiana. A dinâmica de Hamilton

consiste em substituir n equações de Lagrange por um certo conjunto equivalente de 2n

equações diferenciais ordinárias de primeira ordem. Elas são equações diferenciais de pri-

meira ordem no tempo que, quando combinadas, levam às mesmas equações diferenciais

obtidas pelo formalismo Lagrangiano, que por sua vez, eram as mesmas obtidas pela se-

gunda lei de Newton. A importância do formalismo Hamiltoniano reside em fornecer um

método poderoso, geral e �exível para a investigação de questões estruturais da mecânica,

e, sobretudo, em servir de fundamento para a mecânica quântica e a mecânica estatística.

1.3.1 Equações de Hamilton

Na formulação Lagrangiana considerávamos que as variáveis independentes eram (q, q̇, t).

No caso da formulação Hamiltoniana o conjunto de variáveis independentes é dado por

(q, p, t). Diferentemente do formalismo Lagrangiano, na formulação de Hamilton as equa-

ções de movimento, num sistema com n graus de liberdade, são 2n equações diferenciais

de primeira ordem. O movimento pode ser representado por uma curva traçada no espaço

de fase. Diferentemente do espaço de con�gurações, um ponto no espaço de fase deter-

mina o estado do sistema, isto é, sua con�guração (posição da partícula) e o momento da
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partícula num dado instante.

Em 1835 Hamilton mostrou que sua formulação seria conseguida graças à descrição da

dinâmica por intermédio das quantidades qi e pi, onde pi é o momento canônico conjugado

a qi de�nido por

pi =
∂L

∂q̇i
, i = 1, .., n. (1.12)

Assim a descrição hamiltoniana envolve a substituição das variáveis (q, q̇) por (q, p) em

todas as grandezas mecânicas, e a introdução da função H(q, p, t) em lugar da Lagran-

giana L(q, q̇, t) para gerar a dinâmica. Tal mudança na descrição realiza-se mediante a

substituição das velocidades generalizadas pelos momentos canônicos como variáveis bási-

cas e na introdução da função de Hamilton, denominada hamiltoniana H(q, p, t) de�nida

por

H(q, p, t) =
n∑
i=1

q̇ipi − L(q, q̇, t). (1.13)

As consequências mais imediatas da formulação de Hamilton podem ser obtidas me-

diante a diferencial da função hamiltoniana H(q, p, t):

dH =
n∑
i=1

(q̇idpi + pidq̇i)−

[
n∑
i=1

(
∂L

∂qi
dqi +

∂L

∂q̇i
dq̇i

)
+
∂L

∂t
dt

]
. (1.14)

Utilizando a de�nição dos momentos canônicos, dado por (1.12), e das equações de La-

grange, a Eq.(1.14) reduz-se a

dH =
n∑
i=1

(q̇idpi − ṗidqi)−
∂L

∂t
dt, (1.15)

desta última equação, pode-se concluir que de fato H só depende dos qi e pi. Por outro

lado, como H é função de q, p e t, podemos tomar a diferencial total de H, temos

dH =
n∑
i=1

(
∂H

∂qi
dqi +

∂H

∂pi
dpi

)
+
∂H

∂t
dt. (1.16)

Comparando as Eqs. (1.15) e (1.16) resulta

q̇i =
∂H

∂pi
, ṗi = −∂H

∂qi
. (1.17)
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As equações (1.17) são conhecidas como as equações de Hamilton ou equações canô-

nicas de Hamilton, e formam um conjunto de 2n equações diferenciais de primeira ordem

equivalente ao sistema de n equações de segunda ordem de Lagrange.
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CAPÍTULO 2

mecânica relativística

A teoria da Relatividade especial, como a conhecemos hoje, foi apresentada por Eins-

tein em 1905. Antes, porém, em três trabalhos (1899, 1900 e 1904) Poincaré já havia

sugerido interpretações sobre o resultado da experiência de Michelson e Morley que con-

duziam na mesma direção. No presente capítulo apresentaremos os postulados da teoria de

Einstein e mostraremos algumas consequências desta teoria, junto com as transformações

de Lorentz.

2.1 Transformações de Lorentz

Seja S um referencial inercial e S ′ um outro referencial inercial que se move em relação

a S com velocidade constante v (os eixos de S ′ são paralelos aos eixos de S). Parae

evitar complicações desnecessárias, suponhamos que as origens O e O′ coincidam nos

instantes t = t′ = 0 e que a velocidade relativa v seja paralela ao eixo x de S. Então

as coordenadas (x, y, z, t) e (x′, y′, z′, t′), atribuídas a um mesmo evento por observadores

�xos nos respectivos referenciais, estão relacionadas da seguinte maneira:

x′ =
x− vt√
1− v2

c2

,

y′ = y,

z′ = z,

t′ =
t− vx/c2√
1− v2/c2

.

(2.1)
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As equações (2.1) constituem uma transformação de Lorentz e foram deduzidas por

Einstein em 1905 com base no postulado fundamental da constância da velocidade da luz

no vácuo. Formalmente, o limite não relativístico da transformação de Lorentz obtém-se

fazendo c→∞. De fato, passando ao limite c→∞ as Eqs. (2.1) reduz-se a

x′ = x− vt , y′ = y , z′ = z , t′ = t, (2.2)

que é uma transformação de Galileu, característica da mecânica newtoniana.

2.2 Princípio da Relatividade de Einstein

A teoria da relatividade especial de Einstein apoia-se em dois postulados:

1. As leis da natureza são invariantes para todos os observadores inerciais.

2. As velocidades de propagação das interações é �nita e independente do sistema de

referência.

Como vemos, o princípio da relatividade de Einstein contrasta com o de Galileu na

velocidade de propagação das interações. Na relatividade galileana, esta velocidade é

in�nita. O valor �nito, estabelecido no segundo postulado de Einstein, é a velocidade da

luz no vácuo

c = 2, 998 108m/s, (2.3)

que é a mesma para todos os observadores inerciais. Este postulado está em concordân-

cia com o resultado da experiência de Michelson-Morley. Este segundo postulado traz

mudanças drásticas a muitos conceitos usuais da Física, tais como: dilatação do tempo,

contração de Lorentz e relatividade da simultaneidade.

Relatividade da Simultaneidade

O conceito de simultaneidade, que era absoluto na relatividade de Galileu, possui um

signi�cado relativo na teoria de Einstein. Seja o seguinte exemplo: consideremos num

sistema S ′ os pontos B e C localizados sobre o eixo x′, equidistante de um ponto A

também localizado em x′.

O sistema S ′ move-se com velocidade ~v (constante) em relação ao sistema S. Consi-

deremos que do ponto A sejam emitidos sinais luminosos. Como estes sinais propagam-se

com a mesma velocidade em todas as direções e independentemente dos sistemas de refe-

rencia, em S ′ os sinais atingem B e C simultaneamente. Já para observadores no sistema

S, um sinal atinge B antes de um sinal atingir C.
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Dilatação Temporal e Contração de Lorentz

Observando as transformações de Lorentz, dadas por (2.1), vemos que, por exemplo,

o relacionamento entre os instantes em que ocorreu um evento, registrado em S e S ′,

depende também do ponto do espaço onde este evento ocorreu para um observador em

S. Isto, juntamente com o fator (1− v2/c2)−
1
2 que aparece em duas das transformadas de

Lorentz, traz consequências interessantes. Vejamos um exemplo.

Suponhamos uma viagem espacial da Terra a um planeta de uma estrala situada a 103

ano-luz de distância; é uma viagem aparentemente impossível para a conhecida média de

vida dos seres terrestre. Entretanto, um grupo de astronauta deseja faze-la em apenas

10 anos. Com o uso das transformações de Lorentz, vejamos como isto é realmente

possível. A distancia de 103 anos-luz é uma distancia em relação ao referencial da Terra

(supostamente inercial). Já o tempo de viagem de 10 anos é o tempo medido pelo relógio

de bordo da nave. Este é um intervalo de tempo próprio para os passageiros da nave.

A primeira das transformadas de (2.1) permite calcular a velocidade da nave (desprezando-

se o trecho inicial em que a nave é acelerada até atingir a velocidade ~v):

103anos− luz =
0 + 10anos.V√

1− v2/c2

103anos.c =
10anos.V√

1− v2/c2

104c2(1− v2/c2) = v2

(104 + 1)v2 = 104c2 ⇒ v = 0.99995c.

Assim, tendo a nave uma velocidade de 0.99995c, os astronautas conseguirão realizar

a viagem em 10 anos. Vejamos agora quantos anos terão decorridos para os habitantes

da Terra. Como a distância é 103 anos-luz e a velocidade é 0.99995c, temos

t′ =
103anos.c

0.99995c
= 1000.05anos.

É este o fenômeno a que chamamos de "dilatação temporal". De uma maneira

mais geral, isto signi�ca que o intervalo de tempo próprio é sempre menos que este mesmo

intervalo quando medido por outros observadores inercias. Assim da última relação de

(2.1) podemos escrever:

dt =
dt′ + V (dx′)/c2√

1− v2/c2
.
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Se dt' é um intervalo de tempo próprio, temos dx'=0. Consequentemente,

dt′ = dt
√

1− v2/c2. (2.4)

Este é o denominado intervalo de tempo próprio, que é um invariante de Lorentz.

Isto signi�ca, por exemplo, o seguinte: o tempo próprio de vida de uma pessoa, de uma

partícula etc., é sempre o mesmo, qualquer que seja o seu referencial inercial e isto parece

ser coerente. Não poderíamos esperar que o nosso tempo de vida fosse dilatado para

certos sistemas de referência.

Voltando ao nosso exemplo, para os habitantes da Terra, a viagem da nave para

percorrer os 1000 anos-luz leva 1000.05 anos. Entretanto, para os passageiros da nave,

como vimos, esta viagem dura apenas 10 anos. Sob o ponto de vista destes passageiros,

isto é possível porque a distância não é mais 1000 anos-luz. Vejamos qual é o valor da

distância para eles.

Se a nave se aproxima-se da estrela com velocidade 0.99995c, isto signi�ca que, em

relação à nave, é a estrela que se aproxima com esta velocidade. Portanto, como a viagem

dura 10 anos, a distância inicial entre a nave e a estrela vale

0.99995c× 10anos = 9.9995anos− luz,

ou seja, a distância para eles não são os mesmos 103 anos-luz. A este fenômeno damos o

nome de "contração de Lorentz".

2.3 Intervalo

Vamos introduzir agora o importante conceito de "intervalo entre dois eventos". Um

evento é algo que ocorre num certo ponto do espaço e num certo tempo. Sejam, então,

dois eventos, que chamaremos de A e B , caracterizados por

Evento A : ~rA, tA

Evento B : ~rB, tB,

chamaremos de intervalo entre os eventos A e B a quantidade SAB dada por

SAB = [c2(tB − tA)2 − ( ~rB − ~rA)2]1/2. (2.5)

O aspecto importante contido nesta de�nição é que o intervalo é uma quantidade

invariante sob as transformações de Lorentz. Da relação (2.5), podemos caracterizar os
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intervalos quanto às seguintes possibilidades:

SAB
2 > 0 intervalo tipo tempo

SAB
2 < 0 intervalo tipo espaço

SAB
2 = 0 cone de luz.

(2.6)

Como os intervalos são invariantes por transformações de Lorentz, as propriedades

anteriores são mantidas para todos os referenciais inerciais, isto é, se por exemplo um

intervalo é tipo tempo para um referencial inercial, ele o será para qualquer outro referen-

cial inercial. No caso de intervalos do tipo tempo, é sempre possível achar um referencial

onde eles ocorrem num mesmo ponto do espaço. Já no caso de intervalos do tipo espaço,

existe um certo referencial onde os eventos ocorrem simultaneamente.

O chamado "cone de luz"é a região que corresponde ao limite da separação entre os

intervalos do tipo tempo e do tipo espaço. Para obter a equação do cone de luz, façamos

o ponto A da relação (2.5) como origem e o ponto B, genérico. Assim, usando a condição

do cone de luz, obtemos:

x2 + y2 + z2 − c2t2 = 0, (2.7)

que é a equação de um cone no espaço quadridimensional formado pelas coordenadas x,

y, x, t.

Sejam os pontos A e B da relação (2.5) in�nitamente próximos. Assim, podemos

escrever

ds2 = c2dt2 − d~r2, (2.8)

se imaginarmos d~r o deslocamento no movimento de uma partícula correspondente a

intervalo de tempo dt, temos, considerando c como um limite de velocidade, que o grá�co

espaço-tempo do movimento �ca contido no interior do cone de luz. Na �gura a seguir,

tomamos o cone em apenas uma dimensão.
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Figura 2.1: Cone Luz

A linha sinuosa que liga os pontos A e B corresponde ao grá�co de um suposto mo-

vimento de uma partícula. Esta linha é chamada de "linha do universo"da partícula e o

movimento da partícula é limitado para que ocorra apenas no interior do cone.

2.4 Vetores e Tensores no espaço tridimensional

Revisaremos aqui alguns conceitos e propriedades mais importantes do espaço que nos

é familiar, o chamado "espaço Euclidiano"(em 3-D). A �nalidade de estudarmos primeiro o

espaço tridimensional usual é que a maior parte dos conceitos e propriedades introduzidas

neste estudo será facilmente estendida quando ao estudo em quatro dimensões.

Iniciaremos com o conceito de vetor. Chamaremos de vetor as quantidades xi que,

numa rotação do sistema de coordenadas ou inversão de eixos (transformação de paridade),

transformam-se como

x′i = aijxj, (2.9)

onde i, j = 1, 2, 3, e adotaremos a chamada convenção de Einstein, onde dois índices

repetidos subentendem soma. Portanto, na relação acima, está havendo soma no índice j.

Nestas transformações, o módulo do vetor permanece invariante. Isto acarreta uma certa

condição para os coe�cientes aij:

x′ix
′
i = aijaikxjxk. (2.10)

Para que x′ix
′
i = xixi, deveremos ter que aij devem satisfazer a condição aijaik = δjk

que é chamada de "condição de ortogonalidade"e que corresponde à usual de�nição de

matriz ortogonal, isto é, A = A−1.

É importante relembrar a forma da matriz que corresponde à rotação em torno de um

dos eixos coordenados. Por exemplo, uma rotação anti-horária de um ângulo θ, em torno
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do eixo 3, é dada por  cosθ senθ 0

−senθ cosθ 0

0 0 1.

 (2.11)

O conceito de tensor é uma generalização da relação (2.9). Chama-se tensor de segunda

ordem a quantidade Tij que, numa transformação ortogonal do sistema de coordenadas,

transforma-se como

T ′ij = aikajlTkl. (2.12)

De maneira geral, para um tensor de ordem N, teríamos

T ′i1,i2...iN = ai1j1ai2j2 . . . aiN jNTj1,j2...jN . (2.13)

O vetor e o escalar podem ser considerados como casos particulares de tensor. Vetor é

um tensor de ordem 1 e escalar de ordem zero.

Temos duas propriedades importantes sobre os tensores:

1a) O produto de um tensor de ordem N com um de ordem M é um tensor de ordem

N+M.

2a) O produto de um tensor de ordem N, pelo tensor δijik para j, k ≤ N , é um tensor

de ordem N-2, este processo é chamado de contração do tensor.

2.4.1 Tensores simétricos e anti-simétricos

Há dois tipos especiais de tensores de ordem 2, que são os chamados tensores simétricos

e anti-simétricos, cujas de�nições são

Tensor simétrico : Tij = Tji

Tensor anti-simétrico : Tij = −Tji.
(2.14)

No primeiro caso, temos seis elementos independentes: T11, T22, T33, T12, T13, T23. No se-

gundo, apenas três, pois T11 = T22 = T33 = 0.

Os tensores simétricos e anti-simétricos permitem escrever duas propriedades impor-

tantes:

(i) Qualquer tensor de ordem 2 pode ser escrito como a soma de um tensor simétrico

16



com um anti-simétrico:

Rij =
1

2
(Rij +Rji)︸ ︷︷ ︸
simetrico

+
1

2
(Rij −Rji)︸ ︷︷ ︸
anti−simetrico

. (2.15)

(ii) A contração de um tensor simétrico com um anti-simétrico é nula.

2.4.2 Tensor de Levi-Civita

O tensor de Levi-Civita εijk que, na verdade, é um pseudotensor de ordem 3, é com-

pletamente anti-simétrico. O produto

εijkεlmn

forma um tensor de ordem 6. Como εijk possui a mesma forma em todos os sistemas de

coordenadas cartesianos, isto é, não varia numa transformação ortogonal, temos que o

tensor εijkεlmn também será independente do sistema de coordenadas. Por outro lado, os

tensores δij são tensores simétricos de ordem 2 e que possuem estas mesmas propriedades.

Portanto, εijkεlmn deve ser escrito como uma combinação dos produtos de três tensores

δij. Realmente, pode-se veri�car diretamente que

εijkεlmn = det

δil δim δin

δjl δjm δjn

δkl δkm δkn.

 (2.16)

2.4.3 Representação Covariante e Contravariante

Seja um vetor do espaço euclidiano tridimensional que, em lugar de denota-lo por xi,

passaremos a fazê-lo convenientemente por xi. A transformação (2.9) é, então, reescrita

por

x′i = aijxj. (2.17)

Desta relação, obtemos

aij =
∂x′i

∂xj
(2.18)
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Seja agora um outro vetor, dado pelo gradiente de um campo escalar, isto é, ∂φ
∂xi

. Pela

regra da cadeia, podemos escrever

∂φ

∂xi
=

∂φ

∂xj
∂xj

∂x′i
. (2.19)

Esta relação pode ser vista como o resultado de uma mudança do sistema de coordenadas.

Entretanto comparando (2.18) e (2.19), vemos que os vetores xi e ∂φ
∂xi

transformam-se de

maneiras diferentes numa mudança do sistema de coordenadas.

Poderíamos, à primeira vista, pensar que ∂φ
∂xi

não é um vetor, pois se transformam de

uma maneira diferente da que estabelecemos para caracterizar um vetor. Mas isto não é

verdade. A transformação (2.19) é ortogonal

∂xj

∂x′i
∂xk

∂x′i
= (a−1)ji(a−1)ki = (ã)ji(ã)ki = (a)ij(a)ik = δjk.

Então, tanto xi como ∂φ
∂xi

são vetores. Mas, entre (2.18) e (2.19), há uma diferença: um

vetor que se transforma da maneira representada por (2.18), ou seja, da maneira estudada

até então, é dito vetor "contravariante"e é representado convencionalmente com o índice

em cima. Um vetor que se transforma como o gradiente, ou seja, da maneira representada

por (2.19), é chamado vetor "covariante"e sua representação é com índice embaixo.

Observações:

(i) Embora xi seja um vetor contravariante, pela relação (2.19) vemos que ∂
∂xi

é um

vetor covariante. Por este motivo, costuma-se representar ∂
∂xi

por ∂i (índice embaixo:

característica da notação covariante). Analogamente, ∂
∂xi

= ∂i.

(ii) O termo "contravariante"possui dois signi�cados: um deles foi visto acima para

designar uma das representações de um vetor. O outro signi�cado é "invariância de

forma". Diz-se que uma certa relação é covariante se, numa transformação característica,

ela permanece invariante em sua forma após a transformação.

(iii) Essa notação covariante e contravariante aplicada aos tensores nos dá, por exem-

plo,

T ij tensor contravariante,

Tij tensor covariante,

T i j tensor misto.

Se o tensor for simétrico, a representação para o tensor misto é T ij .
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2.5 Espaço de Minkowski

Podemos caracterizar os espaços vetoriais pelos elementos de linha destes, os quais são

invariantes mediante suas transformações características. Estes elementos de linha são

chamados de "métrica". Por exemplo� a métrica do espaço euclidiano é dada por

ds2 = dxidx
i = δijdxidx

j, (2.20)

que é invariante para as transformações ortogonais. O tensor δij é chamado de "tensor

métrico"do espaço euclidiano.

Vimos na seção (2.3) que o intervalo entre dois eventos é invariante para as transfor-

mações de Lorentz. Assim, pode-se pensar num espaço vetorial cuja métrica seja dada

por

ds2 = c2dt2 − (dx2 + dy2 + dz2), (2.21)

e as transformações características como sendo as transformações de Lorentz. Este espaço

é denominado "espaço de Minkowski"e, ao contrário do espaço euclidiano, é um espaço

de métrica inde�nida, pois ds2 pode ser positivo, negativo ou zero.

Os vetores no espaço de Minkowski (ou, de uma maneira mais geral, os tensores)

são introduzidos através das transformações de Lorentz. Um desses vetores é o chamado

quadrivetor coordenada, cujos componentes da representação contravariante assumiremos

serem dados por

x0 = ct x1 = x x2 = y x3 = z. (2.22)

Pela relação dada por (2.21), obtemos a representação covariante do quadrivetor co-

ordenada

ds2 = dxµdx
µ

= dx0dx
0 + dx1dx

1 + dx2dx
2 + dx3dx

3

= c2dt2 − dx2 − dy2 − dz2.

. (2.23)

Note que o índice grego µ, nesta notação pode valer µ = 0, 1, 2, 3. Portanto, a represen-

tação covariante é dada por

x0 = ct x1 = −x x2 = −y x3 = −z. (2.24)

Uma notação resumida é dada por

xµ = (ct, ~x)

xµ = (ct,−~x)
(2.25)
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Um outro quadrivetor no espaço de Minkowski é o quadrivetor momento, que é repre-

sentado na forma:

pµ = (
E

c
, ~p)

pµ = (
E

c
,−~p).

(2.26)

De uma maneira geral, os quadrivetores contravariante e covariante possuem as se-

guintes transformações

A′◦ =
A◦− v

c
A1

√
1−v2/c2

A′◦ =
A◦− vcA1√

1−v2/c2

A′1 =
A1− v

c
A◦√

1−v2/c2
A′1 =

A1− vcA◦√
1−v2/c2

A′2 = A2 A′2 = A2

A′3 = A3 A′3 = A3.

(2.27)

Matricialmente, temos


A′0

A′1

A′2

A′3

 =


1√

1−v2/c2
−v/c√
1−v2/c2

0 0

−v/c√
1−v2/c2

1√
1−v2/c2

0 0

0 0 1 0

0 0 0 1



A0

A1

A2

A3

 , (2.28)


A′0

A′1

A′2

A′3

 =


1√

1−v2/c2
v/c√

1−v2/c2
0 0

−v/c√
1v2/c2

1√
1−v2/c2

0 0

0 0 1 0

0 0 0 1



A0

A1

A2

A3

 . (2.29)

Resumidamente, podemos escrever estas transformações como

Aµ = Λµ
νA

ν

Aµ = Λ ν
µ Aν ,

(2.30)

sendo Λµ
ν os elementos da matriz dada por (2.28) e Λ ν

µ da matriz dada por (2.29).
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Para os tensores de segunda ordem, temos

T ′µν = Λµ
ζΛ

ν
ξT

ζξ

T ′µν = Λ ζ
µ Λ ξ

ν Tζξ

T ′µν = Λµ
ζΛ

ξ
ν T

ζ
ξ

T ′µ
ν = Λ ζ

µ Λν
ξT

ξ
ζ ,

(2.31)

e assim por diante para os tensores de ordem superior.

Contrariamente ao que foi visto nas transformações ortogonais, as representações co-

variantes e contravariantes de um vetor não são iguais. Podemos relacioná-las através do

tensor métrico

ds2 = gµνdx
µdxν , (2.32)

no qual

dxµ = gµνdx
ν . (2.33)

Assim, de uma maneira geral, temos

Aµ = gµνA
ν . (2.34)

Pode-se também introduzir o inverso do tensor métrico, gµν , de�nido pela relação

Aµ = gµνAν . (2.35)

Combinando (2.35) e (2.34), obtemos

gµνg
νζ = δζµ. (2.36)

Observações

(i) Tudo que foi abordado, deve ser destacado, que ocorre na ausência de campos

gravitacionais. Quando estes estão presentes, a métrica depende de cada ponto do espaço-

tempo, nesse caso é uma semelhança a uma geometria em "espaço curvo". O espaço de

Minkowski, em consequência, é "chamado de espaço chato". O estudo da relatividade em

presença de campos gravitacionais é objeto da relatividade geral.

(ii) Qualquer quantidade do tipo AµAµ é um invariante de Lorentz.

(iii) Uma relação escrita em componentes covariantes e contravariantes deve apresentar

coerência quanto aos seus índices em ambos os lados do sinal de igualdade.
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(iv) A importância de se desenvolver uma teoria por meio de relações envolvendo qua-

drivetores e quadritensores é que estas relações serão as mesmas em qualquer referencial

inercial, isto é, a teoria é obviamente covariante. Em particular, se um quadritensor é

nulo num determinado referencial, ele o será em qualquer outro.
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CAPÍTULO 3

teoria clássica de campos

Sistemas contínuos possuem um número in�nito de graus de liberdade e são descritos

por campos. É fato notável que praticamente todas as teorias de campos de interesse

físico podem ser descritas pelos formalismo de Lagrange e Hamilton. As interações das

partículas elementares, constituintes básico da matéria, são expressas por meio de teoria

quântica de campos. Por sua vez, a construção das teorias quânticas das interações

fundamentais da natureza depende crucialmente da possibilidade de primeiro formulá-las

como teoria clássica de campos nas linguagens Lagrangiana e Hamiltoniana.

3.1 Teoria de Campos na Forma Lagrangiana

Um sistema mecânico com um número �nito de graus de liberdade é descrito pelas

coordenadas generalizadas qk(t). O sistema contínuo mais simples é descrito por uma

coordenada ϕx(t) associada a cada ponto x do espaço, ou seja, o índice discreto k é

substituído pelo índice contínuo x. Por simplicidade, consideremos inicialmente campos

em apenas uma dimensão espacial e, em vez de utilizar a coordenada espacial como

subscrito, usaremos a notação tradicional ϕ(x, t). Por exemplo, ϕ(x, t) poderia representar

o deslocamento transversal no instante t do ponto x de uma corda vibrante.

A Lagrangiana de um sistema discreto envolve uma soma sobre todos os graus de

liberdade, de modo que a Lagrangiana de um sistema contínuo deve ser expressa em

termos da integral espacial de uma função L, chamada de densidade lagrangiana. A

densidade Lagrangiana deve conter um termo cinético, logo deve depender de ϕ̇(x, t) ≡ ∂ϕ
∂t
.

Em contraste com a ideia de ação à distância, suporemos que o campo ϕ num ponto x

interage consigo mesmo somente numa vizinhança in�nitesimal desse ponto, de modo
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que L deve depender de ϕ(x, t) e ϕ(x + dx, t). Alternativamente, em vez dessa última

quantidade é melhor usar ϕ′(x, t) ≡ ∂ϕ
∂x
. Admitindo uma possível dependência explícita

em x e t, a ação mais geral para uma teoria de campos unidimensional tem a forma

S =

∫ t2

t1

Ldt =

∫ t2

t1

dt

∫ x2

x1

dxL(ϕ,
∂ϕ

∂x
,
∂ϕ

∂t
, x, t). (3.1)

A equação de Lagrange para ϕ decorre do princípio de Hamilton

δS = δ

∫ t2

t1

dt

∫ x2

x1

dx L = 0. (3.2)

Como exemplo da corda vibrante com extremos �xos sugere, a variação do campo

deve anular-se não apenas nos extremos temporais mas também nos extremos espaciais,

ou seja

δϕ(x, t1) = δϕ(x, t2) = 0 , δϕ(x1, t) = δϕ(x2, t) = 0. (3.3)

Executando a variação da ação (3.1) resulta

δS =

∫ t2

t1

dt

∫ x2

x1

dx

[
∂L
∂ϕ

δϕ+
∂L
∂ϕ̇

δϕ̇+
∂L
∂ϕ′

δϕ′
]
. (3.4)

Usando

δϕ̇ =
∂(δϕ)

∂t
, δϕ′ =

∂(δϕ)

∂x
, (3.5)

realizando integrações por partes e levando em conta (3.3), obtemos∫ t2

t1

dt

∫ x2

x1

dx
∂L
∂ϕ̇

δϕ̇ =

∫ x2

x1

dx

∫ t2

t1

dt
∂L
∂ϕ̇

∂(δϕ)

∂t
=

∫ x2

x1

dx
∂L
∂ϕ̇

δϕ
∣∣∣t2
t1
−
∫ x2

x1

dx

∫ t2

t1

dt
∂

∂t
(
∂L
∂ϕ̇

)δϕ

= −
∫ t2

t1

dt

∫ x2

x1

dx
∂

∂t
(
∂L
∂ϕ̇

)δϕ .

(3.6)

Analogamente,∫ t2

t1

dt

∫ x2

x1

dx
∂L
∂ϕ′

δϕ′ =

∫ t2

t1

dt
∂L
∂ϕ′

δϕ
∣∣∣x2
x1
−
∫ t2

t1

dt

∫ x2

x1

dx
∂

∂x
(
∂L
∂ϕ′

)δϕ

= −
∫ t2

t1

dt

∫ x2

x1

dx
∂

∂x
(
∂L
∂ϕ′

)δϕ .

(3.7)

Substituindo estes resultados em (3.4), o princípio de Hamilton torna-se∫ t2

t1

dt

∫ x2

x1

dx

[
∂L
∂ϕ
− ∂

∂t

(
∂L

∂(∂ϕ/∂t)

)
− ∂

∂x

(
∂L

∂(∂ϕ/∂x)

)]
δϕ = 0. (3.8)
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Com isso, a arbitrariedade de δϕ implica a validade da equação de Lagrange

∂

∂t

(
∂L

∂(∂ϕ/∂t)

)
+

∂

∂x

(
∂L

∂(∂ϕ/∂x)

)
− ∂L
∂ϕ

= 0. (3.9)

3.1.1 Vários Campos em Três Dimensões

No caso de um sistema de N campos em três dimensões espaciais, representados co-

letivamente por ϕ = (ϕ1, ..., ϕn), as equações de Lagrange resultantes do princípio de

Hamilton

δS = δ

∫
d4xL (ϕ, ϕ̇,∇ϕ, x, t) = 0 (3.10)

Aplicando a delta sobre a densidade lagrangiana teremos

δS =

∫ t2

t1

dt

∫
V

d3x

N∑
α=1

[
∂L
∂ϕα

δϕα +
∂L
∂ϕ̇α

δϕ̇α +
∂L

∂(∇ϕα)
δ(∇ϕα)

]
, (3.11)

onde as variações dos ϕα são mutuamente independentes e anulam-se nos extremos de

interação temporal e na superfície que limita a região tridimensional V. Usando δϕ̇α =

∂(δϕα/∂t), uma integração por partes como no caso unidimensional fornece∫ t2

t1

dt

∫
V

d3x
∂L
∂ϕ̇α

δϕ̇α = −
∫ t2

t1

dt

∫
V

d3x
∂

∂t

(
∂L
∂ϕ̇α

)
δϕα. (3.12)

Usando agora δ(∇ϕα) = ∇(δϕα) e utilizando também a identidade

A.∇f = ∇.(fA)− f∇.A, (3.13)

podemos efetuar uma integração por partes com a ajuda do teorema da divergência para

obter ∫ t2

t1

dt

∫
V

d3x
∂L

∂(∇ϕα)
.δ(∇ϕα) =

∫ t2

t1

dt

∫
V

d3x
∂L

∂(∇ϕα)
.∇(δϕα)

=

∫ t2

t1

dt

∮
∑ da.

∂L
∂(∇ϕα)

δϕα −
∫ t2

t1

dt

∫
V

d3x∇
(

∂L
∂(∇ϕα)

)
δϕα

= −
∫ t2

t1

dt

∫
V

d3x∇
(

∂L
∂(∇ϕα)

)
δϕα,

(3.14)

pois as variações δϕα anulam-se na superfície que limita a região espacial V. Introduzindo

(3.12) e (3.14) em (3.11), o princípio de Hamilton toma a forma

δS =

∫ t2

t1

dt

∫
V

d3x
N∑
α=1

[
∂L
∂ϕα

− ∂

∂t

∂L
∂ϕ̇α

−∇
(

∂L
∂(∇ϕα)

)]
δϕα = 0, (3.15)
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do qual resultam imediatamente as equações de Lagrange

∂

∂t

(
∂L
∂ϕ̇α

)
+ ∇

(
∂L

∂(∇ϕα)

)
− ∂L
∂ϕα

= 0 , α = 1, ..., N. (3.16)

3.2 Teoria de Campos Relativísticas

As equações de Lagrange (3.16) permanecem inalteradas sob uma mudança de escala

das coordenadas x, t. Em particular, fazendo x0 = ct temos

∂

∂t

(
∂L

∂(∂ϕα/∂t)

)
=

∂

∂x0

(
∂L

∂(∂ϕα/∂x0)

)
(3.17)

Suporemos, de ora em diante, que a derivada temporal é sempre em relação a x0 = ct,

de modo que, em termos da notação covariante, as equações de Lagrange (3.16) escrevem-

se

∂µ

(
∂L

∂(∂µϕα)

)
− ∂L
∂ϕα

= 0 , α = 1, ..., N, (3.18)

sendo

∂µ ≡
∂

∂xµ
=

(
1

c

∂

∂t
,
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
=

(
∂

∂x0
,∇
)
. (3.19)

Se, para um dado valor de α, ϕα for um campo escalar, ∂µϕα será um quadrivetor

covariante. Neste caso, se a lagrangiana L for uma grandeza escalar, ∂L/∂(∂µϕα) será um

quadrivetor contravariante e o primeiro termo a esquerda na eq. (3.18) será um escalar.

De modo geral, para que as eqs. de Lagrange (3.18) sejam manifestamente covariante

basta exigir que a Lagrangiana seja um escalar. A propósito, uma vez que o elemento

de volume quadridimensional d4x é invariante sob transformações de Lorentz, a ação

S =
∫

d4x L também será um escalar se L for um escalar.

3.2.1 Campo de Klein-Gordon

Como primeiro exemplo de uma teoria de campos relativística, consideremos a teoria

de um méson escalar cuja lagrangiana é

L =
1

2
∂µφ∂

µφ− m2

2
φ2, (3.20)

onde m é a massa da partícula (em unidades tais que h = c = 1). esta lagrangiana é um

escalar sob transformação de Lorentz, já que φ é um campo escalar(real). Para tornar

os cálculos mais transparentes, vamos introduzir a notação φµ ≡ ∂µφ, em termos da qual
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podemos escrever

∂L
∂(∂µφ)

=
∂

∂φµ

(
1

2
gνλφνφλ

)
=

1

2
gνλδµνφλ +

1

2
gνλφνδ

µ
λ =

1

2
[gµλφλ + gνµφν ] = φµ. (3.21)

Levando este resultado em (3.18) resulta a equação de Klein-Gordon

(� +m2)φ = 0, (3.22)

na qual usamos o operador d`Alembertiano de�nido por:

� ≡ ∂µ∂
µ =

1

c2

∂2

∂t2
−∇2. (3.23)

Na teoria quântica de campos esta equação descreve mésons escalares, que são partí-

culas de massa de repouso m sem spin.

3.3 Teoria de Campos na Forma Hamiltoniana

Vamos de�nir o momento canonicamente conjugado a ϕα(x), denotado por πα(x), da

mesma forma que na dinâmica de partículas,

πα(x) =
∂L

∂ϕ̇α(x)
. (3.24)

Suponhamos que as Eqs (3.24) sejam solúveis para os ϕ̇α. Neste caso, a densidade Ha-

miltoniana H, interpretada como a densidade de energia de�nida por

H =
∑
α

παϕ̇α − L, (3.25)

pode ser expressa em termos de πα, e ϕα e seus gradientes. A Hamiltoniana

H[ϕα, π
α] =

∫
d3xH (ϕα(x),∇ϕα(x), πα(x),∇πα(x)) (3.26)

é um funcional dos campos e de seus momentos conjugados.

3.3.1 Equação de Hamilton

A ação na forma Hamiltoniana escreve-se

S =

∫
Ω

d4x

[∑
α

παϕ̇α −H (ϕα(x),∇ϕα(x), πα(x),∇πα(x))

]
, (3.27)
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e as equações de Hamilton decorrem do princípio variacional δS = 0. Variando inde-

pendentemente os campos e seus momentos canonicamente conjugados, o princípio de

Hamilton toma a forma

δS =

∫
Ω

d4x
∑
α

[
παδϕ̇α + δπαϕ̇α −

∂H
∂ϕα

δϕα −
∂H

∂(∇ϕα)
.δ(∇ϕα)− ∂H

∂πα
δπα − ∂H

∂(∇πα)
.δ(∇πα)

]
=

∫
Ω

d4x
∑
α

[(
−π̇α − ∂H

∂ϕα
+ ∇.

∂H
∂(∇ϕα)

)
δϕα +

(
ϕ̇α −

∂H
∂πα

+ ∇.
∂H

∂(∇πα)

)
δπα
]

= 0,

(3.28)

no qual, como de hábito, uma integração por parte foi feita e termos de fronteira foram

descartados. Igualando a zero os coe�cientes de δϕα e δπα obtemos

ϕ̇α =
∂H
∂πα
−∇.

∂H
∂(∇πα)

, (3.29a)

π̇α = − ∂H
∂ϕα

+ ∇.
∂H

∂(∇ϕα)
, (3.29b)

que são as equações de campo na forma Hamiltoniana, que em temos das derivadas fun-

cionais podem ser expressa na forma condensada. Obtemos assim as equações canônicas

para os campos clássicos

ϕ̇α(x) =
δH

δπα(x)
, π̇α(x) = − δH

δϕα(x)
. (3.30)
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CAPÍTULO 4

estudo de ondas solitárias

Con�gurações de campos com energia �nita e localizada que se deslocam sem mudança

de forma nem diminuição da velocidade são chamadas de ondas solitárias. Essas ondas

aparecem tipicamente em teorias de campos não-lineares (Lee 1981) e foram discutidas

originalmente por J. Scott Russell(1844), que teve seu primeiro contato com o fenômeno

em agosto de 1834.

4.1 Densidade Lagrangiana de Ondas Solitárias

Nesta seção vamos estudar um exemplo de onda solitária unidimensional. Para tanto,

consideremos a seguinte densidade Lagrangiana, para um campo escalar real ϕ, que des-

creve a evolução de uma onda solitária

L =
1

2
∂µϕ∂µϕ−

λ2

8
(ϕ2 − a2)2, (4.1)

onde λ e a são constantes positivas. Podemos reescrever a eqs. (4.1) lembrando que

∂µϕ = ∂0ϕ− ∂1ϕ =
∂ϕ

∂t
− ∂ϕ

∂x
(4.2)

e

∂µϕ = ∂0ϕ+ ∂1ϕ =
∂ϕ

∂t
+
∂ϕ

∂x
, (4.3)

de modo que temos,

∂µϕ∂µϕ =

[
∂ϕ

∂t
− ∂ϕ

∂x

] [
∂ϕ

∂t
+
∂ϕ

∂x

]
=

(
∂ϕ

∂t

)2

−
(
∂ϕ

∂x

)2

. (4.4)
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Substituindo estes resultados na Lagrangiana (4.1), obtemos,

L =
1

2

[(
∂ϕ

∂t

)2

−
(
∂ϕ

∂x

)2
]
− λ2

8
(ϕ2 − a2)2, (4.5)

que é a forma funcional da densidade lagrangiana que vamos utilizar daqui pra frente.

A equação de Euler-Lagrange é dada por

∂

∂t

(
∂L
∂ϕ̇

)
+

∂

∂x

(
∂L
∂ϕ′

)
− ∂L
∂ϕ

= 0. (4.6)

Calculando as derivadas da lagrangiana, temos

∂L
∂ϕ̇

= ϕ̇ =
∂ϕ

∂t
, (4.7)

∂L
∂ϕ

= −λ
2

2
ϕ(ϕ2 − a2) (4.8)

e
∂L
∂ϕ′

= −ϕ′ = ∂ϕ

∂x
. (4.9)

Substituindo os resultados acima na equação de Euler-Lagrange (4.6), obtemos

∂

∂t

(
∂ϕ

∂t

)
− ∂

∂x

(
∂ϕ

∂x

)
+
λ2

2
ϕ(ϕ2 − a2) = 0, (4.10)

que resulta em
∂2ϕ

∂t2
− ∂2ϕ

∂x2
+
λ2

2
ϕ(ϕ2 − a2) = 0. (4.11)

Esta é a equação de movimento para o campo ϕ, considerando o modelo unidimensional.

4.2 Energia da Onda Solitária Clássica

Nesta seção, apresentaremos o cálculo da energia total armazenada numa onda soli-

tária clássica para duas situações distintas. A primeira solução corresponde a uma onda

estacionária e a segunda a uma onda que depende do tempo, do espaço e viaja a velocidade

constante.
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4.2.1 Solução constante e estacionária

A densidade Hamiltoniana é dada por

H = πϕ̇− L, (4.12)

com momento canonicamente conjugado a ϕ

π =
∂L
∂ϕ̇

= ϕ̇. (4.13)

Temos então que a densidade hamiltoniana é dada por

H =
1

2

[(
∂ϕ

∂t

)2

+

(
∂ϕ

∂x

)2
]

+
λ2

8
(ϕ2 − a2)2. (4.14)

Observe que, para o menor valor possível da energia (H = 0), as soluções da equação

de movimento (4.11) são: ϕ = a e ϕ = −a. Ambos valores de ϕ satisfazem à equação

(4.11) e retornam H = 0 na equação (4.14). Isto signi�ca que o estado fundamental desde

modelo é degenerado, uma vez que, há duas soluções do campo distintas para um mesmo

valor da energia. Outra observação importante, é que essas duas soluções são constantes

no tempo e no espaço, não apresentando nenhuma dinâmica, o que nos faz buscar outras

soluções para a equação (4.11). Desejamos encontrar soluções que apresentam alguma

evolução no tempo e/ou espaço.

Primeiramente, vamos resolver a eq. (4.11) para um campo que dependa apenas da

posição, ϕ = ϕ0(x), e que satisfaz as seguintes condições de contorno:

lim
x→∞

ϕ(x) = a e lim
x→−∞

ϕ(x) = −a. (4.15)

Para um campo deste tipo, a equação de movimento é

∂2ϕ0(x)

∂t2
− ∂2ϕ0(x)

∂x2
+
λ2

2
ϕ0(x)(ϕ2

0(x)− a2) = 0, (4.16)

mas, para esse caso ∂ϕ
∂t

= 0, assim a equação de movimento obtida para ϕ0(x) é

− ϕ′′0 +
λ2

2
ϕ0(ϕ2

0 − a2) = 0. (4.17)

Multiplicando esta última equação por ϕ′0 deduz-se imediatamente

− ϕ′0ϕ′′0 +
λ2

2
ϕ0ϕ

′
0(ϕ2

0 − a2) = 0, (4.18)
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que pode ainda ser reescrita na forma

1

2

d

dx
(ϕ′0)2 − λ2

2

1

4

d

dx
(ϕ2

0 − a2)2 =
1

2

d

dx

(
(ϕ′0)2 − λ2

4
(ϕ2

0 − a2)2

)
= 0. (4.19)

O resultado acima implica que

(ϕ′0)2 =
λ2

4
(ϕ2

0 − a2)2 + C, (4.20)

sendo C uma constante.

Aplicando as condições de contorno (4.15) veri�ca-se que C = 0, portanto a equação

de movimento do campo ϕ0 é

(ϕ′0)2 =
λ2

4
(ϕ2

0 − a2)2. (4.21)

Extraindo a raiz quadrada de ambos os lados e tomando a raiz negativa, temos,

ϕ′0 =
dϕ0

dx
= −λ

2
(ϕ2

0 − a2). (4.22)

Esta equação é solúvel por separação de variáveis. Reescrevendo (4.22) como

dϕ0

ϕ2
0 − a2

= −λ
2
dx. (4.23)

Integrando a equação, obtemos∫
dϕ0

ϕ2
0 − a2

= −λ
2

∫
dx = −λ

2
x+ C. (4.24)

A integral do lado esquerdo é facilmente calculada utilizando frações parciais. Reescre-

vendo a integral temos∫
dϕ0

ϕ2
0 − a2

=
1

2a

∫
dϕ0

[
1

ϕ0 − a
− 1

ϕ0 + a

]
= −λ

2
x+ C, (4.25)

cuja solução é

ln |ϕ0 − a| − ln |ϕ0 + a| = ln

∣∣∣∣ϕ0 − a
ϕ0 + a

∣∣∣∣ = −λax+ C ′. (4.26)

Aplicando a exponencial na equação acima, obtemos

ϕ0 − a
ϕ0 + a

= e−λax+C′ = e−λaxeC
′
= C ′′e−λax, (4.27)
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onde C ′′ é uma constante arbitrária.

A solução que estamos procurando, ϕ0(x), deve corresponder assintoticamente à solu-

ção constante(ϕ = ±a quando x = ±∞). A solução que conecta as condições de extremo

é ϕ(x = 0) = ϕ0(x = 0) = 0, assim,

ϕ0 − a
ϕ0 + a

= C ′′ =
−a
a

= −1, (4.28)

portanto
ϕ0 − a
ϕ0 + a

= −e−λax, (4.29)

o que implica em

ϕ0 − a = −(ϕ0 + a)e−λax. (4.30)

Manipulando a equação acima, a �m de separar todos os termos de ϕ0(x), temos

ϕ0(1 + e−λax) = a(1− e−λax). (4.31)

Multiplicando a equação acima por e
λax
2 , temos a solução

ϕ0(x) = a tanh

(
λax

2

)
. (4.32)

Esta con�guração de campo conecta o estado fundamental ϕ = −a em x = −∞ ao estado

fundamental ϕ = a em x =∞, e costuma ser chamada de solução tipo kink.

A densidade de energia (hamiltoniana) correspondente ao campo ϕ0(x) é

H0 = π0ϕ̇0 − L (4.33)

como a solução é independente do tempo, π0 = ϕ̇0 = 0, então

H = −L =
1

2
(ϕ′0)2 +

λ2

8
(ϕ2

0 − a2)2, (4.34)

utilizando a equação (4.22), a densidade hamiltoniana pode ser escrita como

H0 =
1

2

λ2

4
(ϕ2

0 − a2)2 +
λ2

8
(ϕ2

0 − a2)2 = +
λ2

4
(ϕ2

0 − a2)2. (4.35)

Substituindo a equação (4.32) em (4.35), obtemos

H0 =
1

4

λ2a4

cosh4(λax/2)
. (4.36)
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Podemos agora calcular toda energia armazenada na onda solitária

E0 =

∫ ∞
−∞
H0dx =

λa3

2

∫ ∞
−∞

dy

cosh4 y

=
λa3

2

[
sinh y

3 cosh3 y
+

2

3
tanh y

]∞
∞

=
2λa3

3
.

(4.37)

O resultado (4.37) representa a energia �nita e constante de uma onda solitária clássica

estacionária.

4.2.2 Solução dependente do tempo

Vamos agora procurar uma solução ϕ que seja dependente do tempo e do espaço. Uma

maneira de obter tal solução é aplicar uma transformação de Lorentz sobre a coordenada

x tal que x→ γ(x−vt) onde v representa a velocidade constante da onda, γ = (1−v2)−
1
2

e utilizamos as unidades naturais (c = 1). Após esta transformação, o campo ϕ é escrito

como

ϕ(x, t) = a tanh

[
λa

2

x− vt√
1− v2

]
. (4.38)

Aplicando a transformação de coordenada

ξ = x− vt e λ′ =
λ√

1− v2
(4.39)

obtemos o campo ϕ(x, t)

ϕ0(x, t) = a tanh

(
λ′aξ

2

)
= ϕ0(ξ;λ′). (4.40)

As derivadas segunda, no tempo e no espaço, do campo ϕ(x, t), podem ser facilmente

calculadas

ϕ̈(x, t) = v2ϕ′′0(ξ, λ′) e ϕ′′(x, t) = ϕ′′0(ξ, λ′) (4.41)

Devemos agora veri�car se este campo satisfaz a equação de Euler-Lagrange (4.11).

Para tanto, substituímos as equações (4.38) e (4.41) na equação (4.11), com isso temos

∂2ϕ

∂t2
− ∂2ϕ

∂x2
+
λ2

2
ϕ(ϕ2 − a2) = (v2 − 1)ϕ′′0(ξ;λ′) +

λ2

2
ϕ0(ξ;λ′)(ϕ0(ξ;λ′)2 − a2)

= −(1− v2)
(λ′)2

2
ϕ0(ϕ2

0 − a2) +
(λ)2

2
ϕ0(ϕ2

0 − a2) =

(
−λ

2

2
+
λ2

2

)
ϕ0(ϕ2

0 − a2) = 0.

(4.42)
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Este resultado mostra que o campo escrito na forma (4.38) representa uma onda

solitária que viaja com velocidade constante v. Isto é, o campo ϕ(x, t) = ϕ0(ξ, λ′) é, de

fato, a solução correspondente. Queremos ainda encontrar a energia total da onda mas,

antes disso, devemos calcular a densidade Hamiltoniana da onda solitária.

A densidade de energia(Hamiltoniana) da onda solitária é dada por (4.14), substituindo

as derivadas deϕ(ξ;λ′) e λ′ no lugar de λ em (4.14), obtemos

H =
v2

2
ϕ′0(ξ;λ′)2 +

1

2
ϕ′0(ξ;λ′)2 +

λ2

8
(ϕ0(ξ;λ′)2 − a2)2

=
1 + v2

2
ϕ′0(ξ;λ′)2 +

λ2

8
(ϕ0(ξ;λ′)2 − a2)2

=
1 + v2

2

(λ′)2

4
(ϕ2

0 − a2)2 +
λ2

8
(ϕ2

0 − a2)2

=
λ2

8

(
1 +

1 + v2

1− v2

)
(ϕ2

0 − a2)2

=
1

4

λ2

1− v2
[ϕ0(ξ;λ′)2 − a2]2.

(4.43)

Esta equação tem mesma forma funcional da equação (4.35). Substituindo a equação

(4.38) na densidade Hamiltoniana acima, obtemos

H =
1

4

λ2a4

(1− v2)
sech4 [λaγ(x− vt)/2] =

1

4

λ2a4

(1− v2)

1

cosh4 [λaγ(x− vt)/2]
. (4.44)

Podemos agora determinar a energia total da onda solitária integrando a densidade

Hamiltoniana no espaço,

E =

∫ ∞
−∞
Hdx =

∫ ∞
−∞

dx
1

4

λ2a4

(1− v2)

1

cosh4 [λaγ(x− vt)/2]

=

√
1− v2

1− v2

λa3

2

∫ ∞
−∞

dy

cosh4 y

=
2λa3/3√

1− v2
=

E0√
1− v2

,

(4.45)

que é exatamente a energia correspondente ao campo ϕ0 dividida por
√

1− v2. Ou seja, o

resultado (4.45) corresponde à energia total de uma onda que viaja com uma velocidade

constante v. Este resultado também corresponde à energia de uma partícula relativística

que se move com velocidade v.
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Considerações Finais

Podemos dizer que o objetivo �nal do trabalho foi do estudo da onda solitária. Para

tanto �zemos uma revisão dos conceitos fundamentais da mecânica analítica. Apresen-

tamos um resumo da formulação Lagrangiana e Hamiltoniana da mecânica clássica e a

extensão desses conceitos a sistemas com in�nitos graus de liberdade, os denominados

campos clássicos. Além dessas formulações da mecânica clássica, estudamos as nota-

ções da relatividade especial, que é de grande importância para posteriormente fazer a

formulação da teoria de campo relativística.

No capítulo �nal deste trabalho, calculamos e energia total da onda solitária em duas

situações distintas. No primeiro caso, escrevemos um campo estático e encontramos a

energia total. No segundo caso, escrevemos um campo unidimensional dependente do

tempo e do espaço e que viaja com velocidade constante. Nos dois casos, obtivemos um

valor constante para a energia total e os valores obtidos representam a energia de uma

partícula livre. Note que, estudamos apenas o comportamento de uma onda solitária

clássica e nossos resultados mostram que esta pode ser associada a uma partícula. Está

fora do interesse deste trabalho discutir o caráter corpuscular dos sóliton, entretanto,

sabemos que o campo de aplicação deste fenômeno na mecânica quântica é muito vasto.
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