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Resumo

Depois de mais de cem anos da descoberta da supercondutividade, é possivel ver
que este fendmeno, fascinante, ainda nao pode ser totalmente explicado, trazendo muitos
desafios pela frente. Exemplos disso sao a falta de uma teoria que explique o fendémeno
em todos os intervalos de temperatura e materiais que apresentam o fendémeno em altas
temperaturas. O trabalho traz uma abordagem da teoria de Landau, que é uma teoria
bem genérica, e expoe também uma explicagao, tanto qualitativa quanto quantitativa, do
fenémeno da supercondutividade. Isso é feito por meio da teoria de Ginzburg-Landau,
na qual é possivel conhecer as propriedades dos supercondutores com uma complexidade
matematica bem reduzida, mostrando o efeito Meissner-Ochsenfeld, a densidade de elé-
trons supercondutores dentro do material, o comprimento de coeréncia, e a existéncia de

um campo critico capaz de destruir a supercondutividade.

Palavras chave: Supercondutividade, Ginzburg-Landau, Efeito Meissner-Ochsenfeld.
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Capitulo 1

Introducao

Este trabalho tem como objetivo trazer uma abordagem tedrica da superconduti-
vidade, que é um importante toépico da fisica contemporanea e de complexa formulagao
matemaética, que envolve conceitos especificos de mecanica quantica e estatistica e exigem
laboratorios muito avangados para o estudo do ponto de vista experimental.

O objetivo aqui é abordar o fendmeno da supercondutividade, de maneira nao
muito complicada, sem recair nas dificuldades da formulacao da mecéanica quantica e da
matematica avangada. Isso é possivel utilizando a formulagao de Ginzburg-Landau que
possibilita entender e descrever o fenomeno de forma satisfatéria tanto do ponto de vista
qualitativo quanto quantitativo.

A formulagao geral de Landau e a de Ginzburg-Landau sao fenomenoldgicas, no
sentido de que precisamos definir alguns conceitos, que a principio nao podemos justificar
para podermos usar como ponto de partida nos calculos, o que trara resultados surpreen-

dentes.

1.1 Aspectos Histéricos

Esse fendmeno fantastico foi descoberto por Heike Kamerlingh Onnes em 1911
(Figura 1.1). Onnes nasceu em Groningen, na Holanda, em 21 de setembro de 1853
e viveu até 21 de fevereiro de 1926. Durante sua vida, Onnes foi fisico experimental da
Universidade de Leiden, onde, em 1904, fundou o laboratoério de criogenia que é conhecido

hoje e altamente renomado na comunidade cientifica como Kamerlingh Onnes Laboratory.



Em seu laboratério, Onnes foi a primeira pessoa que conseguiu liquefazer o gés
hélio em 1908. Como na época a medida de resisténcia elétrica de materiais estava em alta
no meio cientifico, Onnes comecou a investigar essas propriedades dos materiais utilizando
o gés hélio para resfriar. Foi entao que Onnes mediu a resisténcia do mercurio e percebeu
que a temperatura de 4,2 K a resisténcia ia a zero quando o material era percorrido por

uma corrente elétrica (Figura 1.2).

Figura 1.1: Heike Kamerlingh Onnes. Fonte: <http://www.nobelpreis.org/english /physik /onnes.htm>
Acessada em: 26/11/14

Entao ele chamou esse material de supercondutor e, desde entao, se emprega esse
nome para materiais que, abaixo de uma determinada temperatura 7., que difere de
material para material, perdem totalmente a resisténcia elétrica. Dois anos depois, Onnes
foi agraciado com o prémio Nobel pela sua descoberta.

Em seguida, esse fenémeno foi observado também em alguns outros materiais.
Alguns exemplos sdo o cadmio (0,52 K), aluminio (1,18 K), titanio (2,38 K), estanho
(3,72 K), chumbo (7,20 K) e niobio (9,25 K).

Apos alguns anos sem resultados significativos, em 1933 os fisicos W. Meissner e R.
Ochsenfeld descobriram um fenémeno fascinante, que é a propriedade de expulsar todo
o campo magnético interno quando se submete o material supercondutor a um campo
magnético externo. Essa é uma propriedade tipica de um diamagnético perfeito. Este

fendmeno ficou conhecido como efeito Meissner-Ochsenfeld.
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Figura 1.2: Relagdo entre Resisténcia (ohms) e Temperatura (K) do Mercuario (Hg) [1].

Logo em seguida, em 1935, os fisicos irmaos H. e F. London, na tentativa de explicar

o efeito Meissner-Ochsenfeld, elaboraram um modelo teérico baseado nas equacoes de

Maxwell do eletromagnetismo, fazendo algumas suposi¢oes adicionais. A teoria explica

a auséncia do campo magnético interno quando se aplica um campo magnético externo,

mas falha quando se tenta explicar a supercondutividade sem o campo magnético externo.

Esse modelo ficou conhecido como teoria de London.
Mais tarde, em 1950, veio a explicagao mais completa até entao: trata-se de uma
teoria fenomenologica, criada pelos fisicos L.D. Landau e V.L. Ginzburg, baseada em
observagoes experimentais e algumas propriedades que nao podiam ser demonstradas na
época. A teoria demonstrava de forma fascinante todas as propriedades conhecidas dos
supercondutores. Essa é justamente a teoria de Ginzburg-Landau, que é o foco deste
trabalho. A teoria foi, na verdade, uma adaptacao da teoria de London, de 1935, que
explica a transi¢ao de fase de segunda ordem do supercondutor [2,3].

Em 1957, surgiram os fisicos J. Bardeen, L.N. Cooper e J.R. Schrieffer com o intuito
de explicar o fendmeno usando uma nova teoria. Tratando a supercondutividade como
um fenémeno puramente quéntico, eles conseguiram desenvolver uma teoria completa
explicando sua origem microscépica, que ficou conhecida como teoria BCS, em homenagem
a seus nomes. Em 1972, os trés fisicos ganharam o Prémio Nobel devido & importancia

de sua descoberta.
Com o decorrer dos anos, os cientistas buscaram desenvolver materiais que pos-



sufam temperatura de transicao mais alta. Até meados de 1980, a temperatura critica
maxima atingida foi de 23 K em um composto de Nb3Ge. Até que, em 1986, essa marca foi
ultrapassada. O alemao Johannes Georg Bednorz e o suigo Karl Alexander Miiller foram
os responsaveis por essa faganha, chegaram a uma temperatura de 30 K com o composto
Ba,Las —; CusOs3—y). A descoberta teve grande impacto na comunidade cientifica, pois
violava a teoria BCS e, mais tarde, em 1987, os dois ganharam o Prémio Nobel. Essa
classe de supercondutores foi chamada de High-7, (alta temperatura) e a teoria BCS nao
é capaz de explicé-la.

O que é muito interessante, e que intrigava muito os fisicos da época, é que os ma-
teriais supercondutores que possuem temperaturas criticas mais elevadas sao ceramicas,
e as ceramicas sao isolantes a temperaturas ambientes.

Nos anos seguintes, a busca por temperaturas mais altas teve grandes avancos.
Em 1987, os fisicos americanos Paul Chu e Maw—-Kuen Wu descobriram o composto
Y BasCuszO7_s5, com temperatura critica de 93 K.

Em 1988, os fisicos conseguem chegar a marca de 110 K com um composto de
Bi—Ca—Sr—Cu—0. E, em 1993, com o composto Hg — Ba — Ca — Cu — O chegaram
a temperatura critica de 135 K.

No decorrer da historia vemos a importancia deste fenémeno, fornecendo cinco
Prémios Nobel: Heike Kamerlingh Onnes, em 1913; J. Bardeen, L.N. Cooper e J.R.
Schrieffer, em 1972; Brian Josephson, em 1973; Johannes Georg Bednorz e Karl Alexander
Miiller, em 1987, e Vitaly Ginzburg e Alexei Abrikosov em 2003. Sendo um fenémeno
ainda nao totalmente explicado, provavelmente ainda trara algumas novas descobertas e

aplicagoes tecnologicas.

1.2 O que é a Supercondutividade

De maneira simples, pode se dizer que um material supercondutor é aquele que
nao possui resisténcia elétrica, ou seja, os elétrons percorrem livremente a rede cristalina
do material, diferentemente dos condutores, que perdem energia na forma de calor devido
a resisténcia elétrica. Em outras palavras, a resistividade p é zero e a condutividade o é

infinita.



Uma outra caracteristica desses materiais é que o campo magnético no interior de
um supercondutor é zero. Portanto, a corrente circula sem a presenca de campo. Essa
propriedade, como foi dito, é conhecida como diamagnetismo perfeito. Podemos observar

na figura 1.3 um esquema ilustrativo desse fenémeno.

T>T¢ T<Tc

Figura 1.3: Diamagnetismo perfeito. Para T > T, o campo penetra no material na fase normal;
Para T' < T,, o campo é expulso, pois o material se torna supercondutor.

O diamagnetismo perfeito implica a seguinte relacao, que sera util nos capitulos
subsequentes:

8_B =0 (1.1)
ot
em que B descreve a intensidade do campo magnético.

Quando o material passa a ter resisténcia zero ocorre uma transicao de fase. Antes
da transi¢ao, ele é um material normal (um metal condutor por exemplo) que possui
resisténcia, e depois da transicao, ele passa a ter caracteristicas bem diferentes. Estes
dois estados sao chamados de “estado normal” e “estado supercondutor”.

Quando o material esta na fase supercondutora, ele expulsa todo o campo mag-

nético interno, como dissemos, por causa do efeito Meissner-Ochsenfeld, que, porém, esta



limitado. Quando é aplicado um campo externo, para determinados valores do campo,
a supercondutividade é destruida. Assim, o supercondutor pode ser classificado em dois
tipos diferentes, o tipo I e o tipo II.

O supercondutor do tipo I é tal que, ao submeté-lo a um campo externo fraco,
que é chamado de H, ele continua sendo um supercondutor, mas ao aumentar o campo,
havera um valor para o qual a supercondutividade sera destruida. A esse valor da-se o
nome de campo critico, H,, e, a partir dele, o campo comega a penetrar o material.

O supercondutor do tipo II, que é o mais comum, possui dois campos criticos,
chamados de H. e H., campo critico inferior e superior, respectivamente. Quando
se submete o material a um campo externo de baixa intensidade, o material continua
apresentando o efeito Meissner-Ochsenfeld, consequentemente o campo interno é nulo.
Ao aumentarmos o campo, chegando no primeiro campo critico H.;, o campo externo
comega a penetrar no material, assim a magnetizacao comeca a tender a zero conforme
se aumenta H até que torna zero ao chegar a H. destruindo a supercondutividade, e a
qualquer campo acima de H. o campo penetra no material normalmente.

A explicacao para o estado termodinamico entre H.; e H. foi dada por Abrikosov.
Ele mostrou que o campo magnético pode penetrar no supercondutor na forma de vortices,

que sao regioes onde circulam supercorrentes em torno de um pequeno nicleo.

Supercondutor Tipo I Supercondutor Tipo 11

Abrikosov

Heca

Meissner

(a) (b)
Figura 1.4: Graficos de HxT para os supercondutores do tipo I (a) e II (b).

A figura 1.4 mostra graficos de H x T', que descreve o comportamento dos super-

condutores do tipo I e II. No grafico do tipo I a regiao interna é a do efeito Meissner-



Ochsenfeld e a externa é a fase normal. A do tipo II possui duas regioes que chamamos
de Meissner-Ochsenfeld e Abrikosov.

Os materiais supercondutores possuem uma vasta area de aplicacao tecnoldgica.
Um dos exemplos mais conhecidos é o trem chamado MAGLEV, do inglés “levitacao
magnética”, que “flutua” em cima dos trilhos, podendo chegar a 400 Km/h. Isso ocorre
devido ao efeito Meissner-Ochsenfeld, pois os trilhos sao compostos de eletroimas e o trem
possui imas supercondutores fazendo com que eles se repelam e o trem flutue sobre os
trilhos.

Os supercondutores possibilitam a fabricacao de eletroimas muito mais potentes,
tendo muita utilidade em equipamentos de ressonancia magnética, ressonancia magnética

nuclear a também em aceleradores de particulas, como é o caso do LHC.



Capitulo 2

Teoria de Landau

Este capitulo ird mostrar uma visao geral da teoria de Landau para as transigoes
de fase, e nele serao definidos os conceitos de parametro de ordem e energia livre, que

formam a base da teoria.

2.1 Fisica Estatistica

A transicao de fase pode ser entendida como uma alteracao da simetria de um
sistema no estado de equilibrio, devido a variagao de parametros externos como pressao,
temperatura, volume etc. O estudo das transicoes de fase é um grande alvo da mecéanica
estatistica, pois essas ocorrem com muita frequéncia na natureza. Portanto, entender seus
principios e efeitos, tanto qualitativamente como matematicamente, é de suma importan-
cia para compreendermos e descrevermos muitos fenémenos da natureza. Para analisar
sistemas do ponto de vista microscopico devemos olhar para o seu hamiltoniano. Quando
fazemos algumas operagoes de simetria no hamiltoniano, ele pode apresentar invariancias,
o que nos permite tirar informagoes sobre a estrutura e comportamento desse sistema.
Em geral, sistemas em altas temperaturas apresentam uma fase desordenada, na qual ha
invariancia quando se aplicam essas operacoes; mas, quando o sistema sofre uma transicao
de fase, alguma invariancia é quebrada e a quantidade que nao permanecer invariante é
chamada de pardmetro de ordem.

Para podermos estudar sistemas microscopicos na mecanica estatistica, devemos



primeiro definir e entender algumas grandezas. Uma delas, é a chamada funcdao de par-
ticao [4,5]. Essa fungao é uma grandeza que descreve as quantidades estatisticas de um
sistema em equilibrio termodinamico. Ela possui dependéncia com a temperatura além
de outros parametros. Resumidamente, a funcao de particao tem grande importancia,
pois as principais grandezas termodinamicas podem ser determinadas a partir dela tais
como energia livre, entropia, volume e pressao. A funcao de particao canoénica é dada

matematicamente por:

7 — ZefHM/KbT — ZefHMﬂ (2.1)
Y 0l

em que vy sao todos os microestados do sistema, § = 1/KgT e H [y] ¢ a hamiltoniana do
sistema.

A energia livre de Helmholtz é dada por:

F = —% InZ (2.2)

A conexao com a termodinamica é feita, justamente através da energia livre de Helmholtz.

Usando:

F=U-TS e dU=TdS— PdV + udN (2.3)

obtemos a importante relacao:

dF = —pdV — SdT + pdN (2.4)

Agora é possivel identificar a pressao, entropia e potencial quimico:

oF or oF
p—‘(W>T,N ’ S—‘(a—T)V,N ¢ “—(a—zv)V,T (25)

Como se vé, a energia livre F(T) é uma fun¢ao que matematicamente depende da
temperatura, mas pode ser uma dependéncia nao analitica. Significa dizer que a fungao
F(T) possui descontinuidade em algum ou alguns pontos de sua derivada. Quando isso
ocorre, dizemos que o sistema sofreu uma transicao de fase.

Juntando as equagoes (2.1) e (2.2), temos:

9



F=—-KgTlh

3 eHM/KBT] _ (2.6)

>
Essa é a energia livre em funcao da temperatura que é dada por uma soma de exponenciais.
Portanto, a existéncia de singularidades na derivada dessa funcao implica diretamente a
existéncia de um limite termodindmico, o que significa um ndmero infinito de graus de
liberdade de um sistema termodinamico.

A energia livre, entretanto, podera ter uma descontinuidade em suas derivadas. Se
a descontinuidade for na primeira derivada dizemos que o sistema sofreu uma transicao
de primeira ordem, e se a descontinuidade for na segunda derivada dizemos que o
sistema sofreu uma transicao continua ou uma transicao de segunda ordem. Esses

dois casos serao estudado mais a diante na teoria de Landau.

2.2 Teoria de Landau

Como vimos, o fato de a energia livre possuir singularidades torna possivel tirar
muitas informagoes sobre o sistema. A teoria de Landau visa exatamente isso. Landau
elaborou sua teoria e tornou possivel estudar e entender as transicoes de fase de um
sistema analisando as singularidades da energia livre.

Para construir a teoria o passo mais importante é considerar que a energia livre
pode ser desenvolvida em uma série de Taylor nas proximidades do ponto critico e que ela
seja dependente do parametro de ordem. Consideraremos um sistema representado pelo
parametro de ordem m, na presenca de um campo externo, h.

Consideramos, por exemplo, que a fungao possui uma simetria par, que é justificado

pela simetria do sistema fisico, ou seja, G (—m, h) = G (m, h). Se h for zero, temos:

G(m,T) = a(T) + =b(T)m* + ic(T)m4 + %d(T)m6 + .. (2.7)

Os termos a(T), b(T), ¢(T) e d(T) ainda sdo desconhecidos e os termos de
ordem superior nao serao significativos. Para fazer uma primeira anélise, vamos considerar
c¢(T)>0ed(T) > 0,eque b(T) pode mudar de sinal em uma determinada temperatura,

que chamamos de T.. Entao, podemos escrever b(7) como:

10



b(T) = by (T —T.) . (2.8)

O objetivo agora é analisar o ponto de equilibrio da energia livre, entao:

<8G) =b(T)m + c(T)m? + d(T)m". (2.9)

o).

Como queremos analisar o ponto de minimo, devemos calcular:

(2) Lo o (29) w -
Isso nos da:
m [b(T) + c(T)m” + d(T)m*] = 0. (2.11)

Desprezando o termo d(T)m#, essa equagao nos d4 duas solugoes possiveis:

o _ ()

m=20 e m :_C(T)'

(2.12)

Agora devemos analisar os casos em que T > T. e T < T,. Para temperatura
T > T, a equacao (2.11) permite somente a solugdo m = 0, o que resulta em um minimo

absoluto (Figura 2.1).

m =20 m

Figura 2.1: Grafico genérico da energia em fungao do parametro de ordem para T'> T.e ¢ > 0,
onde b pode mudar de sinal.

11



Para T < T,, a equagao (2.11) permite duas solugoes (2.13), além de m = 0 se

tornar um maximo local (Figura 2.2):
b (T) b() 1
=+ ——5 = —= 1. —-T)2. 2.13
m=H ey ey T .

G(m)

<
:

Figura 2.2: Grafico genérico da energia em fungao do parametro de ordem para T < T., ¢ > 0
e d > 0, onde b pode mudar de sinal.

Notamos entdo que, ao diminuirmos a temperatura (passando por 7,), o sistema
que estava desordenado, ou seja, m = (), passa continuamente para uma fase ordenada
m = my, caracterizando uma transicao de fase continua ou de segunda ordem. De maneira

resumida podemos escrever:

0 seT'>T¢c
m = (2.14)

5 (T.—T)? seT <Tec

N

A partir daqui podemos calcular o calor especifico do sistema, que também possui

uma descontinuidade na transi¢ao. O calor especifico é dado por:

Cy(T)=T (gTi)H (2.15)

Como depende da entropia devemos calcula-la.

12



S=— (aG(m(T)’T>> :—(g—gg—?—i—g—?) (2.16)

8G_ 6’G_8a 1 1 Oc

Y - . o _ve - 2 LUC 4
o 0 (Equilibrio) e 5T 57 T 2b0m + 157" (2.17)

Isso resulta em

1 2
S = S() — §bgm (218)
Portanto:
0S5y om
Co (T) seT'>Tc

Cuy(T) = (2.20)

Co(T)+ 8T seT < Te

A descontinuidade dada pela teoria sera em b3T./2c.

Vamos analisar um outro caso agora. Suponhamos que b > 0 e d > (), mas ¢ pode
mudar de sinal a uma determinada temperatura. Os calculos sao analogos aos anteriores.
Para o caso em que T > T, temos a representacao na figura 2.3 que possui dois minimos
simétricos (locais, ndo absolutos).

O caso em que T < T, esta representado na figura 2.4. O grafico possui dois
minimos simétricos além do m = (. Isso mostra que o sistema passa descontinuamente
de um estado m = 0 para um estado m = my (# 0).

Nesse caso (figura 2.4), podemos escrever:

B 1, [36 3¢ ,
G(m,TC)—a(TC)—l—Gmd[d +5gm —l—m} (2.21)
e
L, 2 2)2
G(m,Tc):a(Tc)+6md[(m —mo)} (2.22)
onde

13



T>1T¢0

m =20 m

Figura 2.3: Grafico genérico da energia em fungao do parametro de ordem para T > T., b > 0
e d > 0, onde ¢ pode mudar de sinal.

I
-

VA \J "

Figura 2.4: Grafico genérico da energia em funcao do pardmetro de ordem para T = T, e
T<T., b>0ed>0,onde c pode mudar de sinal.

T 2
3C4(d0) e b(T) =250 (2.23)

mo = —

Entao, vemos que:

14



G (mg,T.) = G(0,T) = a(T.) =0 (2.24)

Analisando as duas figuras anteriores, admitindo que ¢ < 0, vemos que a uma
determinada temperatura o parametro de ordem é m = 0 (minimo absoluto) (Figura
2.3), mas ao diminuirmos o valor de ¢ (tornando-o mais negativo), o sistema passa de um
estado m = 0 para um estado m = my descontinuamente (Figura 2.4), caracterizando

uma transicao de fase de primeira ordem, antes que ocorra a transicao de segunda ordem.

2.3 O Funcional de Landau

Elaboramos a teoria de Landau com bases mais solidas se construirmos o funcional
de Landau onde incorporamos uma dependéncia m (r). O minimo nos fornece o valor de
equilibrio do parametro de ordem e a energia do sistema; porém, o objetivo nao é apenas
este, visto que as flutuacoes também serao envolvidas. O funcional é construido supondo
que nas proximidades do ponto critico a variagao do parametro de ordem é pequena e o
mesmo deve estar de acordo com a simetria do problema (simetria de translacao e rotagao
em que desprezamos os efeitos de rede). Desse modo podemos expandir o funcional em
relagao ao parametro de ordem e suas derivadas. O primeiro passo é introduzir a nova

grandeza:

M = /m(r)d3(r) (2.25)

Agora vamos admitir que a energia livre pode ser escrita como a integral da den-

sidade de energia livre, na forma

glm (), T,h] = — / Ar{a (T)+ Sbm? (6) & om* () + .+ L [V (0 (1) m (1)),

V 2 4
(2.26)
onde [Vm (r)]” representa as flutuaces do sistema podendo alterar o valor da energia, D
representa a dimensao do sistema e o termo h (r) m (r) vem da transformagao de Legendre
para a construgao do potencial termodinamico.

Determinando esses parametros é possivel calcular os pontos criticos analogamente
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ao que foi feito sessao anterior, mas, nesse caso, usando a derivada funcional, ou seja, com

a equagao de Euler-Lagrange, ja que temos um funcional:

dg 0 dg
om (r) Z 0z, 0(Vym) 0 (2:27)

Considerando D = 3 e utilizando a equagao (2.26) em (2.27), obtemos:

bm (r) + em? (r) — h(r) — Z ai,- (fVm (r)) =0 (2.28)

e, portanto,

h(r) =bm(r) +cm® (r) — fV>m(r) (2.29)

Como pode ser visto, admitindo VZm (r) = 0 e h (r) = 0, recaimos no caso anterior onde
nao se tem a dependéncia espacial.

A fim de analisar o comportamento do sistema, vamos considerar uma perturbagao
do tipo hyd (r). O significado dessa perturbagao pode ser exemplificado com um sistema
de spin onde alteramos o estado de apenas um spin e analisamos o comportamento dos
demais ao seu redor. Entao, o sistema que inicialmente possuia um parametro de ordem
m (r) passa a ter o parametro my (T) + ¢ (r), e ¢ (r) serd o resultado dessa perturbagao.

Partindo da equacgao (2.29), obtemos:

hod (r) = b[mg + ¢ (v)] + ¢ [m§ + 3mié (r) + 3moed (r)* + ¢ (r)°] — V2 [mo + ¢ (r)]
(2.30)

Considerando s6 os termos lineares de ¢, ja que ele por hipdtese é pequeno, temos:

hod (r) = b(ma + 6 (x)) + ¢ (m§ + 3m30 (r)) — 1V (x) (2.31)
O objetivo agora é analisar o comportamento de ¢. No entanto, devemos achar
uma forma de resolver a equagao diferencial. Podemos escrever a equagao (2.31) na forma:

V()= §0(r) = =3 () T>T mo=0 (2:32)
VI () + o () = —3d(r) T<T. mo=—;

Ou de maneira mais geral, na forma compacta
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V2 (r) — a; (r) = —%5 (r) (2.33)

Isso nos possibilita escrever:
(V> + &%) G (r) = —476 (r) (2.34)

que é a equacao de onda de Helmholtz, onde admitimos

_ab

S

Uma maneira de resolver a equagao (2.33) é empregando a transformada de Fourier.

G(r)=—=¢(r) e K? = (2.35)

L{V?+E) G (r)} = L{—470 (r)} (2.36)

Resolvendo a equacao transformada, obtemos:

1 1

G = 2.

(q> (271_)3/2 q2 — k2 ( 37)
O resultado final, portanto, é obtido através da transformada de Fourier inversa:
1 1

£ Ha =L 2.

(G@) =L (g = ga) (239)
1 eiqqr- 5

Utilizando a técnica de residuos para resolver esta integral com as condigoes de contorno

apropriadas, obtemos:

G(r) = (2.40)

Como foi proposto na equagao (2.35), o resultado final adquire a forma

ho

—ikr
= — 2.41
47Tf7"6 ( )

¢ (r)

Na equagao (2.32), as equagoes foram divididas para temperatura maior e menor

que T.; entretanto, é apropriado fazer o mesmo com o resultado final:
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r) = 2o o/ para T > T,
() = 3k b (2.42)

& (r) = 4:rtﬁeﬂ”/ﬁ(T) para T < T,

onde
E(T) = T{f’) para T >T,

(2.43)
E(T) = —% para T <T,

A expressao £ (T) é chamada de comprimento de correlagdo. FEsse parametro
indica uma distancia tipica que o parametro de ordem varia quando se submete o sistema
a uma perturbacao. Para o caso do spin usado de exemplo anteriormente, seria dizer que
o comprimento de correlacao mede a distancia que a perturbacao alcanca, ou em outras
palavras, até que distancia os spins vizinhos serao afetados.

Lembrando que b(7T) = by (T — T,.), podemos ver que, na transicao de fase, o
comprimento de correlagdo é divergente e independente do caminho (aumentando ou

diminuindo a temperatura).

§(T) o [T =T[™ (2.44)

em que v é um expoente critico relacionado com a temperatura. Esse expoente critico

deve obedecer a lei de Josephson:

vD =2 -« (2.45)

em que D é a dimensionalidade do sistema, e a é um expoente critico ligado ao calor

especifico. Portanto podemos ver que a dimensao tem papel muito importante nesse caso.

2.4 O Critério de Ginzburg-Landau

Considerando que o parametro de ordem possa variar, é possivel escrever uma
funcao de correlacao, que representa a variacao do parametro de ordem em relacao ao

valor médio:
I'(r) = (m(r) m(0)) — (m(r))(m (0)) (2.46)
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A teoria de Landau é uma teoria de campo médio e nessa aproximagao é preciso
substituir o parametro de ordem que varia por um que possui valor médio constante.
Portanto a aproximacao seré boa se as flutuagoes do paradmetro de ordem em relacao ao
valor médio forem pequenas [6].

Matematicamente a imposigao é:

Jo, dPr [(m (r) m (0)) — (m (r))(m (0))]

1 2.47
fﬂs dPrm} < ( )

A regiao de integragao é uma hiperesfera de dimensao D e raio £. Sabemos da sessao

anterior que:

9 26 671”/5
mg o< |T — T e [(r) = b (2.48)
Resolvendo o numerador, temos:
3
/ dPrT (r) = D/ BrP=temr /6= (D=2 gy (2.49)
Qe 0

pois a hiperesfera tem a forma Q¢ = Br? em que B é uma constante. Introduzindo o

novo parametro x = /£, obtemos:

1
/ d”rT (r) = BD / 2re " dx ~ BE? (2.50)
Q¢ 0

Agora, a integral do denominador:

/ dPrm? = m2BEP o |T — T,|*° BeP (2.51)
$

Por altimo substituimos os dois resultados em (2.47) e obtemos:

BD 2—D
BT_T f e <1 (2.52)
lembrando que & o |T — T,.| "
T — T,|P"=22) « 1 (2.53)

Considerando que 7' — T, a condigao acima s6 seré satisfeita se o expoente for positivo,

entao:
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ps24+20 (2.54)
14

Na teoria de Landau os expoentes criticos sao dados por f = 1/2 e v = 1/2.
Vemos entao que para a boa validade da teoria temos que ter D > 4. Se D < 4, em geral
a teoria nao é uma boa aproximacao, devido ao fato de que as flutuagoes nao podem ser
desprezadas. E importante ressaltar que a condicido exposta acima também nos permite

analisar a regiao de temperatura na qual a aproximacao de campo médio é valida.
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Capitulo 3

Supercondutividade

3.1 Introducgao

A teoria introduzida por Ginzburg e Landau foi elaborada em 1950, para descrever
a transicao de fase de um supercondutor de um ponto de vista termodinamico, por meio
de uma teoria fenomenoldgica. Anos mais tarde foi elaborada uma teoria mais consistente,
construida a partir dos pilares da mecéanica quantica, que recebeu o nome de BCS. O mo-
delo de Ginzburg-Landau é muito geral, podendo ser modificado e aplicado em diversas
areas da fisica, entre elas, transi¢oes de fase de cristal liquido e magnetismo. A proposta
dessa teoria é introduzir a fun¢ao de onda ¢ (r) como parametro, no entanto ¢ (r) |?
representa a densidade de elétrons supercondutores, ng (r). A teoria é desenvolvida utili-
zando o método variacional e fazendo a expansao em série da densidade de energia livre
|4 (1) |2 e |V (1) |2, que nos conduz a equagoes diferenciais nao lineares envolvendo v (r).
O resultado foi a generalizacao da teoria de London para o caso em que ng (r) varia no
espaco. No entanto, o modelo de London foi substituido pelo de Ginzburg-Landau. Deve-
mos nos lembrar que para a validade da teoria de Ginzburg-Landau deve ser considerado
que nas proximidades da temperatura de transi¢do a fun¢ao de onda ® (r) varia muito
pouco.

A teoria ganhou importancia devido ao tratamento macroscopico do supercon-

dutor, que enfatiza o papel da energia livre, ao invés da complexa mecénica quantica
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abordada na BCS. O modelo mostra de forma qualitativa o comportamento das supercor-
rentes e nos proporciona um entendimento das consequéncias das propriedades quanticas
em escala macroscopica.

A consideragao crucial da teoria é que para o supercondutor o parametro de ordem
é representado pela fungao de onda macroscopica, que é uma grandeza complexa e varia
no espago.

Como ja foi dito, teoria de Ginzburg-Landau foi desenvolvida antes da teoria mi-
croscopica. No entanto, em 1959, Gor’kov mostrou que para certas regioes de temperatura
e campo magnético as equagoes de Ginzburg-Landau sao uma consequéncia da teoria mi-
croscopica.

Esse capitulo ira abordar o fenémeno da supercondutividade com o modelo de
Ginzburg-Landau que é estudado do ponto de vista do equilibrio termodindmico. Serao
apresentados, inicialmente, sistemas homogéneos e, depois, nao homogéneos (dependéncia

espacial) além de algumas propriedades adicionais.

3.2 A Energia de Condensacgao

A partir dessas informacoes, podemos comecar a desenvolver algumas propriedades
termodinadmicas importantes.

A primeira lei da termodinamica é expressa matematicamente como dU = d@Q + dW.
Sabemos que d@) = TdS e, para um material magnético, o trabalho realizado por um

campo ¢ definido como dW = H - dM [7]. Portanto, podemos escrever

dU = TdS +H - dM (3.1)

Analogamente ao —PdV para um gés. Com essa relagdo podemos escrever as energias

livres de Helmholtz e Gibbs respectivamente na forma

F=U-TS
G=U-TS-H-M

(3.2)
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dFF = —-SdT'"+H - dM
dG = —-SdT — M - dH

(3.3)

Uma alternativa para se estudar as propriedades de um supercondutor é considerar

uma bobina, que possui uma amostra supercondutora em seu interior [8]. Nesse caso, o

campo interno de um solenoide ao longo de uma amostra cilindrica pode ser escrito como
N

H= e, (3.4)

onde N/L é o nmero de voltas da bobina por unidade de comprimento, I é a corrente e
e, é o versor que indica a diregdo do campo (eixo do cilindro).

O trabalho total realizado dW é dado por

dW = —Neldt (3.5)

Pela lei de Faraday, ¢ = — (%), temos

dd
dW =N | — | Idt 3.6
(%) (5.6)
ou
dW = NIdd (3.7)
Como ¢ = AB, entao d¢ = AdB
dW = NIAdB (3.8)

Utilizando a relagao (3.4) podemos escrever

dW = NVH - dB (3.9)

Como B = o (M + H) e dB = po (dM + dH), entao

AW = oV (H- dM + H - dH) (3.10)

onde A é a area, V' é o volume, ¢ é a forca eletromotriz induzida e ® é o fluxo magnético.
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Vemos que o trabalho realizado pode ser dividido em duas partes, a primeira
(uoH - dM) representa o trabalho magnético por unidade de volume realizado pela bobina
sobre a amostra. O segundo termo (poH - dH) representa o trabalho por unidade de
volume realizado pela bobina caso nao tivesse amostra. Ou podemos dizer que o segundo
termo é o trabalho de auto-inducao da bobina.

Caso a bobina nao tenha amostra, a magnetizagao ¢ nula e o campo magnético
se torna pupH. Vemos entao que o trabalho realizado pela bobina representa o ganho de

energia eletromagnética no vacuo

1
Ez=— | B*d&*r 3.11
b 2110 ( )

Voltando entao a energia interna, agora que é conhecido o trabalho realizado por

uma bobina, escrevemos

dU =TdS + pwVH - dM (3.12)

onde U é a energia interna e T'dS é a energia térmica. Analisando a equagao (3.12), vemos
que a energia é fungao da entropia e da magnetizagao, ou seja, U = U (S, M). Com isso,

obtemos a temperatura e o campo magnético:

ou 1 [oU
e (Gs)y o G, .

Mas do ponto de vista experimental é dificil trabalhar com entropia e magnetizacao fixa,
portanto é mais conveniente escrevermos as energias livres de Gibbs e Helmholtz por meio
das relagoes (3.3) que dependem de (7, M) e (7, H), respectivamente.

Obtemos entao uma expressao para a energia que depende de 7' e H. A energia
livre de Gibbs é a usual pois as variaveis 1" e H sao facilmente controlada em laboratoério:

dG = —SdT — ipVM - dH (3.14)

Podemos agora obter a entropia e a magnetizacao em termos de GG

oG 1 [0G
S (8T)H ¢ 1oV (aH)T (3.15)

A energia livre de Gibbs também nos permite calcular a diferenga de energia entre
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o estado supercondutor e o estado normal. Isso é possivel integrando-a na regiao indicada
na figura (3.1) que ¢ uma reta vertical. Isso devido a essa reta ndo ter variagdo de
temperatura. No entanto, significa que sera obtida uma energia de campo magnético a

uma temperatura fixa para anular a supercondutividade:

Hc

G (T, H,) — G, (T,0) = / iG = —pov [ M- dH (3.16)
0

Supercondutor Tipo I Supercondutor Tipo 11

Abrikosov

Heoyf—

Meissner

(a) (b)

Figura 3.1: Regiao de integracao (reta vertical) para se obter a diferenga de energia entre o
estado normal e o estado supercondutor.

Analisando agora o supercondutor do tipo I, sabemos que para o efeito Meissner-
Ochsenfeld M = —H, devido ao diamagnetismo perfeito. Com essa propriedade, podemos
obter

2

H
Gy (T, Ho) = G (T,0) = oV = (3.17)

Devido ao equilibrio termodindmico entre as duas fases, sabemos que:

Gs(T,H.) =G, (T, H.) (3.18)
Podemos fazer o mesmo procedimento para o material no estado normal:

H.
G (T, H.) — G (T, 0) = / G — —pov [ MaH ~0 (3.19)
0

O resultado é aproximadamente zero devido ao metal no estado normal, possuir magne-
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tizacao desprezivel. Entao a diferenca de energia livre entre o estado normal e o estado

supercondutor, a campo zero, é dado por:

2

H
G, (T,0) = Gu (T,0) = —poV = (3.20)

Obtemos entao, uma importante expressao. O termo ,uOHTC2 ¢ chamado de energia
de condensagao. Representa o ganho de energia por unidade de volume para se passar
do estado normal para o supercondutor. Para exemplificar, temos o niébio que possui
T. = 9K e H. = 160kA/m (B. = 0,2T). Entao, sua energia de condensacao ¢ de
16,5K J/m3.

Calculamos, agora, a energia de condensacao para o supercondutor do tipo II.
Podemos usar o mesmo procedimento. Mas, para facilitar, consideramos o resultado da

integral como sendo a area abaixo do gréafico de M em fungao de H (figura 3.2):

A Supercondutor Tipo I A Supercondutor Tipo 11
M He . M Heq Heo o
H
M=-H M=-H

Figura 3.2: Grafico de H x M, que pode ser utilizado na integragao para se obter a energia de
condensacao, para o supercondutor do tipo I e II.

Hc2
Gs (T, He) — G5 (T,0) = oV M- dH (3.21)
0
Além disso, é possivel escrever o valor de H. por meio da integral
1 Heo
—H? = M - dH (3.22)
2 0

Obtemos entao
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2
G (T, Ha) — G (T,0) = — gV 12e (3.23)

Da mesma forma,

2

o
G (T,0) = G (T,0) = —pyV = (3.24)

é obtido, um resultado semelhante ao anterior.

Para encerrar a se¢ao, podemos calcular mais uma grandeza muito importante que

oG

é a entropia. Utilizando a relagao S = — (a_T)H encontramos a entropia por unidade de

volume do supercondutor do tipo I

0H.

Ss <T7 Hc) — Sn (T7 Hc) = _/LOHca_T

(3.25)

Isso mostra que em geral a transicao de fase é de primeira ordem. Mas quando a diferenca

de entropia vai a zero, a transicao, neste caso, é de segunda ordem.

3.3 Teoria de Ginzburg-Landau para Sistemas Homo-

géneos

Finalmente chegamos entao no desenvolvimento da teoria de Ginzburg-Landau
[9,10]. Esse modelo segue o que foi apresentado do capitulo 2, mas com o intuito de
estudar a transi¢ao de fase do supercondutor, ja que na teoria de Landau foi mostrada
uma forma totalmente genérica.

Ginzburg e Landau postularam que no supercondutor existe um parametro de
ordem denotado por 1. Esse parametro representa a quantidade fisica que caracteriza o
sistema. Em um dado material, acima de uma determinada temperatura que chamamos
de T, (temperatura de transigao), ele se encontra no estado normal, ou seja, ¥ é nulo.
Abaixo dessa temperatura, o material se encontra no estado supercondutor, no qual

nao é mais zero. Matematicamente, podemos escrever
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0 se T >1Tc
Y = (3.26)
Y(T)#0 seT <Tc

em que ¥ pode ser um nimero complexo.

Ginzburg e Landau postularam também que a energia livre depende do parametro
de ordem. Mas como 1 pode ser um nimero complexo, a energia dependera somente do
|1)|. Portanto, considerando que a energia varia pouco perto do ponto de transicao, é

possivel escreve-la por meio de uma série de poténcias:

Fo(T) = fu (1) + a(T) O + 5b (D) [+ . (3.27)

emque f = F/Ne f,(T)e f, (T) sao as energias livres do estado supercondutor e normal,
respectivamente. As quantidades a e b s@o parametros fenomenologicos, que portanto s6
podem ser determinados experimentalmente. Para prosseguirmos nos calculos, vamos
considerar que os parametros dependam da temperatura, ou seja, a = a(T) e b = b(T).
Além disso, é preciso considerar que b(7") > 0 pois, caso contréario, a fungao fs (7)) nao
possuiria minimo e, consequentemente, nao teria transicao de fase. Analogamente ao que
foi feito no capitulo 2, podemos considerar que além de b (7') > 0, a (T) muda de sinal em

uma determinada temperatura:

a(T) = ao (T —T,) (3.28)

Analisando o grafico da figura 3.3, vemos que para T > T, temos apenas um valor
de minimo, com ¢ = 0. Ja para T" < T, temos dois minimos simétricos. A condi¢ao de

minimo que deve ser estabelecida é que

af,
50 =" (3.29)

Depois de pequenas manipulacoes algébricas podemos escrever

(<) (T = T)*  se T < Te
Y| = (3.30)
0 se T >Tc

A curva de |¢| em fun¢do de T' é mostrada na figura (3.4).
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T>Tc T <Te
fs_fn

<y

— o Yo
Y=0

Figura 3.3: Grafico genérico da energia livre em func¢ao do pardmetro de ordem para T' < T, e
T> T, em que b > 0 e a pode mudar de sinal.

A

]

Y

T T

Figura 3.4: Parametro de ordem em fungao da temperatura.

Note que o parametro de ordem em 7" = 0 é maximo e vai diminuindo ao se
aumentar a temperatura. Quando a temperatura se torna 7T, ocorre uma mudanca bruta.
Isso é tipico de transicoes de fase de segunda ordem, igualmente obtida na teoria de
Landau.

O valor de energia minima corresponde ao 1) que é dado por (3.30). Podemos entao
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substituir na expressao (3.27) para sabermos a diferenca de energia livre entre o estado

supercondutor e o estado normal. Isso corresponde exatamente a energia de condensacao:

a2 (T - 1T,)° H?
O(Z—b) = — Lo (3.31)

£ (T) = u(T) = - :

em que foi usada a equagao (3.20). Entao, perto de T:

aop
H=——7F(1U.-T 3.32
R T) (3.32)
Definido Af e utilizando a expressao s = —g—éi, obtemos a entropia por unidade
de volume do sistema, para T' < T..
a2
8 (T) — 8 (T) = 2 (T, = T) (3.33)

b

Por tltimo, podemos ainda obter a capacidade térmica por unidade de volume do

. . _ Os
sistema, por meio de Cy = T'5%

T (%) seT'<Tc
Cys —Cyp = (3.34)
0 seT'>1Tc
Portanto, a descontinuidade sera em
a2
ACy = ch (3.35)

Para metais normais a baixas temperaturas, a capacidade térmica depende linear-
mente da temperatura, na forma Cy,, = 77T, onde v é chamada de constante de Sommer-

feld. Podemos ver na figura (3.5) a capacidade térmica em fungdo da temperatura.

3.4 Teoria de Ginzburg-Landau para Sistemas Nao Ho-

mogeéneos

Podemos elaborar essa teoria de maneira mais completa, se considerarmos que o
parametro de ordem depende da posicao. No entanto, teremos um sistema nao homogéneo.

Com isso teremos, ao invés de 1, uma ¥ (r).
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Cy

Cvn = ’yT

Y

Figura 3.5: Capacidade térmica em fungao da temperatura.

Novamente é possivel escrever a energia livre como uma série de poténcias. Mas

devido & dependéncia espacial do parametro de ordem, surgird um gradiente:

h2
2m*

Fo(T) = o (1) 4 5 VO @F +a(D) g 0F + 0T @l (3:30)

Vemos que ao considerar que ¥ nao dependa de r, a energia ird recair no caso do sistema
homogéneo. O parametro m* determina o custo de energia associado ao gradiente de
Y (r). Este parametro possui dimensido de massa e pode ser entendido como uma massa
efetiva de um sistema quéantico com fungao de onda macroscopica v (r).

E possivel ainda escrever

FAT) = 0+ [ (G 90+ o 0F + @ @) ¢ (337

2m*
que é um funcional. Para minimizar essa energia podemos considerar a variacao infinite-
simal de v (r):

U (r) — P (r) + 09 (r) (3.38)

Avaliando a mudanca de energia livre total devido a 01 e tornando os termos

lineares, obtemos
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5= [ [ (907) - (V0 + 50" (b0 |07) | P+

2m*

+ / {2?; (V") - (Vo) + (ap™ + bp* W\&p)] &r (3.39)

Os dois termos que envolvem gradientes podem ser integrados por partes, obtendo assim

2m*

§F, :/&/ﬁ <— h V2¢+aw+bzp|¢2\> d*r +

2 *
+ [ (-t v+ bl ) sus (3.40)

2m*

A condigao para que 1 (r) produza um minimo de energia é que 0F = 0 para

qualquer variagao arbitraria 09 (r). A equagao (3.40) s6 é satisfeita quando

2

V2 + ah + by [¢°| = 0 (3.41)

2m*
Essa equagao corresponde a equagao de Schrodinger nao linear, devido ao segundo termo

entre parénteses.

3.5 Superficies dos Supercondutores

A equagao de Schrodinger obtida na sessao anterior possui muitas aplicagoes im-
portantes. Para ser resolvida aqui, podemos considerar a juncao de dois metais, um no
estado normal e um no estado supercondutor. Considerando que a juncao esteja no plano
yz, o metal normal em z < 0 e o metal supercondutor em x > 0, a equacao se torna

unidimensional

R &y (x)

Comr da?

+a(T)y (z) +b(T)Y* (2) =0 (3.42)

Sabemos que para x < 0, ¢» = 0 e para x > 0, ¢ # 0. Entao a condi¢gao de contorno se
torna ¢ (0) = 0.

A solucao para esta equacao é dada por:
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W (z) = dotanh <ﬁ(ﬂ) (3.43)

De fato, essa 9 (x) satisfaz a equagao (3.42) com ¢ (0) =0 e ¢ (z — 00) = 1)y. O grafico
da solugao é esbocado na figura (3.6), em que vy é o valor do parametro de ordem méximo

(longe da superficie) e & (T) é definido como

§(T) = (%) - (3.44)

2m* |a

Yo

Y

Figura 3.6: Parametro de ordem perto de uma superficie.

Em conformidade com o que foi dito no capitulo 2, a quantidade & (7") possui
unidade de comprimento e é chamada de comprimento de coeréncia de Ginzburg-Landau.
Esse é um parametro fisico muito importante do supercondutor. A figura (3.6) mostra
que quando o parametro de ordem sofre um distirbio, ele ird decair um comprimento
caracteristico que é o £ (T'). Em outras palavra, fornece a escala tipica de variagao espacial
do parametro de ordem.

Se utilizarmos ainda a rela¢ao a = ag (T' — T.), podemos escrever

E(T) =€(0) ¢~ (3.45)

em que
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(3.46)

O termo t é chamado de temperatura reduzida. Isso mostra que em T' = T, o comprimento
de coeréncia diverge e que a divergéncia é caracterizada por um expoente critico 1/2.
Expoentes desse tipo sao caracteristicos de teorias de campo médio, como sugere o modelo

de Ginzburg-Landau.
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Conclusoes

O trabalho abordou de forma didatica e simplificada a teoria de Landau e a apli-
cagao ao fendmeno da supercondutividade, utilizando a formulagao de Ginzburg-Landau.
Apesar de ser uma teoria fenomenologica, ela explica de maneira fantéastica os fendémenos
do supercondutor. Partindo da energia livre e com algumas manipulagoes algébricas foi
possivel demonstrar o que se pretendia.

Desenvolvendo os célculos a partir da energia livre, foi demonstrado que a super-
condutividade esta associada a uma densidade de elétrons supercondutores e quanto maior
essa densidade, maior serd a supercondutividade. Associado a isso, estd o comprimento
de coeréncia que surge como parametro natural quando é resolvida a equagao diferencial
para 1, tornando esse um dos resultados mais importantes da teoria.

Um ponto importante é que nao precisamos conhecer os parametros fenomeno-
logicos. Esses parametros dependem da temperatura, além de variar de material para
material. Mas mesmo assim é possivel deduzir as propriedades do supercondutor.

E, por ultimo, podemos ver que é possivel abordar e compreender o fenémeno

razoavelmente aprofundado com um nivel matemético relativamente simples.
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