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Ao meu pai, Marco Aurélio (in memoriam,).



It has been said that astronomy is a
humbling and character building ex-
perience. There is perhaps no bet-
ter demonstration of the folly of hu-
man conceits than this distant image
of our tiny world. To me, it unders-
cores our responsability to deal more
kindly with one another, and to pre-
serve and cherish the pale blue dot, the

only home we‘ve ever known.

Carl Sagan, Pale Blue Dot, 1994.
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Resumo

Teorias da Gravitacao, em particular a Teoria da Relatividade Geral, fascina estudantes de
Fisica de todo o mundo, especialmente os iniciantes, devido a sua popularizacao pelo icone
da fisica Albert Einstein (Ulm, 14 de margo de 1879 — Princeton, 18 de abril de 1955), e
até mesmo mais recentemente com os trabalhos publicados acerca dos buracos negros de
autoria do fisico e cosmélogo Stephen Hawking (Oxford, 8 de janeiro de 1942). A Teoria
da Relatividade Geral prediz que massas aceleradas podem causar deformacoes no tecido
do espacgo-tempo, sdo as ondas gravitacionais. Ondas que se propagam com a velocidade
da luz e que transmitem energia perturbando o campo gravitacional. A comprovagao
experimental da existéncia dessas ondas é tao dificil quanto fundamental, pois é uma das
poucas (se nao a ultima) das predigoes da teoria que ainda nao puderam ser comprovadas.
Entretanto, este é um tépico que recentemente tem chamado a atencao de fisicos por todo
o globo, com um anuncio oficial podendo sair a qualquer momento. Nesta monografia
apresentamos um estudo sobre alguns topicos essenciais para um estudo introdutoério
sobre as ondas gravitacionais, como a algebra tensorial direcionada a relatividade geral.
O foco do estudo sobre ondas gravitacionais estd voltado na aproximagao de campo fraco
e nos graus de polarizagao. Neste ambito apresentou-se brevemente duas se¢oes sobre a
detecgao da onda gravitacional (cuja detecgao foi divulgada pouco antes do término desta

monografia, em fevereiro de 2016).

Palavras-chave: relatividade geral, ondas gravitacionais, algebra tensorial.
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Abstract

Theories of gravitation, in particular the General Theory of Relativity, fascinates phy-
sics students from around the world, especially the beginners, due to its popularization
by the physics icon Albert Einstein (Ulm, March 14", 1879 - Princeton, April 18" 1955),
and even more recently with the published works about the black holes of the authorship
of the physicist and cosmologist Stephen Hawking (Oxford, January 8, 1942). The ge-
neral theory of relativity predicts that accelerated masses can cause deformations in the
fabric of space-time, the gravitational waves. Waves that propagate at the speed of light
and transmit energy disturbing the gravitational field. The experimental proof of the
existence of these waves is as difficult as important because it is one of the few (if not
the last) of the predictions of the theory which have not yet been proven. However, this
is a topic that has recently called the attention of physicists around the globe, with the
possobility of an official announcement at any time. In this monography we show a study
on some key topics for an introductory study on gravitational waves, like tensor algebra
directed to general relativity . The focus of the study of gravitational waves is the weak
field approximation and the degrees of polarization. In this context one presented briefly
two sections on the detection of gravitational wave (whose detection was annouced just

before the end of this monography on February, 2016).

Key words: general relativity, gravitational waves, tensor algebra
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Introducao

As ondas gravitacionais sao pequenas perturbacoes no espago-tempo, que se propa-
gam com a velocidade da luz. Estas ondas transportam energia na forma de radiacao
gravitacional. Podemos dizer em analogia a teoria eletromagnética, em que o pacote de
onda é formada por fétons, que o “pacote de onda” da gravidade é a particula chamada
graviton!'. A teoria de Newton assegura que os efeitos da gravitacdo movem-se instanta-
neamente através do espago. Einstein (em 1916), por outro lado, ndo aceitou esta ideia,
pois um de seus seu principais postulados requer que a velocidade da luz seja uma ve-
locidade limite absoluta, nao apenas para energia radiante, mas para todos efeitos: luz,
tempo, magnetismo e gravitacdo. A idéia é que se os efeitos gravitacionais se movem
a velocidade da luz, entao assim como na teoria eletromagnética, onde temos as ondas
eletromagnéticas, podemos supor a existéncia de ondas gravitacionais [1].

Ainda sobre as predigoes das ondas gravitacionais, Einstein obteve que suas equagoes
de campo, quando linearizados (expansao de campo fraco) tinham solugbes de ondas
transversais de tensao espacial que viajam a velocidade da luz, gerado por variagoes
temporais de momento de quadrupolo das massas [2].

Assim, o estudo de ondas gravitacionais é um tema que permite ampliar os conheci-
mentos vistos na graduacao, e de forma geral é um assunto bastante amplo e curioso, pois
abrange estudos que envolvem desde o Big Bang, com a analise da radiagdo césmica de
fundo até sua deteccdo nos dias de hoje?. Contudo, por um lado as ondas eletromagné-
ticas estao, de certa forma, bastante presentes em nosso dia a dia, ainda mais durante
um curso graduacao em Fisica, as ondas gravitacionais sao muito pouco exploradas. No
Brasil, existe o detector Mario Schenberg [4], no Instituto de Fisica da USP — SP. Poucos
alunos do curso de graduagao de instituigoes de fora de Sao Paulo tém conhecimento dele.

Portanto, em vista de apresentar este trabalho o separamos como segue:

No Capitulo 1, apresentamos tépicos referentes & Algebra Tensorial, ou seja, opera-
¢oes algébricas com tensores, como adi¢ao e subtragao, multiplicagdo e contracao. E
também abordamos um pouco de Célculo Tensorial, que trata de operagoes diferenciais

com tensores. Mais especificamente, tratamos do problema da derivada covariante, onde

!Particula prevista teoricamente mas nio detectada até o momento.
2Durante o desenvolvimento do presente trabalho ainda ndo tinha sido divulgado a deteccio da mesma,
que ocorreu em 11/02/2016. Um artigo sobre o assunto pode ser encontrado na referéncia [3].



se mostra necessario a utilizagdo de um mecanismo chamado transporte paralelo [5-8] para
que assim possamos estender a definicao usual de derivada para espagos Riemannianos, e
para que tenhamos uma boa base desta que é a ferramenta matematica que necessitamos
para compreender os estudos em Relatividade Geral, e consequentemente, sobre as Ondas
Gravitacionais .

No Capitulo 2, damos uma fundamentacao histéria e uma introdugao tedrica ao estudo
de Relatividade Geral. Vemos que a conexao afim (coeficientes que surgem devido ao
transporte paralelo) ndo é independente, ou seja, que ela é fun¢do da métrica e suas
derivadas. Com isso, definimos o Tensor Curvatura (e suas propriedades), o Tensor de
Ricci, a Identidade de Bianchi e a Identidade de Einstein. Entao, apresentamos a equacao
do campo gravitacional: a equagao de Einstein [9-16].

No Capitulo 3, apresentamos um estudo introdutério sobre as Ondas Gravitacionais,
partindo da aproximacao de campo fraco da equagao de Einstein [1,2,4,17-21]. Fazemos
também, no decorrer do capitulo, uma breve analogia entre as Ondas Gravitacionais e
Eletromagnéticas. Discutimos um pouco sobre os detectores das ondas gravitacionais
e apresentamos uma segdo sobre a deteccao ocorrida em 14/09/2015 e divulgada em
11/02/2016.

Por fim, encerramos este trabalho apresentando as consideracoes finais sobre o assunto.

Notacao:
e ; — derivada covariante.

e  — derivada parcial.



Capitulo 1
Algebra e Célculo Tensorial

Neste capitulo, apresentamos a ferramenta matematica necessaria para podermos en-
tender um pouco da Teoria da Relatividade Geral, o que nos permitira, no futuro, discutir
um pouco sobre as ondas gravitacionais, assunto principal deste trabalho.

Para o estudo de Tensores (ou Vetores), é preciso nos familiarizarmos com a ideia de

mudanga de base. Comecemos por ai.

1.1 Vetores, Mudanca de Base e Tensores

Estamos muito acostumados com a definicado usual de vetor: uma grandeza fisica que
possui modulo, direcao e sentido. Tal grandeza é representada por uma seta, em que o seu
tamanho corresponde ao seu modulo, o segmento da reta fornece a direcao, e a orientagao
da seta representa o sentido. Entretanto, algumas grandezas fisicas exigem a utilizacao
de um conceito mais geral de vetor, para isso devemos generalizar a prépria definicao de
vetor [5-7].

Podemos representar um vetor V' no sistema cartesiano como

V =Vi+V,j+ Vik, (1.1)

em que 7, j e k (ver Figura 1.1) sdo os vetores unitdrios (ou versores) das coordenadas
y e z, respectivamente. E V,, V}, e V, sao as componentes de V em cada coordenada. E
importante ressaltar que os vetores unitarios , j e k formam uma base para o espaco de
trés dimensoes de vetores, isto é, qualquer vetor pode ser escrito em termos destes vetores
unitarios nesta base. Outras bases existem, e é isso que ira nos ajudar a “atualizar” nossa
definicao de vetor.

Tomemos agora uma nova notagado para os vetores unitarios de uma determinada
base (ortogonal) de um espago vetorial: vamos considerar &;, em que i varia de 1 a 3.

Desta forma é;, é; e €3 representam os trés vetores unitarios de uma base tridimensional,



T

>
NN

T

Figura 1.1: Representacao dos versores do sistema de coordenadas cartesiano.

podendo ser, por exemplo, 2, J e k do espaco euclidiano®.

Como estamos trabalhando com bases ortogonais, é evidente que
éi . éj - 5ij7 (12)
uma vez que 0;; ¢ o chamado Delta de Kronecker, e é definido como

0 sei# 7,

1 set=37.

51’]‘ —

Com essa nova notagao, o vetor V' é agora escrito como

V = Viéy + Vaéy + Viés (1.3)
3
1

Para fins de simplificacao, sempre que houver subindices repetidos, podemos subentender
a somatoria e omiti-la da expressao?.
Agora tomemos uma outra base qualquer & (sempre ortogonal), V' nesta nova base é

escrito como:

1O espaco euclidiano leva esse nome em homenagem ao mateméatico grego Euclides [22] (300 a.C.),
pois foi quem primeiro desenvolveu o estudo de objetos bidimensionais em uma superficie plana. Assim,
o espago euclidiano é um espago vetorial real cuja dimensao é finita, conhecido também como espago
plano.

2Essa simplificagio é conhecida como Convencio (ou Notacdo) de Einstein para indices repetidos, pois
foi ele o primeiro a notar que, nesse caso, era desnecessario o uso explicito do simbolo de somatéria, em
seus estudos da Relatividade Geral.



V=V, (1.6)

Para determinarmos uma relacao entre as componentes V; e V/, basta tomarmos a

projegao (produto escalar) dos vetores unitarios na base de interesse,

Substituindo a equagao (1.7) na equacao (1.5), teremos

V =Vig; = Vi(&; - &))@ .

/
3777

(1.8)

Comparando com a equagao (1.8) com a equagao (1.6) encontramos a seguinte relagao

= Clij‘/} s (19)

ou matricialmente

Vll = a;1Vi+aVi+aisVh
Vi = anVao+ anVs + axls (1.10)
VE;/ = a3 Vs + aznlVs+azsVs.

Na equacdo (1.9), a;; é a matriz transformacao (3 x 3), que faz a mudanga da base
de um vetor “sem linha” para a base “com linha” E a partir desta informacdo que
podemos definir o novo conceito de vetor: uma grandeza fisica que quando submetida
a uma mudanga de base, obedece a expressao (1.10). E mais, podemos agora definir o
conceito de tensor, que é simplesmente a generalizagao de um vetor e que, assim como
esse ultimo, obedece determinadas regras de transformacao.

A 4lgebra tensorial® ¢ uma ferramenta matematica essencial em diversas dreas da fisica,
tal como a relatividade geral, gravitacao, cristais liquidos e a eletrodinamica. Escalares e
vetores sao notagoes especiais de tensores. Um escalar é invariante sobre uma mudanca de
base e é na verdade um tensor de ordem 0. Um vetor, quando submetido a uma mudanca
de base, segue as condigdo da equagao (1.9). Um vetor é simplesmente um tensor de
primeira ordem.

Para generalizar o conceito de tensor, devemos deixar de pensar no espago como sendo

descrito unicamente por coordenadas euclidianas, pois, essa generalizacao podera ser es-

30 calculo tensorial foi desenvolvido em 1890 por Gregorio Ricci-Curbastro [23] e em 1900 por Tullio
Levi-Civita [24]. Sua ampla divulgacdo se deu com a Teoria da Relatividade Geral de Einstein em 1915.



tendida para espacos nao-euclidianos (espagos curvos). A regra de transformacao das

componentes de um certo vetor A para um vetor A’ pode ser representada por

com ¢ e j = 1,2, 3,...,n. Para mostrar o primeiro tipo de tensor vamos apenas elevar os

subindices de A

A/i = aijAj. (112)

Considerando o diferencial da funcao 2", tal funcao se transforma da seguinte forma:

) ox't .
dz' = %d:pﬂ : (1.13)
T
e, se tomarmos
8:13”'
aij =5 (1.14)
podemos concluir que
) or’ .
n __ J
A" = —axjA ) (1.15)

Assim, é definido o wetor contravariante, o qual possui indices sobrescritos, e que
quando submetido a uma mudanga de coordenadas obedece a regra da equacao (1.15).
Seja agora —('01 as componentes de operador gradiente de um escalar ¢ de um sistema

de coordenadas. Quando escrito em outro sistema (sistema linha) temos

o' Ozl Dy
ozt Ozl Oxd

sendo a matriz transformacao, a inversa da matriz transformacgao para as componentes

(1.16)

de um vetor contravariante

O
U= - . 1.1
“ ox'" (1.17)

Assim, ¢ definido vetor covariante*, que possui indices sobscritos, e que respeita a

regra de transformagao da equagao (1.16):

O’

oz
4Estes termos um tanto confusos sdo devido a J. J. Sylvester [25]. Ambas as transformagcdes dos vetores

sao covariantes no sentido da relatividade especial, ou seja, estdo de acordo com as transformacoes de

Lorentz. Alguns autores preferem simplesmente usar os termos “sobrescritos” ou “sobescritos” afim de
diferenciar esses tipos de vetores e reservar o sentido de covariante [8].

Al = (1.18)




1.2 Tensores de Ordem Superior

Os tensores de segunda ordem representam combinagoes (produto) de dois vetores.
Seguindo o raciocinio, tensores de ordem n sao combinagoes (produto) de n vetores.

Podemos definir tensores contravariantes, covariantes e mistos para tensores de se-
gunda ordem.

Um tensor de segunda ordem duas vezes contravariante ¢ um tensor de componentes

AY que segue a seguinte transformacao:

ox' Oz
Ox! Oxk ’

ou seja, produto de dois vetores contravariantes. Um tensor de segunda ordem é duas vezes

ny

(1.19)

covariante quando suas componentes seguem a seguinte transformacao como produto de

dois vetores covariantes:

, ox' Ox*
(/A ox't Ox'i lk -

Por fim, um tensor é misto ou, uma vez contravariante e uma vez covariante, quando

(1.20)

suas componentes se transformam como o produto de um vetor covariante por um con-

travariante:

oz oz’
G

Geralmente, quando se trabalha com andlise tensorial, existe uma conven¢ao quanto

A/i

(1.21)

a utilizagdo dos indices. Usa-se indices latinos (i, j,k, por exemplo) para representar
coordenadas espaciais que vao de 1 até 3. E usa-se indices gregos (como A, i e v) quando
se trabalha com coordenadas que vao de 1 até 4 (ou, de 0 até 3, dependendo da convengao),

sendo 4 ou 0 o termo temporal, e de 1 a 3 as coordenadas espaciais.

1.3 Diferenca Geométrica Entre as Componentes Con-

travariante e Covariante

Vamos agora, de maneira bastante simplificada, ilustrar a diferenca entre essas nota-

¢oes considerando dois vetores (neste caso, por simplicidade, unitarios) ndo ortogonais

éleég; ’él‘:’éﬂ:l

Definindo os eixos 2! e 22 de um plano conforme a Figura 1.2, podemos fazer algumas

observacoes:

e As componentes contravariantes A! e A? de A sio dadas pelas projegoes paralelas



Figura 1.2: Representagao das componentes contravariante e covariante de um vetor A,
em relacdo aos eixos x! e 22,

(em vermelho) aos eixos.

e As componentes covariantes A; e Ay de A sdo dadas pelas projecoes ortogonais (em

azul) aos eixos.
e Se os eixos forem ortogonais, notamos que A; = A! e que Ay, = A2,

Tendo isso em vista, seguimos agora com algumas propriedades algébricas dos tensores.

1.4 Adicao e Subtracao de Tensores

A adicao e subtragao de tensores é, como para vetores, definida em termos dos ele-

mentos individuais, tal que

AY 4 B =" (1.22)

desde que os tensores AY e BY sejam tensores de mesma ordem e sejam expressos em um

espaco com mesmo nimero de dimensoes.

1.5 Simetria e Antissimetria

Chama-se tensor simétrico aquele em que T;; = Tj;, ou seja, a troca da posi¢ao dos
indices nao altera o sinal do tensor e antissimétrico aquele em que 7Tj; = —T};, ou seja, a
troca dos indices altera o sinal do tensor. Todo tensor pode ser escrito em forma da soma

de um tensor simétrico e um antissimétrico:

1 1
Tij = (T + Tia) + 5(Tyy — Ti) - (1.23)



O produto de um tensor simétrico com um antissimétrico, de forma geral, é nulo.

1.6 Contracao

Em analise tensorial, o processo conhecido como contracao se dd quando dois indices,
um contravariante e um covariante sao igualados, por exemplo, vamos igualar os indices

do tensor de segunda ordem A" (i = j):

y Ox* O’
At = 57 Bl A (1.24)
ok
— @Alk, (1.25)
= oA (1.26)
= A, (1.27)

feito isso, percebemos que o tensor de segunda ordem, quando submetido a uma contracao,
tornou-se um invariante, ou seja, um escalar. Em geral, a contracdo de um tensor reduz

por 2 o niimero de sua ordem.

1.7 Produto Direto

Outra operacao que pode ser realizada com tensores, é o produto direto. Multiplicando

dois tensores de primeira ordem, um covariante e outro contravariante obtemos

oxk ox'7

A'B" —Ap—— 1.28
k ox't F gl T (1.28)
oxk 0"
= 2 A.B 1.2
Ot ozt FT (1.29)

que é na verdade um tensor de segunda ordem. O produto direto é uma operacao a qual
aumenta a ordem dos tensores, e a nova ordem ¢ igual a soma das ordem dos tensores que

realizaram o produto direto.

1.8 Tensor Métrico

O termo métrica esta relacionado diretamente as medidas, como por exemplo, métricas
de software (medidas de produtividade e qualidade). Os Matematicos focam as métricas
no estudo da Geometria, ja entre os Fisicos o que desperta mais atencao é quando es-

tudamos a teoria da relatividade, pois esta é a base da teoria da Gravitacao, bem como



das métricas que estudamos nos modelos cosmologicos. Neste caso, uma métrica é uma
ferramenta matematica que nos informa as propriedades geométricas do espago-tempo, e
que permite calcular distancias entre os acontecimentos.

Tomemos um espago qualquer. Neste espaco (tridimensional apenas por convengao),
um vetor qualquer, consideremos por exemplo, o vetor deslocamento, pode ser escrito

CO1mo:

F=q'4 . (1.30)

com 7 variando de 1 a 3 e com ¢' podendo ser (z,y, 2); (r,0, ¢); (p, ®, z) ou qualquer outro
sistema de coordenadas ¢!, ¢%, ¢>.
Se tomarmos o quadrado do deslocamento infinitesimal entre dois pontos quaisquer

neste espaco, teremos,

ds® = dr - di = (dq'é;) - (dg’é;) = (¢, - &;)dq'dq’ (1.31)

chamamos de tensor (covariante) métrico, o elemento® &; - &;:

Ei &5 =0ij, (1.32)
que pela definicao, podemos observar que é simétrico, ou seja, g;; = g;;. E ele obedece a
seguinte relagao

979k =0 1 | (1.33)

de forma que, g é o tensor (contravariante) métrico, e é o inverso de g;;. Usa-se o contra-
variante g% para elevar indices, transformando indices covariantes em contravariantes. Ja

o covariante g;, € usado justamente para o contrario, abaixar indices, ou seja, transformar

5 Note que & ndo é o versor unitério &. Como estamos considerando qualquer sistema de coordenadas,
ortogonal ou nao, € nao é constante, muito menos unitario, como é o versor é.
Em coordenadas esféricas, por exemplo, &; é dado por:

N N

Er=8 =1, €g=r8 =10, &y =rsentéy =rsentdo.

Em geral, definimos € da seguinte forma, considere a transformacao de um vetor ¥ de um sistema de

coordenadas (x!, 22, 2%), para outro (¢!, ¢2,¢):

) oxt )
de' = —d¢’
0q
ou, vetorialmente,
dr' = d¢’<; ,
assim, podemos definir £; como sendo,
or
g = — .
J aq]
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um indice contravariante em covariante, por exemplo

glg; = &, (1.34)
gi;F7 = F. (1.35)

E importante ressaltar que o vetor base & apesar de possuir o acento caracteristico de
vetores unitarios nao necessariamente tem magnitude igual a 1. Isso ocorre apenas no
caso cartesiano em que &' = @&'.

Se o sistema em questao é o sistema cartesiano ortogonal convencional, a métrica g;;
¢ justamente a delta de Kronecker (equagao (1.2)), uma vez que &; - £; — &; - &;, e ndo ha
diferenga alguma entre as notagoes covariante e contravariante. Agora, quando trata-se
de um sistema curvilineo (nao necessariamente ortogonal), g;; tem uma forma para cada
tipo de sistema e existe uma diferenca entre as duas notagoes covariante e contravariante.

Vejamos, por exemplo, a métrica g;; e sua inversa, para coordenadas esféricas:

10 0 10 0
9; =10 r2 0 , ¢g'=10 % 0 |- (1.36)
0 0 rysen?d 0 0 =tmp

No caso da Relatividade Geral o tensor métrico (métrica de Minkowski) pode ser

representado como

10 0 0 1000
0 -1 0 0 0 100

=T =g g 1 O I =l = g 010 (1.37)
00 0 -1 0 00 1

Tal que o uso de uma ou outra representacao depende puramente da convencao adotada.

Na préxima seccdo veremos o que acontece quando queremos fazer uma operagao
diferencial, como a derivada, com tensores. Veremos que a definicdo usual de derivada
nao é exatamente correta quando tratamos de espacgos curvilineos. Um ajuste deve ser

feito. E esse ajuste é conhecido como conexdo afim ou simbolo de Christoffel®.

1.9 O Problema da Derivada

ox”
Ox'+ By

Lembrando que nao estamos tratando do espaco euclidiano comum, aqui os vetores base

Vejamos o que acontece quando derivamos um vetor covariante qualquer BL =

6Nomeado em homenagem & Elwin Bruno Christoffel, matematico e fisico aleméo (10 de novembro de
1829 — 15 de margo de 1900.) [26].

11



do sistema de coordenadas podem variar

oz’ oz \ Oz'»
oz 0zP OB, 9% B
or'm Oz Ozp | Oxvozv

0B, («") 9 (W BA> (1.38)

A equagao (1.38) seria correspondente a regra de transformacdo de um tensor de 2?
ordem, nao fosse o ultimo termo da direita, que aparece pois os préprios coeficientes de
transformacao, em um sistema curvilineo, variam com a posi¢ao. Isto é um problema, pois
a derivada de um vetor, por definicao, deve ser um tensor de 2* ordem. Por esta razao,

devemos, de alguma forma, realizar um ajuste na definicdo de derivada que conhecemos

(1.39)

oxY N dzv—0 oxY

A A A
9B, lim (Bu(w +627) — Bu(x ))
pois, tratando-se de coordenadas curvilineas, o numerador da equagdo (1.39) ndao é um
vetor, e portanto, sua derivada nao segue a regra de transformagao de um tensor.

Tal ajuste é feito por meio de um mecanismo conhecido como transporte paralelo, e

falaremos agora um pouco sobre ele.

1.9.1 Transporte Paralelo e Derivada Covariante

Quando fazemos a derivada de um vetor estamos, essencialmente, tomando a diferenca
desse vetor em dois pontos diferentes, infinitesimalmente separados, no espago-tempo.
Para que possamos fazer esta espécie de generalizacao da derivada, para sistemas curvi-
lineos, essa diferenca deve ser tomada em um mesmo ponto do espago-tempo, ou seja,
transportamos o vetor para o ponto infinitesimalmente proximo, tal que quando estamos
no sistema cartesiano, essa diferenca seja simplesmente dB* e as componentes de B per-
manecam inalteradas, de modo que esse “transporte” é simplesmente o deslocamento do
vetor paralelo a ele préprio [9], como podemos ver na representagiao da Figura 1.3.

J4 em um sistema curvo, as componentes do vetor, geralmente sofrem uma variagao
0B, no transporte paralelo, e mais, devido as caracteristicas do sistema, o transporte pode
nao ser literalmente paralelo (ver Figura 1.4), sé é paralelo de fato, no caso cartesiano [9].

Agora, para estabelecermos a nossa derivada no espaco-tempo, precisamos determinar
o valor da diferenca DB, mais especificamente, precisamos saber como se comporta
a variacdo 0B,. Assim, assumimos o mais simples: 0B, depende, de alguma forma,

linearmente de B, e dz*

0B, = —T*, Bz, (1.40)

de maneira que I'*  sdo coeficientes que fazem essa ligacao linear entre os outros vetores e
nv
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g B, + dB"

Figura 1.3: Ilustracao representativa do vetor transportado paralelamente ao vetor B,

no caso do sistema cartesiano.

Figura 1.4: Ilustracao representativa do vetor transportado “paralelamente” ao vetor B,

no caso de um sistema curvilineo.

é chamado de conezxdo afim ou simbolo de Christoffel de sequnda ordem. O sinal negativo

¢ uma convencao.

Feito isso, DB, = dB" — 0B, agora, transforma-se como um vetor. Assim, podemos

definir a chamada derivada covariante da seguinte forma

DB, = dB* — B,

DB, _
Dzv

v

oB*
Sav 1"+ T, Brda”
OB+
[ oy +FAWBA] da”
oB*
oz +I* By =B, , +1*,,By . (1.41)

Esta derivada é, por sua vez, um tensor de 2* ordem’. Recebe o nome de covariante,

7 Este fato pode ser demonstrado utilizando as regras de transformacio do diferencial e da conexao
afim. O calculo é simples, porém, relativamente longo. Nao o faremos aqui explicitamente, mas pode ser

encontrado na referéncia [9].
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pois o indice ; v transforma-se como o indice de um vetor covariante. No proximo capitulo,
veremos que no caso euclidiano I' = 0 e, assim, a derivada covariante recai em sua forma
usual.

Para a derivada covariante de um vetor contravariante A*, por exemplo, observamos

o fato de que o produto escalar é um invariante, ou seja

A = gL AMAY = AMA,
S(AFA,) = AMGA,+5AMA, =0,

assim sendo

SAMA, = —AM§A, = AT, Andz” (1.42)
=AM A,dx”,

em que trocamos j, por A e A por p, pois sao indices mudos, assim, portanto

SAM =TH, Ardz” . (1.43)

Por conseguinte, de maneira geral, para cada indice covariante adicionamos um termo

—TI', e para cada indice contravariante um termo +I'. Por exemplo

A,
Ao = G Dudin =T, Auy (1.44)
OB \ \
B = VB + 17\ B (1.45)
oCH
e, = axa” +IM O =T, Con (1.46)

Com isso, encerramos este capitulo. Tivemos até aqui uma pequena base no estudo
de tensores. Vimos algumas de suas propriedades algébricas, assim como a defini¢do de
derivada para o caso de sistemas curvilineos, onde utilizamos de um recurso chamado
transporte paralelo. Agora, usaremos um pouco desse conhecimento no préximo capitulo,

em que faremos uma modesta introducao a Relatividade Geral de Einstein.
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Capitulo 2
Introducao a Relatividade Geral

Neste capitulo, comecamos com uma pequena contextualizacao da Relatividade Geral.
Abordaremos alguns dos fatores que ajudaram ou levaram ao desenvolvimento da teoria
publicada por Albert Einstein! em 1915.

2.1 Contextualizacao Histoérica e Principios

A Relatividade Geral, é a primeira teoria puramente geométrica da gravidade [9].
Em outras palavras, dizemos que a dindmica dos corpos (matéria) é agora resultado da
geometria do espago-tempo, que por sua vez é resultado da distribuicao de matéria. Isso
tem uma importante implicagao: nao existe espaco absoluto, tal qual temos na mecanica
classica?.

A Relatividade Geral é também uma generalizacio da Relatividade Restrita®. Isso se
da ao fato de que na Relatividade Restrita, a velocidade é um conceito completamente
relativo, ja que todos os referenciais inerciais sao fisicamente equivalentes. Porém, com
a Relatividade Geral, damos ainda um passo adiante: todos os referenciais (inerciais ou
nao) sao equivalentes, pois até mesmo a aceleragao perde seu significado absoluto [9]. Isso
ficard mais claro quando tratarmos, mais adiante, do principio da equivaléncia.

O primeiro passo em dire¢do a formulagdo da teoria publicada em 1915 veio com a
perda do conceito de espaco absoluto e de referéncial privilegiado*. Isso se d4 com um

livro [14] de Berkeley®, no qual ele criticava a ideia de referencial absoluto (ou aceleracao

IFisico tedrico alemdo (14 de marco de 1879 — 18 de abril de 1955) [27].

2Na realidade esta implicacdo j4 acontece com a Relatividade Restrita, porém na Relatividade Geral
isso vale para qualquer referencial, ndo somente os inerciais.

3Neste trabalho ndo abordaremos a fundo todos os conceitos e detalhes da Relatividade Restrita, mas
o leitor pode encontrar uma boa introdugdo, com linguagem bastante didatica, na referécia [10], ou nas
referéncias [11,12], para um abordagem mais aprofundada. Existe também uma versio traduzida do
artigo original publicado por Einstein em 1905 na referéncia [13], o qual contém ainda os quatro artigos
publicados por Einstein neste ano.

4Referencial em que, segundo Lorentz e Poincaré, a velocidade da luz era conhecida, e de valor c.

5George Berkeley, filésofo irlandés (12 de margo de 1685 — 14 de janeiro de 1753) [28].
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absoluta) de Newton®. Basicamente, a ideia de Berkeley foi resumida por Mach” no que

Einstein chamou mais tarde de “Principio de Mach”:

“Nao apenas as forgas inerciais dependem da presenca e do comportamento da
matéria ao seu redor, como também a prépria inércia de um corpo nao é uma
propriedade intrinseca a ele, mas sim devido a existéncia de toda a matéria
do Universo [15].

As ideias de Mach, mesmo nao tendo comprovacao experimental e sendo muito critica-
das do ponto de vista tedrico, tiveram um papel importante para Einstein na generalizacao
da Teoria da Relatividade.

Outro passo importante foi o experimento de Galileu® que mostrava que corpos com
massas diferentes caem com mesma aceleragdo no campo gravitational da Terra [9]. Tal
resultado ¢ importante pois leva a afirmacao de que a massa gravitacional m, de um corpo
¢ igual a sua massa inercial m;. Para mostrar isso, consideramos dois corpos de massas

m1 € my caindo no campo gravitacional da Terra, ou seja

GM

m;1ap = #, (21)
GM

Myl = #, (2.2)

tal que M seja a massa da Terra e G = 6,67 x 10~8cm3g~'s72 a constante da gravitacao
universal de Newton. Tomando a razao entre as duas massas
ms; aq m;a

_ M2 (2.3)

mg1 G2 mgo

agora, como sabemos pelo experimento de Galileu, ambos os corpos caem com mesma
aceleracao, portanto
m41 Y]

= e (2.4)

mgl mgg
ou seja, a razao entre as massas gravitacional e inercial é constante. Ou entao, podemos
dizer simplesmente que a massa gravitacional é porporcional a massa inercial.

Muitos experimentos foram feitos em busca de comprovar a veracidade dessa afirma-
¢ao. O primeiro veio com o préprio Newton que, usando um mecanismo de dois péndulos

de mesmo tamanho e diferentes materiais, chegou a conclusao que a diferenca entre o

6Isaac Newton, fisico e matematico inglés ou como ele mesmo se autodenominava, “filésofo natural”
(4 janeiro de 1643 — 31 de margo de 1727, segundo o calendério Gregoriano) [29].

"Ernst Waldfried Josef Wenzel Mach, fisico e filésofo austriaco (18 de fevereiro de 1838 — 19 de fevereiro
de 1916) [30].

8Galileu Galilei, astrénomo, fisico, engenheiro, filésofo e matemaético italiano, considerado “Pai da
Fisica” e “Pai da Ciéncia” (15 de fevereiro 1564 — 8 janeiro 1642) [31].

16



periodo de oscilacao dos péndulos deveria ser menor que uma parte em 10%. Outro expe-
rimento foi feito por Eotvos?, utilizando uma balanca de torsao. Percebeu que a diferenca
entre as massas deveria ser menor do que uma parte em 10°.

Obteve-se uma precisao ainda melhor em um experimento realizado por Dicke'” [34] e
Braginsky!! [36]. Ambos realizaram seus experimentos com dois corpos caindo em queda,
livre no campo gravitacional da Terra quando o Sol estava “acima” da Terra e, doze horas
depois, com o Sol “abaixo” da Terra. Obtiveram uma diferenca menor do que 10! e 102,
repectivamente. Essa evidéncia talvez seja o fator mais importante para a construcao da

teoria de Einstein, pois é nela que se baseia o “Principio da Equivaléncia”:

“Forgas inerciais (ou ficticias) em referénciais acelerados nao podem ser dis-

tinguidas, localmente, de forcas gravitacionais.”

Podemos ilustrar o principio da equivaléncia com o classico exemplo do elevador, ou
a variacdo mais moderna, o exemplo do foguete:

Um observador em um foguete, em uma regiao suficientemente afastada de toda e
qualquer presenca de matéria, viaja em um movimento retilineo e a velocidade constante.
No momento em que o foguete ligar seus propulsores, o observador ira sentir uma forca
no sentido contrario ao do foguete, provocada por sua aceleragao, tal como se uma forca
gravitacional estivesse presente nessa direcao. O fato é que se o observador nao tiver
acesso a informacao de que os propulsores foram ligados, ele ndo tem como dizer se esta
sob efeito de um campo gravitacional ou se esta de fato sendo acelerado. Ou seja, nao é
possivel distinguir localmente, forgas inerciais de gravitacionais. Com efeito, referenciais
nao inerciais e campos gravitacionais sao indistinguiveis (localmente).

A énfase na palavra “localmente” é proposital pois ela tem uma importancia funda-
mental. As conclusoes deste exemplo (e o principio da equivaléncia em si) sé sao validas
se o campo ou a aceleracao for uniforme ou se o foguete (ou elevador) for suficiente-
mente pequeno para que (0 campo ou a aceleragdo) seja interpretado como uniforme.
Podemos pensar em um caso extremo: o foguete estd nas proximidades de um buraco
negro'?. Neste caso, a diferenca entre a gravidade sentida pelos pés e pela cabeca do
observador, por exemplo, seria tdo grande que é possivel dizer que ele estaria diante de
um (intenso) campo gravitacional, a medida que seu corpo sofre um processo chamado

“espaguetificagdo” (do inglés, spaghettification'?).

9Baron Lorand Eotvos de Vasarosnamény, fisico austro-hiingaro (27 de julho de 1848 — 8 de abril de
1919) [32].

10Robert Henry Dicke, fisico americano (6 de maio de 1916 — 4 de margo de 1997) [33].

1Vladimir Braginsky, fisico russo professor da M. V. Lomonosov Moscow State University [35].

12Estrela colapsada que possui um campo gravitacional muito grande, ou até mesmo infinito, para
todos os efeitos [37].

13Processo que ocorre, em teoria, com um corpo sujeito a um campo gravitacional muito intenso, como
o de um buraco negro, tal que o corpo seria esticado de maneira tdo bruta, que restaria somente uma
fileira formada por dtomos do observador [38]. A palavra entrou para o diciondrio Collins da lingua
inglesa em 20 de outubro de 2014 [39].
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Foi inspirado por estas ideias, principios e observagoes que Einstein desenvolveu a
Teoria da Relatividade Geral, a qual para todos os efeitos, todos os referenciais, inerciais
ou nao, sao equivalentes para a descricdo dos fendomenos da natureza. E mais, com todas
essas consideracoes existe uma consequéncia matematica muito importante: a introducao
de uma geometria do espaco nao euclidiana, ou seja, curva [9]. Podemos exemplificar
isso, de maneira razoavelmente simples, da seguinte forma: considere dois referenciais,
um inercial S, e outro S’ localizado ao longo da circunferéncia de um disco. S deve medir

a razao entre a circunferéncia C' do disco e seu didmetro D. Se S’ parmanecer parado

em relacdo a S, este, por sua vez, chegard a conclusao de que D= 7. Agora, se o disco,
e consequentemente S’, estiver rodando em relacdo a S, ele medird que D < T, pois a

circunferéncia do disco sofrera uma contracao de Lorentz. Assim, se D < 7 a geometria
do espaco para sistemas nao inerciais deve ser nao euclidiana. E considerando o principio
da equivaléncia, podemos ainda dizer que na presenga de campos gravitacionais (que sao
localmente indistinguiveis de sistemas nao inerciais) a geometria do sistema deve ser nao
euclidiana. Mais do que isso, na presenca de matéria (que produz campos gravitacionais)
a geometria do espago deve ser nao euclidiana.

Com esta afirmagao, fica um pouco mais claro o porque de a Relatividade Geral ser
dita uma teoria geométrica da gravidade.

Feita esta pequena introducao histérica e conceitual, podemos de fato comecar a abor-

dar alguns de seus aspectos matematicos.

2.2 Geometria Riemanniana

Comecemos pelo estudo de espago curvos, em que a geometria é chamada Rieman-
niana'*. Nesta geometria, temos duas implicacdes importantes e que tornardo nossos

calculos mais simples

M, = F)‘W e guwr=0. (2.5)

jn%

Estas duas relagoes fazem da Relatividade Geral a teoria mais simples da gravidade! A
primeira diz que a conexao afim é simétrica nos indices de baixo. Isso equivale a dizer que
a Teoria da Relatividade Geral € livre de torsao espacial. Existem teorias da gravidade
que nao consideram essa simetria, e assim é possivel definir um tensor torsao, como é o

caso da Teoria de Einstein-Cartan®®.

4Em referéncia a Bernhard Riemann, matemético alemao (17 de setembro de 1826 — 20 de julho de
1866) [40].

15Esta teoria néo serd abordada neste trabalho, mas existem 6timos livros que discutem sobre o tema,
como ¢ o caso do livro dos italianos Sabatta e Gasperini [41].
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A segunda é conhecida como Teorema de Ricci'®, ou Postulado da Metricidade, e esté,
ligada a invariancia do produto escalar sob transporte paralelo. Em outras palavras, a
derivada covariante comuta com a métrica. Para que possamos entender isso melhor,

considere o vetor contravariante (Figura 1.4):

dA" — A" = DA" (2.6)

utilizando o tensor métrico podemos escreve-lo como um vetor covariante

DA, = g, DA” (2.7)

considerando que a métrica comuta com a derivada covariante temos

D(g,uA”) = A”Dg,, + g, DA” (2.8)

desta forma, para que a equagao (2.7) seja igual a equagao (2.8) devemos impor

Dg, =0, (2.9)
e desta forma, podemos escrever
Dy
= vV, — O bl 210
D Guv; ( )

que é o Teorema de Ricci. O mesmo resultado pode ser obtido ao considerarmos inici-
almente um vetor covariante DA,. Existem teorias que nao consideram o Teorema de
Ricci, ou seja, g # 0, como é o caso da teoria de Weyl'".

Partindo do Teorema de Ricci, veremos agora que a conexao afim I" nao é independente,
ou seja, os coeficientes da funcao afim sdo fungoes da métrica e de suas derivadas. Para
isso, vamos escrever explicitamente a derivada covariante do Teorema de Ricci variando

ciclicamente os 3 indices

aaglw - Fﬁa,ugﬁl/ - Fﬂaugﬂﬁ =0 ) (211>
8#91/(1 - Fﬁuugﬁa - Fﬂ,uagl/ﬁ = O ) (212)
al/.gozu - Fﬁuagﬂ/t - Fﬂuugaﬂ = 0 ) (213)

1
onde usamos que J, = Sy Agora, multiplicando a equacao (2.11) por 3 e as equagoes

oz

160 mesmo Ricci que desenvolveu o calculo tensorial junto com Levi-Civita. Quando o Teorema de
Ricci é satisfeito, dizemos que a conexao I' é compativel com a métrica.

"Hermann Weyl, matemético, fisico teérico e filésofo aleméo (9 de novembro de 1885 — 8 de dezembro
de 1955) [42]. A teoria de Weyl também néo serd abordada neste trabalho, porém existe uma versdo
traduzida para o inglés de seu artigo original de 1917 [43] que pode sanar qualquer tipo de curiosidade.
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1
(2.12) e (2.13) por —5e utilizando a simetria de I' e da métrica, podemos obter

;%w—%%f@wmﬂﬂwx—o
; (0abur — Oufva — Ovfoap) + Tiwa = 0, (2.14)
tal que
Cuve = = (Our = Ousoe — i) = 0. (215)

é chamado de simbolo de Christoffel de primeira ordem e é simétrico nos dois primeiros

fndices. Multiplicando a equacdo (2.14) por ¢°* ficamos finalmente com

1 «
Fﬁuu - 596 (a,ugua + augau - 3{19;“/) y (216)

que é o ja conhecido simbolo de Christoffel de segunda ordem.

Assim, conseguimos escrever a conexao inteiramente em termos da métrica e suas
derivadas. Note que este resultado nao seria alcangado caso nao tivessemos tomado a
simetria de I' e o Teorema de Ricci, do contrario a expressao final teria uma cara muita
mais “medonha”; e por isso dizemos que a Relatividade Geral é a mais simples das teorias
da gravitagao.

Como uma espécie de aplicagdo dos conceitos vistos até aqui, podemos calcular a
equagao da geodésica (equacdo de movimento) de uma particula pontual (sem massa)
livre, na Relatividade Geral.

A equacao da geodésica é consequéncia do “Principio Variacional”

5/ds:0, (2.17)

em que ds é a raiz quadrada do elemento de linha ds?, que em referenciais ndo inerciais

tem a seguinte forma

ds® = g datdx” (2.18)

em que g, ¢ a métrica do espago-tempo.
No caso de uma particula livre, sabe-se da relatividade restrita que
d2g#

ds?

ainda no caso da relatividade restrita, a equagao da geodésica seria calculada levando

=0, (2.19)

em conta a métrica de Minskowski 7,,, e o resultado seria uma linha reta. Entretanto,

quando tratamos de particulas sujeitas a um campo gravitacional, a métrica, em geral,
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nao é a métrica de Minkowski, e consequentemente, o resultado nao é mais uma linha
reta. A particula segue uma trajetéria tal que a distdncia no espago-tempo seja a menor
possivel (principio de minima agao).

Vamos primeiramente calcular a equacao da geodésica usando um método estritamente
matematico, que é o principio variacional, ou seja, ndo usaremos, por enquanto nenhum

resultado da Relatividade Geral. Para isso, precisamos encontrar uma expressao para dds

§ds* = 2dsdds = (g, datdz”)
= 6(gu)dxdx” + g, (6dx")dx” + gy, da"(6dx”)

11
(g )daxtdz” + g (dda”)dx” + g, dat(5dx”)] . (2.20)

0ds = ——
= 0as 2ds[

Feito isso, substituimos a equagao (2.20) na equagao (2.17), e multiplicamos ambos os

ds
lad —
ados por P

1 dz® dzv dz¥ d dz* d
od :f/ — ——0q,, , —— — odxt ,—— —odx"|ds =0, 2.21
/ ° 2 [ds ds v+ G ds ds T Gu ds ds x] s=0 ( )

a integral dos dois ultimos termos entre colchetes pode ser calculada por meio do método
da integracao por partes, em que ficamos com uma expressao da seguinte forma, para

cada um deles

dz” d dz¥ |2 (@2) d dz¥
v — oxt'ds = gy, |O0dz" - [ — ddx"ds| 2.22
e ds ds " 00T I [ s i (1) ds ds " 8] (222)

u dv
tal que o primeiro termo entre colchetes se anula pois ddz*, do calculo variacional, se

anula nos limites de integracao'®. Desta forma, ficamos com

2 ds ds Oz~ " ds | ds

1 da* da” ag;w d dx¥ dz#
2 de de Arae  de 4 —_— « — 29
2 /{ ds ds Ozo ds [gau s +9ua ds ]}5(1% ds 0, ( 3)

1 dz* dz¥ 9g,, d [da¥ dz#
/{ v Ar 9w ox® —g [ v 5d:v”+d];(5dx”]}ds =0

onde fizemos a troca u — « e a — pu, pois sao indices mudos. Aplicando a derivada nos

termos entre colchetes, levando em conta que

dgor  O0Gaw dz' dgue  Ogua dz”
_ . _ 2.24
ds Ozt ds ' ds Oz ds ’ ( )

18Esta passagem pode ser dificil de ser visualizada, porém, fica mais claro se recordarmos das bases do
calculo variacional. Uma abordagem mais detalhada por ser encontrada no livro Mathematical Methods
for Physicists [44].

21



obtemos a seguinte expressao

1 dz* dz” 3¢, O0Gew dat dz¥  0guq dz” dat ok 0%+ o
f/ — - —Jow —Gua odx®ds =0,
2 ds ds 0z Ozt ds ds  Ozv ds ds 0s? 0s?
(2.25)
que sO é completamente satisfeita, fazendo a troca v — p no peniltimo termo, se
1de* d2¥ (09w  O0aw  Oap 2z
— — — — Gap —— =0, 2.26
2 ds ds { dz~  OJz* Oz Jou " 52 ( )
entao, multiplicando-a por g**
v 2
LA A o [ O O O | L%y (2.27)
2 ds ds dz® Ozt Oav ds?
e finalmente, temos a equacao da geodésica da particula pontual livre
d?z*  da* dav 1 dg, dg, dg
= el e e e 2.28
ds? * ds ds 27 (8x” + ozt Oz ( )

Conexao Afim I’

Agora, para realizar este mesmo calculo, com o minimo de esforgo, utilizando da
Relatividade Geral, é necesséario falarmos de uma das principais motivagdes que levaram
Einstein a desenvolve-la, o “Principio da Covariancia”, também chamado de principio da
Relatividade Geral:

“Todas as leis fisicas da natureza devem ter a mesma forma em todos os
19 »

referenciais™.

Em outras palavras, todos os referenciais sdo equivalentes. Nao existe referencial
absoluto! Pelo principio da covariancia fica claro o porqué da utilizacdo de um forma-
lismo matematico de tensores, pois equagdes tensoriais (e consequentemente vetoriais)
sao independentes do sistema de coordenadas escolhido. Podemos ver ai a grandeza da
Relatividade Geral.

O principio da covariancia equivale a dizer que na teoria da Relatividade Geral, deve-
mos substituir as derivadas ordinarias das equagoes da fisica, como, exemplo, a equacao

de Laplace e as equagoes de Maxwell, por derivadas covariantes [16], ou seja

df(z")  Df(z")
dz - Daxw

Agora, se aplicarmos isso na equagao (2.19) temos

. (2.29)

9Pode ser entendido como a generelizacdo do principio da relatividade restrita, também conhecido
como o primeiro postulado, que diz que todas as leis fisicas da natureza sao iguais em todos os referenciais
inerciasis.
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Dut

=0 2.30
Dzv ’ ( )
dz?
de maneira que u* = i, entao
ds
Du" = du” —déu" =0
= du'+T* u*dx” =0
(2.31)
- 1
multiplicando ambos os lados por Ts
s
du
& +I' u*u” = 0
ds
d2 L dz® dzv
RS (2.32)

ds? ¥ ds ds

que é a equagao da geodésica. A mesma equacao que obtivemos partindo do principio
variacional. Podemos perceber que pelo fato de a conexao I' depender somente da métrica
(e suas derivadas), uma vez que conhecemos a métrica do espago-tempo, podemos deter-
minar a trajetéria da particula. No caso da relatividade restrita, em que g, = 7., que ¢
constante, I' = 0 e recaimos na equagao (2.19), a qual tem por solugdo uma reta. Assim,
fica um pouco mais facil de se convencer de que na presenca de um campo gravitacional, o
espago nao é plano. Basta notar que a solugdo da equagao (2.32) dificilmente é a equagao
de um reta, e é inteiramente dependente da métrica do espago-tempo.

Até agora, falamos inimeras vezes sobre espacos nao euclidianos ou espacos curvos.
Mas um leitor suficientemente atento poderia se perguntar: existe uma forma de quan-
tificar, ou representar, matematicamente a curvatura do espaco? A resposta para essa
pergunta é sim, e isso é fundamental para a construcao das equagoes basicas da teoria de
Einstein. Portanto, vamos definir o que é chamado de Tensor Curvatura.

Existem duas formas de se construir o tensor curvatura:

1) Em um espago curvo, um vetor deslocado por transporte paralelo ao longo de um
caminho fechado nao necessariamente volta a sua posicao original. FEssa variagao
entre a posicao inicial e final do vetor introduz o tensor curvatura. Este método,
mesmo talvez sendo o mais simples e formal, nao sera demonstrado nesse trabalho,
porém, o calculo muito bem comentado pode ser encontrado no livro Introduction to

Gravitation [9)].

2) Em um espago curvo, duas derivadas covariantes de um vetor, em geral, ndo comutam

[12]. Por consequéncia isso leva a definigdo do tensor curvatura. A demonstragao, que
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¢é do tipo “a forca bruta”, sera explicitada a seguir.

Considere um vetor covariante qualquer, A,, por exemplo. A derivada covariante de

A, em relacao a dois indices diferentes é

AV 0 = 8PAV - FapVAOé ) AV o = a0'141/ - Fao—l,Aa 5 (233)
Usaremos as seguintes abreviacoes para a derivada parcial

9A
S =0A= A,

tomando, em seguida, uma segunda derivada covariante com os indices intercalados ob-

temos

(A, ;p) o (Ay ;p),a — %, A0y — FaapAV o (2.34)
= (AV ;0)70 - FapVAOC o T FaUpAV {9 (2-35)

e, entdo, tomamos a diferenga entre as equagoes (2.34) e (2.35) e cancelamos os termos

iguais

AI/ ipio T Al/ He + QM_ Fapz/ ,UACV _%_Qﬁ% (236)
+ Faau ,pAOé + FaUVAa 2 FauaAa P +%
+ %_ FapyFﬂchB _%+ FayorﬂapAﬂ ) (237)

por fim, com os termos que restam define-se um tensor de 4* ordem denominado Tensor

(e}
Curvatura R?,

AV o AV T e -1 v.,o F/BO'V aﬁp - FBV ¢ Ao = R° Aoc ) (238)

av ,p p p- Bv vpo

(0%
Tensor Curvatura Rg,,

também chamado de Tensor Curvatura de Riemann-Christoffel ou simplesmente Tensor
Curvatura de Riemann. Outra maneira de se expressar o tensor curvatura é com todos

os Indices abaixados

gMARI,)/\po' = R,ul/pa' (239)

Por conta dos termos de I'; o tensor curvatura contém termos de primeira e segunda
derivadas da métrica g,,. Por consequéncia disso, se o tensor curvatura for igual a 0,

significa que o espaco é plano. Com isso, convém diferenciar dois tipos de curvatura
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espacial. Um espaco é dito intrinsecamente plano se o tensor curvatura for 0 em todo o
espaco, tal que nao exista nenhuma transformacao de coordenadas que possa encontrar
R,pe # 0. Por outro lado, um espago pode ser extrinsecamente plano, se o tensor
curvatura for nulo apenas em uma certa regiao desse espaco. Um fato importante, é que
como todos os referenciais sdo equivalentes, do ponto de vista da Relatividade Geral,
e também devido ao principio da equivaléncia, sempre é possivel aproximar um espaco
curvo como sendo um espago plano (métrica de Minkowski), contanto que estejamos
considerando uma regido suficientemente pequena deste espago [45].

Existem certas propriedades do tensor curvatura. Sao elas:

. ’\ ~ . z . . ’ . ’ .
i) RY,,, e Rupo sdo simétricos nos dois tltimos indices. O que podemos perceber

quando vemos a maneira como definimos o tensor curvatura.

ii) Quando permutamos ciclicamente os indices de baixo de R podemos obter a

vpo)

seguinte relacao:

A A
RVpJ+R

+ R, =0. (2.40)

pov
iii) R, € antisimétrico nos dois primeiros indices.

iv) Ryupe € simétrico quando fazemos uma troca dos dois primeiros com os dois tltimos

indices, ou seja Rp0 = Rpopw -

Existe também uma versao contraida do tensor curvatura, que possui apenas dois

indices, chamado Tensor de Ricci, e é definido da seguinte forma

Ry, =R, ou Ry, = g" Ryupo (2.41)

e que é simétrico, ou seja, R,, = R,,. Ao realizarmos mais uma contracao, obtemos um
’ » Llup P )

escalar R conhecido como Curvatura Escalar ou Curvatura Total.

2.3 As Relacoes de Bianchi

As relacoes de Bianchi, também chamadas de Identidade de Bianchi, sao equagoes
diferenciais satisfeitas pelas componentes do tensor curvatura. Vamos considerar uma
regiao do espaco que pode ser aproximada a um plano, isto é, nessa regiao, I' = 0, mas
nao suas derivadas! Assim, o tensor curvatura pode ser escrito como

R, =T 1N (2.42)

vpo ov.,.p pv o

aplicando em seguida uma derivada covariante, obtemos

25



R =1 - (2.43)

vpo ;o ov ,pa pv o

esta ultima passagem ¢ um tanto tediosa, e por isso, a omitiremos, mas o segredo ¢é
cancelar todos os termos de I, ja que sao nulos no caso que estamos trabalhando.
Em seguida, ao realizarmos a permutagao dos indices p, o e o chegamos no seguinte

resultado

R ot RN, + R =0, (2.44)

vpo ;o voo;p vap ;o

que sao as relagoes de Bianchi. Vale lembrar que estamos tratando de uma equacao
tensorial, e que portanto, é independente do sistema de coordenadas. Dessa relagao,

podemos contrair os indices A e p e ficamos com

R)\l/)\o' el + R)\Vaa A + R)\Va)\ o 0 )
—Ryy o T R)\zzoa A + Rua o — 0, (2.45)

contraindo mais uma vez multiplicando por ¢g*?

~Ro+ R, +RYy, = 0 0=
R\, —=Ras = 0 (2.46)
em que o sinal negativo aparece devido a antissimetria de o e p e no ultimo termo da

primeira equacao fizemos a troca da varidvel muda o por A. Multiplicando ambos os lados

por g"* obtemos a seguinte relagao

1
(R™ — 5g*MR) A=G"\ =0, (2.47)

que é conhecida como Identidade de Einstein, e o termo entre parénteses

1
GM = RM — 5gW% : (2.48)

¢ chamado de Tensor de Einstein.
A esta altura ja estamos mais do que prontos para obter as equacgbes de campo de

Einstein, que serao abordadas na proxima secao.

2.4 As Equacoes de Campo de Einstein

Na teoria da gravitacao como desenvolvida por Newton e que ¢, naturalmente, nao

relativistica, o potencial gravitacional satisfaz a seguinte equacao de Poisson
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V3¢ = 4nGp , (2.49)

onde p ¢ a densidade de matéria e G a constante da gravitacao universal de Newton. Essa

equacao tem como solugdo um potencial da forma

&(7) = —G/ p(x,),’d%’. (2.50)

|7 — &

A generalizacdo da densidade de matéria é o tensor momento-energia 7, como se
sabe a partir da Relatividade Restrita [9]. Ao calcular a equacao da geodésica, observa-se
também que a métrica g,, apresenta um comportamento similar ao do potencial gravita-
cional. Em vista disso, para determinar as equacoes de campo de Einstein, podemos fazer
uma analogia com a teoria de Newton. Mais especificamente, buscamos uma expressao
que tenha do lado direito da igualdade algo relacionado com o tensor momento-energia
e do lado esquerdo algo relacionado com a métrica. Além disso, para que tenhamos essa
analogia, devido a equacao de Poisson, a equagao que buscamos também deve obedecer
duas restricoes: nao ter derivadas de ordem maior que 2 na métrica g,,, e ser linear na
segunda derivada de g,,. Coincidentemente, essas condigoes sao satisfeitas pelo tensor de

Einstein, de modo que Einstein postulou a seguinte equacao de campo

Gul/ = XTMV- (251)

Ao tomarmos o trago do tensor de Einstein ficamos com

1
g“l/G#V = G'u‘u = gij,ul/ — 5 g“yguy R
———
=4

= R—2R=—-R=xT,

tal que T'= T *. Disso tiramos a importante relacio R = —xT que nos permite reescrever

as equagoes de campo com o tensor curvatura em termos do tensor momento-energia

2

Para determinarmos o valor de x, partimos da ideia de que as equagoes (2.49) e (2.52)

1
R, =x (T;w - gWT) . (2.52)

devem coincidir no limite nao relativistico. Para tal, consideremos a equagao da geodésica

da particula livre (2.32)

dZz+ 4 dz® dz?
+ Bl
ds? B ds ds ’

com isso, no caso nao relativistico, o elemento de linha pode ser escrito como ds? = c2dt? =

(2.53)

(dz*)?, pois, desprezamos os termos dz?, dy? e dz* [9]. Entao a equagao da geodésica passa
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a ser

d*at 7w da* i
ds?2 “\ ds ’
1 d% e (€ dt i
2 dez Ulecdt) 7
OGu

Supondo que o campo ¢ estatico, tal que = 0, e que no limite nao relativistico vale

Ox#
a aproximacao de campo fraco, ou seja, podemos escrever a métrica como g,, = 1 +
(veremos mais sobre a aproximagio de campo fraco no Capitulo 3), a conexao afim torna-

se entao

1 44 1 Oh44
99 >— on (2.54)

Tk = —gh (= _ron
9 Ox! 2 Oxk "’
lembrando que o indices latinos correspondem apenas as coordenadas espaciais. Assim

sendo, a geodésica pode ser escrita como

27 c?

Da mecéanica Newtoniana, temos

27
— = Ve, (2.56)

ou seja, temos motivos para acreditar que

hat = 26, (2.57)

2
Tomando ainda o caso de movimentos muito lentos, o termo que mais contribui no
tensor momento-energia ¢ Tyy = pc? [9], cujo trago é simplesmente T = g"'T),, ~ g* Ty, =

pc?. Desta forma, podemos escrever a equacio (2.52) como

1
Ry = ixpc2 , (2.58)

entdo, se desprezarmos ainda termos em I'? e as derivadas temporais (movimentos muito

lentos), implicitos na equagao (2.41), ficamos com

(9Fk44
oxk

Ao compararmos com a equagao (2.58) observamos, enfim, que

1= 1=
R44 - - §V2h44 — gv2¢ . (259)

. 1
Vi = Sxpc’ (2.60)

28



que ¢ igual & equagao de Poisson (2.49), somente se

871G
Y= :4 — 2,073 x 1078 (2.61)

em unidades de ¢ vezes grama segundo.
Substituindo, entao, o valor da constante y, temos as equagdes de campo de Einstein
G = 87;GTW ou R, — ;gw,R = 87CT4GTW . (2.62)

Este pode ser considerado, talvez, o grande resultado da Relatividade Geral. Temos
uma equacao que relaciona a curvatura do espaco-tempo com a distribuicao de matéria
em uma regiao do espago. Estamos presenciando uma das grandes quebras de paradigma
do século XX: se por um lado Newton diz que a Terra exerce uma for¢a que nos “puxa”
até ela, Einstein diz que, na verdade, a massa da Terra causa uma deformacao do espaco-
tempo ao seu redor, fazendo com que sejamos “empurrados” em sua direcao.

Dentre os resultados, ou predigoes, mais notaveis da Relatividade Geral estao: a
dilatacao temporal gravitacional, o redshift gravitacional, a deflexdo da luz, a precessao
do periélio de Merctrio e as ondas gravitacionais.

No proximo capitulo, apresentaremos um estudo um pouco mais detalhado do tltimo
caso: as ondas gravitacionais. Falaremos um pouco da matematica por tras dessas ondas,
e no decorrer do texto faremos uma pequena comparacao com as ondas eletromagnéticas

e abordaremos os seus mecanismos de deteccao.
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Capitulo 3
Ondas Gravitacionais

Para o estudo das ondas gravitacionais, faremos neste capitulo o que é chamada de
aproximacao de campo fraco das equagdes de campo de Einstein. Isso, basicamente,
consiste em considerar que a métrica do espago-tempo g, difere muito pouco da métrica

de Minskowki 7,,,

3.1 Equacoes de Campo Fraco ou Linearizadas

Neste seccao, obteremos as equagoes de campo de Einstein tomando a seguinte consi-

deracao

Juv = N + 5hul/ ) (31)

ou seja, a métrica g, difere muito sutilmente da métrica de Minkowski, tal que podemos
expandir-la em uma série perturbativa, em que €, aqui, ¢ o pardmetro adimensional da
perturbagdo e h,, é chamado tensor de perturbagdo métrica [2]. Termos em &? ou su-
periores serdo desconsiderados. Outra consideracao, é a condicao de contorno de que no

limite assintético o espaco-tempo é plano

lim A, =0, (3.2)

r—00

de modo que r representa um certo parametro radial.

Podemos encontrar a forma inversa da métrica g,,,, para isso definimos

R = P hyg (3.3)

e a métrica pode ser escrita na forma

g =" —eht” | (3.4)

uma que vez
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(v + ) (1 — b)) = 67y (3.5)

Para redefinirmos as equagoes de campo considerando, agora, uma métrica da forma

(3.1) e (3.4) comegamos redefinindo a prépria conexao afim

1
Iy, = §9W {Gor. 8+ Gop. x — 98r o}

1
e}

= 58" {han s+ has,x = o}
: p wooo_ p
25{]1 WEN RES Pl

Naturalmente, com uma nova expressao para a conexao afim!, podemos determinar as
equagoes de campo percorrendo um caminho muito semelhente com o que desenvolvemos
no Capitulo 2. Assim sendo, encontramos que o tensor curvatura de Riemann, agora,

pode ser expresso da seguinte forma:

Ryvap = ;5(%5, va + Mo, up — Pya, vg — Mg, pa) - (3.6)

Perceba que agora, tanto a conexao afim como o tensor curvatura dependem apenas

de hy, (que é uma pequena mudanga na métrica de Minkowski) e suas derivadas, pois

Nu € constante. Isso também tem uma implicacao importante nas relagoes de Bianchi.
Tinhamos visto que elas eram definidas por

A A A
}%Vpa;a +_]%Vaa;p +_}%Vap;a

=0, (3.7)
agora, com a aproximacao que estamos realizando, os termos passam a depender apenas
da derivada parcial usual

R o+ R

vpo o voo,p

+ R, =0. (3.8)

vap ,o

Temos também que a nova expressao para o tensor de Ricci é

1
RMV e naﬁRauﬁV = ig(hf; va ‘I’ hgi po - Dh/“/ — hz7 uy) 5 (39)
aqui, usamos que
h=n"hes =he (3.10)

e também que [ é o operador d’Alambertiano, definido como

'E importante ressaltar que em nossa abordagem desconsideramos os termos em h2, pois levamos em
conta que |h| << 1.
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= 919,

0? 9
= @ -V

0? 0? 0? 0?
B [a o a]

Como haviamos visto no Capitulo 2, uma contracao do tensor de Ricci leva ao escalar

R (escalar de Ricci), aqui, neste caso, contraindo (3.9) ficamos com

R=¢e(h* ,, —0Oh), (3.11)

e, finalmente, de maneira muito analoga ao que foi feito no Capitulo 2, é possivel encontrar
uma nova expressao para o tensor de Einstein:

1 @ o af

§(h vove TP e — Ol — b — 0w h® L, +1,,0h) (3.12)

Quando realizamos, no Capitulo 2, o calculo da geodésica de uma particula livre

G =

usando técnicas variacionais (principio variacional) nao foi apenas uma simples alternativa,
a resolucao do problema. Na verdade, existe toda uma abordagem da Relatividade Geral
considerando as técnicas variacionais. Por exemplo, a mesma expressao para o tensor de

Einstein que acabamos de obter pode ser encontrada utilizando o seguinte Lagrangiano?

1 1 1
LR o) = o W, = W o o+ 5H hag, = 510, W1 7) , (313)

tal que o tensor de Einstein é definimo como

oL
ShHv

Neste trabalho, nao nos aprofundaremos neste método de abordar as equagoes de

G = (3.14)

Einstein e a Relatividade Geral, contudo, o leitor pode encontrar 6timas discussoes em
Gravitation [20] e Introducing Einstein’s Relativity [12].
As equagoes de onda podem ser obtidas ao observarmos algo interessante que acontece

ao realizarmos a seguinte transformacao de sistema de coordenadas

2A densidade lagrangiana da equacdo de campo de Einstein é dada por:

L= R\/—i: \/jgg’“’RW
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at — 't =t 4 et (3.15)
entao, derivando, obtemos

oz’
oz”

Quando fazemos este procedimento na regra de transformacao da métrica

=0 et . (3.16)

P 0z 028
G (@) = Dot v Gop(T) (3.17)

ficamos com algo parecido em termos de h,,,

B = Wy = By = € = &0 (3.18)

que é uma transformacao de gauge de h,,, ou seja, observamos que o tensor curvatura e

2
suas versoes contraidas (tensor e escalar de Ricci) quando submetidos a uma mudanga do
tipo (3.18) permanecem inalterados! Isto é, temos uma certa liberdade de tomar algumas
condigoes sobre h,,,, sem afetar a equagoes de campo.

Agora, se despretensiosamente definirmos a seguinte variavel

1

Y = Ny — 577/wh , (3.19)

tal que h = h*, =n"h,, e o tensor e o escalar de Ricci, entdo, seriam escritos como

1 a a
RHV = 55( 1, v + ¢u, pa Dh#”) (320)
€
1 af
R= e 5= Oh), (3.21)

respectivamente. Obviamente, isso também alteraria a estrutura do tensor de Einstein,

que seria, portanto,

1, . o
§€(¢ 1, v + w v, po leﬂl - 77,“1/1/} 6,(16) : (322)

Desta forma, é possivel notar (talvez nao muito facilmente) que se tomarmos que

G =

Yr, =0, (3.23)

ou entao, de maneira equivalente, que

W, —=h , =0, (3.24)
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é possivel obter solugdes do tipo onda, a partir das equagdes de campo! A condigao
(3.23), que torna isso possivel, é conhecida como gauge de Einstein®. Se tomarmos uma
transformacao de coordenadas do tipo (3.15) mediante (3.23), ficamos com uma resultado

muito parecido com o que obtivemos com (3.15)

7p,uz/ — w;y - 7~p,u,1/ - é,u,, v 51/, o + mwfa’ o (325)

se entdo, elevarmos o indice u (utilizando (3.4)) e em seguida derivarmos em relagdo ao

mesmo, ficamos com

¢/HV N7 v, Dgl/ : (326)

Note que (3.26) s6 sera igual ao gauge de Einstein se

e, =94, (3.27)

em outras palavras, s6 teremos equacgoes do tipo onda como solugdo das equagoes de
campo, se (3.27) for satisfeita. Ao substituir essas consideragoes na equagao de Einstein,

obtemos as equacgoes linearizadas

1
§€D1/1W =—xXTw , (3.28)

que pode ser interpretada como uma equacio de onda® que possui termos de fonte (devido
ao tensor momento energia). Entretanto, temos liberdade de sempre escolher um sistema,

de coordenadas tal que

¢, =0, (3.29)

o que nao afeta em nada o gauge de Einstein.

Assim, encontramos as equagoes de campo do gauge de Einstein para o vacuo

4, =0 . (3.30)

Podemos encontrar uma equagao simplesmente em termos de h,,, ao tomarmos o traco

da equacao (3.30) (multiplicando por n*)

7y, = O ¢,,) = O(h — 2h) = —0Oh =0, (3.31)

portanto,

3Na literatura, podemos encontrar esta condicdo sendo chamada de diversos nomes, dentre eles: gauge
de de Donder, de Hilbert ou de Fock, além do gauge de Einstein [12].

4As equacdes (3.28) e (3.32) sdo representacdes da equacio de onda na forma tensorial, cujas solucdes
sao da forma v, = A,weik(z*d), que sdo ondas monocromaticas propagando-se com velocidade ¢ em
uma dire¢do x na geometria do espaco-tempo. Esta é uma onda gravitacional de magnitude k = we.
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Ohy, =0 . (3.32)

Podemos, neste momento, realizar uma pequena comparacao com o eletromagnetismo,

onde também encontramos uma solugao do tipo onda, a partir da equagao

OA, =0, (3.33)

sendo que, A,,, ¢ o quadrivetor potencial eletromagnético, e cuja fonte é a corrente J,,

tal que

OA, = —poJ, (3.34)

cuja solucao particular é

Au (77, t) =

/d377’JM(F’,t — |7~ 7)) (3.35)

conhecido como potencial retardado. Aqui, no caso de ondas gravitacionais, também

temos solugoes particulares devido a termos de fonte

37 G
(7, 1) :20/ iy (|T’ 7= (3.36)

porém, neste trabalho, nos atentaremos somento para o caso das equagoes de campo no

vacuo, ou seja, sem termos de fonte.

E interessante notar que em ambas as equacdes (3.32) e (3.33), estd implicito no
operador d’Alambertiano o fator velocidade da onda e que é igual a ¢. Ou seja, assim
como as ondas eletromagnéticas, as gravitacionais também se propagam a velocidade da
luz, e isso contradiz a gravitacao Newtoniana, em que pode-se concluir que a gravidade,
de alguma forma, é “sentida” instantaneamente, ou propagada a velocidade infinita.

Embora em nossa abordagem tenhamos chegado a uma aparente conclusao de que
ao linearizarmos as equagoes de campo de Einstein por meio da aproximagao de campo
fraco, e entao obtermos solu¢oes do tipo onda, existe a possibilidade de poder se levantar
uma objegao dizendo que os resultados obtidos, possam depender da escolha de sistema
de coordenadas, e com isso, (3.32) nao necessariamente pode ser considerado um indicio
da existéncia das ondas.

Porém, podemos nos convencer, ao menos um pouco, ao recordarmos do comego do
capitulo, em que fizemos a consideracao de que a métrica do espago-tempo, varia muito
pouco em relacao a métrica de Minkowski. Como consequéncia disso, foi possivel escrever
o tensor curvatura inteiramente em termos de h,, e suas derivadas. Assim, é no minimo
razoavel, imaginarmos que se (3.32) for verdade, entdao o mesmo deve valer para o préprio

tensor curvatura
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ORas =0, (3.37)

e por isso, (3.37) torna-se, de certa forma, um argumento mais digerivel sobre a existéncia
das ondas gravitacionais, pois nos diz que a prépria curvatura do espaco-tempo segue uma
equacao de onda.

Em vista de encontrar uma solugao para as equagoes de campo para o Vacuo, razoa-
velmente simples, propomos uma solugao que visa reduzir ao maximo o niimero de termos
independentes do tensor curvatura, como, por exemplo, uma solucao do tipo onda plana

infinita se propagando na diregao z. Ou seja, h, ¢ da forma

By = (L, ) | (3.38)

assim, evidentemente,

hw/,2:h,u1/,3:0- (339)

De fato, isso acaba por reduzir os termos independentes do tensor de 4* ordem R,z

em “apenas” os seguintes (que estao separados em trés familias):

Ro123 = Ro2s = Rosas = Ri223 = Risas = Razes = 05 (3.40)
Roion = ;5(2%1 o1 — hoo, 11 — P11 00)
Ry = ;E(hoz ,01 — hi2 , 00) )
Ro13 = ;5(%3 o1 — M1z oo) (3.41)
Roia = ;6(]102 11— g 01) )
1

Roiis = 58(}103,11—}113,01) ;
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1

Rogo2 = —§€h22 , 00 5
1

Roxs = —§€h23 ,00 5
1

Ryo12 = —§5h22,01 )
1

Ryo13 = —557123,01 )
1

Rozo3 = —§€h33 ,00 5 (3-42)
1

Ryo1z = —§€h33,01 ,
1

Rig12 = —§€h22 ,11
1

Rioiz = —§€h23 ,11
1

Rizi3 = —557133 ,11 -

Podemos, ainda, sem que haja qualquer tipo de perda de generalidade ou de informa-

¢ao, escolher um sistema de coordenadas tal que R, = 0, e assim, por exemplo,

Riz = R",3 = Roio3 =0, (3.43)

de modo que a segunda familia de equagoes seja nula, o que reduz ainda mais o nimero de
termos independentes. Feito isso, podemos escrever os termos independentes em apenas

dois grupos,

huw = hiy) + B3 (3.44)
sao eles
00 0 O
00 0 O
) = , (3.45)
0 0 ha hos
0 0 hoz hss
e

h?) = . (3.46)

Ao substituirmos cada um dos termos de hff,) no tensor curvatura (3.6), notamos
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(depois de um certo tempo), que o tensor curvatura de hff,) é zero! Restando apenas

solugoes em hf}) E mais, podemos ainda tomar

hyw = hy(t — ), (3.47)

que ¢, verdadeiramente, uma solucao do tipo onda plana para as equacoes de campo de
Einstein (representada, ilustrativamente na Figura 3.1), e nesse caso, se propagando na

direcdo de x, cuja forma mais geral é do tipo [19]

hyw = €, COS kg g | (3.48)

ou ainda, na forma exponencial [21]

Ry = ew,emaxa +exp ¢~ thaTa (3.49)

tal que €,, e k, sao tensores constantes.

|11
%///

L~ L
z /??/

Figura 3.1: Representacao ilustrativa de uma onda gravitacional se propagando na diregao
x [17].

Se considerarmos o gauge de Einstein na forma (3.24) ficamos ainda com a seguinte

relacao

hooo — hoiqp —h o =
hoio —hiig—h, 1 =
) (3.50)

ho2o — hi2n =

h03,0 - h13,1 -

entdo, integrando®, encontramos

®Tomando muito cuidado, pois aqui, ndo podemos nos esquecer que o argumento de h é (t — x).
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1
h00+h01—§h = fi,

1
h01+h11+§h = f2,
hoo +hia = fs, (3.51)
hos +his = fa,

perceba que f; = fo = f3 = f4 = f(y,x). Porém, devido & condigao de contorno (3.2) de

que no limite assintético o espago é plano, temos que

h=f=f=f=0, (3.52)

pois, nesse caso, h,, = 0. E, com isso, temos mais um “corte” na quantidade de termos

independentes, pois

hia = —hgs,

his = —hos,

hor = —;(hoo + h11) , (3.53)
hss = —ha

Entao hg, pode ser representado da seguinte forma

hoo —%(hoo +hi)  hoz  hos
L —%(hoo + h11) hiy —ho2  —hos (3.54)
" hos —hos hoy  hay |
hos —hos hos  —hay
e a forma de h,, que contribui para a solugao tipo onda é simplesmente
00 0 0
00 0 0
hu = , (3.55)

podendo ainda ser separada em duas, uma apenas com termos em hgo(t — x) outra apenas

com ho3(t — x). Como veremos na proxima segao, estas fungdes referem-se aos diferentes

tipos de polarizacao das ondas gravitacionais.
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3.2 Graus de Polarizacao

Primeiramente, vamos considerar o caso em que h,, depende apenas de has, ou seja,
hos = 0. O elemento de linha pode ser escrito, substituindo na expressao linearizada de

G, COMO

ds® = dt* — dz® — {1 — ehgo(t — )} dy* — {1 + chao(t — )} d2* . (3.56)

Para ilustrar o efeito de ondas do tipo hos vamos considerar essas ondas incidindo em
uma distribuicao de particulas no plano yOz.

A distancia entre duas particulas préximas é dada por

ds® = —(1 — ehgo(t — x))dy* , (3.57)

e por

ds® = —(1 + ehg(t — x))dz? (3.58)

que sao as distancias proprias entre as particulas na componente y e z, respectivamente.
Como hey deve ter um cardcter oscilatorio, ou seja, assume valores que vao de hoy > 0 a
Y 9
hoy < 0. A medida que hgy cresce, a distancia em y tende a diminuir, enquanto em z a
) Y
aumentar. Por outro lado se hyy descresce observa-se o contrario, como podemos ver na

representacao da Figura 3.2, e esse tipo de polarizacao ¢ chamado de “polarizacao +".

u

02m

ISE
=)

Figura 3.2: Representagéo ilustrativa do efeito da incidéncia de ondas gravitacionais de polari-
za¢do + em um conjunto de particulas teste em um ciclo 0,27 [17].

Também podemos observar na Figura 3.2 a caracteristica transversa dessas ondas, ou
seja, a direcao de propagacao é perpendicular ao plano de oscilacao.

Analizando, agora, o caso de ondas de polarizacao hsg, cujo elemento de linha é

ds® = dt* — dz? — dy?® + 2ehos(t — v)dydz — d2* | (3.59)

0 que se observa é que trata-se exatamente da mesma situacao das ondas hgy, porém,
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sob uma rotacao de 45° no plano yOz, pois quando fazemos a seguinte mudanca de

coordenadas

(y+2),

<
{

<
|

2=z = —=(-y+2), (3.60)

S

obtemos exatamente o mesmo elemento de linha do caso anterior. A representacao deste

tipo de polarizacao esta representada na Figura 3.3.

A \ : Y

0,21 % T 37”

Figura 3.3: Representagéo ilustrativa do efeito da incidéncia de ondas gravitacionais de polari-
zagdo X em um conjunto de particulas teste em um ciclo 0, 27 [17].

Da mesma coisa que na Figura 3.2, na Figura 3.3 também podemos observar a carac-
teristica transversa dessas ondas.

Quando comparamos com o eletromagnetismo, vemos que as ondas eletromagnéticas
possuem graus de polarizagdao que diferem, ndo de 45° como no caso gravitacional, mas de
90°. Isso, se da ao fato que de a solucao de ondas eletromagnéticas vém de uma equacao de
onda com quadrivetor potencial eletromagnético A*, que é um tensor de primeira ordem.
Ja as ondas gravitacionais vém de uma equacao de onda com o o tensor h,,, que por
sua vez, é uma tensor de segunda ordem. Ainda nesta comparagao, temos que no campo
eletromagnético, os 2 graus de polarizagao sao invariantes por uma rotagao de 360°, e a
quantizagao associa-se ao féton (particula de spin 1 e de massa de repouso nula), enquanto
no campo gravitacional, os graus de polarizacao sao invariantes por uma rotacao de 180°
e sua particula associada a quantizagdo do campo é o graviton (particula de spin 2 e de
massa de repouso nula), que ainda nao foi observado experimentalmente. Na tabela 3.1
sao mostradas mais algumas analogias entre esses campos.

Na proxima secao falaremos de um pouco sobre a detecgao das ondas gravitacionais.
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Eletromagnetismo Gravitacao

Fonte de Campo JH Ao
Lei de Conservagao o JH o0, ™
Campo A+ hHv
Transformagao de Gauge — A* — A* 4+ OFA h* — hH 4 OF N
Gauge escolhido 0, A* O (W™ — 20 h)
Momento-energia
de uma particula ﬁpu = qF,u” ﬁpu = Smhag Nuauﬂ

Tabela 3.1: Algumas analogias entre os campos (ondas) eletromagnéticos e gravitacionais
[19].

3.3 Deteccao das Ondas

O primeiro estudo tedrico publicado sobre a existéncia das ondas gravitacionais foi
feito pelo proprio Einstein, em 1916, somente um ano apos a publicagao dos artigos sobre
a Relatividade Geral.

As primeiras tentativas de se detectar as ondas aconteceu apenas nos anos 60, com
os trabalhos de Weber®, utilizando de um método que ficou conhecido como “barras de
weber”. Basicamente, o método consistia de analisar as deformacoes causadas em um
tipo de cilindro de aluminio, devido as diferentes aceleragoes sentidas pelas particulas
causadas pela incidencia das ondas gravitacionais no aparato. Weber, em 1968, afirmou
ter detectado, pela primeira vez na historia as ondas, por meio de seu experimento.
Contudo, houve muitas dividas sobre a veracidade dos resultados obtidos por ele. Dizia-
se, na época, que a sensibilidade das barras nao era suficiente para diferenciar efeitos
causados por ondas gravitacionais de ruido.

O trabalho pioneiro de Weber, entretanto, fez com que a comunidade cientifica passasse
a prestar mais aten¢do na questao da deteccao das ondas. Tanto é que, devido a isso,
comecou a ganhar forma o projeto do interferometro LIGO”.

Podemos diferenciar trés tipo de fontes de radiagdo gravitacional [17,20]: do tipo
estouro, ou ruptura (burst, do inglés); do tipo periddica e do tipo estocastica.

Dentre as fontes de radiacao do tipos burst podemos citar: o colapso e ricocheteio do
nicleo de estrelas massivas (chamadas supernovas) e também colisdes entre buracos negros
ou entre buracos negros e estrelas de néutrons. Ja entre as fontes periddicas de radiagao
gravitacional estdao: sistemas binarios de estrelas e a rotacdo de estrelas deformadas ou
anas brancas deformadas. Por fim, entre as fontes estocasticas temos: o big bang e
inomogeneidades ocorridas no comego do universo.

Entre os tipos de detectores, trés se destacam: as barras de Weber, interferometros a
laser e o rastreamento de veiculos espaciais (spacecraft tracking, do inglés).

No Brasil, temos o detector de ondas gravitacionais Mario Schenberg, que é basica-

6Joseph Weber, fisico americano (17 de maio de 1919 — 30 de setembro de 2000) [46].
"Este interferometro serd discutido com mais detalhes na préxima secéo.
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mente um detector do tipo barras de Weber, mas com esferas macigas no lugar de barras.
O detector vem sendo construido por um grupo de cientistas brasileiros no que chamam
de “Projeto Graviton” [2].

O detector Mario Schenberg é constituido por uma esfera macica que é composta por
Cobre (94%) e Aluminio (6%), a qual apresenta 1149,53 kg de massa e 32,388 cm de
raio a uma temperatura de 4 K [2]. Devido as suas caracteristicas, este tipo de detector
é mais eficiente para realizar medidas de ondas gravitacionais provenientes de eventos

impulsivos, tais como coalescéncias de buracos negros e explosoes de anas brancas.

3.4 A Deteccao Feita pelo LIGO

Poucas semanas antes da entrega deste trabalho, por incrivel coincidéncia, no dia
11 de fevereiro de 2016, pesquisadores em entrevista coletiva, anunciaram a comunidade
cientifica que finalmente houve uma deteccao direta de ondas gravitacionais por meio de
um interefémetro a laser. O sinal foi captado por meio do LIGO (sigla do inglés para
Laser Interferometer Gravitational-Wave Observatory) e ocorreu precisamente em 14 de
setembro de 2015, pelos 2 detectores irmaos do LIGO (ver Figura 3.4), um que se localiza
em Livingston, no estado de Louisiana nos Estados Unidos e outro em Hanford, no estado
de Washington. O evento que gerou as tao procuradas ondas gravitacionais (ver Figura
3.5) foi a colisdo entre dois buracos negros (com massas da ordem de 30 massas solares)
ocorrido a 1,3 bilhdes de anos-luz (a saber, 1 ano-luz = 9,41 x 10'? km) e foi detectado,
nos detectores do LIGO em 14 de setembro de 2015.

Figura 3.4: Foto de um dos detectores do LIGO (sigla do inglés para Laser Interferometer
Gravitational- Wave Observatory) — cortesia CALTECH/MIT/LIGO Laboratory [47].

Neste evento, o equivalente a trés massas do nosso Sol foi emitido puramente como
radiacao gravitacional em menos de um segundo. Isso corresponde a uma poténcia de

cerca de 50 vezes a poténcia emitida pelo Universo todo.
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Figura 3.5: Provavel localizagio da colisio entre os buracos negros — cortesia CAL-

TECH/MIT/LIGO Laboratory [47].

Cada brago de cada detector tem cerca de 4 km de comprimento. Durante a passagem
de uma onda gravitacional por eles, um de seus bracos iria se contrarir, enquanto o outro
se esticar, causando uma diferenca no caminho 6tico percorrido pelos fétons emitidos pelos
lasers que é, entao, registrado pelos detectores dos interferometros. Caso ocorra um sinal
captado pelos dois aparatos simultaneamente (ver Figura 3.7), estatisticamente pode-se
dizer com mais de 99,99% de certeza que o sinal é proveniente de radiacao gravitacional

e nao por ruido. Um esquema ilustrativo de um interferémetro a laser pode ser visto na

Figura 3.6.
/ massa teste
braco do detector
braco do detector
r‘I'IEISSEItEStE massateste
massa teste
separador
de feixe fotodetector
Figura 3.6: Representagdo ilustrativa de um interferometro a laser — cortesia CAL-

TECH/MIT/LIGO Laboratory [47].

Em 2014, pesquisadores do telescopio BICEP2, que fica localizado na Antartida, anun-

ciaram a detecgao de ondas gravitacionais em andlise feita na radiacao césmica de fundo.
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Figura 3.7: Imagem original da sobreposi¢ao dos dados encontrados pelos dois detectores —
cortesia CALTECH/MIT /LIGO Laboratory [47].

Entretanto, logo em seguida, outro grupo de cientistas provou que o sinal era muito pro-
vavelmente poeira estelar da nossa galaxia.

Durante os dias que seguiram ao antncio oficial, feita por pesquisadores do LIGO e da
também americana NSF (sigla em inglés paraNational Science Foundation), o assunto das
ondas gravitacionais e sua deteccao foram destaque nos principais meios de comunicac¢ao
ao redor do mundo, especialmente os eletronicos, de onde pode-se citar matérias muito
esclarecedoras sobre o antincio no portal eletronico da Science Magazine [47] e do Space
[48].

Assim, neste capitulo pudemos ver como a aproximacao de campo fraco das equagoes
de campo de Einstein lineariza tais equacgoes, e como consequéncia disso é possivel obervar
solucoes do tipo onda plana para as equagoes de campo. Discutimos também brevemente
acerca dos detectores de ondas gravitacionais e encerramos com uma apresentagao da
grande deteccdo anunciada em fevereiro de 2016.

Em seguida, apresentaremos as consideragoes finais desta monografia de conclusao de

Ccurso.
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Consideracoes Finais

Durante o decorrer do desenvolvimento deste trabalho, vimos como sdo surpreendentes
os fatos histéricos. No ano de 2015 comemoramos os 100 anos da Teoria da Relatividade
(ano mundial da luz), entdo no fim deste mesmo ano detectam-se ondas gravitacionais
(14/09/2015) provenientes de uma colisao entre dois buracos negros (com massas da ordem
de 30 massas solares) ocorrido a 1,3 bilhdes de anos-luz (1 ano-luz = 9,41 x 10 km),
cujo resultado foi divulgado apenas no comeco 2016, pouco tempo antes da apresentagao
desta monografia e 100 anos apés Einstein ter predito as ondas gravitacionais, a partir
de uma expansao em campo fraco, que foi um dos tépicos estudados neste trabalho. No
ano 2012 (4 décadas apds a previsao por Peter Higgs e a Frangois Englert) foi divulgado
para o mundo a descoberta do Béson de Higgs. Assim, a ultima década, para a teoria
de Fisica de Particulas elementares, gravitagao, astronomia, astrofisica e cosmologia tem
sido uma década e tanto.

Sobre o trabalho em si, compreendemos como trabalhar com mais uma ferramenta
matematica, que é o cédlculo tensorial, além disso vimos a importancia de definir uma
métrica em teoria da gravitagdo. Novos conceitos foram vistos, como a derivada covariante
de tensores covariantes e contravariante, que nao sao vistos no curso de graduacao. Além
disso, vimos que para definir a derivada covariante, foi necessario estudar o mecanismo do
transporte paralelo; vimos também, que a Teoria da Relatividade Geral é dita uma teoria
geométrica da gravidade, e que é a mais simples das teorias de gravitacao; que a equacao
de Einstein é o grande resultado da Relatividade Geral, visto que trata-se de uma equacao
que relaciona a curvatura do espaco-tempo com a distribuicao de matéria em uma regiao
do mesmo, o que fora “apenas” uma das grandes quebras de paradigma do século XX: se
por um lado Newton diz que a Terra exerce uma forca que nos “puxa” até ela, Einstein
diz que, na verdade, a massa da Terra causa uma deformacgao do espago-tempo e que essa
deformacao acaba por nos “empurrar” em direcao a ela.

Dentre os resultados da Relatividade Geral, estudamos as ondas gravitacionais. No-
tamos ainda, o quao semelhante é o estudo da teoria da gravitagdo com a teoria eletro-
magnética. Assim como ocorre na teoria eletromagnética, vimos que é necessario fixar um
“gauge” para resolvermos a equacao de campo fraco. Este gauge é o chamado “gauge de
Einstein” (dentro outros nomes), e se faz necessario para diminuirmos os graus de liber-

dade do sistema. Outra semelhanca é o fato de que tanto ondas eletromagnéticas como
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gravitacionais possuem graus de polarizacao, que diferem de 90 e 45°, respectivamente.
Isso, se dé ao fato da solucao de ondas eletromagnéticas vir de uma equagao de onda com
o quadrivetor potencial eletromagnético A,, que é um tensor de primeira ordem. Ja as
ondas gravitacionais vém de uma equagao de onda com o tensor h,,, que por sua vez, ¢
uma tensor de segunda ordem.

Por fim, em relacao aos detectores, no Brasil temos o detector Mario Schenberg que
consiste de uma esfera (massa de ressonéncia), transdutores paramagnéticos que moni-
toram os modos fundamentais de vibracao, e quando acoplados a uma antena funciona
como um sistema massa-mola. O detector que foi responsavel pela deteccao das ondas
gravitacionais, por outro lado, foi um interferometro a laser. Os pesquisadores que coor-
denam o projeto Gréaviton (detector Mario Schemberg) também fazem parte do projeto
LIGO (Laser Interferometer Gravitational-Wave Observatory), como o Prof. Dr. Odilio
Aguiar do INPE (Instituto Nacional de Pesquisas Espaciais).
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