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Resumo

No presente trabalho trataremos de investigar a orientacao molecular dos cristais liqui-
dos nemaéticos. A descricao dessa orientacao se vale de um estudo da teoria elastica para
o continuo, por meio de uma abordagem de célculo variacional na determinacao do estado
de equilibrio do sistema. A presente abordagem esta dedicada principalmente aos efeitos
de superficie em um sistema liquido-cristalino na fase nemaética, mas também enfatizara a
formulacao de varios problemas envolvendo sistemas confinados em matéria condensada.
O estudo pode ser de interesse tecnoldgico, pois abrange varias aplicagoes tecnologicas,
tais como displays (TVs, telas de telefone celular, relogios, calculadoras) e outros disposi-
tivos eletrénicos de uso diario cujo funcionamento depende crucialmente da orientacao das
moléculas de cristal liquido com os quais sao fabricados.

No terceiro capitulo deste trabalho, o foco da nossa anélise ¢ a construcao detalhada
da energia livre dos cristais liquidos nematicos por meio do estudo das constantes elasticas
apo6s apresentarmos algumas das principais caracteristicas do cristais liquidos. Tal analise e
construcao detalhada da energia livre é devido ao suporte demonstrado no apéndice deste
trabalho. Ressaltamos as aplicagoes da teoria elastica a problemas de certa relevancia,
como por exemplo, a célula hibrida e as descontinuidades de subsuperficies em amostras
nemaéticas. Na célula hibrida, o resultado para a transicao de fase em uma amostra ne-
matica, é descrito pelo expoente [, analogo ao expoente de transicao de fase de segunda
ordem, predito pelas teorias de campo médio. Por tltimo, apresentamos alguns resultados
de descontinuidades no caso em que uma amostra nematica é confinada em cavidade cilin-
drica.

Palavras-chave: Célculo variacional, efeitos de superficie, célula hibrida.
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Capitulo 1

Introducao

O célculo variacional é uma das principais ferramentas utilizadas até hoje nos estudos
de sistemas liquido-cristalinos. Sua importancia matematica esta firmamente ancorada na
liberdade de escolha das coordenadas apropriadas para o nosso problema, o que facilita
as formulacoes das equacgoes diferenciais do sistema em estudo bem como suas solucoes.
Assim, uma beleza particular do célculo variacional est& caracterizada pelo fornecimento
automéatico do niimero de condigoes de contorno adequado para poder solucionar as equa-
coes diferenciais do sistema em estudo. Seu desenvolvimento iniciou-se em 1696 quando
Johann Bernoulli (1667-1748) propos e resolveu o problema hoje conhecido como problema
da Braquistocrona que posteriormente foi aperfeicoado por Leonhard Euler (1707-1783) [1].
Euler com seu método obteve bastante éxito no aperfeicoamento do trabalho de Bernoulli ao
descobrir uma equagao diferencial, a partir da integral definida do problema, hoje chamada
de equagao de Euler. Contudo, com o passar do tempo outros mateméaticos comecaram a
sugerir problemas mais complicados e o método de Euler ja nao era mais eficaz. Entao,
em 1762 e 1770, Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) publicou um método analitico que
permitia deduzir, de fato, a equacao diferencial das curvas que minimizam as integrais de
problemas mais elaborados. Esse método de Lagrange trocava a funcao y(z), presente nas
integrais definidas a serem minimizadas, pela fungao y(z) + oy(x). Euler passou a adotar
o método de Lagrange e chamou de dy(z) de variagao da funcdo y(x), levando em conta
também na sua equacao diferencial, corrigida para equagao de Euler-Lagrange [2].

Os cristais liquidos apresentam caracteristicas semelhantes ao mesmo tempo a de um
solido cristalino e de fluidos. Sao classificados em mesofases essencialmente pela sua sime-
tria e grau de ordenamento. Essas mesofases sao caracterizadas pelos graus de liberdades
que as moléculas de cristais liquidos apresentam por meio da simetria de translagao e ro-
tacao. Assim, quando é verificado um aumento ou diminuicdo nos graus de liberdade das
moléculas do sistema liquido-cristalino, existe o que chamamos de transicoes de fases dos
cristais liquidos. Portanto, podemos ter dois tipos de sistemas liquido-cristalinos: os siste-
mas liquido-cristalinos (ou os cristais liquidos) termotropicos e sistemas liquido-cristalinos
liotrépicos. As descricoes gerais das fases e também da ordem orientacional dos cristais
liquidos em meios nematicos sao tratadas aqui de maneira geral, de modo a permitir o
equacionamento correto dos problemas a serem afrontados.



A teoria eldstica para o continuo nos cristais liquidos foi introduzida por Frederick
Charles Frank na Inglaterra: a energia elastica ocupa um papel de destaque em seu tra-
balho. Esta teoria de Frank também é utilizada para descrever a orientacao molecular dos
cristais liquidos nemaéticos. A construcao da energia elastica dos nemaéticos é detalhada,
permitindo-se a énfase nas constantes elasticas resultantes. No caso da teoria elastica de
Frank ha auséncia de uma constante elastica (K73) ligada a parametros de superficie dos
cristais liquidos, desencadeando assim a necessidade de uma nova teoria, a teoria eldstica
de Nehring-Saupe, que leva em conta (prevé a existéncia de uma) tal constante eléstica.

As investigacoes feitas em sistemas liquido-cristalinos na fase nematica abordam uma
teoria elastica para o continuo que se vale de um principio variacional para podermos de-
terminar o estado de equilibrio do sistema. Por outro lado, as descricoes no continuo de
sistemas confinados sao caracterizadas por densidades de energia no volume ou densidades
de lagrangiana cujos parametros de acoplamento podem variar nas vizinhancas das super-
ficies que limitam a amostra. A variacao espacial desses parametros pode ser a responsavel
pela origem de termos de superficie que dependem da primeira derivada espacial do campo
nos contornos. Esses termos devem ser adicionados & energia total da amostra, levando,
entdao, a um problema variacional mal-posto. A prescri¢do para restaurar o problema va-
riacional bem-posto é a de adicionar a densidade de energia no volume outros termos que
dependam de derivadas de ordem mais alta no campo. Esse procedimento implica conside-
rar, também, a existéncia de novos parametros de acoplamento cujo significado fisico nao é
claro. Para evitar essa situacao conflitante, uma densidade de energia de superficie efetiva
deve ser introduzida. Este mesmo problema para sistemas confinados pode ser estendido
para a formulacao em trés dimensoes.

No capitulo seguinte, estudaremos o pricipio variacional e alguns de seus problemas
classicos, no terceiro capitulo apresentamos as propriedades dos cristais liquidos, com foco
na construgao das energias elasticas de Frank e Nehring e Saupe. J& no quarto capitulo,
ressaltamos o uso que se fara da teoria da elasticidade por meio de uma abordagem variaci-
onal a problemas concretos de sistemas confinados, como é o caso do alinhamento da célula
hibrida & encargo do ancoramento fraco nos contornos de uma amostra nematica e também
no caso de sistemas liquido-cristalinos contendo descontinuidades de subsuperficies.



Capitulo 2

Calculo Variacional

Apresentaremos neste capitulo, uma introducdao ao céalculo das variacoes, com uma
breve apresentacao de sua formulacao e as investigacoes de funcionais. Serao mostrados
problemas na qual a aplicacao do calculo variacional é indispenséavel, bem como o problema
da Braquistocrona. Atribuiremos bastante atencao também ao exemplo do elastico sus-
penso pelas suas extremidades, o que nos remete a aplicagoes diretas ao estudo dos cristais
liquidos.

2.1 A integral definida

O calculo variacional visa fundamentalmente investigar maximos e minimos dos funci-
onais e se assemelha bastante a investigacao de maximos e minimos de funcoes do calculo
ordinario. Um funcional é uma expressao que se baseia e depende de funcoes que o ex-
tremizam. Por exemplo, para encontrar os valores de maximo e de minimo de uma f(x),
devemos deriva-la e iguala-la a zero, ou seja, f’(x) = 0. Os valores de x encontrados podem
corresponder a pontos de méaximo, de minimo, ou ainda, a pontos de inflexdo com uma
tangente horizontal.

Em um problema fisico na qual investiga-se os valores de minimo da funcao f(z),
temos que f'(z) = 0 é uma condigdo necessaria (mas nao suficiente) para obter um ponto
de minimo [3|. Para o calculo variacional, dizemos que ¢é feita estacionaria uma certa
quantidade (minimizada) e esta certa quantidade feita estacionéria é uma integral do tipo

12/ F(y,y';x)dz, (2.1)

1
a qual I caracteriza o funcional que depende da funcao F, descrita pelas variaveis depen-
dentes (y,y’) e variavel dependente x, sendo assim, temos

,_dy

dx’
e o problema pode ser: dados pontos (x1,y1) e (z2,y2) em um plano (x,y) e a funcdo
F(z,y,y") encontre a curva y = y(x) (passando através dos pontos citados) que torna a

Y
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integral I com o menor valor possivel. A expressao [ é dito funcional para nosso problema.
Este é um exemplo em que podemos encontrar a menor curva possivel que pode ligar dois
pontos (z1,y1) e (za,y2) em um certo plano. Para outros tipos de superficies, tais como,
superficies cilindricas conicas ou esféricas, tal curva é chamada de geodésica.

Definimos matematicamente esses nossos objetivos em encontrar valores de pontos de
maximo ou de minimo como problemas de extremos. Exemplificando:

Problemas de minimo: menor caminho possivel ou menor tempo possivel entre dois
pontos, ambos pontos fixos.

Problemas de maximo: maior volume de uma caixa, dado certa area de material ou
maior area possivel que se possa fazer com uma corda com comprimento fixo.

2.2 O valor estacionario de uma funcao

O nome "variacional” significa uma mudanca infinitesimal, em analogia ao processo
de derivagao do célculo ordinario, mas imposta por todas as variaveis de uma funcao.
Para este processo de variacao de uma certa funcao, Joseph-Louis Lagrange com uma
engenhosa idéia, introduziu o simbolo § que enfatizava a caracteristica virtual de mudanca.
Assim, em problemas envolvendo a variacao de integrais definidas, ambos os tipos, variagao
infinitesimal e variacao virtual, devem ser consideradas simultaneamente.

Consideramos uma fun¢ao com niimero arbitrario de variaveis dependentes F'(uy, ug, ..., uy,)
sendo F' continua e diferenciavel em relacao as variaveis ug, podemos escrever a variacao
virtual infinitesimal de nossas coordenadas na forma duy, duo, ..., du, levando-nos a:

OF OF OF

e a taxa finita de quantidades infinitesimais

oup = €ay, Oy = €ay, ..., OUy, = €y, (2.3)

em que ay,as,...,a, denotam o cosseno da direcao da variacao virtual, enquanto e
¢ um parametro que tende a zero. Dados cossenos das direcoes das variagoes virtuais
podemos, proceder com os calculos em uma direcao qualquer na qual as direcoes a; sao
ditas arbitrarias e assim

oF
8uk n
Se a equacao acima for satisfeita, F' terd um valor estacionario. A condicao necessaria
e suficiente de uma funcao F' com n variaveis de ter um valor estacionario em um certo
ponto P, é de as n derivadas parciais de I’ em relacao a todas as n variaveis tenderem a
zero neste ponto P.

0e (k=1,2,..,n). (2.4)
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2.2.1 A segunda variacao de uma funcao

Apos satisfazer as condicoes para um valor estacionario, o outro critério para se ter um
extremo, dependera do sinal da segunda variacao. Para podermos afirmar que a funcao
minimizante é solugao tinica, devemos analisar a segunda variagao desta funcao na qual deva
ser maior que zero, caracterizando-se entdao, um minimo. Se o sinal da segunda variacao é
positivo para alguns deslocamentos e negativos para outros, entao o valor estacionario de
uma funcao nao conduz para um valor de extremos, logo devemos ter

§2F > 0. (2.5)

2.2.2 Valores estacionarios e valores de extremos

Devemos ter em mente a diferenca entre valores estacionérios e valores de extremos.
Um valor estacionario requer exclusivamente uma tendéncia a zero da primeira variacao de
uma funcao e sem nenhuma restricao na segunda variagao desta fungao. Por outro lado, os
valores de extremos requerem também uma tendéncia da primeira variacao de uma fungao
a zero, mas em conjunto com as condicoes na segunda variacao desta funcao.

2.3 O valor estacionario de uma integral definida

A anélise de problemas de movimento envolvem um tipo especial de problemas de
extremos: o valor estacionario de uma integral definida. O problema de minimizacao de
uma integral definida que contenha uma funcao desconhecida e sua derivada pode ser
reduzida ao problema elementar de minimizacao de uma funcao de muitas variaveis.

y
A
P,
f(x)
P 6;) x| 1
a  x  xrdx b >

Figura 2.1: Variagdo da fungao f(z)
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Lagrange realizou o problema da minimizagao da integral definida de uma maneira
direta a qual considerou uma fungao y = f(z), que fornecia um valor estacionario para
integral descrita na equagao (2.1) [2]. Para poder provar este valor estacionario (veja
Fig.(2.1)), Lagrange avaliou na mesma integral uma leve modificacao da fun¢io y = f(x)
e demonstrou que a taxa de variagdo na integral devida a variacao na funcao era igual a
zero. Modificando a fungdo f(z) podemos escreve-la como

f(@) = f(z) + ed(x), (2.6)

em que ¢(z) ¢ uma nova funcdo arbitraria e satisfaz as mesmas condices de continuidade
como f(x). Assim ¢(z) também é uma fung¢ao continua e diferenciavel. Utilizando o para-
metro variavel €, temos em nosso poder a modificacdo da funcao f(x), feita por pequenas
quantidades arbitrarias.

Agora comparamos os valores da funcao modificada W com os valores da funcao ori-
ginal em um certo ponto definido da variavel independente x, formando assim, a diferenga

entre as funcoes f(z) e f(z). Esta diferenga é chamada "variacao" da funcao f(x), e é
denotada por dy

0y = f(z) — f(z) = eg(x). (2.7)

A variacao de uma funcao é caracterizada por dois fundamentais recursos, a saber: uma
mudanca infinitesimal em que o parametro € tende a zero; e uma mudanca virtual a qual é
feita uma mudanga de maneira totalmente arbitraria. Logo, ¢(z) é uma funcdo escolhida
arbitrariamente a qual as condi¢oes de continuidade sao satisfeitas.

Nos deparamos com uma diferenca fundamental entre oy e dy. Ambas sdo variagoes
infinitesimais da funcao y. No entanto dy refere-se a uma mudanca infinitesimal causada
pela mudanca infinitesimal da varidvel independente dx, enquanto dy ¢ uma mudanca
infinitesimal de y a qual produz uma nova funcao y + dy. Lembrando que a variacao de x
nao serve para o propoésito (0x = 0). Isto resulta em f(a) e f(b) fixos, logo

[5f(x)]z:a =0 e [5f(x)}m:b =0, (28)

concluindo-se assim, que ha apenas uma "variacao entre os limites definidos".

2.3.1 As propriedades comutativas do processo de variacao (¢)

Podemos derivar f(x) e sua funcdo f(x), e subtrai-las, definindo como a "variagio
das derivadas”. Anteriormente tinhamos a "derivada da variacao", e agora utilizando a
equagio (2.7) temos que

d d —— d /
by = - (F{@) — f(2)] = —elw) = 0/ (), (2.9)

no entanto, temos o caso em que chamamos de "a variacao das derivadas", utilizando a
equacao (2.6) obtemos

13



/(@) =1f'@) = @] = [y +e¢'(2)] -y = e¢/(2), (2.10)

logo, concluimos que

d dy
—oy = d—. 2.11
dx y dx ( )

De maneira similar, podemos ter a variacao de uma integral definida

5/abF(x)dx—/abF(x)dx—/abF(x)da:—/:[F(x)—F(x)]dx—/abéF(x)dx, (2.12)

concluindo que a variacao da integral definida ¢ igual a integral definida da variacao.

2.3.2 A equagao diferencial de Euler-Lagrange

Dada uma integral definida com as seguintes condi¢oes de contorno

fla) =a e [f(b) =P, (2.13)

queremos encontrar o valor estacionario desta integral

b
[:/ F(y,y;x)dz, (2.14)

que pode ser ilustrada como segue a Fig. (2.2).

Figura 2.2: Func¢ao f(x) definida entre os pontos a e b

14



Resolvemos este problema investigando a taxa de variacao desta integral causada pela
variacao da funcao y = f(z), logo

@) = )+ eoe) = DD i),
7@ = @)+ e > YD g (2.15)

A variagao do integrando F'(y,1/'; x) é da forma

OF(y,y2) = F(y+ep,y +ed’s2) — F(y,y'; x), (2.16)

resultando na expressao que torna a integral descrita em (2.14) estacionaria do tipo

b N NTIAY
I d[_/ (8_de(ac)+8_de(w)) oo

de Oy de oy’ de
dl b (OF OF ,
51— %_/a (a—y¢<x)+a—y, (x)) da, (2.17)

com 01 = 0.

Agora temos que as fungoes arbitrarias ¢(z) e ¢/(x) nao sdo independentes de forma que
nao nos permite resolver esta integral acima de forma algébrica. Mas esta impossibilidade
pode ser removida por uma engenhosa aplicacao do método de integracao por partes no

segundo termo da integral (2.17)
b b b
oF , d (OF
— — =9 )d 2.1
[ 5 (50) as (2.18)

oF
| Gy @dr =509

com as segintes condicoes de contorno

¢(a) = ¢(b) = 0, (2.19)
e a integral (2.17) torna-se
dl "Tor d (OF

— = — - = dz. 2.2

de /a {81/ dx (ay’)] ol (2.20)
Indroduzimos a seguinte notacao arbitraria
oF d (OF

Elx)=——— | — 2.21
@ =5 -5 (5 221

e escrevemos uma condigdo para o valor estacionario da integral (2.14) na forma

15



/ E(z)¢(x)dx = 0. (2.22)

A integral (2.22) pode ir a zero apenas se F(r) também vai a zero em qualquer lugar
da curva da Fig.(2.2) entre os pontos a e b. De fato, ¢(z) vai a zero nos pontos a e b, entao,
suponhamos que ¢(x) va a zero também em um pequeno intervalo arbitrario da curva em
torno do ponto z = £. Assumindo que F(z) seja uma fungdo continua de x, podemos
inseri-lo na integral (2.20) nos intervalos £ — p e £ + p, logo

dl §+p
— = E(¢) ¢(z)dz =0, (2.23)
de £—p
a qual é requerido que F(§) va a zero tornando a equacao diferencial (2.21) na forma
OF d (OF
B =" -2 () =0 2.24

conhecida como a equacao de Euler-Lagrange. Esta equacao diferencial é condicao neces-
saria e suficiente para tornar a integral definida (2.14) estacionaria, dada as condigdes de
contorno

yla) =a e y(b) = p. (2.25)

2.3.3 Equacao de Euler - Lagrange de segunda ordem

Considerando uma integral definida do tipo

b
fz/ F(y,y',y"; z)dz, (2.26)

contendo a primeira e a segunda derivada de y em relacao a variavel independente x, pode-
mos encontrar a condi¢do para um valor estacionario de (2.26), pela formagao da variagao
da integral e aplicando o método de integracao por partes, sendo a equacao diferencial que
soluciona o problema dada na forma

Oy dx

oF d (0F d*> OF
il - = 2.2
(ay/) + de ay// 0’ ( 7)

e o0 termo de contorno

b
oF d (0F oF
ol=\{——— ) 5y
[(33/ dx (81/’)) YT oy }
que vai a zero, caso y e y” sdo prescritos nos dois pontos finais a e b da Fig.(2.2).

Em vista da enorme importancia do principio variacional, nas proximas sec¢oes, alguns
exemplos que abordam este mesmo principio sao apresentados. Nos capitulos posteriores

-0, (2.28)
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sao apresentados também aplicacoes do método variacional na qual desempenham impor-
tante papel nos estudos dos cristais liquidos neméticos.

2.4 O problema Tautocroénico e o problema da Braquis-
tocrona

Em vista de nos motivarmos com exemplos abordados com o calculo da variacao, intro-
duzimos nesta se¢cao um exemplo que tem como objetivo a minimizacao de um parametro,
no caso o tempo, e que nos levard ao exemplo mais famoso do célculo variacional, o pro-
blema da Braquistécrona.

A tautocronica ou o isocronismo é o problema abordado em uma curva na qual o tempo
gasto por um objeto para rolar sobre ela sem atrito e sob acao da aceleracao da gravidade
uniforme até seu ponto de minimo é o mesmo, independente do seu ponto de partida como
exemplificado na Fig.(2.3).

A palavra tautécrona deriva do grego "tautos"que quer dizer "mesmo" e "cronos"que
significa "tempo". Christiaan Huygens em 1659 foi quem resolveu este problema provando
geometricamente que esta curva se tratava de uma cicloide. A cicloide é obtida a partir de
uma circunferéncia de raio a e o tempo de descida que levavam as particulas ao sairem de
um ponto qualquer sobre esta curva com velocidade inicial igual a zero até um ponto de
minimo da mesma curva resultava em my/a/g.

Descricao do exemplo: encontre o tempo em que a particula em repouso leva para
sair do ponto A na origem até chegar em B na metade do arco da cicloide, ou seja, no
seu ponto de minimo com um angulo de rolamento da particula € variando de zero a .
A particula sofre apenas a a¢do da aceleragao da gravidade (veja Fig. (2.3)), e lembrando
que a particula rola sobre a cicloide sem escorregar.

A integral definida para este problema seré da forma

tp
bap = / dt, (2.29)
ta

e como nao hé consideracoes de forcas dissipativas, a energia mecanica total se conserva,
logo

1
E, = §m02 —mgy =0 (2.30)

A partir desta equacao da energia mecanica total do sistema, podemos definir a veloci-
dade escalar que é igual a variagdo do espago percorrido S em relagao ao tempo (veja Fig.
(2.4)), obtendo

ds
v =1/2gy = = (2.31)

e como o comprimento de arco neste intervalo é dado pela equacao
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Figura 2.3: Objetos rolando sobre a curva tautocronica sob agao da gravidade uniforme.

v

y

Figura 2.4: Trajetoria da curva cicloide do seu ponto A até o ponto de minimo B, tracada
por uma circunferéncia de raio a.

ds? = da*+dy’,

dr\ 2 dy 2
as = /(& Y g
° \/(dy) " (dy> v
dS = Va?+ 1dy, (2.32)

podemos escrever a velocidade escalar dado pela equagao (2.31) em termos de dS
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) 1
v = Id—;—dy. (2.33)

Mas como queremos minimizar o tempo, a integral definida (2.29) sera da forma

/t: dt = \/_/ \/W (2.34)

Agora as variagoes das coordenadas x e y podem ser escritas em funcoes do angulo 6,

resultando em
0
dr = tan (5) dy,

L, (0
y = gesen’ |3 ),

1 7 6
dy = 7 sen (§> cos (5) de, (2.35)

em que K & uma constante. Substituindo esses fatores acima na integral (2.34) e utilizando
a relagao trigonométrica do tipo

sec? (g) — tan® (g) =1, (2.36)

obtemos a integral definida na forma

1
t = — do 2.37
! (230
Como o raio da circunferéncia do circulo que marca a cicloide ¢ igual a a = 5= K, como

exemplificado na Fig.(2.4), resolvemos a integral (2.37)

tap = W\/E. (2.38)
g

Este tempo de descida é o mesmo, a partir da velocidade nula, para qualquer particula
que estiver sobre qualquer ponto da cicloide sob agao da aceleragao da gravidade uniforme,
considerando que ndo ha nenhuma dissipacao de energia, (veja Fig.(2.5)). Notamos que
para este exemplo de isocronismo, nao foi necessario o uso da equacao diferencial de Euler-
Lagrange para solucionarmos.

Com esse resultado em maos, Johann Bernoulli empenhou seus estudos na comprovagao
da curva em que os objetos descreviam mesmo tempo através do calculo das variagoes. Esta
curva ou percurso se tratava da cicloide a qual exemplificamos em seguida como resultado
do problema da Braquistocrona [1].
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P t

Figura 2.5: Particulas em diferentes pontos do espaco chegando ao mesmo tempo em um
ponto P.

Braquistocrona é uma palavra derivada do grego como "braquis"— "rapido" e "cronos"—
"tempo". Este problema foi proposto por Johann Bernoulli em 1696 e consiste em encon-
trar o percurso que uma particula deve descrever ao se deslocar de um ponto A(zq,y;)
até um ponto B(z,y2) situados em um mesmo plano vertical, no menor tempo possivel,
apenas sob acao da forca peso e sem dissipar energia.

Para que ocorra este movimento supomos que o ponto A esta acima do ponto B, mas
nao na mesma vertical, porque a solucao seria uma reta. Verificaremos que a curva ou
percurso procurado é regido pelas equacgoes paramétricas da cicloide. Esquematizando o
problema teremos a Fig.(2.6).

Inicialmente no nosso ponto de partida em (x1,y;), teremos v = 0 e y = 0, levando-nos
a descrever no ponto (z,y) a energia mecanica total, que se conserva, pois consideramos
que nao ha forcas dissipativas tais como atrito, o que implica em

E, = E.+E,
1 2

E, = 5™ —mgy = 0,

v o= /29y (2.39)

A velocidade escalar dada por (2.39) é a variagao do espaco percorrido S em relagao

ao tempo (%). J& o comprimento infinitesimal do arco entre A(zq,y;) até o ponto (x,y)

é dado pela equacao
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(X2 ¥2)

Figura 2.6: Trajetoria em que uma particula descreve em menor tempo possivel.

dS* = da® + dy?,

dz\” dy 2
s = (%) + (%),
ds = +/1+y?dy, (2.40)

e escrevendo a velocidade escalar em termos de dS da equagao (2.40)

as /14 y?
— = +——dx. (2.41)
dt dt

Mas como queremos minimizar o tempo, definimos uma integral I obtida nos intervalos
em que a particula se desloca, logo

v =

/ 2
dt = idw com v = +/2gqy,

v

1 T2 /1 12
I = / ty dx, (2.42)
vV20.J)e VY

agora o funcional (2.42) que descreve o tempo minimo de descida da particula é indepen-
dente da variavel de integracao e dado na forma

Fly,y'2) = —1\;%3/2 (2.43)
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Utilizando a equagao de Euler-Lagrange

oF d (O0F
2 (Z=)=0 2.44
oy  dx (03/’) ’ (244)
obtemos como resultado
—2y(x)y" (x) —y*(x) — 1 =0, (2.45)

que é uma equacao diferencial nao linear. Sendo assim, tomemos outro caminho. Propomos
a troca de variaveis independentes de x para y

,7dy7 dx _17 11
y—@-(@) = (z) =

logo

1 dy
/ /
Yy = pri = dz = x'dy, (2.46)
e substituimos na integral (2.42) resultando em

1 VPR
V29Jy VY

Portanto o funcional agora é da forma

I y. (2.47)

Fa'yy) = ﬁ, (2.48)

VY

e tem y como variavel independente. Utilizando a equagao de Euler-Lagrange

oF d (OF
temos que

oF

o

ok _

ox’ Vy(x? 4+ 1)7
logo

=0, (2.50)




o que nos leva a

ml

y(z? +1)

com K uma constante. Esse resultado nos conduz a

=K
(2?2 +1) v

’ d:l: Ky
r = — = .
dy 1— Ky

Para poder simplificar nossos calculos podemos usar a seguinte relacao

0
— 2 Z
Ky = sen <2>,

e substituindo em Z—i obtemos

E a partir da equagao (2.53) podemos definir dy e substituir em (2.54) obtendo

1 0
dr = ES@DZ (5) d@,

(2.51)

(2.52)

(2.53)

(2.54)

(2.55)

assim podemos integrar os dois lados da equacao acima utilizando a relagao trigonométrica

1
sen” (Q) = —(1 —cos#),
2 2
obtendo

1

= ﬁ(e —senf).

X

(2.56)

(2.57)

Esta ¢ a equacao paramétrica para coordenada x. Para obtermos a equacao paramétrica
para coordenada y, utilizamos novamente a relagao trigonométrica (2.56) na equagao (2.53),

logo

1
= —(1- .
y =gl —cost)
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As equagoes para as coordenadas x e y em funcdo de 6 sdao equacoes paramétricas do
percurso (curva) em que a particula se desloca em um tempo minimo, e sao descritas em
(2.57) e (2.58). Em seguida, apresentamos um exemplo nao tao classico, mas que nos
remete ao estudo da configuracao de equilibrio do sistema por meio de uma abordagem
variacional.

2.5 O problema da barra de elastico

No caso anterior, estavamos interessados essencialmente nas equacoes diferenciais que
poderiam ser deduzidas como solucao do problema, dado uma integral definida que assumia
um valor estacionario. A elaboracgao destas equagoes pelo método de integracao por partes
revela que a variacao de uma integral definida é composta em duas partes, uma integral
que estende sobre a variacao dada (ou do problema), mais os termos de contorno, quando
esses nao sao fixos, como no exemplo a seguir da barra de elastico.

Sabemos que algum problema em que envolve a solugao de equagoes diferenciais requer
um ndmero de condigoes de contorno igual a ordem da equacao diferencial, para que a
solucao seja tnica. Estas condicoes podem ser determinadas pelas circunstancias fisicas
dadas.

Como exemplo ilustrativo, consideramos um problema da mecéanica do continuo, uma
barra de elastico horizontal com forca peso atuante e sustentada pelas pontas. A equacao
diferencial, dado o deslocamento transversal da barra de elastico, é de quarta ordem e isto
requer a prescricao de quatro condigoes de contorno.

No entanto, em vez de deixarmos as pontas fixas, a barra de elastico pode ser meramente
sustentada. Neste caso as condicoes fisicas que prescrevem sao duas, a saber: a condicao
que leva o deslocamento vertical da barra tender a zero entre os pontos de sustentacao
e o restante das condicoes que permanecem indeterminadas. E de onde vieram estas
duas condigoes de contorno adicionais? Para podermos responder esta pergunta, notamos
uma bela caracteristica dos problemas variacionais: sempre fornecem automaticamente o
numero correto de condigoes de contorno.

Estas condicoes de contorno nao sao estabelecidas no sistema por circustancias externas
dadas, seguindo assim a natureza do problema variacional. A condicdo para um valor
estacionario requer que estas condicoes de contorno satisfacam as equacoes diferenciais de
Euler-Lagrange, isto é, o termo de contorno de 0/ se responsabiliza por estas condicoes de
contorno adicionais.

O estado de equilibrio da barra de elastico é determinado quando a energia potencial
¢ minima. Denotamos por [ o comprimento da barra de elastico e por x a variavel inde-
pendente que segue de 0 a [ caracterizando a posicao de um ponto no elastico. O pequeno
deslocamento vertical causado pelo carregamento da barra de elastico deve ser denotado
por y(z), em que y(x) = 0 estd na mesma linha horizontal dos pontos que sustentam o
enquanto p(x) denota a carga por unidade de comprimento (densidade) [2]. Assumimos
que a barra de eldstico tenha a mesma segao transversal em qualquer lugar entre 0 a [,
Fig.(2.7).
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Figura 2.7: Elastico suspenso entre pontas e com forca peso atuante.

A energia potencial devida as forcas elasticas é dado por

k? l
%:5/@Wm, (2.59)
0

em que k£ ¢ uma constante, enquanto a energia potencial devida a acao da gravidade é do
tipo
!
Vo=~ [ plony(a)ds, (2.60)
0

logo a integral que deve ser minimizada sera

I= /Ol (g(y")Q - py) dz. (2.61)

A equacao diferencial de Euler-Lagrange utilizada para este problema variacional é do
tipo (2.27), resultando em

ky"(z) = p(z). (2.62)

Se esta equacao é satisfeita, a variacao 01 é reduzida a um termo de contorno a qual
nosso problema variacional utiliza também a equagao (2.28), mas agora com a =0e b =1
nos contornos, nos conduzindo a

51 = k[—y" ()3y(1) + y/" (0)5y(0) + 4" )3y (1) — v/ (0)5y (0)]. (2.63)

2.5.1 Condicoes estabelecidas na barra de elastico

Vamos ver aqui, algumas possiveis condi¢oes de contorno da barra de elastico.
1° Pontas grampeadas: as condicoes de contorno estabelecidas na barra de elastico sao
da forma
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y(0) =0, ()
y(0)=0, o)

A variagao das quantidades fixas é zero e todos os termos de 61 vao a zero e a condicao
inica para podermos ter o valor estacionario para d/ é a equacao diferencial (2.62). Nao
hé deslocamento vertical da barra, Fig.(2.8).

Todas as condigoes de contorno neste caso sao fornecidas pelas circunstancias externas
do problema e nao pelas condicoes de contorno naturais adicionadas.

=0,
— 0. (2.64)

y(0)=0

0 L
Figura 2.8: Barra de elastico grampeada nas pontas.

2° Suspenso pelas pontas: as Unicas condigoes de contorno inicialmente neste caso
sao dadas por

Vo) [ = _—

4

Figura 2.9: Barra de elastico suspendida pelas pontas.

y(0)=0 e y(l)=0, (2.65)
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logo as variagoes 0y/(0) e 6y (1) sdo arbitrarias e vao a zero na equacao (2.63), a qual requer
duas condigoes de contorno adicionais

y'(0)=0 e y"(I)=0, (2.66)
e que completam as condig¢oes de contorno estabelecidas, (veja Fig.(2.9)).

3° Uma ponta grampeada e a outra ponta livre: grampeando-se a ponta da barra
de elastico em um ponto z = 0, mas deixando livre uma das pontas como na Fig.(2.10),

Figura 2.10: Barra de elastico com somente uma das pontas grampeadas.

teremos as seguintes condicoes de contorno

y(0)=0 e ¢'(0)=0, (2.67)

enquanto y(1) e y'(l) ndo sdo prescritos. A variagao destas duas quantidades sao arbitrarias
e para 01 ir a zero, duas condicoes de contorno sao requeridas

S ()=0 e y"(l)=0, (2.68)

como consequéncia do problema variacional, adicionando as condigoes estabelecidas (2.67).
4° Ambas as pontas livres: as condicoes de contorno naturais desempenham seus
papéis em ambas as pontas, sendo essas pontas livres (veja Fig.(2.11))

y//(o) — O, y///(o) — O,
y'(1)=0, y"(l)=0. (2.69)

Notamos que todas as condi¢oes de contorno sao fornecidas pelo problema variacional.
Nao temos condicoes estabelecidas, mas as condi¢oes de contorno naturais estao presentes
em nimero suficientes.

Obviamente, a barra de elastico nao pode estar em equilibrio sem o suporte apropri-
ado provinda de duas forcas ascendentes. Devemos considerar estas forcas como um caso
limitante de forgas distribuidas continuamente ao longo da barra de elastico e incluidas
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Figura 2.11: Barra de elastico com ambas as pontas livres.

em p(x). Isto mostra a partir da abordagem da teoria geral de equagoes diferenciais, que
o lado direito da equacao (2.69) pode ser prescrita arbitrariamente unicamente se a equa-
cao diferencial correspondente é homogénea, isto é, a equacao diferencial sem nenhuma
distribuicao de carga

ky" (xz) =0, (2.70)

nao tendo solucao, exceto a solucao trivial y = 0.

A solucao da equacao diferencial, ou a série de equacoes diferenciais, nao é tinica sem
a adi¢ao do ntmero apropriado de condigoes de contorno. Os problemas que procuram o
valor estacionario de uma integral definida tem sempre um ntmero correto de condigoes
de contorno. Se dado as circunstancias externas, nao termos o nimero de condicoes de
contorno suficientemente fornecidas, o restante é sempre compensado pelo proprio problema
variacional, assim como o termo de contorno descrito na expressao para 0/ em (2.63).
O problema da barra de eldstico com varias condicoes para as suas pontas fornece uma
excelente ilustracao para este principio.

No proximo capitulo, sera feita uma breve apresentacao do sistema liquido cristalino:
uma descricao geral das mesofases, a descricao da ordem orientacional em meios nematicos
e também a construcao das energias elasticas de Frank e Nehring- Saupe.
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Capitulo 3

Propriedade dos cristais liquidos

Os cristais liquidos apresentam propriedades semelhantes as de um solido cristalino ani-
sotropico (alto ordenamento molecular) e propriedades mecanicas semelhantes aos liquidos
(alta fluidez) ao mesmo tempo. Nesse tipo de material, as moléculas, ou os aglomerados
de moléculas, podem apresentar arranjos de ordem estruturais translacionais, rotacionais
ou ainda orientacionais. Sao classificados em mesofases essencialmente pela sua simetria e
grau de ordenamento, a qual as transi¢oes de fases ocorrem pela quebra de ordenamento
posicional e/ou orientacional das moléculas, o que conduz a uma diminuigdo ou aumento
dos graus de liberdade das moléculas baseadas na simetria de translacao e rotacao.

Apresentamos neste capitulo as principais caracteristicas dos dois tipos de cristais li-
quidos, os liotropicos e os termotropicos, a qual possuem mesofases. Neste trabalho, uma
maior atencao é tomada ao verificarmos os cristais liquidos da mesofase nematica. Em
seguida, tomemos nossa atencao a construcao das energias elasticas de Frank e Nehring-
Saupe a qual é indispensavel para as investigagoes dos cristais liquidos neméticos.

3.1 Descricao geral das fases

Para podermos descrever as fases nos cristais liquidos, apresentamos brevemente as
caracteristicas dos principais estados da matéria: solido, liquido e gasoso. Os soélidos sao
frequentemente classificados como anisotropicos: suas propriedades fisicas dependem da
direcao em que mensuramos, sendo os atomos que o constituem, distribuidos e empilhados
regularmente, levando as molélulas se rearranjarem em torno de uma posicao fixa. Neste
estado, é verificado a dificuldade de deformacoes pois as moléculas nao possuem energia
térmica suficiente para "vencer" as forcas de atracdo presentes no interior dos materiais
solidos.

Para as moléculas "vencerem" essas forcas de atracao intermoleculares, devemos au-
mentar a temperatura do material solido fazendo com que a energia cinética aumente, e
com isso, as moléculas que antes estavam em torno de uma posicao fixa vagueam com
menos dificuldade entre as demais moléculas do sistema, ou seja, obtemos a fase liquida.
Os liquidos sao geralmente desordenados, ou de uma maneira mais formal, sao classifica-
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dos como isotropicos: suas propriedades nao variam, qualquer que seja a direcao que a
medirmos. H& uma alta mobilidade entre as moléculas, o que torna os liquidos materiais
facilmente deforméveis com uma forte tendéncia a adquirirem a forma do recipiente na qual
sao confinados. Nos liquidos as moléculas nao estao fixas, mas sim em constante movimento
decorrente a agitacao térmica. Sua densidade é proxima a correspondente aos materiais
solidos, porém podemos deformé-los com forcas muito menores do que necessitamos para
deformar um solido.

J& na fase gasosa, podemos dizer também que os moléculas sao desordenadas, mas
muito mais afastadas uma das outras do que na fase liquida em razao da alta energia
térmica comparada a energia potencial entre elas. Assim, as moléculas tem correlagao nula
entre si, e, portanto, o gas ocupa todo o volume que o contém. A densidade no estado
gasoso é cerca de mil vezes menor do que no estado liquido e as forcas intermoleculares sao
muito fracas, havendo forcas somente devido aos choques entre as moléculas.

J& os cristais liquidos sao materiais organicos que apresentam varios estados intermedia-
rios na transicao de um estado sélido para um estado liquido. Nesse intermédio, os cristais
liquidos apresentam caracteristicas fortemente anisotropicas (comportamento tipico de um
solido) e com um certo grau de fluidez (comportamento tipico de um liquido). Assim, as
mesofases na qual encontramos os sistemas liquido-cristalinos necessitam que as molécu-
las que o constituem sejam anisotropicas, ou seja, tenha formas tal como um bastao, por
exemplo. Na Fig.(3.1), exemplificamos a transicao do estado solido para o estado liquido
e entre esses estados temos a fase liquido-cristalina [9].

- N/ ~L

iAW SN
MY YIERY,

Figura 3.1: Ordenamento da fase solida para fase liquida.

As transicoes dos estados intermediarios sao influenciados por processos térmicos, mas
também podem sofrer influéncia de pressao, fluxo e, no caso dos de liotrépicos, da concen-
tragao do solvente. Na secao a seguir, veremos os dois tipos de cristais liquidos, bem como,
suas principais mesofases.
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3.2 Mesofases dos cristais liquidos

Apresentaremos nesta secao, as caracteristicas, as principais mesofases e como ocorrem
as transicoes de fases das classes de cristais liquidos liotropicos e termotropicos.

3.2.1 Classe termotropica

Os cristais liquidos pertencentes a essa classe, sao susceptiveis a variacao de temperatura
e, em menor grau, a variacao de pressao. Nesta secao apresentaremos com detalhes as trés
mesofases da classe termotropica: fase nemdtica (a de maior interesse para o nosso estudo),
fase colestérica e fase esmética. Do ponto de vista tecnolbgico, é importantissimo o papel
que desempenham os cristais liquidos termotropicos, tendo uma vasta area de aplicacoes
na industria, bem como, a fabricacao de sensores de pressao e temperatura, e na fabricacao
de displays tais como telas de TVs, celulares e computadores [9)].

Mesofase nematica

Na mesofase nemaética, as moléculas constituintes da fase possuem uma ordem orienta-
cional de longo alcance e tendem a alinhar-se umas as outras e também estao, na média,
alinhadas com um eixo paralelo, definindo, do ponto de vista macroscopico, uma direcao
preferencial [7]. Outra caracteristica notével dessa fase é a auséncia de correlagao entre as
posi¢oes dos centros de massas das moléculas (como em um liquido isotropico). O vetor
unitario n(r), conhecido como vetor diretor da fase, descreve a dire¢ao local de alinhamento
a qual se estende a distancias maiores comparadas aos liquidos isotrépicos. Estas distancias
sao muito maiores comparadas ao tamanho das moléculas que constituem a fase nemaética.
Constatamos sempre nos nematicos que os estados n e -n sao equivalentes. Representamos
na Fig.(3.2), um diagrama do cristal liquido neméatico com seu devido diretor n.

Figura 3.2: Diagrama do cristal liquido nemético em que as moléculas seguem, na média,
uma direcao preferencial n.

31



Mesofase colestérica

Sabemos que o colesterol nao forma uma estrutura liquido-cristalina, mas seus deriva-
dos quimicos o fazem e recebem essa denominagao [9]. Esta mesofase pode ser denominada
também de nematica quiral, pois as moléculas quirais sao dissolvidas em uma fase ne-
matica. Moléculas quirais diferem de suas respectivas imagens especulares [10], ou seja,
as moléculas possuem formas opostas (enantiomeros). Logo, a estrutura sera de forma
helicoidal, j4 que as moléculas estarao dispostas em camadas, e ao dissolvermos as mo-
léculas quirais, a ordenacao das moléculas em cada camada também serd diferente. No
entanto, um cristal liquido colestérico é semelhante ao cristal liquido neméatico, mas em
uma escala mais ampla, pois o diretor n, que também descreve a direcao preferencial das
moléculas nesta fase, seguird uma hélice conforme as diferentes dire¢oes entre as camadas
da estrutura de um colestérico. Assim, dizemos que a estrutura disposta em um colestérico
seja espacialmente periddica, de tal forma a definir um cristal liquido nemético como um
cristal liquido colestérico de periodicidade igual a zero |7]. A energia de torgao, devido as
direcoes diferentes entre as camadas, serd menor do que a energia requerida para termos
o alinhamento entre as moléculas. Na Fig.(3.3), em uma tor¢ao ocorrida em passo igual a
£, ilustramos a estrutura colestérical.

# '-;f_f_v/f

[

||'I'i'l|'"'|[||| p

Figura 3.3: Diagrama do cristal liquido colestérico a um passo 5.

Mesofase esmética

Nessa mesofase, ao contrario dos cristais liquidos nematicos, ha uma ordem posicional
de longo alcance das moléculas a qual o centro das mesmas estao, em média, ordenados em
camadas sobrepostas umas as outras. Mas, nao ha correlacao entre as camadas, podendo
assim, uma deslizar sobre a outra e a ordem posicional nos esméticos ¢ obtida em apenas

!Disponivel em: <http: //es.wikipedia.org/wiki/Cristal _liquido>. Acesso em: 10 de maio de 2014.
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uma das trés dimensées [9]. A ordem orientacional nos esméticos sdo como nos neméticos,
logo, os estados n e -n também sao equivalentes para a fase.

H& trés tipos principais de cristais liquidos esméticos [5, 10|, a saber: esmético A
onde as moléculas estao orientadas com seu eixo de simetria normal ao plano das camadas,
esmético C a qual existe um grau de inclinacao da normal ao plano das camadas em relagao
ao diretor n e esmética C* em que existe um grau de rotacao do diretor n em cada um dos
planos a qual ilustramos na Fig.(3.4)?. Em cristais liquidos liotropicos, a fase equivalente
a fase esmética ¢ chamada de fase lamelar [10].

______________ e ———— .
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Figura 3.4: Diagramas das fases esméticas: a) esmética A; b) esmética C; c¢) esmética C*.

3.2.2 Classe liotropica

A classe liotropica dos cristais liquidos tem como parametro principal na transicao de
fase, a concentracao das solucoes que o formam. O aglomerado de moléculas formados
em amostras, define cada mesofase do cristal liquido liotropico. Geralmente pode ser
composta por dois ou mais componentes, sendo um sistema em que hd uma mistura de
solvente com moléculas anfifilicas. Estas moléculas sao compostas em duas partes, a saber:
cabeca hidrofilica (a qual é atraida pela dgua ou solventes polares) e cauda hidrofobica (a
qual é repelida pela dgua ou solventes apolares) . Sistemas analogos a esses sao descritos
quando h& uma mistura de sabao em dgua. A Fig.(3.5)3 ilustra o aglomerado de moléculas
anfifflicas, a qual recebe o nome de micelas.

O aglomerado de moléculas anfifilicas podem apresentar diversos tipos de arranjos (or-
dens orientacionais) conforme o meio em que se encontram, caracterizando assim, as meso-
fases da classe liotropica [4]. As mesofases sao as seguintes: mesofase nemdtica cilindrica
(a ordem orientacional das moléculas, encontra-se em forma de cilindros e as moléculas
tendem a se rearranjarem paralelamente ao vetor diretor n), mesofase nemdtica discotica
(a ordem orientacional das moléculas é exibida na forma de discos e também tendem a se
rearranjarem paralelamente ao diretor n), mesofase heragonal * (tem como caracteristica

2 Adaptado de Bechtold, 2005, p.336.

3Disponivel em: <http: //coursel.winona.edu>. Acesso em: 21 de maio de 2014.

‘Disponivel em: <http: //barret-group.mcgill.ca./teaching/liquid _cristal/LC05.htm>. Acesso em : 26
de maio de 2014.
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Figura 3.5: Moléculas anfifilicas em meio aquoso exemplificando uma formacao de micelas.

uma elevada concentracao de solucao na qual as moléculas anfifilicas que a compoéem sao
de formas cilindricas e a estrutura formada é do tipo hexagonal [9]), (veja Fig.(3.6)).

Figura 3.6: Moléculas anfifilicas cilindricas formando uma estrutura do tipo hexagonal.

Mais duas mesofases na classe liotropica sao descritas devida a concentragao de solucao,
mas com menor quantidade de solu¢ao em relgdo a mesofase hexagonal, em que a agua (ou
solventes polares) preenchem os espagos entre os aglomerados de moléculas anfifilicas, a
saber: mesofase cibica ® (o arranjo das moléculas nesta fase formam unidades esféricas,
de modo que a cabecga polar fique sobre a superficie e a cauda apolar fique no interior
das esferas, e consequentemente, o arranjo de todas as unidades esféricas é cubico de face
centrada, Fig.(3.7)), mesofase lamelar ® (o aglomerado de moléculas anfifilicas formam

Disponivel em: <http: //upload.wikimedia.org/wikipedia/en/3/3f/ MICELLARCUBIC1.JPG>.
Acesso em: 28 de maio de 2014.

Disponivel em: <http: //atom.physics.calpoly.edu/7Ejfernsler /Research /Biophysics/BiophysResearch.html>.
Acesso em: 28 de maio de 2014.
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Figura 3.7: Representacao do arranjo das moléculas na mesofase cibica.

bicamadas preenchidas por solvente na qual a concentracao de solucao se encontra em
um nivel mais baixo do que as fases anteriormente citadas), em que a Fig.(3.8) ilustra a
mesofase lamelar quando temos como solvente a agua.

agua

Figura 3.8: Formacao de bicamadas da mesofase lamelar.

Na proxima secao observamos a importancia da andlise feita em uma mesofase nematica
(teoria em meios nematicos) para construirmos as energias elasticas de Frank e Nehring-
Saupe.

3.3 Ordem orientacional em meios nematicos

E indispensavel o estabelecimento de um modelo de simetria e de comportamento para
as moléculas de cristais liquidos nematicos, que sao os cristais liquidos comumente estuda-
dos e que possuem uma vasta area de aplicacoes. Podemos abordar o caso nos nematicos
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com simetria cilindrica, ja que as formas das moléculas que o constituem sao como bastone-
tes (calamiticas), e os seus centros de massa estao dispostos aleatoriamente, mantendo-se
um grau relevante de alinhamento. Para os cristais liquidos nematicos constituidos de mo-
léculas discoticas a mesma simetria poderia ser abordada. Logo, nesta secao, os parametros
de ordem microscopico e macroscopico, que descrevem o grau de ordenamento nos cristais
liquidos nematicos, sao definidos.

3.3.1 Parametro de ordem escalar microscépico

Caracterizamos simetria cilindrica com o vetor diretor n coincidindo com o eixo z do
sistema cartesiano. Definimos uma fungdo de distribuicdo f(6,¢)dS2 em uma regido do
espaco e que nos dé a probabilidade de encontrar moléculas na diregao (6, ¢) em funcdo de
um determinado angulo so6lido. Mesmo abordando com simetria cilindrica a fase nemaética,
os vetores diretores n e -n contribuem da mesma forma para a descricao da direcao das
moléculas, nos permitindo escrever

f = 1(6) = f(x —0). (3.1)

Mas como cos(m — #) = — cos(6), ndo podemos relacionar o parametro de ordem da
fase nematica apenas com a caracteristica dipolar. Logo, é necessario definir o parametro
de ordem a partir das caracteristicas quadrupolares do meio [9]. Definimos também um
vetor unitario a que indica a direcao do eixo longo da molécula e esta disperso em torno
do diretor n, (veja Fig.(3.9)7).

Temos que a medida desta dispersao do vetor unitario a em torno do diretor n é escrita
na forma

< (n-a)® >, (3.2)

denotando o simbolo < ... >, uma média estatistica da ordenacao das moléculas. Logo, se
a fase é perfeitamente ordenada, o resultado da equagao (3.2) é igual a 1. J& em uma fase
isotropica, em que as direcoes de a sao distribuidas com igual probabilidade no espaco,
temos que, a dispersao do vetor unitario a em torno do diretor n é % Com esses resultados
em maos, podemos introduzir um parametro de ordem microscépico na forma

3 9 I 1 9
5—2{<(n a)” > 3:|—2<3COS€ 1>. (3.3)

Ao analisarmos a ordem orientacional em meios nematicos, temos a situacao em que
0 = 0 caracterizando uma tinica direcao de ordenamento provavel, isto é, < cos?f >= 1,
implicando em

1
S:§<3aﬁe—1>:L (3.4)

a qual seria uma orientacao perfeita.

"Adaptado da Dissertacdo Mestrado em Fisica de Souza, Rodolfo Teixeira, 2009, p.22.
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Figura 3.9: Dispersao do vetor unitario a em torno do diretor n.

Ordem orientacional em meios isotrépicos

A ordem orientacional tem resultado diferente ao ser analisada em amostras isotropicas
na qual as moléculas estao orientadas em qualquer direcao, logo, levamos em conta o ele-
mento de volume da amostra em termos do angulo s6lido, como representado na Fig.(3.10),
logo

dQ

dg

y

Figura 3.10: Elemento de volume de uma amosta liquido-cristalina esférica.

dS2 = sen 0dAdo,
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portanto a dispersdo (3.2) é calculada na forma

< (n-a)? >= cos? 0,

e a média de cos? @ é calculada em termos da funcao de distribuicao

Jcos®0dQ [ cos®Osenfdfdp [27d¢ [T cos @ sen Od6 1

[0 [ sen 6d0de [ de [Tsen6d) 3

< cos? ) >= . (3.5)

logo, utilizando a equagao (3.3) obtemos o parametro de ordem microscopico S = 0, o que
caracteriza uma completa desordem orientacional definindo uma fase do tipo isotrépica.

O parametro de ordem nemético é dado pelo valor médio do segundo polindémio de
Legendre |7, 11|, e & escrito na forma

P =a <cos’ > +b =< Py(cosf) >= S, (3.6)

em que a e b sao calculados através de

< 0520 S 1 — alinhado
> o % — desalinhado

resultando em a = % eb= —%, nos permitindo reescrever a equagao (3.6) como
3 1
Py(cos ) = 3 cos” O — 3 (3.7)

3.3.2 Parametro de ordem macroscépico

Conhecendo-se a propriedade anisotrépica dos cristais liquidos, podemos empregar ten-
sores para poder representar as grandezas fisicas como susceptibilidade magnética ou sus-
ceptibilidade dielétrica. Para a fase isotropica, devemos escrever um parametro de ordem
que se anule, em vista de termos uma quantidade macroscopica que relacione o grau de
ordem na orientagdo molecular [9]. Consideramos, entao, um tensor escrito na forma

1
J

a qual 6,,, é a delta de Kronecker, definida no apéndice A, e X,,, é definido como o tensor
susceptibilidade magnética dado por

xt 0 0
0 0 XH

com x| e x| referindo-se as dire¢oes perpendiculares e paralelas, respectivamente, ao eixo
de simetria, e
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Zij = X11 + X22 + X33 = XL + XL+ X
J

a qual é utilizado para obtermos cada termo de Q. Assim, calculando, obtemos

1 XL — X| 1

= _— — :__6
Qu = xu1 3(XJ-+XJ_+X||) — 20

1 XL~ X 1
Q222X22_§(XJ_+XJ—+X”):J_T”:_géw

1 3X|—2xL— x| _ 2
Q33:X33_§(XJ_+XJ_—|—X”) — 2 : I _ §5X’

em que d, = X| — XL, € a anisotropia da permissividade dielétrica. Com esses resultados
em maos, podemos escrever o tensor Q na forma matricial

~35 0 0 9 (-3 0 0
Q= 0 =56 0 =36 0 —5 0. (3.10)
0 0 24, 0 0 1

Assim, o tensor Q se anula na fase isotropica como esperado, pois x1 = x|, além do mais,
a matriz de Q de elementos @),,, é simétrica e possui trago zero, logo

1 1

TT’[Q]:Q11+Q22+Q33:—§—§+1:O,

sendo o valor §5X a magnitude do tensor Q. Alcancado um valor minimo para o parametro
de ordem, podemos definir também um valor maximo. Com esse intuito, a forma matricial
de Q pode ser escrita como

0 —30, 0
0 ]=0Q 0o -3
1 0 0

0
6 0 |, comQ= (3.11)
)

X

5xméx

A constante de normalizacao ) tem valor inverso ao valor maximo da anisotropia da
permissividade dielétrica, logo

— 1

devendo se anular na fase isotropica e atingir um valor maximo igual a 1 nas fases menos
simétricas. Relacionando com os parametros de ordem microscopico (que tem dimensoes
escalares) com o parametro de ordem macroscopico (que tem dimensoes tensoriais), obte-
mos

3

B 1 B 3 9 1
Qumn = 25 (nmnn 35mn) , com S = 5 (cos 0 3) , (3.13)
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em que n,, representa a m-ésima componente do vetor diretor n.

A equagao (3.13) representa bem os elementos do parametro de ordem tensorial de
simetria quadrupolar Q, caracterizando o ordenamento macroscopico da fase nemaética.
Isso s6 é possivel porque podemos relacionar a susceptibilidade magnética macroscopica
com a susceptibilidade magnética molecular por meio de aproximagoes adequadas com
o tensor cartesiano de ordem dois, simétrico e de traco nulo sendo requisitado para tal
abordagem.

Estabelecido o parametro de ordem que descreve os cristais liquidos neméticos, torna-
se indispensavel a investigacao das propriedades elasticas do mesmo. Nesse intuito, faz-se
necessaria a obtencao da densidade de energia elastica, provinda das deformagoes que
ocorrem no interior dos sistemas liquido-cristalinos ao variar-se a direcao do vetor diretor
n em diferentes posicoes. Tal densidade é descrita pelas suas constantes elasticas que estao

ligadas aos parametros de ordens nematicos, e foi obtida pela primeira vez por Frederick
Charles Frank em 1958 [11].

3.4 Densidade de energia elastica de Frank

Quando consideramos uma amostra de cristal liquido nematico a qual todas as molécu-
las estao, na média, orientadas em uma mesma direcao, a energia descrita neste meio é a
menor possivel, pois as deformagoes espaciais presentes no sistema tem origem nas varia-
coes locais do diretor n. Portanto, se n for independente da posicao, o meio nematico nao
serd distorcido e a energia que o descrevera sera fy. Lembrando sempre de considerarmos
a ordem nemdética, caracterizada por um parametro de ordem S espacialmente constante,
como descrita na secao anterior. Porém, se o meio nemaético esta distorcido, o diretor n
passa a ser um campo vetorial continuo que varia de ponto a ponto, e é escrito na forma

n =n(r), (3.14)

satisfazendo a condicao de normalizacao para o campo vetorial

n(r) -n(r) = n;(r) - ny(r) = 1, (3.15)

em que a convencao de soma de Einstein descrita no apéndice A foi utilizada.

Por simplicidade, no meio distorcido, consideraremos em uma primeira aproximacao,
que as deformacoes sao pequenas e que, a dependéncia da densidade de energia eléstica se
da apenas pela primeira derivada espacial do vetor diretor, logo

8712-
axj
em que n; ; ¢ chamado tensor das deformacoes. A virgula em n; ;, denota a derivada parcial

da componente do diretor n. Admitimos também, que as distor¢oes no meio nematico
sao pequenas ao longo de uma distancia da ordem das dimensoes moleculares, ou seja, as

f=f(n;), com n;;= # 0, (3.16)
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derivadas do diretor n sao quantidades pequenas. Em virtude da simetria da fase nematica,
impomos a seguinte condicao

f(ni) = f(=ns). (3.17)

Como n é vetor unitario, suas componentes apresentam uma importante propriedade

833j v a.’L’j al'j o

e consequentemente

(9ni
8xj
A densidade de energia elastica f poderd ser desenvolvida em série de poténcias de n; ;
em torno do estado de referéncia, em que essas derivadas se anulam, negligenciando os ter-
mos de ordem mais alta nesta expansao, nos interessando apenas as pequenas deformacoes.
Estas deformagoes em relacao as mudancas do diretor, podem ser chamadas de curvaturas
de tensoes ou de tensores elasticos. Logo, escrevendo a expansao teremos

f(nij) = fo+ ( of ) on; | 1 ( >’ f ) on; Ony, N

87’Li7j 0 &Tj 5 8ni,jank,l 0 8xj 81‘[ Y
of 1 0% f
= fo+ nii+—(=————1| ning;+..., 3.19
f fO (8ni,j>0 " 2' <8ni7j8nk,l 0 gL ( )
a qual definimos os tensores elasticos de segunda e quarta ordem respectivamente como
af o0 f
L;; = e Kip=Kpiji=|=———1] . 3.20
J (871@,]' ) 0 gkl klig <8ni,j8nk,l 0 ( )

As derivadas sdo calculadas no estado de referéncia (no estado nao-distorcido) e sdo
indicadas pelo subscrito 0. Ao introduzirmos a convencao de soma de Einstein sobre indices
repetidos, como brevemente descrito no apéndice A deste trabalho, e levando em conta que
fo se refere a densidade de energia no estado nao deformado, escrevemos a equagdo (3.19)
em conjunto com as equagoes descritas em (3.20), tornando a expressao para a densidade
de energia na forma

f =~ fo+ Lijnj + Kijrni jng. (3.21)

A priori, nao é conhecido os elementos L;; e K. Mas levando em consideracao
elementos de simetria da fase nematica, os tensores elasticos L e K podem ser decompostos,
ou seja, tentamos encontrar uma base de tensores que nos permitird expressar os tensores
elasticos L e K como uma combinacao linear dos elementos da base. Escrevemos os tensores
elasticos como combinagoes de produtos apropriados das componentes do diretor n, da
delta de Kronecker d;; e do tensor antissimétrico de Levi-Civita. Como o tensor eléstico
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L é de segunda ordem (possui dois indices), a base que o descrevera deve possuir objetos
com dois indices inseridos no contexto em que trabalhamos. De fato, escrevemos tal tensor
como

Lij = Lanin; + Ly0ij + Lanyeri;, (3.22)

com as componentes L;, como constantes fenomenologicas a serem determinadas. Quando
substituimos a equacao (3.22) na equagao (3.21), os dois primeiros termos do tensor L;;
formarao contribuicoes a densidade de energia livre que violam o requisito de indistiguibi-
lidade entre o estado descrito por n e o descrito por -n [7], portanto

Lijn;; = Linmngng;+ Lading; + Langegiin
= Llnjnmi,j + Lgnm- + L3nkekijni’j, (323)

em que utilizamos a propriedade descrita em (3.18), e o termo Ly, assim como L sao

Ly =1L, =0,

Como descrito anteriormente na equagao (3.17), a expressdo de f deve ser invariante
frente a essa operagao de troca de sinal do diretor n, sendo a equagao (3.19) par em n. A
simetria serd apropriada na construcao de f, e somente o @ltimo termo da equacao (3.23)
satisfaz a condicao de simetria do meio nematico, logo, temos que

Lijnm = LgnkEkijniJ = Lgnke;ﬂ-j@jni = —Lgnk(ﬁ X Il)k = —Lg(Il . ﬁ X Il), (324)

utilizando das propriedades e) vi) e e) vii) descritas no apéndice A.

Esta constante L3 ndo serd tutil para anélise na fase nemética, pois este termo é dife-
rente de zero apenas para os cristais liquidos colestéricos, na qual a fase apresenta uma
deformacao espontanea.

A andlise do tensor elastico K é feita de maneira semelhante 4 empregada na decompo-
sicao de L;;, mas com base descrita com objetos de quatro indices. O tensor de Levi-Civita
nao precisa ser empregado na decomposicao do tensor K, pois K = K5, sendo a equa-
¢ao (3.21) bem comportada, a comutatividade com relacao a derivada deve ser verificada

0 f 0 f

= 3.25
Gnm@nw anhl@ni,j ’ ( )

além disso, o tensor de Levi-Civita muda o sinal na troca de indices, sendo invidvel para
satisfazer tal comutatividade (3.25). Com este argumento em mente, uma boa escolha
para o conjunto de vetores base do sistema sao: o produto de quatro componentes de n, o
produto de duas deltas de Kronecker, e os produtos entre duas componentes de n com a
delta de Kronecker. Logo, decompomos K na forma
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Kijkl = Klnmjnknl + K;nmjékl + Kgnknléij + Kgnmkéjl + K5njnl(5¢k +
+K:1nml(5jk + Kinjnk(sil + K@(Sij(sij + K75ik5jl + Kgéiléjk, (326)

em que K; sao constantes fenomenoloégicas a serem determinadas e interpretadas. Con-
tudo, os coeficientes escritos com um e dois apostrofos contribuem igualmente a energia
livre em vista da simetria. Quando substituimos a expressao (3.26) na equagao (3.21), as
componentes K7, K;, Kg, K:;, Kfl e KZ se anulam, logo

Kyningngmn, jng; = 0,
Kining jmpnggngng = 0,
e
K;nmjékmi,jnm = 0,
K;nmi,jnjnu = 0,

2 . , . /
e também anula-se o correspondente simétrico de K, portanto

"

K2 nknléijni,jnkl = 0,

"
K2 nknkymmjvj = 0,

enquanto uma componente de K que nao possui correspondente simétrico também se anula,
logo

!

Ksningdjm, jng; = 0,
/

Kqning ngng, = 0,

e mais a componente

!

K4nml(5jkni,jnk7l == 0,
!

K4nini,knlnk,l = 0,

assim como seu correspondente simétrico se anula

"

K4 njnkéimi,jnm = 0,

"
K4 nEng m;ng; = 0,

a qual para obtermos tais resultados, fazemos uso da equagao (3.18). Ja o restante das
constantes elasticas nao se anulam e estao associadas as componentes de n na seguinte
forma
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Ksnjnz5ikni,jnk,l = K5ninlnk,jnk,l

K5nj(9mk8jnk
— K;(nxV xn),

e para
Kg6ii0imi 6, = Keniingg
= 2
K()(v . Il) ;
com
Kq70ix0jmi jngs = Koy jng j,
e

K030, jnig = Kgng jngy,

formando a partir de (3.26)

1 1 - -
§Kijkmi,jnk7l = 5 [K5(n x V X Il) + Kﬁ(V . Il)2 + K7nk,jnk7j + Kgm,jnj,l] . (327)

E esta é a contribuicao quadratica resultante das primeiras derivadas da energia elastica.
Queremos mostrar que o quarto termo (Kg) na expressao (3.27) pode ser escrito como

— —

nigne; = (V-n)?—V-(nV-n+nxVxn).
(3.28)

Escrevendo o lado direito da equacao (3.28) de forma tensorial, obtemos

—

(V-n)?—V-(nV-n+nxVxn) = 9ndn; — 0,&[n;0,n;€; + ni€i X (nm) (& X €m);]
= 0in;0n; — Oin;0mn; — 0;€;[n;€; X (0N €im;i€;)]

= —3i5i[nialnm€lmj€kij5k]

= —aigi[nialnm(5lk5mi - 5li5mk)5k]

= _ai€i<nini,k - nmk,i)gk

= ainink,i(sik

= 3knink,i

= NNk (3.29)
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O terceiro termo (K7) na expressao (3.27) pode ser demonstrado também analogamente
a partir da operacao
Mg — TNk — NNy = (N -V X n)? (3.30)
Tk, jT,j — Tk, Tk — TV T T = (I Vo X L), :
e escrevendo explicitamente o termo associado a K7 na forma

— —

Nk, i Nk, = Nk N5k + (11 -V x Il)2 + (Il x V x 1’1)27 (331)
Jja que
(n x V x n)% = njnny, ing,.

A expressio (3.30) em conjunto com a expressiao (3.29) pode ser escrita como

— —

e = (V-n)?=V.(mV-n+nxVxn)+ @ -Vxn)?+(@mxVxn) (3.32)

nos permititindo rearranjar e reescrever a equagao (3.27)

1 1 - 1 -
§Kz’jkmi,jnk,z = 5([(6 + K7+ Kg)(V -n)* + §(K7)(n -V xn)?+
1 4 1 — — —
+ 5(K5 + K7)(n x V xn)? — 5[}(7 + Kg][V - (nV-n+n x V x n)], (3.33)

que comumente, fazemos o uso das expressdes para as constantes elasticas na forma

K11 = K6+K7+K8,

KZQ = K77
K3 = K5+ Ky,
K24 - K87

para podermos escrever a famosa densidade de energia elastica para os cristais liquidos
nemaéticos, proposta por Frederick Charles Frank [8]. A partir de (3.33), obtemos

1 —d 1 —d 1 —
fFrank = §(K11>(V : Il)2 + §(K22)(I1 -V X 1’1)2 + §(K33>(1’1 X V X Il)2

1 L .
— 5[[(22 -+ KQ4][V : (nV ‘n+nxVx n)] (334)

As constantes elasticas K;; na expressao (3.34) sao analogas as constantes elasticas ob-
tidas ao analisarmos a energia potencial de uma mola (lei de Hooke), em que Kiq, Koo €
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K33, representadas na Fig.(3.11)%, sdo chamadas constantes elasticas de splay (divergén-
cia), twist (tor¢ao) e bend (flexao), respectivamente. A constante elastica (Ko + Koy),
de contribuicao apenas superficial, é chamada de saddle-splay . Essas constantes elasticas
levam esses nomes por estarem ligadas aos tipos de distor¢oes ocorridas no meio nematico
[11].

5 \‘.‘.I'

Vil

. l\\\

c)

Figura 3.11: Representagao das deformagbes associadas as constantes elasticas: a)splay;
b)twist e ¢)bend.

A distor¢ao do tipo splay (divergéncia) pode ser resultado das contribuigoes das ener-
gias de superficies planares quando as placas que confinam a amostra nemética formam
um angulo qualquer ¢ entre elas. A distor¢do do tipo twist (tor¢ao) pode ser também
consequéncia destas energias de superficies planares, mas quando as duas placas paralelas
formam um angulo @ entre seus eixos. Ja a distor¢ao do tipo bend (flexdo) pode ser re-
sultado das contribuicoes das energias de superficies perpendiculares a amostra nematica,
em que as duas superficies planas também formam um certo angulo ¢ entre elas. E por
ultimo, a distorcao do tipo saddle-splay, como dito anteriormente, nos revela unicamente
uma contribuicao de superficie, que fica claro se aplicarmos o Teorema de Gauss

/Vﬁ-ﬁdvzﬁfi’-ds.

Portanto, a densidade de energia eléstica, proporcional ao quadrado das derivadas es-
paciais do diretor, depende somente de trés constantes elasticas [7]. Todas as constantes
elasticas descritas em (3.34) sao positivas, dependentes da temperatura e possuem dimen-
soes de energia por unidade de comprimento. Pelas equagoes (3.24) e (3.34), podemos
escrever a densidade de energia eléastica total, dado por (3.21), na forma

f=fo—Lsn-V xn)+ %(Kn)(ﬁ -n)? + %(Kgg)(n .V xn)? +

1 ; 1 L. ;
—+ 5([(53)(11 x V x 11)2 — 5[[(22 -+ K24][V . (Ilv ‘n+nxV x n)} (335)

8Disponivel em: <http://lince.cii.fc.ul.pt/ pedros/fcl/Galvao/configura.html>. Acesso em: 5 de junho
de 2014.
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Para o caso em que V-n = (n x V x n) = 0, a equacio (3.35) ¢ minimizada para

=

f=fo—Ly(n-¥ xn) + %(KQQ)(H Y xn),

mas como f = fp, temos que

1

5 (Fz2)(n Vxn)> = Ly(n-V xn),
- 2L;
n-Vxn = —, 3.36
( ) o (3.36)

o que implica f # fy se Ly # 0, com o estado fundamental nao sendo o distorcido,
como discutido anteriormente. Para tratar dos nematicos, como é dedicado neste trabalho,
escolhemos L3 = 0 a fim de ter f = f, no estado fundamental para a densidade de energia.
Além da energia livre proposta por Frank, outra densidade de energia elastica ¢ abordada
nos cristais liquidos nematicos. Tal energia foi proposta por Nehring e Saupe em 1972, a
partir dos trabalhos de Frank, e fica a nosso encargo demonstréa-la na préxima secao.

3.5 Densidade de energia elastica - modelo de Nehring
e Saupe

Para a construcao da energia de Nehring-Saupe, as derivadas espaciais do diretor n
de ordem superiores sao consideradas, ou seja, sao introduzidos termos do tipo n; ;. na
expansao (3.21) que ja dependiam de termos n; ;. Nehring e Saupe propuseram que essas
derivadas de ordem superiores, ou ordem segunda do diretor n, na expansao da energia livre
do nemético, podem, em principio, revelar mesmas contribuigoes que os termos quadraticos
das primeiras derivadas. Tal proposta, revelou o aparecimento da constante elastica K3,
a qual nao aparece na expansao da densidade de energia elastica de Frank. O primeiro a
derivar uma expansao com essa constante foi Oseen [9)].

Com o aparecimento de derivadas do tipo n; j; além de n;;, a densidade de energia
elastica f = f(n;j,n; ) pode ser escrita como uma série de poténcias dado por

1 1
f = fo+ Nijgn;ji + §Kijklni,jnk,l + 5 ijklmn i kW mn + Lijkim M j 0 im (3.37)

em que algumas simetrias dos tensores da equacdo (3.37) sdo evidentes, e pelo teorema da
inversao n;.s = Nipo (em que os subscritos em grego aparecem apenas com a finalidade
de demonstrar tal teorema), segue que

Nijr = N,
Mijklmn = Mikjlmn = ijklnm — ikjlnm — Mlmm'jk:»
Rijkim =  Rijimis (3.38)
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bem como visto anteriormente que Kjji = Kpyj.

Assim, os tensores N, M e R podem ser decompostos em termos do diretor n, tensor
unidade e tensor antissimétrico [6]. Um caso particular, proposto por Nehring e Saupe,
revelou o interesse e a importancia do tensor N, pois houve a omissao de tediosos célculos
para o tensor M constatando-se que o tensor R era conectado a um termo de energia
identicamente zero. Logo, em vista da proposta de Nehring e Saupe, que leva em conta
M =0 e R =0, podemos reescrever a equagao (3.37) na forma

1
f(nig,nije) = fo+ Nijenije + §Kijklni,jnk,la (3.39)

e levando em conta a primeira propriedade de simetria vista em (3.38), podemos escrever
o tensor N como

Nijk = Nlninjnk; + Ngni5jk + Ngnj5ik + N4nk5zj-

Além do mais

N35iknj = N35ijnk = N45ijnka (3-40)
sendo assim, obtemos
Ny
Niji, = Ningnjng, + Nonidjp, + 7(7%'5@% + nydi). (3.41)

Segue que o termo de energia conectado ao termo de N;j; em que ha contracao com
n;.jk, como esta descrito em (3.39), sera do tipo

N3

5 (1501 j + NEdijni ji )

Nijiknige = Niningngng ji + Nanidjini ji +
N3
= Niningnni g + Nanin g+ —= (070, + 1 e)
= Nlnmjnkniyjk + Ngnmi,jj + Ngnjnk,jk. (342)

O primeiro termo de (3.42) pode ser escrito como a expressao para Kj na energia livre de
Frank

Ni(n x V x n)2. (3.43)

Ja o segundo termo de (3.42) é manipulado considerando que n;n;; = 0, e sua derivacao
em relacao a j nos leva a

(nimi ). = Mg + Nini g, (3.44)

e como essa igualdade ¢ nula, temos que n;n; j; = —n; ;n; ;, logo
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ninij; =—(V-n)??+V-(mV-n4+nxVxn)—(n-Vxn)—(nxVxn)? (3.45)

a qual utilizamos a combinacao demonstrada analogamente em (3.32). O terceiro termo
de (3.42) ¢ reconhecido a partir da derivacdo de n;n, também em relagao a j, assim

(nymuen) g = 1M + 1Tk
(k) 5 — Tk
= 0;(n;0kni) — 0n;O0knk
— V-[n(V-n)]—(V-n) (3.46)

Podemos reescrever a equagao (3.42) na forma

Nijenijr = Ni(n x V x n)2 +
+ NV -aV-n4+nxVxn)—(V-n)?-(n-Vxn)?—(nxVxn)?
+ N3{V-[n(V-n)] - (V-n)?}, (3.47)

que ao substituirmos na expressao (3.39) ja com os termos K;jun;jnk,; expandidos (ver
equacao (3.34)), obtemos

frns = fot %(Kll)(ﬁ )%+ %(f(m)(n .V xn)? + %(f(gg)(n x V x n)?
R+ Boll[§ - 0¥ 4 x ¥ xn)] + (Kig)V - [n(V-n).  (3.48)

2

Esta ¢ a densidade de energia eléstica proposta por Nehring e Saupe, em que as cons-
tantes elasticas K;; estao normalizadas pelos fatores provindos da contragao dos termos de
Nijrni ji, logo temos

Ki1 = K —2Ny —2N;3,

Ky = Kz — 2Ny,

K33 = Ks3+2N; — 2Ny — 2N3,

Ky = Koy,

K3 = Ni,
a qual sao comparados com as constantes elasticas K;; da energia livre de Frank, onde
surge também uma nova constante elastica, /(y3, denominada constante elastica splay-bend

(divergéncia-flexdo), e que nos fornece apenas contribuigbes de superficie [11|. O termo Nj
é comumente indicado por essa constante elastica splay-bend K3 [6].
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O uso da equagao (3.48) introduz algumas dificuldades na analise do estado estavel dos
cristais liquidos nematicos a partir do céalculo variacional. No volume de uma amostra de
cristal liquido nemético o estado estavel é o nao deformado quando a densidade de energia
elastica f for minima, ou seja, se n; ; = n, jz = 0, assim, N;j; = 0. No entanto, os termos
elasticos lineares das primeiras ou segundas derivadas das componentes do diretor n podem
ser introduzidos. Estes termos elasticos estao presentes quando uma amostra de nematico
¢ confinada por uma superficie, originando-se a partir da energia no estado de referéncia.
Além do mais, estes termos lineares sao responsaveis pelas deformacoes de subsuperficies
que ocorrem em comprimentos mesoscopicos® [6].

O termo (K13)V - [n(V - n)] satisfaz & equacdo de Euler-Lagrange, levando assim, a
nao contribuicao para a configuracao do equilibrio do diretor no volume. Sua influéncia
sobre a configuracao do diretor pode ser detectada apenas se a energia de superficie for
pequena [4]. H&4 uma dificuldade matemética na estimativa do valor da constante elastica
K3 apontada por Oldano e Barbero. Eles mostraram que o problema variacional nao
tem solugao correspondente para essa constante, se admitirmos que 6, angulo diretor, e %
sao variaveis independentes no contorno, nos conduzindo a uma contradicao dos principios
basicos da teoria continua, pois havera uma variacao descontinua do angulo diretor ¢ nos
contornos de uma amostra de cristal liquido nematico [4]. Uma forma de restaurar a
variacao continua de 6 nos contornos, talvez seja, a inclusao de termos de superficie e de
alta ordem de elasticidade, mas pouco é conhecido até o presente momento sobre esta
adicao de constantes. Hinov argumentou que uma possivel solucao seja considerar 6 e %,
bem como suas variagoes, funcoes dependentes dos contornos que confinam as amostras
nemaéticas |4, 9).

Tentativas tem sido feitas para poder estimar a constante K;3 experimentalmente,
usando amostras que possuem pequenas energias de superficies em um ou ambos os con-
tornos. Como exemplificacdo do principio envolvido, tratamos de analisar uma situagao
a qual é empregado uma célula hibrida alinhada perpendicularmente com uma pequena
contribui¢ao de energia de superficie em um dos contornos que confinam uma amostra
liquido-cristalina nemética. Nessa célula, o diretor n forma um angulo 6 pequeno em rela-
¢cao a normal e serd estudada no capitulo seguinte, ap6s demonstrarmos a abordagem do
calculo variacional aos cristais liquidos nemaéticos nas secoes que seguem.

3.6 Meétodos de equilibrio para sistemas liquido-cristalinos.
Abordagem variacional aplicada aos nemaéaticos

Em vista de fazermos com que a densidade de energia livre de Frank forneca o perfil
do diretor em uma amostra nematica, escrevemos em seguida, uma forma pratica de tal
energia, a fim de podermos utilizar de forma compacta o diretor n. Como o diretor é
unitario, podemos escrevé-lo em fungao dos vetores base e dos angulos 0 e ¢, conforme a

%Conjunto de particulas cujo nimero nio ultrapassa de mil por milimetro. Ao considerarmos o nivel
mesoscopico, em vez de nivel atdmico, ha uma facilidade mateméatica para descrevermos os sistemas fisicos.
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Fig.(3.12).

Figura 3.12: Diretor n descrito em geometria polar na qual estd em funcao dos vetores
base e dos angulos 0 e ¢.

Logo, devemos escrever o diretor na forma:

n(r) = sen ¢(r) cos O(r)z + cos ¢(r)y + sen ¢(r) sen f(r)2z, (3.49)

a qual podemos determinar as fun¢ées ¢(r) e 6(r) de acordo com a geometria usada,
definindo assim, o diretor n. Comumente consideramos que o sistema liquido-cristalino seja
elasticamente isotropico, ou seja, fazemos o que é chamado de aproximacao de constante
tnica na densidade de energia elastica de Frank. Sendo assim, consideramos na equagao
(3.34) que Kj3 = Ky = K33 = K, e que a constante saddle-splay (Ko + Kay) nao faga
nenhuma contribuicao, ja que esta desenvolve uma contribuicao apenas na superficie da
amostra. Isso nos leva a escrever a energia livre de Frank na forma

= =

Frvank = %KW )+ (Y xn)?4(nxVxn), (3.50)

e usando a identidade

(n-Vxn)?+(nxVxn)?=(Vxn)

a aproximacao da constante tinica pode ser obtida
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Frvans = %KW ‘)2 + (¥ x n)7, (3.51)

em que é util por frequentemente linearizar as equagoes de equlibrio, se nao considerarmos
outras interacoes. Considerando a fungao ¢(r) como ¢(z,2) = 7, podemos escrever a
equagao (3.49) na forma

n(zx,z) = cosf(x, z) + senf(x, z) (3.52)

Z,
0 que nos possibilita calcular os termos descritos na equagao (3.51), resultando em

. 007 00 09 00 00 007
)2 — cen? e A i 2 )
(V-n)* =sen 6 [81‘:| sen  cos Hax o sen 6 cos 082 p + cos” 6 [875} :
© 2 2
(V x n)? = sen’d {%} + sen 6 cos 9%% + sen 6 cos 0%% + cos? {%} ,

em que ao substituirmos em (3.51), temos

fPrank = %K{ {%} 2 + {%1 2 } (3.53)

Se considerarmos deformacoes apenas no plano zz, com o método da constante tnica,
podemos escrever a equacao (3.53) na forma

2

fl0(2)] = Li (ﬁ) — 11{9’2, (3.54)
2 0z 2

ja que as placas que confinam a amostra sao consideradas lisas. O diretor n deve possuir

simetria com relacao a variavel x, isto é, o diretor deve ser apenas funcao da varidvel z,

sendo nula a derivada do angulo em relagao a variavel z.

Com esses resultados em maos, podemos aplicar a véarios exemplos que contenham
equacoes diferenciais com solugoes para as configuracoes de equilibrio de sistemas liquido-
cristalinos. Mas antes, observamos as contribuicoes das energias de superficies nos con-
tornos de uma amostra e a abordagem variacional que é comumente feita em neméaticos,
desempenhando um papel fundamental na teoria de elasticidade.

3.6.1 Ancoramento

Nas secoes anteriores, consideramos para algumas exemplificacoes em amostras nemé-
ticas as contribuicoes de energias de superficies provindas dos contornos. Analisando-se
a interagao molecular proxima as bordas da amostra, podemos obter comportamento di-
ferente das moléculas que interagem no volume da amostra, ou seja, devida a interacao
molécula-superficie podemos obter as contribuicoes de energia. Tais contribuicoes das
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energias de superficies sao comumente definidas no estudo da teoria de elasticidade como
ancoramento.

As moléculas dos sistemas liquido-cristalinos que estao préximas as paredes que confi-
nam a amostra nematica podem sofrer pequena ou grandes influéncias dos contornos. A
regiao na qual as moléculas sofrem influéncias dos contornos estao no interior da amostra
e proxima as interfaces, e esta regiao é chamada de subsuperficie. Nas seguintes secgoes,
estudamos o que podem ser essas pequenas ou grandes contribuicoes das energias de su-
perficies.

3.6.2 Ancoramento forte

Dado uma amostra com placas lisas e paralelas, distando entre si, uma medida d, ou
seja, z = —d/2 e z = d/2, podemos escrever a densidade de energia total por unidade area
como um funcional na forma

IS

2 !
F = . f(Q, 0 )dZ + 71(81) + ’}/2(92), (355)
2
em que 6 é a deformacao do volume da amostra, § = % ¢ o tensor deformacao, sendo f uma
funcao que dependa dessas deformagoes, conhecida como densidade de energia elastica de
volume. Nos contornos da amostra, verificamos uma contribuicao da densidade de energia
de superficie, indicados na equacdo (3.55) como 71(6;1) e v2(62), em que 6; e 65 sdo os
angulos formados pelo diretor n nas paredes z = —d/2 e z = d/2, respectivamente.
Se tivermos uma situacao em que os angulos 6; e 0 estao fixos nos contornos da amostra,
chamamos o caso de ancoramento forte, pois as contribuicoes de superficie da amostra
liquido-cristalina serao muito maiores que as contribui¢oes de volume, logo escrevemos

1S9

v [ f6,6)dz,

[NI[oH

0 que nos possibilita determinar uma fungao 6(z) e C1, ou seja, funcao a qual sua derivada
de primeira ordem é continua e que extremiza o funcional descrito em (3.55), assumindo
os seguintes valores nos contornos

@1:9(2':—;) e egze(z:g). (3.56)

Inicialmente podemos aplicar uma técnica do principio variacional imposta por La-
grange, na qual variamos a funcdo 6(z) por pequenos deslocamentos, o que possibilita a
extremizacao da equacdo (3.55), caso esta funcdo também seja continua e diferenciavel.
Logo, obtemos uma funcao é(z) € () que minimiza a equagao (3.55) e satisfaz as condi-
¢oes de contorno (3.56), e que esté proxima a 60(z), (veja Fig.(3.13)). Escrevendo a fungao
de acordo com a técnica variacional obtemos

0(z) = 0(2) + av(z), (3.57)
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e por hipotese a funcao é(z) minimiza o funcional (3.55).

0(2)

0 o
2
Z
-
|
|
|
|
| | > ~
_d/ CI/
2 2

Figura 3.13: No caso de ancoramento forte temos a seguinte condicao, 6(+d/2) = 6(+d/2);
isto é, a func¢do arbitraria v(z) vai a zero para z = +d/2.

O parametro o é muito pequeno e v(z) é fungdo arbitraria também pertecente a classe
(. Reescrevendo o funcional (3.55) e utilizando a equacao (3.57), temos que

d
§ ~ ~! !
Fl0(2)] = fl0(z) + av(z),0 (2) + av (2); 2|dz, (3.58)
d
-3
a qual terd um minimo, somente se a« = 0. Utilizando dos teoremas elementares nas
derivacoes de funcgoes definidas por meio de integrais, e aplicando o método de integracao
por partes, (assim como utilizamos no capitulo 2 deste trabalho, veja a equacao (2.24))
obtemos a equacao diferencial de Fuler-Lagrange para o caso de ancoramento forte na
forma
af dof
00  dzof
que é uma equagcao diferencial ordinaria de segunda ordem solucionada pelas condicoes de
contorno descritas em (3.56). A func¢do minimizante do funcional (3.55) nos garante um
valor extremo se analisarmos a condi¢ao do tipo descrita em (2.4). J& para garantirmos
que esse valor extremo da mesma funcao seja um minimo, analisamos a condicao descrita
na equagao (2.5).

0, (3.59)

. . "
Funcionais em ancoramento forte contendo 6 (z)

Em alguns problemas elasticos, podemos encontrar funcionais que sejam do tipo
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Flo) = [ £10().0'(2).0"

(2); z]dz, (3.60)

vl

em que 0 = %. Funcionais deste tipo desempenham um papel muito relevante em
alguns problemas elésticos que contenham grandes variagoes espaciais de parametros fisicos
proximos as superficies limitantes da amostra liquido-cristalina. Sendo assim, é muito ttil
e necessario introduzir uma parte nao uniforme na densidade de energia eléstica de volume,
ndo apenas um termo proporcional a 62, mas também um termo proporcional a 6 2.
Como anteriormente, podemos escrever uma fun¢ao do tipo (3.57), com 60(z) sendo
a curva proxima a funcdo minimizante 6(z), na qual v(£d/2) = 0 devido a situacio de
ancoramento forte. Novamente, utilizando das técnicas variacionais descritas no capitulo
2, obtemos a primeira variagdo do funcional (3.60) em relacdo ao parametro a, e segue a

condigao

HE = (Z—F> a=0V v(z) € Cy (3.61)
0

«

Logo, podemos obter a equagao diferencial de Euler-Lagrange, (assim como descrita na
equacao (2.27)), para este caso como

af daof & of d d
90 dzap Tdzar 0V € (Tva)

na qual contém as seguintes condigoes de contorno

(3.62)

0, =0(—d/2) e Oy =10(d/2),
<%)_g =0 (%)é =0, (3.63)

e ndo apenas os valores de 0(z) estao fixos para z = +d/2, mas também sua derivada
0'(2) [6]. Concluimos entdo, que a equacio (3.62) pode ser resolvida com as condices de
contorno do tipo

0, =0(—d/2),0, =60 (—d/2) e ©,=10(d/2),0, =0 (d/2), (3.64)

em vez de ser resolvida com as condiges de contorno descritas em (3.63).

3.6.3 Ancoramento fraco

O caso de ancoramento fraco em uma amostra de cristal liquido nemético é definido
quando, tanto as contribuicoes de superficie quanto as contribuicoes de volume, sao de
mesma ordem, ou seja, por nao estarem mais fixos, os valores dos angulos 6; e 65 nas
bordas da amostra dependem das distorcoes do volume. Assim, temos o funcional que é
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descrito como (3.55), a qual podemos novamente determinar uma funcdo 6(z) € C que
extremiza o funcional, e satisfaga as condi¢oes de contorno descritas em (3.56), na qual se
encontram nao fixas, como ilustrado na Fig.(3.14).

______ 0,
0(z)
04 — I QAV(Z)1
0 T
1 0(z) ; 0,
! C: > z
_d/2 /2

Figura 3.14: Na ilustracio acima, temos que 8(£d/2) # 6(d/2), e a funcio arbitraria v(z)
nao vai a zero para z = +d/2.

Novamente temos descrito na equagio (3.57), a fungao que minimiza o funcional (3.55),
mas agora, com os valores v(£d/2) arbitrarios indicando que ¢ = 0(z = —d/2) e 0y =

0(z = d/2), valores assumidos nos contornos pela funcio minimizante 6(z), logo

’)/1(91) =M [él + O./U(—d/Q)] e ’)/2(92) = ’)/2[51 + Oé’U(d/Q)], (365)
a qual queremos a = 0, para termos o valor estacionario do funcional (3.55), sendo assim,
temos

da do

Derivamos os dois tltimos termos do lado direito da equacao (3.66) utilizando a equagao
(3.57) e, em seguida, fazemos o uso do método de integragao por partes, ndo anulando desta
vez nos resultados das operacoes acima as derivadas das contribuicoes de superficie, pois
v(z) = v(£d/2) ndo estdo fixos. Com essas consideragoes, obtemos as seguintes condigoes
de contorno

{%} o % /_Zg f10(2),0'(2); 2ld= + dnb) | dnld) _, (3.66)

of | dm of | dye
— — =0 — =0. 3.67
o0 “as, " a9 T b, (3.67)
Novamente a equagao diferencial de Euler-Lagrange ¢ do tipo (3.59), cuja solucio geral
contém duas constantes de integragdo. Uma maneira alternativa de obter a equagao (3.67)

é considerar 6 como
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0= 9(91,82;2), (368)

e, substituindo no funcional (3.55), podemos calcula-lo novamente utilizando o método
variacional, alcangando as mesmas condigdes de contorno dadas em (3.67), desde que, 6, e
0y sejam quantidades independentes e satisfacam

OF(61,0,)  OF(6y,05)
00, 06

2F
(%) > 0, (3.69)
1,2 91151,92152

sendo 6; e 6, funcdes minimizantes para F[f;,60,], podendo ser comprovadas também
através do Hessiano [8§]

=0,

H(6y,6,) = > 0. (3.70)

01=01,02=0>

O*F*F ([ *F \*
002 963~ \ 90.0,

. . 1"
Funcionais em ancoramento fraco contendo 6 (z)

Assim como na segao anterior, no caso de ancoramento fraco também podemos ter fun-
cionais contendo a segunda variacao do angulo diretor, cujo papel da parte nao uniforme da
densidade de energia de volume é novamente de considerédvel relevancia. Logo, o funcional
que tinhamos em (3.60) pode ser escrito como

FIOC) = [ 116().6/(2).0GJiclds + 2060, 6) + (b 6h) (37D

e nos contornos temos as seguintes situacgoes

0, = 0(—d/2), 6, =0(d/2), 0, =6 (—d/2) e 6, =46 (d/2).

Neste presente caso, também devemos ter a func¢ao minimizante é(z) para o funcional
descrito em (3.71), de forma que 6(z) esteja muito préoxima, nos possibilitando a escrever
uma fungao do tipo (3.57). O detalhe sutil no caso de ancoramento fraco sao os termos de
contorno calculados na forma

dn _ 0006 0709

do 20, O~ 00; O’

dm o d o d

o= Ty (D )+ (-2 72
da 691”( 2)*09;” 2) (372)
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dn _ 010 0m6
da D0y Do 90y O’

dvo Oy (d 0y + (d
da 8020<2>+80’2U 2)" (3.73)

que substituidos na variagao de F'[f(z)] em relacdo & «, obedecendo a condigio para valor
estacionario do tipo (3.61), obtemos as seguintes condi¢oes de contorno

of d af\ om
(ae’ dz@@”)+891 =0
of O
50 +69'1 0, para z d/2, (3.74)
e
of dof\, 90n
(ae' e ae”) toe, =Y
of 072
or 9% _ —d/2 .

e a equagao de Euler-Lagrange descrita em (3.62) novamente é obtida, levando em conta
que v(£d/2) e v'(£d/2) sao independentes. Como no caso descrito na equacio (3.68), uma
maneira alternativa de se obter as condi¢oes de contorno (3.74) e (3.75) novamente pode
ser realizada, desde que, o funcional (3.71) seja considerado como uma fungao ordinaria das
constantes de integracao, com 6, e 6, sendo solucao geral da equacao de Euler-Lagrange
(3.62).

Com a abordagem variacional aos cristais liquidos neméaticos, podemos aplicar a varios
problemas, como por exemplo, problemas em que as amostras apresentam ancoramento
forte ou fraco, problemas de descontinuidades de subsuperficies, problemas com campo
elétrico ou magnético aplicados a amostra, etc. No proximo capitulo veremos alguns exem-
plos dessas aplicacoes, dando énfase aos problemas variacionais bem-postos e mal-postos,
no problema da célula hibrida nematica e nas deformacoes de subsuperficies.
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Capitulo 4

Aplicacoes da teoria de elasticidade

Neste capitulo, tratamos de apresentar algumas das importantes aplicagoes aos nemé-
ticos do método variacional. Na seguinte secao, apresentamos a ocorréncia de problemas
variacionais que podem ocorrer nas amostras nematicas.

4.1 Problemas variacionais

4.1.1 Problemas variacionais bem-postos

Para poder exemplificar o problema variacional bem-posto, consideramos uma amostra
nemética, com uma distancia d entre as placas que a confinam (veja Fig.(4.1)). Podemos
ter um funcional do tipo

Flo(2)] = /0 F16(2))d= + %W(ﬁ — oy, (4.1)

em que f[0(z)] é descrito pela equagao (3.54), a qual calculamos pelo método da constante
tnica. No funcional acima, temos que K > 0 e W > 0, © é uma constante e J = 6(d) ¢ o
angulo de inclinagao do diretor na superficie z = d, sendo W definido como uma energia de
ancoramento nas superficies. Supomos que o ancoramento na superficie z = 0 seja forte,
tal que 0(0) = 0.

O caminho direto de se obter a solucio é feito como nas seces anteriores, tendo (z)
como funcao minimizante do funcional considerado e como solucao da equacao de Euler-
Lagrange (3.59) V z € [0,d], satisfazendo as condi¢ées de contorno (3.67) para z = 0 e
z = d, respectivamente. Assim, levando em conta (3.59) obtemos

K6 = 0,

=~

" = 0 Vz e [0d. (4.2)

Como z = 0 devido a hipotese de ancoramento forte, temos que #(0) = 0, e a segunda
condigao de contorno descrita em (3.67), aplicada em (4.1) nos fornece
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- Superficie 2

z=0 Superficie 1

Figura 4.1: Ilustracao de uma amostra liquido-cristalina nematica com placas que a confi-
nam a uma distancia d uma da outra.

K0'(2)+ W (¥ —0) =0, (4.3)
a qual encontramos uma soluc¢do da equagio (4.3) na forma
~ z
0(z) = (0 = B)7 + 5, (4.4)
sendo v e [ constantes de integracoes. Fazendo a constante 3 igual a zero, obtemos
~ z
0(z) =0-, (4.5)
d
e introduzindo-a na equacao (4.3) temos
9

Como ¥ = é(d), determinamos outra constante de integragao

s <§ +W) =We,
W
§=—" 0, 4.6
(7 ) (46)

confirmando-se assim, que a equagdo (4.5) é a funcdo que extremiza o funcional (4.1) e
satisfaz as condigGes de contorno (3.67), a qual a primeira condigdo é substituida por
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6(0) = 0. Dois outros métodos de confirmagao de tal fungao extremizante podem ser
avaliados, a saber: método das constantes de integracao e método de avaliacao da primeira
e segunda variagao de F(a), (01F = 0 e §oF > 0). Concluimos que no caso de problemas
bem-postos, os diferentes métodos nos dao a mesma funcao minimizante 0 e o nimero
de condigoes de contorno, no presente caso, descritas em (3.67), é igual ao nimero de
constantes de integracao a serem determinadas.

4.1.2 Problemas variacionais mal-postos

Como na secao anterior, no caso de problemas variacionais bem-postos, consideramos,
por exemplo, a mesma amostra nematica ilustrada na Fig.(4.1), mas com o funcional sendo
do tipo

FW@H:/M%Kd%mk+%W%ﬂ—@f+Rwdu) (4.7)

supondo que em z = 0 o ancoramento seja forte, logo #(0) = 0. Novamente temos as con-
di¢oes para a constante elastica e a energia de ancoramento na superficie respectivamente
como K >0e W > 0, com © uma constante e ¢ = 6(d). No funcional (4.7) descrevemos
mais uma constante elastica, que é de superficie e também positiva, ou seja, K > 0.

Desejamos também, determinar uma fungao extremizante para o funcional (4.7). Abor-
dando o funcional com equagao de Euler-Lagrange do tipo (3.62) V z € [0,d], obtemos
uma equagao como descrita em (4.2), cuja solucao sera (4.4), e novamente ) e § serao duas
constantes de integracao. As condicoes de contorno que satisfazem a equacao de Euler-
Lagrange para este problema devem ser deduzidas pela hipétese de ancoramento forte em
z = 0, o que acaba resultando em 6(0) = 0, e pela hipotese de ancoramento fraco em z = d,
ou seja, utilizamos as condi¢oes de contorno descritas em (3.75) resultando em

KO (d) +W (0 —0)+ K6 (d) =0,
K9 =0, (4.8)

logo temos trés condicoes de contorno e duas constantes de integracao a serem determina-
das, uma caracteristica que define os problemas variacionais sendo mal-postos. Em vista
de encontrarmos uma solucao para o problema proposto, ou seja, restaurar o problema
variacional de mal-posto para bem-posto, consideramos um funcional do tipo

d

PW@H:/ BKW+§KW“}&+%W@—@V+K%Q (4.9)
0

que leva em consideracao a segunda derivada do campo no volume de uma amostra ne-

matica. O funcional (4.9) se reduz ao funcional (4.7) quando K* — 0, e sua fungio

minimizante é encontrada por essa condi¢ao. A equacao de Euler-Lagrange para este pro-

blema é descrita pela equagao (3.62) V z € [0,d], o que nos rende uma equagao diferencial

de quarta ordem ao aplicarmos ao funcional (4.9), logo
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K0 — KO = 0,
a0 d*0
[P == = 0, (4.10)
dz* dz?
a qual uma solugao para equacdo diferencial (4.10) pode ser escrita em termos de expo-
nenciais com expoentes A = 0 e A = £, ou em termos de senos e cossenos hiperbélicos.
Fiquemos com a segunda opc¢ao, nos rendendo

0(z) = Asenh (%) + Beosh (%) +C (%) + D, (4.11)

lembrando que § = \/% é um comprimento intrinseco do problema, conectado ao novo

termo elastico K*, proporcional ao quadrado da segunda derivada do campo [8]|. As cons-
tantes de integracao A, B,C e D sao determinadas pelas condi¢oes de contorno descritas
em (3.74) e (3.75), para z = 0, e para z = d, respectivamente. Devido a situagio de an-
coramento forte na superficie z = 0, concluimos que as condigoes de contorno no presente
caso sao

0(0)=0 e 6"(0) = 0. (4.12)

Ja as condicoes de contorno resultantes em z = d sao

1 /

K6'(d) — K*6" (d) + W(0 —©) + Kb (d) = 0,
0 (d)(K+K)— K9 (d)+WW-0) = 0,
0 (d)(1+ R) — 820" (d) + %(19 —e) = 0, (4.13)
e ainda
K*0"(d) + K6(d) = 0,
3%0"(d) + RO(d) = 0, (4.14)

x>

escritas em termos da constante R = %, do comprimento intrinseco 32 e do comprimento
de extrapola¢io da amostra nemdtica L = £-. A substitui¢dao de 6(2), equagdo (4.11),
nas condi¢oes de contorno (4.13) e (4.14), devem nos render os valores das constantes de
integragao. Utilizando (4.12), concluimos que B = D = 0, logo, utilizando (4.14), para
z = d, obtemos
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e ()] + m [ (5) + 5] -
16 [ﬁzsenh 3 + R | Asenh 3 + 3 0,
A [senh <%) + Rsenh (%)] + % = 0,

Asenh (%) n4r — -

A= BB o s

(1+ R)senh (g)

e utilizando (4.13) em conjunto com o resultado obtido em (4.15), ainda para z = d, temos

o g (§) 6] #[3] o e (2) et -] - o
[ (3) o () o ()] e [52].

Rd d Rd d Rd (1+R) d] ©
o[- (5)+ mramen(5) - murm s A~ 7
C= (1+F) bo. (w16)

(14 R)?+d/L — R*(d/B) coth (ﬂ) L

Analisando a equagao (4.16), podemos considerar que d/3 — oo, 0 que nos conduz a
coth (%) ~ 1. Assim, podemos utilizar as equacoes (4.15) e (4.16) para reescrever (4.11)

na forma

o Rd/ﬁsenh(

) 0.
5

1 + R)senh

e N @

ou ainda,

B Rdsenh (%) C
" [<1+R>senh () ”] 5 1

como d/f > 1, a razdo entre os senos hiperbolicos é praticamente zero no volume, isto
é, em 0 < z < d— (. Esta variacdo de 0(z) em z = d, é bem aproximada pelo valor de
extrapolacao dado por
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d

o(d) =C3, (4.18)
ao contrario do valor da superficie (4.17) condicionado a ¥ = 6(d), nos rendendo
senh ( 4
o) = |-—2 4 <B)+d ¢
(1+R) senh (%) p
1 d
0(d) = ——=C-. 4.19
@ = 505 (1.19)

Com os valores do campo, tanto no volume quanto o da superficie em maos, podemos
calcular a "descontinuidade de subsuperficie" através da variacao

AO(d) = 6(d)—6°(d)

AO(d) = —RO(d), (4.20)

caracterizando que o funcional descrito em (4.9) descreve alguma descontinuidade na amos-
tra nematica. Por outro lado, observamos que ao depararmos com o problema variacional
mal-posto, talvez a melhor prescricao para restaura-lo e torna-lo novamente bem-posto, im-
plica a introdugao de termos de ordem mais elevada nas derivadas do campo (3?). Porém
os significados fisicos sdo conflitantes. Sabemos que é apenas um comprimento intrinseco
e tem uma dependéncia com a constante elastica de volume K*.

4.2 Célula nematica hibrida

Como visto no capitulo anterior, a densidade de energia eldstica em uma amostra de
cristal liquido nemético no regime de pequenas distor¢oes é descrita pela energia livre de
Frank f(n;;). Se em uma amostra nematica de espessura d o tratamento na superficie é
uniforme, em que o diretor seja n = n(z), a qual a coordenada z é normal aos contornos
da parede, f(n;;) pode ser escrita de uma maneira simples em termos dos angulos polares,
definindo o diretor n [6]. Se acompanharmos a Fig.(4.2), com w = w(z) angulo azimutal e
0 = 0(z) angulo polar, verificamos que o diretor pode ser escrito na forma

n = (coswsen f, sen wsen 6, cos ), (4.21)

sendo assim, escrevemos a densidade de energia como
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X

Figura 4.2: Descrigao do diretor n em coordenadas polares para podermos descrever a
densidade de energia dada em (4.22).

’ ! ! 1 !
(0,0, w,w) = =(Kpisen?d + Kszcos®6)0? + 5([(22 sen® § + K33 cos® 0)w *sen’ 0 +

1 /
+ §K22qo(qo — 2w sen’f), (4.22)

em que qo = L/Ksy é diferente de zero apenas para os cristais liquidos colestéricos, e

6 = %. Utilizando do fato em que o diretor n é sempre paralelo ao plano (z, z), temos

que w = 0. A equagao (4.22) se reduz a

DO | —

/ 1 /
f(@,@) = §(K11 sen29+K33 COS2 9)92,
1

(0,6 = 5}((9)9/2, (4.23)

e a constante elastica efetiva é definida por

K(0) = Kjsen®+ Ksgcos® 0
K
= Ks3 (C082 0+ K—H sen? 9) ,

33
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como cos?f = 1 — sen? 6, escrevemos

K
K(0) = Ks3 [1 —sen” (1 - i)]
K33

= Kj3(1—hsen®d), (4.24)

com h = ( — ﬁg—;;), frequentemente chamada de anisotropia elastica relativa.

Por outro lado, se o diretor n esta contido no plano (z, z), temos que § = 7, ou seja, a
densidade de energia ¢ importante apenas se ha uma deformacao pura do tipo twist. Logo,
a partir da equagao (4.22), podemos escrever a densidade de energia elastica, que se reduz
a

/ ]. ’ ]. ’
f(w,w ) = §K22w 2 —+ 5K22Q0(Q0 — 2w ), (425)

a qual mostra-se importante para deformacao do tipo splay-bend. Mas para aplicagoes em
situagoes praticas, utilizamos nas segoes seguintes a situagao em que o diretor encontra-

se paralelo ao plano (z, zy), levando em conta consequentemente, a densidade de energia
elastica do tipo (4.23).

4.2.1 Célula neméatica pré-inclinada: ancoramento fraco

Para tratarmos do alinhamento que ocorre em uma célula nematica hibrida, sem atu-
acao de um campo externo, primeiro devemos determinar o perfil do diretor nesta célula,
supondo no presente caso, que o ancoramento nas superficies seja fraco, e que sua energia
de ancoramento seja descrita pela forma fenomenologica proposta por Rapini e Papoular
8], logo

1
T2 = §W sen” (91,2 - 91,2) ) (4-26)

a qual W é conhecido como a energia de ancoramento, enquanto © caracteriza o eixo fécil,
isto &, o angulo inclinado na superficie a qual v é minimo, (veja Fig.(4.3)). Devido ao
ancoramento finito nas duas superficies, 6, e 65 sao angulos dependentes da espessura da
célula, logo, no limite em que d — oo, #; — ©O1 e Oy — Os.

O funcional que descreve este caso em questao é dado por

U

Flog) = [ %K(e)e?dz + %Wl sen? (O — 0,) + %WQ sen? (0 — ), (4.27)

[NJIsH

a qual utilizamos as condi¢oes de contorno (3.67), resultando em
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-% = —~

Figura 4.3: Célula nematica pré-inclinada, em que ©; e Oy sao as direcoes dos eixos
faceis caracterizados nas interfaces inferior e superior, respectivamente, da amostra liquido-
cristalina. Os angulos atuais de inclina¢do nas superficies sdo 6; e 05 [6].

(91)9 —%Sen2(@1 91) = 0,

. W
K(0,)0 — 7256112(@2 —0,) = 0, (4.28)

e a equagao de Euler-Lagrange para este caso é do tipo (3.59), e aplicada ao funcional
(4.27) nos rende

K(0)0?% = C?, (4.29)

em que C? é uma constante de integracdo determinada pelos angulos de inclinacdo nas
superficies 6, e 5, logo

a qual 1(60,0,) é definido pela integral

1(64,09) = \/ 6)do.

Levando em conta as equagoes (4.29) e (4.30), as equagoOes descritas em (4.28) podem
ser calculadas a partir de
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92 =
K?
9 = ﬂj
VK
g _ L1016
d VK
a qual escrevemos
1 4%
—VE@)1(01,0,) = —Fsen2 (0, —61) = 0,
1 W,

SVE@)1(01,0,) — 7 sen2(0: — ) = 0, (4.31)

nos dando os valores para 6, e 6. O angulo de inclinac¢ao 0(z) pode ser dado pela resolugao
analitica e numérica da equacao
1161,0(2)] _ =

1(61,0,) d (4.32)

ja que

0(z)
1160,60(2)] = / JE)d0 = .

01

16.6) = [ JE@W#=d (4.33)
01

Podemos avaliar §(z) no interior de uma amostra nematica. Notamos em (4.31) que,
para a espessura d tendendo ao infinito, segue que 6, — ©; e 6 — ©,. Assim, no limite
de uma amostra com uma espessura relativamente grande, os angulos atuais de inclinagao
nas superficies, 6, e 6, coincidem com as dire¢oes dos eixos faceis |6].

4.2.2 Alinhamento da célula nematica hibrida

Discutiremos nesta secao, uma forma para determinarmos as transicoes que ocorrem no
interior de uma amostra nemaética. Para isso, devemos deixar claro as condicoes hibridas
de ancoramento em uma amostra de espessura d. Primeiro, em uma das paredes z = —d/2
por exemplo, tratamos que o ancoramento seja homeotropico (alinhamento perpendicular
da molécula a subsuperficie da amostra confinada), forte e planar (©; = 0), ou seja, o
diretor nao varia. Segundo, na outra parede z = d/2, tratamos que o ancoramento seja
fraco e que ©y = /2, seja a dire¢ao do eixo facil.
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Considerando essas condig¢oes, podemos entao, escrever o funcional como haviamos
escrito na secao anterior em (4.27), mas agora sem a contribuigdo de v; e com 0y = 0,
logo, temos em mente que a energia de ancoramento seja W, = oo na parede z = —d/2, e
Wy = W na parede z = d/2, devido aos seus respectivos tipos de ancoramento. Além do
mais, utilizamos o método da constante tinica, em que a constante elastica efetiva descrita
em (4.24) é dada por K(f) = K. Com estas consideracoes, o funcional é escrito como

d
21 1 9
Flo(z)] = 5[(9 dz + §W cos” O, (4.34)

[NJIsH

pois

1 1
§W sen? (g — 05> = §W cos? 0.

Utilizando a equacao de Euler-Lagrange para este problema, descrita em (3.59), obte-
mos

0" (z) =0, (4.35)
e as condicoes de contorno sdo como as descritas em (3.67), nos rendendo
d W
9(—5) =0 e KO — 78611(295) =0, (4.36)

e a equacao diferencial (4.35) conduz & uma solucao do tipo

6(z) = az + b, (4.37)
que dadas as condigbes de ancoramento forte e fraco nas paredes, respectivamente, ¢, (—d/2) =

0 e 05(d/2) = 6, pode ser reescrita na forma

1 =z

0(z) =0, (5 + E) ) (4.38)

a qual 6, deve ser determinada utilizando a segunda condicao de contorno descrita em
(4.36), conduzindo a

0, %4
K— = — 2
y 5 sen(26,),
2K
S@n(?@s) = mes,
L
sen(20;) = 5295. (4.39)

Verificamos como no capitulo anterior, que o comprimento de extrapolacao da amostra
é dado por L = K/W em (4.39). Para que o ancoramento seja forte no presente problema,
devemos ter L = 0, pois quanto maior o valor de L, menor seré sua energia de ancoramento.
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Além do mais, a equacio (4.39) nos revela uma caracteristica transcendental, e ha algumas
dificuldades em poder soluciona-la. Porém, por um procedimento numérico, solucoes para a
equagao (4.39) podem ser encontradas. No caso em que a espessura da amostra d seja menor
que a extrapolacao L, verificamos que a amostra admite somente orientacao homeotrépica,
portanto, 65 = 0 para L/d > 1.

Ja para L/d < 1, dois padrdes sdo possiveis, a saber: uma em que novamente a amostra
admite orientagao homeotropica (6, = 0), e outra em que temos 5 # 0, correspondendo a
uma distor¢ao na amostra nematica. Mas a divida ainda permanece ao escolher qual das
duas solugoes mencionadas no caso d > L é estavel. Sabemos que o estado estavel é obtido
quando minimizamos a energia elastica total do problema, sendo requerido a analise do
sinal da segunda variagdo de F[0(z)] [6]. Assim, & partir da equagio (4.38), escrevemos a
primeira variacao de 0(z) na forma

a 0

dz  d’
e substituindo no funcional (4.34) obtemos

‘1 (0N, 1
F(0s) = /—K (—) dz + =W cos® b,
0

2 d 2
K 1
Fo,) = Zﬁg + §W cos? 0. (4.40)

A equagao (4.40) é fungao ordinéria do angulo de inclinagdo na superficie superior 6y,
e podera corresponder a um extremo de F'(6;) se
dF(6s) K K w
_kK, _ Ny W 26, = 4.41
a0 7 0s — W cos(0s) sen(0) g 0 5 sen(26,) = 0, (4.41)

e ao minimo de F'(6,), ao calcularmos a partir de (4.41) a segunda derivada, logo

LFO) K
W = E—WCOS(293>

S - W K%) - cos(zes)} : (4.42)

[(5)-]

A concavidade da funcao 6, serd maior que zero na origem se L > d, nos mostrando
que o padrao homeotropico é de configuracao estavel, correspondendo a 6, = 0. Ja para
L < d, a concavidade da funcao é menor que zero, e #, = 0 corresponderda a um ponto

ja que L = K/W, e para 05 = 0 temos

EF(0,)
d6?

s=

70



de maximo local da energia elastica levando a um padrao distorcido. Concluimos que o
fendomeno observado nesse sistema apresenta uma transicao de fase. Esta transicao de
fase nao corresponde a uma transicao observada termodinamicamente, mas sim, de uma
transicao de fase ordenada para a fase distorcida, em que o fator mais relevante de controle
¢ a espessura da amostra em questao [10] (veja Fig.(4.4)).

b) AZ /95
A q e L
d / / P I A A

~
~
~
~
~
~

Figura 4.4: Orientagao estavel em uma célula hibrida nemaética caracterizada pelo forte
ancoramento homeotropico e ancoramento fraco planar. a) Para d < L, o estado estével é
apenas o homeotropico. b) Para d > L o estado estavel é o distorcido.

Para estudarmos a transicao de fase, de orientacao homeotropica para distorcida, deve-
mos ter d. = L. Em que d. é o comprimento critico da amostra nematica. Parad ~ d. = L,
s muito pequeno, podemos escrever a equagao (4.40) na forma

P = 5 |(5) e eson],

2
F0,) = cte+ % K%) — 1} 02, (4.44)

a qual a mudanca de sinal da concavidade ocorre para d = L e #, = 0. Se tivermos o caso
em que d — d. = L e 0, < 1, podemos desenvolver a série de cos?(,) até quarta ordem,
tornando a equagao (4.40) como

K 1 04
o) = R lw {1_9%?],

F(0,) = %{ [g — 11 02 + %} (4.45)

e tomando a primeira derivada da equacdo (4.45) para d > L com a condigao que 6 seja
um extremo, obtemos
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dF(0,) L 2 .
—W |2 —1|0,+ W6 = 0,
do, {d } 3 0
2 L
wet = —w = —1]06
3 s [d :| Sy

6, — g<1—§>, (4.46)

e como d. = L escrevemos a equagao (4.46) na forma

1

3/d—d.\?2
0, =1/ = c . 4.4
2( _ ) (4.47)

A equagao (4.47) nos mostra que 0 é continuo em d = L, e que para d proximo a L, 0

cresce conforme (d — dc)%. Notamos que o expoente igual a 1/2, é semelhante ao expoente
critico B obtido (no comportamento proximo a transi¢ao) na teoria de campo médio, tipico
da transicao de fase de segunda ordem.

Verificamos que o angulo na parede planar ancorada fracamente pode ser , = 0 para
alguns casos e 05 # 0 para outros, mas ambos sendo solugoes para equacao (4.39), e que
na orientacao induzida por superficies em uma amostra nematica torna-se um fenémeno
limiar. Este fato é devido ao eixo facil na parede z = d ser perpendicular ao eixo da
coordenada z (© = 7/2). Para diferentes eixos faceis, a orienta¢do induzida em uma
amostra nematica por uma parede nao acaba sendo mais um fendémeno limiar [6]. Mas se
supormos que na superficie z = d temos uma energia de ancoramento escrita como

w
T=5 sen’(© — 6,),
logo, podemos escrever a energia elastica total na forma

K w
F(b,) = ﬁﬁg + 5 sen’(© — 6,), (4.48)
a qual é diferente da energia elastica descrita em (4.40). Pelo mesmo método que haviamos
calculado antes para equagao (4.40), aplicamos a equagao (4.48), que no caso nada mais é

que verificar sua primeira e segunda derivacoes, assim, a primeira variagao é da forma

dr,) K ]
i —0s = Wsen(© — ;) cos(6 — 6)
2L
_ W 793 —sen2(0 —6,)| =0, (4.49)
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e sempre terd uma solucao diferente de zero para qualquer espessura da amostra, se f, < ©.
J& para segunda variacao obtemos

d*F(0,) L
——— =W |=+cos2(0 -0, >0, 4.50
7 ~+c0s2(0 - 0,) (4.50)
na qual ha uma solucao correspondente a uma configuracao estavel. Mas ainda sim, po-
demos ter para alguma espessura da amostra neméatica uma configuracao distorcida. Se
reescrevermos a equacao (4.41) na forma

K w
595 = 5 sen(26;),
wa o,
K sen(26,)’
d 20
L~ sen(26,) (451)

observamos no limite em que 65 — 0, devemos ter d/L = 1, apresentando a existéncia de
uma espessura critica. Se fizermos o mesmo método para a primeira derivada da equacao
(4.48), ou seja, a partir de (4.49) obtemos

2L
785 = sen2(O —0,),

d 20,
- = 75 4.52
L sen2(© — 6,)’ (4.52)

a qual observamos que no limite 6, — 0, devemos ter agora a razao d/L igual a zero.
Os resultados obtidos para o caso da célula hibrida, a partir da aplicacao do método
variacional, nos dao um bom suporte para tratarmos de deformacodes que ocorrem nas
interfaces que confinam amostras de cristais liquidos nematicos. Veremos na proxima secao
como ocorrem tais deformacoes e em quais amostras podemos ao menos tentar mensurar
as influéncias das constantes elasticas de superficie, como por exemplo, as constantes K3
e K24.

4.3 Deformacoes de subsuperficies em nematicos

No capitulo anterior, na secao sobre a abordagem variacional, demonstramos que ha
funcionais que exibem carater continuo total e respeitam as classes C; e C5 de funcoes, ou
seja, suas respectivas primeira e segunda derivadas também sao continuas. Por outro lado,
em situagoes mais gerais, as func¢oes minimizantes de alguns funcionais podem apresentar
caracteristica de descontinuidade, isto ¢, o nimero das condi¢oes de contorno difere do grau
da equacao diferencial de volume obtida pela equacao de Euler-Lagrange, e o problema
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variacional neste caso é mal-posto. Um tipo de funcional caracteristico deste problema
pode ser descrito como
2 /1 1 W W
Flo] = / Lo o M o W2 s
—d 2 2 2 2
e a amostra nematica descrita por esse funcional esta fortemente ancorada em uma parede
z = z(—d/2) e fracamenete ancorada na parede z = z(d/2). Se este mesmo funcional nao
contivesse o termo 6”2, poderiamos ter como funcao minimizante

d d
() =© para  — 3 <#<g (4.54)

cujas primeiras derivadas seriam

/ d d
0 — - — —
(2) =0 para 5 <#<g
0(—d/2)=p e 60(d/2)=—p. (4.55)

Mas pela equagao de Euler-Lagrange do tipo (3.62) conseguimos obter a equacao dife-
rencial do problema, que é descrita como (4.10), e tem como soluc¢do a fun¢ao minimizante
da forma

cosh(%) i d

0(z) = A+ B——0~ ara ——<z< =, 4.56

) cosh(%) P 2 2 (4.56)

em que novamente 5 = 4/ %, e as constantes de integracoes A e B podem ser determinadas

primeiramente pela condicao de contorno

0, <—g) _ o, (4.57)

na borda da amostra que esta fortemente ancorada, implicando em 60(z) = §(—z). Utili-
zando a equacdo (4.57) em (4.56) obtemos

A+B=6. (4.58)

J& a segunda condigdo de contorno provinda da parede da amostra que se encontra fraca-
mente ancorada pode ser descrita por (4.10), a qual obtemos

K*0" + W (0, +p) =0, (4.59)

e em conjunto com a equagao (4.56) calculamos
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B senh(% . | psenh(<

= (5) +W | = (Qj) +p| = 0,

15} cosh(%) it 15} cosh(ﬁ) |
B W [B d ]
— — tanh [ — = 0. 4.
32 + K* |:6 an <2ﬁ> +p_ 0 ( 60)

Com os resultados das equagoes (4.58) e (4.60) em maos, podemos calcular as constantes
de integragoes A e B, logo

Wi d W
B 1+?tanh(%) = — K* y
ws
B = - —— bp, (4.61)
1+ [VII;E tanh (%)}
e
A = ©-B,
ws
A = 0+ K- (4.62)

U [ o (2]
K+ 25

e no caso em que a constante elastica K* — 0, temos que as constantes de integragoes A
e B tendem a © e 0, respectivamente, implicando em [ — 0. Com este limite obtemos o
resultado descrito na equagao (4.54). Podemos reescrever a equagao (4.56) utilizando os
resultados obtidos em (4.61) e (4.62), assim obtemos

b)=0+ i bp [1 - %] | (4.63)
1+ [VI‘;? tanh (%)} COSh(%)

Ao derivarmos a equagao (4.63), concluimos que, para z # +d/2, o [liin% 0'(z) = 0, revelando-
ﬁ

nos uma deformacao de subsuperficie sobre 5. Logo, a descontinuidade obtida serd da
forma

(4.64)

o V[‘;B senh(%)
T = 14 [V;ﬁ tanh (%)}p Losh(%)] ’

caso contrario, encontramos quando z = +d/2, o éir% 9,(z) = Fp, de acordo com os resul-
—>

tados descritos na equagao (4.55).
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Nesta secao, consideramos casos especiais das energias de superficie no contexto da
teoria de elasticidade para nematicos na qual o surgimento das deformacoes de subsuper-
ficies podem ser preditas, contendo uma dependéncia explicita dos perfis dos angulos de
inclinacdo nos contornos, 6 e 6 [6].

4.3.1 Significado fisico para as solugoes descontinuas

Tratando-se sempre de uma amostra nemaéatica confinada, podemos obter caracteristicas
de descontinuidade do perfil do angulo de inclinacao em relagao as paredes da amostra,
quando a energia de superficie depende do diretor n, (diretor na superficie da amostra) e
do divergente deste diretor, (ﬁn)s. Consideramos nesta secao, um caso de contribuigao de
superficie para funcionais, a qual é descrito por uma energia de superficie v com dependén-
cia ao angulo de inclinacio e seu gradiente 6. As solucdes descontinuas para o angulo de
inclinagdo e que minimizam a energia total com contribuicées de superficie do tipo (ﬁn)s,
nos conduz a duvida se realmente estas expressoes sao corretas, e a pensar se surgem de
um problema fisico muito simplificado. Devido as interacoes moleculares de longo alcance
consideradas, as duvidas anteriores podem ser respondidas positivamente, pois os termos
de energia de superficie podem ser descritos por contribuicoes que nao sao locais, ou seja,
por acoes reciprocas entre paredes e volume da amostra.

Sendo assim, os termos de contorno sao necessariamente relatados por forcas nao locais
quando dependem da primeira derivada. Baseado nesta hipotese, em que alguns termos de
superficie surgem de forcas nao locais, podemos, portanto, escrever estes termos de super-
ficie como termos de volume diferentes de zero apenas em uma subsuperficie de espessura
p. Mas isso implica, é claro, em algumas importantes consequéncias; primeiro, notamos
que as equacoes diferenciais de Euler-Lagrange sao diferentes ao expressa-las no volume ou
na superficie da amostra; segundo, se o termo de energia relatado por forcas de contorno é
escrito como uma contribuicao de superficie, e é formado algum limite de operacao em que
p — 0, reduz-se as contribuicoes de energia na subsuperficie da amostra, nao se mantendo
a equacao de Fuler-Lagrange. Logo, a equacao diferencial de volume novamente nao pode
ser valida nos pontos de contorno.

Além do mais, ha uma perda da solucdo quando consideramos a variacao do perfil do
angulo diretor do tipo pi/p,, apenas como termos de superficie, a qual p; e p,/, sdo as
diferentes espessuras de subsuperficies. Nestes casos, o problema variacional nao terd uma
solucao fisica significativa. Podemos ter apenas uma razoavel solucao aproximada se a
informacgao perdida é restaurada, isto é, se os valores p; sao levados em conta integral-
mente, nao sendo tomados pela operacao de limite do tipo pp, — 0. Para o caso seguinte,
consideramos uma amostra nemaéatica ausente de campos externos entre planos localizados
em z =0 e z = d, no limite em que p — 0, resultando em solucdes descontinuas em 6’ [8].
Logo, assumimos também que

0(d) = O, (4.65)

e que a contribuicao da densidade de energia elastica de volume seja
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Ky
fo = 71)9 2 para 2> p, (4.66)

com a espessura de camada de superficie (subsuperficie p) contendo as forgas de contorno.
A equagao de Euler-Lagrange para este tipo de problema é como descrita em (3.59), resul-
tando em

0 =0, para p<z<d. (4.67)

Contribuicoes de superficies para funcionais:

A densidade de energia eléastica de superficie é dada por

Ky U
v = 7b6 24 592, para 0 <z < p, (4.68)

em que o segundo termo da equacgao acima, desempenha um papel de ancoramento fraco
na subsuperficie de espessura p. A equagao de Euler-Lagrange nos contornos sera

K0 =U#, para 0<z<p, (4.69)

a qual o perfil do angulo de inclinacio na parede, 6 e 8, apresentam continuidade em todo
o volume da amostra, logo 0’(0) = 0. Para as espessuras dos planos z < p e z > p, temos
as respectivas fungoes minimizantes

0(z) = 6(0) cosh (\/gbz) : (4.70)

0(z) = [0 — 6(p)]— Z +6(p), (4.71)

6(p) = 0(0) cosh (&p) , (4.72)

a qual 0(0) e 6(p) serdo usados para garantirem a continuidade de 6 e § em z = p.
Para obtermos a continuidade em 6 (), devemos ter a derivada da equagio (4.70) na

forma
0(z) = 0(0)\/%senh <\/%z> :
0(p) = 9(0)\/gbsenh < %p) ,  para z<p, (4.73)

em que



e a derivada da equagdo (4.71) como

0o = 200,
0 (p) = @d%e(pp), para z > p, (4.74)

logo, igualando as equagoes (4.73) e (4.74) obtemos

, (4.75)

confirmando a continuidade para 6'(z). Ja a continuidade em 6(z) é obtida quando igua-
lamos a equagdo (4.72) com a equagao (4.75), o que nos rende

- ().
e (y5) |0

S)

(d—p) [9(0)\/%senh <\/bi,0>} + cosh (\/bip> .

Esta é a equagao que descreve o angulo atual de inclinagao na superficie, a qual para
os calculos a continuidade de 6'(z) para z = p é utilizada. Para a configuracio atual do
diretor no volume temos

0(0) =

(4.76)

0(z) = 0. + (6 — 6,) (4.77)

z
6_17
em que 6, ¢ o valor do angulo diretor no volume quando extrapolado (veja Fig.(4.5)).
Como calculado anteriormente, podemos obter os valores para 6, quando 6'(z) e 6(z) sdo
continuos.

Calculando a primeira derivada de (4.77), obtemos

0(p) = : (4.78)



Figura 4.5: Caracterizacao de ancoramento fraco em z = 0, e de ancoramento forte em
z = d com direcao do eixo facil ©. Préxima a parede z = 0, h4 uma subsuperficie de
espessura p na qual se encontra as anomalias do perfil do diretor A6.

a qual igualamos a equagao (4.73), o que nos rende

O -0, U U
d = 0(0) E Senh < Ep) s
U U
96 = @ — Q(O)d E SeIlh < Ep) s (479)

e a continuidade em z < p para 0’(2) no volume ¢ estabelecida. Portanto, para termos a
continuidade no volume para #(z), em que z > p, devemos fazer uso da equacao (4.76) em
(4.79), logo

0 _ o @d\/bisenh <\/bi,0> |
(d—p) [6’(0)\/%senh (\/bipﬂ + cosh <\/bip>
0 cosh <\/bip> — \/bipsenh <\/bi,0> o (450
cosh (\/bip) + (d — p)\/KEbsenh (\/bip>

E a variacao do angulo diretor 6 na superficie é definida por

AO =6(p) —0(0) = lcosh <\/%p> - 1] 6(0). (4.81)
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Podemos concluir que a solucao descontinua obtida nao pode ser sempre considerada
como uma boa aproximacao da solucdo atual, pois quando um termo linear  esta presente
nos contornos, ¢ sugerido que a funcdo 6(z) também seja descontinua. Logo, quando um
termo de energia, que estd presente em uma das interfaces de espessura p, é simplesmente
escrito como um termo de superficie com a operacao de limite de p — 0 implicito nos
calculos, informagoes que podem ser essenciais para a solucao do problema podem ser
perdidas. E sem tais informacoes nas interacoes de contorno, os efeitos na configuracao do
diretor nao podem ser avaliados [8].

Ao contrario dos efeitos de energia de volume Klgﬁ . (nﬁ -m), proposto pela teoria de
Nehring e Saupe, que podem ser avaliados por uma apropriada extensao nas expressoes
das energias préximas aos contornos da amostra, estes termos de energia de volume sao
originados por forcas nao locais, criando uma expectativa de variacao das energias mole-
culares proximas aos contornos. Nao ha significados fisicos ou analiticos concretos para as
solugoes descontinuas, pois sua interpretacao esta a encargo da limitagao das fungoes con-
tinuas, logo, podemos escrevé-las como termos de volume localizados em uma fina camada
de superficie (a subsuperficie). No entanto, algumas conclusées podem ser estabelecidas:

e termos de energia de superficie com dependéncia da primeira derivada ao quadrado
do angulo de inclinacao, tem influéncia nao negligenciavel na configuracao do diretor
apenas se o alcance das forcas de interacao nos contornos é de mesma magnitude
da espessura da amostra nemética, como descrito no caso anterior para energia de
superficie (4.68);

e termos de superficie com dependéncia da primeira derivada do angulo de inclinacao,
podem ter grandes efeitos na configuracao do diretor, embora tais efeitos nao possam
ser avaliados sem informacoes sobre as forcas de interacoes moleculares, e estes termos
de superficie também podem ser sugeridos por consideragoes simétricas.

Esta ultima conclusao, sem maiores informacoes, acaba sendo de pequena importancia,
pois sua relevancia esté fortalecida pela abordagem molecular, similares a estudada pela
teoria de Cauchy (teoria de elasticidade do solido) e pela teoria de Nehring e Saupe voltada
ao estudo das energias de distor¢oes dos nemaéticos [8].

4.3.2 Influéncia do termo K;3 na orientagao dos nematicos

Consideramos novamente nesta secao, uma amostra nemética confinada entre placas
paralelas a uma distancia d uma da outra, possuindo como anteriormente, o vetor diretor
n ancorado em ambas interfaces das placas que confinam essa amostra, tal que, n forma
um angulo de inclina¢do 6 = 65 em relgao ao eixo z, no plano (z, z), sendo as deformagoes
supostamente unidimensionais. Como © caracteriza a direcao do eixo facil da interface da
amostra, devemos ter

0, < 1, (4.82)
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em ambas interfaces fortemente ancoradas, tomando a aproximacao que K3 = K33 = K.
Como ¢é conhecido na literatura, a constante de superficie K4, chamada de saddle-splay,
nao depende de derivadas de segunda ordem do diretor. Portanto, levamos em consideracao
a constante elastica K43, comumente chamada de splay-bend, a qual escrevemos como

fo = K136 : (nﬁ ‘n). (4.83)

Utilizando do Teorema de Gauss, o termo eléastico descrito na equagao (4.83) pode ser
integrado, resultando em uma contribuicao de superficie do tipo

fo = Ki3(nV - n)7, (4.84)

em que U é normal a superficie. A energia de ancoramento na superficie serd do tipo
v(n, ﬁn), e como dito anteriormente, essa dependéncia da energia de superficie com o
gradiente do diretor, torna uma expectativa grande de termos uma funcao descontinua e
ao mesmo tempo, solucdo do problema variacional. Ao considerarmos o termo elastico
Ki3, uma mudanca brusca da orientacao do diretor n proxima aos contornos da amostra
nemaética pode ocorrer. Logo, a expressao da energia de Frank torna-se questionavel, pois
tal expressao para a energia livre é valida apenas no limite de suaves variagoes do diretor
n. Por esta razao, como feito na secao de problemas variacionais mal-postos deste capi-
tulo, generalizamos a expressao da energia livre de Frank adicionando termos quadraticos
dependentes das derivadas de ordem mais alta da variavel do campo 6 [8].

Para descrevermos o funcional que leva em conta a segunda derivada do angulo de
inclinacao, adicionamos novamente na densidade de energia de volume um termo do tipo

1 "
§Km2, (4.85)

com K* levando em conta a imprevista variagdo de 6(z) proxima as paredes limitantes.
Também proximo as paredes devemos ter as energias de ancoramento dependentes das
primeiras derivadas do angulo de inclina¢ao nos contornos, isto &, vy 2(61 2; (9/172), com 0, =
0(—d/2), 0, = 0(d/2), 0, = 6'(—d/2) e 0, = §'(d/2). Portanto, o funcional, no limite de
pequenos angulos 6, pode ser escrito na forma

IS

5 1 ! " /
Fe / S (K0 4 K°02)dz + 261500, (4.86)
_d
a qual os eixos faceis de superficie sao considerados como ©, = ©O; = O, concluindo

que, seus respectivos termos de energia de ancoramento W, e Wy devam ter valores muito
altos devida a brusca variagao do vetor diretor n que o termo Ki3 causa proximo aos
dois contornos, fazendo com que, consequentemente, a variacao dos eixos faceis sejam
brusca. Assim a funcdo 6(z) é a mesma nos dois contornos, portanto 0(z) = §(—z) ¢é par,
e consequentemente, 6’ (z) = —0'(—=z), nos conduzindo a #; = 6 = © [8]. Supondo o caso
de ancoramento forte, pela equacao de Euler-Lagrange do tipo (3.62), obtemos a seguinte
equacao diferencial
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" d d

1"

320

e como dito anteriormente, § = /K*/K é o comprimento microscopico. Esta equacao
diferencial deve ser resolvida com as seguintes condicoes de contorno

d
+-) =
9( 2) 6.

of o B
_89"+W = 0, (4.88)

que aplicadas ao funcional (4.86) resulta em

_K*GH + 2K13@ = O7

e como 0; = 0y = O, e utilizando a primeira condi¢do de contorno descrita em (4.88),
obtemos

" 2K
2 N 13 _
IoRl’ e 6 0,
3%+ RO = 0, (4.89)
em que R = —2K3/K, e a solucdo geral de (4.87) pode ser escrita na forma
6(z) = © + Acosh (%) +C. (4.90)

A constante de integracao C' pode ser determinada utilizando a primeira condigao de
contorno descrita em (4.88), resultando em

C = —RO, (4.91)

j& a constante de integracdo A também pode ser determinada pela primeira condi¢ao de
contorno descrita em (4.88), mas em conjunto com a equagao (4.89), logo

52 [% cosh (%)} — RO = 0,
RO

A = m (4.92)

e reescrevendo a solugao (4.90) com as contantes de integragao obtidas em (4.91) e (4.92),
obtemos
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cosh (%)

cosh <ﬁ>
como 3 < d, e andlogo ao comprimento de subsuperficie p proximo as interfaces da amostra,
devido ao alcance das forcas moleculares presentes na mesofase nematica, no volume temos

cosh <%>
cosh (%)

concluindo que 0(z) descrita em (4.93) seja

: (4.93)

~ 0,

Qvolume = ®<1 - R), (494)

cosh <%>
cosh (%)

portanto, a variacao do angulo de inclinacao na superficie é dado por

e proximo a parede z = d/2, temos

~ 1,

2K
AO = Oyopume — O = (1 — R)O —© = —RO = 713@, (4.95)
por todo o comprimento microscopico S nas limitacoes dos contornos da amostra, como
ilustrada na Fig.(4.6).
Com a solucao descrita em (4.93) em maos, podemos substitui-la na parte que nao
tem o integrando do funcional (4.86) para obtermos a energia devida as contribui¢oes de

superficie, lembrando que, para pequenos angulos de inclinagao devemos calcular na forma

Fcontorno = 2[(13(99,1
9K,302R senh (%)
B cosh <i>

28

mas como 6, = §'(—d/2), K13 = —KR e utilizando do argumento tanh(—2z) = — tanh(z),
obtemos

Fcontorno = % |:tanh <_%>:|

2K R*©? d
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Figura 4.6: Deformacoes de subsuperficies localizadas em duas camadas de magnitude
mesoscopica, com espessura [ proximas ao substrato. Observe que estas deformagoes sao
independentes de  no limite de pequenos angulos de inclinagdo, como descritas na equagao
(4.95).

em que podemos usar tanh(d/283) ~ 1. Para obtermos a contribuicdo de energia total,
substituimos a solugao descrita em (4.93) em todo o funcional (4.86), nos rendendo

202

F= _KRO tanh (i) . (4.97)
g 2p

Esta energia é devida a variacao de 6 proximo aos contornos da amostra nematica

e ¢ independente da constante elastica K*, nos possibilitando determinar uma estrutura

analoga a descrita pela teoria elastica de Frank. Na interface z € (é — B, g), temos o

2
seguinte resultado

A0 RO
0~ —~ — 4.98
5~ 3 (4.98)
e para a densidade de energia elastica de Frank (primeiro termo descrito no funcional
(4.86)), obtemos

K ,, K [(RO\’

a qual calculamos novamente a contribuicao para a energia de superficie na forma

Fcontorno = 25FFrank7

K (RO\®> KR2©?
Fcontorno - 255( 5) = ﬁ s (4100)

analogo a equagao descrita em (4.96) e de acordo com o termo A descrito em (4.98).
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Vimos até aqui, que a principal fonte dos efeitos de distorcoes de subsuperficies é
provinda da constante elastica Ki3. Além do mais, observamos que a influéncia de K3 em
amostras nematicas leva em conta na densidade de energia eléstica, termos dependentes das
derivadas de segunda ordem e ao quadrado do angulo diretor [8]. Dessa forma, as fungoes
minimizantes 6(z) dos funcionais que descrevem a energia elastica total por area devem
ser continuas no volume da amostra nemética, apresentando apenas uma variagdo como
descrita em (4.95) proxima as interfaces da amostra. Esta variagao ¢ levada em conta a
uma distancia da ordem do comprimento microscopico 3 préoxima as superficies, analogo ao
comprimento p descrito para as subsuperficies. A teoria de elasticidade de Frank também
pode determinar a magnitude dessa variacao do angulo diretor proxima as superficies, mas
as fungoes minimizantes dos funcionais sao interpretadas com significado fisico conflitante.
E novamente, as fun¢oes minimizantes apresentam uma variacao Af, mas nao da ordem do
comprimento microscopico como citado no caso anterior [8]. Na proxima se¢do, veremos o
caso em que a amostra nematica é do tipo cilindrica e novamente a constante elastica K3
tem influéncia sobre o angulo diretor, podendo este tipo de geometria abordar a constante
elastica Ko4, desprezada em amostras planares.

4.3.3 Descontinuidades de subsuperficies em amostras nematicas
cilindricas

Com base nas se¢oes descritas anteriormente e nos estudos de Sandro Faetti [14], pode-
mos descrever a ocorréncia das descontinuidades de subsuperficies em amostras cilindricas
a qual as constantes elasticas K3 e Ky; desempenham um papel muito importante. Como
vimos anteriormente nos casos planares, a contribuicao de Ko, vai a zero e na presenca
de K13 a energia livre depende do angulo na superficie 6, e sua derivada 6. No caso em
que os funcionais que descrevem a energia total, apresentem problemas variacionais mal-
postos, o equilibrio do campo diretor deve exibir descontinuidades nas interfaces, ou seja,
9; = 4o00. Estas descontinuidades provavelmente sao geradas por nao considerarmos na
teoria de elasticidade contribui¢oes de ordem mais altas, sendo K3 # 0 [14].

As predicoes das distor¢coes do diretor no volume de uma amostra nematica feitas
em uma expansao da energia elastica de ordens mais altas, sao diferentes das predicoes
feitas em uma expansao até segunda ordem, devido aos diferentes valores das energias de
ancoramento que cada expansao se encontra.

As distorgoes de subsuperficies e a energia de ancoramento dependem diretamente da
constante elastica K73, bem como, dependem também de outras constantes de superficie e
constantes elasticas de volume de ordens mais altas, ja que em uma abordagem de segunda
ordem, valores de K43 nao sao bem estimados. Logo, concluimos que a constante K3 nao
¢ mensuravel se as distorcoes ocorrem em amostras neméticas planares. Além do mais,
para distor¢oes do tipo planares, as energias de ancoramento em uma amostra nematica
ficam suceptiveis a anomalias eldsticas que ocorrem proximas as interfaces da amostra que
a confinam. Pensando nesses problemas, Faetti resolveu considerar o caso em que as dis-
torcoes do diretor nao sao planares por meio de uma abordagem de Gibbs para fenémenos
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interfaciais, a qual propoe uma nova expressao tebrica para energia livre de primeira ordem,
evitando assim, problemas matematicos como citados na secao anterior, obtendo equilibrio
nas distorcoes do diretor no volume. Além do mais, de acordo com a teoria de Gibbs,
se as distorcoes do vetor diretor ocorrem em uma fina camada, comparével a camada de
interacoes de superficies, ambas proximas as interfaces da amostra nao-planar, entao, essas
distor¢oes devem ser consideradas fontes de ancoramento do diretor e inclusas nas expres-
soes fenomenologicas das energias de ancoramento [14]. A nova expansao encontrada é do
tipo energia livre de Frank com duas constantes elasticas de superficie K3 e Koy, as quais
sao apropriadas para investigacoes de distor¢oes nao planares.

A abordagem de Gibbs para fendmenos interfaciais revela que os efeitos fisicos de uma
distorcao do diretor nas subsuperficies ocorrem em uma escala de comprimento da mesma,
ordem dos comprimentos das camadas interfaciais, onde ocorrem as descontinuidades, e
leva em conta uma apropriada funcao que descreve a energia de ancoramento. Com este
argumento, Faetti pode descrever um funcional em que o campo diretor continha distorcoes
em duas ou trés dimensoes e estava confinado entre interfaces curvas, logo, o funcional é
escrito como

F= / (Fr + Foet) AV + / (fian + f) dS, (4.101)

em que fr é a densidade de energia elastica de Frank, f..; ¢ a densidade de energia li-
vre devido ao campos externos (magnético ou elétrico), porém nao utilizados na presente
aplicacao, fs é a funcdo que descreve a energia de ancoramento que depende apenas dos
angulos diretores nas superficies, mas leva em conta também os efeitos das anomalias elés-
ticas de subsuperficie. Ja fi., é a contribuicao devido as constantes elasticas de superficie
K3 e Koy, tangenciais a amostra, e com valor zero caso as interfaces que a confinam sejam
planares. Isto permite fazer uma estimativa grosseira dos valores das constantes K3 e Koy,
quando as amostras sao confinadas em uma cavidade cilindrica de raio R.

Para fazer tais estimativas, é considerado quatro tipos de configuracoes em problemas
nao planares, a saber: configuracao planar-radial (PR); configuracao planar-polar (PP);
configuragao escapada-radial (ER) e configuragao escapada-radial com pontos de defeitos
(ERPD), a qual tais configuragoes estao ilustradas' da Fig.(4.7) a Fig.(4.10).

Dessas configuracoes citadas, apenas as configuracoes PP e ERPD tem relevancia ex-
perimental, desde que, o raio do cilindro observado seja muito pequeno e se encontre na
situagao de ancoramento fraco para a configuracao PP, ou que o raio do cilindro seja grande
e encontra-se na situacao de ancoramento forte para a configuracao do tipo ERPD. Este
fato se concretiza porque na configuragao planar-radial as constantes K3 e Koy € a energia
de ancoramento ndo contribuem para a energia livre total, assim, [(fin)dS = 0. Além do
mais, na configuracao escapada-radial, a constante K3 pouco tem influéncia sobre o sis-
tema, nos revelando apenas um comportamento quantitativo baixo no sistema, nao sendo
bom para investigagoes experimentais [14].

! Adaptado de Theory of surfacelike elastic contribuitions in nematic liquid crystals, S. Faetti,
(Physical Review E), 1993, p. 4200-4202.
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Figura 4.7: Configuragao do tipo planar-radial (PR).
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Figura 4.8: Configuragao do tipo escapada-radial (ER).

Configuracao planar-polar

A fim de se reduzir as dificuldades matematicas, o método da constante tnica é aplicado
sem modificar substancialmente as principais caracteristicas, ja que, a diferenca relativa
entre K, e K33 ¢ menor que 30% em uma transi¢do do tipo nemética-esmética [14]. A
ilustracdo para este tipo de configuracao é detalhada na Fig.(4.10).

O campo diretor para este tipo de configuracdo tem sua componente na direcao 2
ignorada e é do tipo
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Figura 4.10: Vista de topo mostrando o campo diretor na configuracao PP.

n = cos pf 4 sen b, (4.102)
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em que ¢ = @(r,0) é o angulo local entre o diretor e a dire¢do radial como ilustrado na
Fig.(4.11).

—
— -

—
e e — ——

Figura 4.11: Ilustragao do angulo entre o diretor n e a direcao radial no caso da amostra
nemética cilindrica possuir configuracao PP.

A energia livre elastica de superficie por unidade area e de contribuicoes tangenciais
pode ser calculada a partir de

fran = K1s(n-K)[V-n— (k- V)(n k)] — (K + Kos)(K)n(V -n) +1n x V x n], (4.103)

a qual o vetor unitario k é normal a interface da amostra, ou seja, segue uma direcao radial.
A equagdo (4.103) é calculada em conjunto a equagao (4.102) nos rendendo para o termo
que contém K3

K13 2

K 0 K Ki30f(ps
—cos" p + —L cos? %) LA 1 13 9/(s)
r r

I = Zcos?p, 4 — L 4.104
20 R T TR a0 (4.104)

em que a equagao (4.104) é calculada na superficie r = R, e ¢, é o angulo na superficie da
amostra formado entre o vetor diretor local e a direcao radial, a qual utilizamos

_osen(2p,) | os
flps) = —1 T3

Ja o termo que contém (K + Kyq) em (4.103), também calculado na superficie r = R,
tem o seguinte valor
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K K. 0
_ (22—:—24) [a—gg(Sen2 © + cos® p) + sen” ¢ + cos 90] =

(Koo + Kay) 0ps
— 7 1+ 20 |-

(4.105)
De fato, a constante K54 nao tem contribuicao na configuracao PP pois
V- [n(ﬁ-n)—i—nxﬁxn =0,

e novamente utilizamos o Teorema de Gauss. Portanto, a equagao (4.103) pode ser reescrita
na forma

Kiz Ki30f(ps)
an = —— s+ — , 4.106
e em conjunto com a equagao para energia de ancoramento dado por Rapini-Papoular [14]
Wy sen? o,

podemos calcular a energia livre total por unidade de comprimento descrito pelo funcional
do tipo

2m
Fs= / R (foan + ) d0, (4.108)
0

a qual as contribuigoes obtidas sao de superficie. Utilizando as equagoes (4.106) e (4.107),
podemos escrever a equagao (4.108) na forma

2w K 2m K
Fs:/o R(%COS2@S)d9 + /o R(%COSQQDS%@;)CM%—

27
+ / R(%senggps) do, (4.109)

e resolvendo obtemos

2

27
= 7wKi3 —i—/ (VV;R — Klg) sen? o d. (4.110)
0

27 2
W,
Fs = 27K3— / (K13 sen? cps) df — mKi3 + / R (—O sen? cps> df
0 0

Diferentemente da contribuicao constante de mKj3 em (4.110), a constante elastica K3
nessa mesma equacao contribui apenas superficialmente, assim como, o ancoramento nessa
mesma expressao em (4.110). Em particular, isto pode simular um aparente coeficiente de
energia de ancoramento do tipo [14]
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= - K
9 9 13,
e pode ser escrito como
2K3
Wi =Wy |1-— 4.111

nos revelando que o principal efeito da constante elastica K43 na configuragao PP é uma
mudanca aparente na energia de ancoramento. A presenca das derivadas do diretor pro-
duzem uma forte distor¢cao de subsuperficie a qual modifica apenas a camada interfacial
de espessura § < R, (veja Fig.(4.12)).

0 <<R

Figura 4.12: Distorcoes nao planares ocorridas na subsuperficie de espessura ¢ < R no
caso PP.

Portanto, a energia de ancoramento cresce se Ki3 < 0 e decresce se Ki3 > 0. Logo,

para Ki3 > 0, uma transicao orientacional pode acontecer se o raio do cilindro R atingir
um valor critico do tipo

2K
s
RW,

R, = . 4.112
o (4.112)

A partir da equacao (4.111) podemos escrever o coeficiente de energia de ancoramento
na forma
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Wy =W, [1 — %} , (4.113)
portanto, para R > R., Wi > 0, e caracteriza-se a orientagao facil do diretor na superficie
correspondendo a um alinhamento homeotropico (¢s = 0), enquanto para R < R., W < 0,
o alinhamento planar é favorecido (¢, = 7/2). Em R = R,, a equacao (4.113) vai a zero e
o alinhamento do vetor diretor é uniforme em todo volume da amostra nematica cilindrica
[14].

Na configuracio ERPD a constante K3 também tem sua contribuigdo na energia de
ancoramento, mas somente o valor de K54 pode ser mensuravel em tal configuracao. Logo,
concluimos que, ambas as constantes elasticas de superficie K3 e Koy fazem contribuicoes
muito relevantes no campo diretor nos casos que seguem geometrias nao planares. No caso
de uma amostra nemética confinada em cavidade cilindrica, estd predito a existéncia de
uma nova transigao orientacional quando o raio do cilindro tem um valor critico R,, (veja
equacgao (4.112)). Esta transicao ocorre se Kj3 for levado em conta, o que nos da suporte
tedrico necessario para uma observacao experimental, tornando possivel mensurar o valor
de K13 [14]

Este tipo de problema em cavidades cilindricas, mostrado de uma forma breve nesta
secao, estd em analise e pode ser futuramente nosso principal objeto de estudo, dando
sequéncia a nossas investigacoes em amostras neméticas neste tipo de geometria.
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Capitulo 5

Conclusoes

Neste trabalho, descrevemos o quao é importante o calculo das variagoes em nossos es-
tudos acerca da teoria de elasticidade por meio de célculos e exemplos muito conhecidos ha
décadas nessa literatura. Por esta abordagem variacional, conseguimos aplicar e solucionar
varios problemas em que as amostras nematicas encontra-se confinadas. Além de podermos
caracterizar as situacoes de ancoramento forte e fraco e retratar os problemas variacionais
bem-postos e mal-postos. Verificamos para esta tltima situacao, que a prescricao para
restaurar o problema variacional de mal-posto para bem-posto implica em introduzir um
parametro proporcional ao quadrado das segundas derivadas do campo, nos levando a uma
interpretacao fisica conflitante, podendo ser evitada ao introduzirmos uma densidade de
energia de superficie efetiva.

Tal interpretacao pode ser observada na secao em que tratamos das deformacoes de
subsuperficies, pois a variacao da densidade de energia elastica de volume préxima as
interfaces que limitam a amostra nematica pode ser a responsavel pela origem de termos de
superficie que dependem da primeira derivada do campo nos contornos. Logo, podemos ter
uma funcao 0 que descreve o campo sendo continua e sua derivada 6 sendo descontinua,
desde que, termos de energia de volume sao originados por forcas nao locais, criando
uma expectativa de variagao das energias moleculares proximas aos contornos, obtendo-se
assim, as deformacoes. Devido as interagoes moleculares com as interfaces da amostra,
verificamos que os comprimentos das deformagoes p proximas as superficies sao da ordem
do comprimento microscépico 5. Lembrando que, todas as situagoes citadas anteriomente
sao em casos de amostras planares e uma motivacao para trabalhos futuros nesses tipos
de amostras nematicas, seria descrever funcionais (a energia total por volume) em trés
dimensoes, que levam em conta a segunda derivada do angulo diretor 6”.

Verificamos que a constante elastica K13 é a principal fonte dos efeitos das distorc¢oes de
subsuperficies, e, antes de observamos tal conclusao, uma anélise e construcao detalhada
das densidades de energias elasticas de Frank (que ndo leva em conta esta constante elastica
Ki3) e Nehring e Saupe se fez necessaria em capitulos anteriores, pois utilizando-se do
Teorema de Gauss em K3V - (nﬁ -n), obtemos este termo elastico contribuindo apenas
superficialmente. Na literatura, ficaram conhecidas varias maneiras de tentar mensurar a
influéncia de K3 através dos estudos das deformacoes, ou seja, através do comportamento
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do angulo diretor no interior de uma amostra nematica. Um 6timo exemplo, e que nos da
suporte necessario para estudar as deformacoes ¢ o problema da célula nemaética hibrida
sem atuacao de campo externo e sem influéncia da constante elastica 3. Verificamos neste
problema a transi¢ao de orientagdo homeotropica (ordenada) para orientacao distorcida, na
qual o angulo diretor na superficie 6 varia, nos revelando o comportamento dessa transicao
tipicamente a estudada em teoria de campo médio, obtendo-se o expoente critico f = 1/2.

Para estudarmos essas deformagoes em amostras nao planares, a abordagem de Gibbs
para fendmenos interfaciais se faz necessaria, para se obter o equilibrio das distor¢oes do
diretor no volume e descrever uma apropriada funcao para a energia de ancoramento. De-
monstramos que no estudo de Faetti, uma tentativa de mensurar as constantes elasticas
K3 e K94 experimentalmente baseou-se em uma construcao tedrica de uma nova densidade
de energia elastica de Frank e de algumas configuragoes abordadas em cavidade cilindrica.
Dessas configuragoes, demos énfase na configuracao planar-polar (PP) a qual fornece su-
porte tedrico necessario para uma medida de K3, pois seu principal efeito é uma variacao
aparente na energia de ancoramento resultando nas distor¢coes do angulo diretor em uma
subsuperficie de espessura 0 < R. Neste problema, observamos uma transicao orientaci-
onal para o eixo facil do diretor, caso o raio do cilindro R abordar um valor maior que o
raio critico R.. Uma perspectiva futura para nossos estudos, seria abordar a amostra ne-
matica cilindrica com suporte computacional, visando mais informacoes sobre deformacoes
subsuperficiais e das constantes eldsticas de superficie K3 e Koy.
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Apéndice A

Representacao tensorial - breve
introducao

No capitulo 3 deste trabalho, ficou evidente o indispensavel uso da convencao de Eins-
tein para somatorios ao calcularmos as densidades de energias elasticas para nemaéticos.
Neste apéndice, mostramos algumas defini¢oes e propriedades vetoriais e tensoriais que sao
indispensaveis para o célculo tensorial e também na expansao das densidades de energias
elasticas. Gracas a Einstein, com sua engenhosa idéia, hoje em dia é possivel reduzir calcu-
los que apresentam notacgoes de somatorios, utilizando as grandezas denominadas a delta
de Kronecker e o simbolo de Levi-Civita [12].

a) Representagao vetorial na base canénica R?

Obsevermos a base canonica na figura abaixo. Podemos escrever (z,y, z) como (z1, x2, 23),
3

logo o vetor 7 pode ser escrito na forma & = €] +x9€5+ x3€3 reduzindo - se a ¥ = E Ti€5.
i=1

Figura A.1: Base canonica R3.
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A base {é], &, €3} é ortonormal, ou seja, temos que
€ € =0ij, €€k =20y € €€ = 0jk,
em que 0;; é a delta de Kronecker e segue as condigoes
5 — 0 se 1% (A1)
K 1 se i=7. '
b) Produto escalar entre vetores

Segue uma demonstracao de produto escalar entre vetores na forma

Tg= Y wd | Dowd | =D wwl G =) wwiby =) x|y yidy | =

J #0 s6 se j=i

:Z% yz\éz,z/ :szyz
K3 1 K3

c) Convengao para somatorios

Como tinhamos & = x1€] + 1265 + x3€3, nossos indices repetidos indicam um somatoério
com os mesmos variando de 1 & 3. O indice de somatoério ¢ pode ser chamado de indice
mudo, pois sua variacao indica as expressoes que sao somadas, podendo, obviamente, ser
substituido por qualquer outro que nao seja utilizado, ou seja, ¥ = z;€; = z;€;. Este indice
¢ denominado também como indice ligado, por nao ser livre para representar qualquer um
dos trés valores possiveis, e assim, estando ligado a um somatdério e condicionado a variar
de 1 a 3 para gerar termos que sao somados. A partir das relagoes a seguir, mostraremos
alguns exemplos da convengao para produto escalares entre vetores:

o Iy =€ Y€ = x;Y;0i = T;y; OU Ty

[ ) a‘:’é’l:xje_}é;:xﬁmle ou .%Je_}é;,

o |Z]> = z;z; = 2?2 = (0 que justifica admitir o indice i em x? repetido e indicando
um somatorio).

Exemplo 01:

Nos célculos em que envolvem a delta de Kronecker para poder realizar os somatorios,
podemos tomar como exemplo a seguinte ocasiao: se o indice k de Jy; aparecer repetido
(indicando um somatoério), suprimimos essa delta de Kronecker e fazemos o outro indice k
igual a l, IOgO (SMAMJ' = Alz’j- Ou ainda, AijAjk(Skl = AUAJ'[ (§] 5klc5km = 5lm-

96



Exemplo 02:

Supomos a expressao

a;x; com (1=1,2,3 e j=1,2,34),

logo podemos representi-la como 3 expressoes lineares

1171 + A12T2 + G13T3 + G1424
2171 + A2T9 + A23T3 + Q2474
a31T1 + a39T9 + a33x3 + 34X 4.

O indice j é o indice mudo do somatoério. Ja o indice i, pode ter qualquer dos valores de
1 a 3, e identifica cada uma das trés expressoes acima, sendo assim, ¢ ¢ chamado de indice

livre ou identificador.
3 3

A expressao abaixo é a forma quadratica Z Zaijmixj com 9 termos, denotada por
i=1 j=1
ariz; com (i =1,2,3ej=1,2,3).

a11T1T1 + Q122122 + 130123
A21T2T1 + A22T2X2 + G23T2T3
3131 + A32T3T9 + A33T3T3.

Quando um indice repetido nao indicar um somatorio, isso deverd ser dito explicita-
mente. Por exemplo, se V; for o autovetor correspondente ao i- ésimo autovalor A; de
uma matriz A, entdao AV; = \;V; (sem somatoério em ). Duas outras formas usadas para

indicar que nao ha somatoério num indice repetido consistem em colaca-lo em parénteses
AV = A\ Vio)| ou po-lo maitsculo [AV; = A\;V7l, [12].

d) Produto vetorial

i) Uma permutagao par (impar) da triade 1 — 2 — 3 é outra triade dos mesmos algaris-
mos que, para ser restaurada a triade 1 — 2 — 3, é necessario um nimero par (impar) de
transposigoes adjacentes, (veja Fig(A.2) e Fig(A.3)).

ii) Observamos na base da Fig.(A.4) a seguinte operacio & x & = &,. Caso i —j — k
(Fig.(A.5)) seja uma permutagio par, temos que

51 X€2:€37
52 X€3:€1,
53 Xgl = €9.

E caso seja uma permutagao impar, (ver Fig(A.6)), obtemos

51 X 53 = —52,
53 X 52 = —51,
52 X 51 = —53.

97



Figura A.2: Triade de per-
mutacoes pares 1—2—3,2—
3—1led—1-2.

>

1A 4

3]

Figura A.4: Base canodnica
€ — €j — €.

—

Figura A.5: Triade da base
canonica de versores ¢ —j —
k.

Assim podemos definir o simbolo de Levi-Civita como:

Figura A.3: Triade de per-
mutacoes impares 1 — 3 —
2,3—2—-1e2—-1-3.

~

©

=~>
\.>

Figura A.6: Triade da base
canodnica de versores i —k —

VR

1 se i—j— k. for uma permutacao par de 1 —2—3

Gijk =

Podemos escrever o simbolo de Levi-Civita de outa forma

—1 se 1 —j — k for uma permutacao impar de 1 —2—3
0 se dois ou mais indices forem iguais

€ijk = (—1)P>

(A.2)

(A.3)

em que P é o nimero de transposicoes de indices adjacentes em ¢;j; que os poem na ordem
1 —2 — 3. Logo, para as permutacoes pares temos

eije = (1) =1,
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e para permutacoes impares
eije = (—1)' = 1,

como exemplificado nas triades 1 — 2 — 3 anteriormente.
iii) O produto vetorial de vetores genéricos ¥ = x;€; e § = y,€; serd da forma

XY = T;€; X Y;j€5 = X;Yj€; X €5 = XT;Y;€;jk€k.

51

Exemplo 01:

—

Se z, = 7€, e Z=71TX 7y, calcule z,,.

Temos que z,, serda dado por

Zm = (f X 17) WS (xigi X ?Jjé}) = miijijk(gk : 5m) = l’z‘ijijk(Skm = €iimTiY; = (fx 37)m

e) Operacgoes diferenciais em coordenadas cartesianas

Se definirmos 7 = x;€; como vetor posicao, entao podemos denotar um campo escalar
o(7) = ¢(x;) e um campo vetorial V(7) = V(x;), com o operador 8%2 escrito na forma 0;,

com intuito de possibilitarmos demonstrar as seguintes operagoes:

i) V =60 = Operador nabla

o9 & = &0 (A.4)
3’/‘,

- o . .
Vo = a_xiei(qb) = €;0;0. (A-5)
iii) V-V=08V,—= Divergente de 1%
- - o . L.

iv) V3¢ = 9,0;¢ = Laplaciano de ¢

Como

logo,
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02 0? 0? 0 0

= )
v ox? * o3 * oz Owx; O, ’
que aplicado ao campo escalar ¢ nos rende
V3¢ = 0;0;0. (A.7)

v) V2V = €0,8;V; = Laplaciano de V

Aplicando-se o laplaciano que encontramos em iv) no campo vetorial V' obtemos

V2V = 8,0,(Vi&;) = 0,0V, (A.8)

vi) VxV= €:;k0;V €, = Rotacional de V

V x V = (&) x (V;€;) = 9;V;(& x &) = 0;Vjeijuér,

logo o

vii) (6 X V)k = ¢;;10;V; = k-ésimo componente de VxV

(V x V)i = (60, x (V;&))r = OiVj(E % &)k = (€1ju0iViéi)r = €ijndiV. (A.10)
f) Identidades envolvendo a delta de Kronecker e o simbolo de Levi-Civita

i) Podemos demonstrar que d; = 3 se
0ii = €; - €j + € - € + €] - €,
mas se tivermos ¢ = j = k, entao
di=€-€+¢e -€+e-e,=1+1+1=3, (A.11)
j& que para ¢ # j # k temos d;; = 0.

ii)

5@‘67;]' = (5“ = 6]']' = 3, .]E’l que 5ij5ik = 6]'19- (A12)
iii)
€ijk = €kij = €jki = —€ikj = —€kji = —Ejik - (A.13)
permutagoes pares de i-j-k permutagoes impares de i-j-k
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Para verificar as demais identidades, que mostraremos logo em seguida, utilizamos

Oit Oim  Oin
€ijk€imn = | 01 Ojm  Ojn | = 0it(0jmOkn —0jnOkm) +0im (0jn 0kt — 6j10kn) + 0in (6j10km — O jmOkr).-
6k:l 5km 5kzn

iv) Se fizermos n = k obtemos a identidade €;;€;mk

eijkelmk == 5il(35jm — 25]m) + 6zm(26jl — 35]'!) == 5i15jm - 6im5jl- (A14)

v) Agora fazendo j = m em (A.14) obtemos a identidade para €€k

€imk€imk = 6zl5mm - 5im(5jl
= 30u — Ou
Emki€mkl = 204 (A.15)

vi) A partir da identidade anterior

Emki€mil = 2041,

se fizermos [ = ¢ obtemos

g) Demonstracao de identidades vetoriais

A identidade obtida em (A.14) é indispenséavel na demonstragao de algumas identidades
vetoriais. Antes de analisarmos alguns exemplos, segue algumas notagoes:

i)

T B, i

Lo (0N
V'T_(a_l%el)'(xze%)_alxl_é”_g'
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Exemplo 01)

—

Para um vetor & constante, calcule V - (J x 7).

0

a—“gk) - (wi€; X x5€5),,

Ok - [wimj(€ijrel)]

= Okleijrwiz;)

== eijkwﬁkmj

= €ijkwi6kj

= CygWi

0.

Exemplo 02)

(A.17)

Se d e 5 forem vetores constantes, calcule 6(07 . 5 X 7).

- —

Via-pgxr) =

Exemplo 03)
Calcule V - (A x B).

0;€;(0v;€) - Brér, X 1167)
0i€i (v Brr)€jni (€5 - €5)
Ejkz@jﬂkaﬂlgi

€510 B0 €

ijioéjﬁk(?i

a; Br€ ki€

a; B (€) X €)

(a;€j) % (Brék)

—

ax f. (A.18)

0;€i(A; Byé€iji€;)
eijkf)iAjBk

Utilizamos agora, a identidade (A.13), vista na sec¢ao f)iii), para trocarmos o segundo
termo €;;, na expressao acima, por €;; obtendo
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<
™
X

=

Bkeijk@-Aj - AjEikjain
Bk(ﬁ X /_f)k — Aj(ﬁ X E)j
— B(V x A) - AV x B). (A.20)

Exemplo 04)

Demonstre V - (pA) = Vo - A+ ¢V - A.
V- (9A) = 0;(AiE) = 400 + ¢0;A; = V- A+ ¢V - A. (A.21)

Exemplo 05)

Demonstre V x (gb/f) =Vo x A+ ¢V x A.

U x (A), = @0 x (64;5)

0.(645)(@ x &)

(A;0ip + pOiAj)€ijer

Di(@ X &) A; + 6(@ x &)DA;

= 0;6;0 x Aj€; + ¢0;€; X A€

= Véx A+ ¢V x A (A.22)

Exemplo 06)

Demonstre que ) = A;;S;; =0 se Aj; = —A;; e Sj; = S5i;.

Como A;; e S;; apresentam caracteristicas de anti-simetria e simetria, respectivamente,
nos indices ¢ e j, temos que

Q= AiSy = (=A4;i)(Sy) = —A;iS;i = —Q,

logo obtemos

Q+Q=0=2Q =0, ouseja, Q=0. (A.23)

Pode haver o caso em que outros indices em A e S na qual Qi = A5 = 0, ou que,
somatorios sobre esses outros indices sejam @Q; = A;;1Sijm = 0, assim

Q1 = AijrSijit = (—Ajii) Sijn = —Q1 = 20Q; = 0, logo, Q; =0. (A.24)
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Exemplo 07)

Demonstre que V x ﬁgb = 0.

Se Q. = 0, entao

Qr = (V X Vo) - & = (€ x €;0;0) - € = (€;,0;0;0)€) - € = €;;,0;(0;¢) = 0. (A.25)

€1 apresenta anti-simetria e 9;0;¢ ¢ simétrico nos indices ¢ e j por compara¢ao a demons-
tracao feita no exemplo 06).

Exemplo 08)

-,

Demonstre que V x (V x A) = V(V - A) — V24.

- —,

Vx (VxA) = &0 x (60 X Anén);
= G0; X (€1m;01AmE;)
= €00 A8 X &)
= €m;€kij0iO1AmEx
= (Okt0im — Okm0i) 0;01 Ay
= 0O Ay — 00, ALY
= GOk (0mAn) — 0,01(Arér)
= V(V-A4) - VA (A.26)
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