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Resumo

A descricao do movimento dentro da mecanica Newtoniana pressupoe o uso de refe-
renciais inerciais. Entretanto, existem situagoes nas quais a utilizacao de referenciais nao
inerciais pode ser conveniente, preservando a formulagao matematica da segunda lei de
Newton através da introducao de “forcas ficticias”. Este trabalho tem como objetivo de-
senvolver um estudo detalhado sobre referenciais acelerados de maneira sucinta e resolver
problemas classicos relacionados.

Palavras chave: mecanica Newtoniana, referenciais inerciais, referenciais nao inerci-
ais, segunda lei de Newton, forcas ficticias.



Introducao

Isaac Newton, em sua obra Principios Matematicos da Filosofia Natural, fundamentou
a Mecanica Cléssica com suas tao conhecidas leis. Leis estas que servem como postulados
para todo o desenvolvimento da Mecanica Cléssica, no sentido em que nao é possivel
demonstrar tais leis: as assumimos como verdade e desenvolvemos tudo o que podemos
com elas. Por muito tempo nao houve experimento que conseguisse contrariar as leis de
Newton, mas hoje sabemos que a Mecanica Newtoniana ¢ apenas um caso limite de outras
duas mecénicas: a Mecéanica Relativistica (que assume que existe um valor maximo de
velocidade com o qual uma particula pode viajar pelo espago) e a Mecanica Quantica
(que assume que ondas podem ser tratadas como particulas e vice-versa). Por sua vez,
essas duas sao casos limites do que é chamado de Teoria Quantica de Campos, ainda em
desenvolvimento. Ou seja, a teoria de Newton ¢ apenas uma aproximagao boa para corpos
macroscopicos com velocidade muito menor que a da luz, que sao exatamente os corpos
tratados neste trabalho, logo assumiremos que as leis de Newton sao verdadeiras.

Antes de enunciar as leis de Newton, precisamos de algumas defini¢oes. Para caracte-
rizar qualquer sistema, precisamos compara-lo a algo. Nao ha configuracao absoluta, tudo
depende do referencial. Neste trabalho, referenciais nada mais serao do que sistemas de
coordenadas, que denotaremos por {O, i, ¥, W}, em que O é o ponto origem do referencial
e os vetores u, U e w sao uma base. Todos os outros vetores do espaco podem ser escri-
tos como combinagdo linear destes 3 vetores (naturalmente, trabalharemos com espagos
de 3 dimensdes). Usaremos somente bases ortonormais, em que os vetores da base sdo
ortogonais entre si e tém modulo unitéario (u, v, w).

A mecanica Newtoniana obedece o principio da relatividade (assim como as outras
mecanicas citadas antes também o fazem): as leis da fisica tém a mesma forma para
qualquer referencial. Parece um principio simples, mas é poderosissimo. Observe que nao
hé restricao sobre o referencial, qualquer referencial serve. Isso é crucial para o objetivo
deste trabalho.

Estamos prontos para enunciar as duas primeiras leis de Newton (a terceira lei nao é
importante neste trabalho, logo nao a enunciaremos):

1. Um referencial inercial é um referencial no qual o movimento de uma
particula descrito por tal referencial tem aceleracao nula se, e somente
se, a somatoria das forcas na particula é nula.

2. A trajetoéria de um corpo descrita por um referencial inercial é definida

pela equagdo ) . F; = p, em que F; é a i-ésima forga atuando no corpo, j
S

¢ o momento linear do corpo e p= 7.

Note que a formalizagdo da primeira lei usada é diferente da usual (se a soma das
forgas num corpo for nula, o corpo se move com velocidade constante). Isso porque a
forma usual parece ser apenas consequéncia da segunda lei (se ), Z*?’l = 6, entao p = muv
é constante). De qualquer maneira, a ideia da primeira lei é definir onde a segunda lei
funciona, ou seja, em referenciais inerciais. Se usassemos a forma usual da primeira lei,
bastaria dizer que referenciais inerciais sao aqueles em que a primeira lei é verdadeira.

Este trabalho tem como objetivo tratar de referenciais nao inerciais, onde a segunda lei
de Newton nao toma a forma descrita pela segunda lei, mas deve ser ainda uma equagao
diferencial de segunda ordem. E é aqui que o principio da relatividade é importante:
deve haver alguma maneira de obter uma equagao semelhante a segunda lei que valha



para referenciais nao inerciais. Dado um referencial inercial (chamemos de referencial
1), é facil descobrir se outro referencial (referencial 2) é ou ndo é inercial: basta ver se
o referencial 2 é acelerado em relacao ao referencial 1. Isso inclui tanto translacao da
origem do referencial 2 quanto rotacao dos vetores do referencial 2. Se o referencial 2
nao é acelerado em relacao ao refencial 1, entao o referencial 2 também é inercial. Caso
contrario, o referencial 2 nao é inercial e precisamos desenvolver uma técnica para usa-lo.
Este trabalho nao pretende de maneira alguma fazer algo de inovador. Longe disso, este
trabalho é uma colecao de resultados notaveis que serve como texto de acompanhamento
para um aluno que estiver fazendo a disciplina de Mecanica Classica e se deparar com a
dificuldade de abandonar o ponto de vista inercial e adotar o ponto de vista nao incercial.
Nao que nao haja 6timos livros-texto com o assunto bem discorrido, mas pode-se oferecer
uma visdo mais profunda (ou seja, com mais calculos) sobre o assunto. A segunda lei
de Newton estd tao enraizada em qualquer graduando de Fisica que, quando alguma
situacao que nao a obedece se apresenta, tendemos a nos perder. Nas sabias palavras de
meu orientador, “quando vocé acha que entendeu, é ai que vocé nao entendeu mesmo”.



Capitulo 1

Formalismo de forcas ficticias

1.1 Translacao e rotacao de referenciais

A segunda lei de Newton s6 é valida para referenciais inerciais. Nosso objetivo é obter
uma equacao que tenha a mesma forma que a segunda lei de Newton e que possa ser
usada em referenciais nao inerciais.

Seja {O., Z«, Us, 2+ } um referencial inercial e {O, &, g, 2} um referencial nao inercial. O
esquema da figura 1.1 exibe os dois referenciais e uma massa m:

Zx
3

=l

s

Ty

Figura 1.1: Localizagao da massa m nos dois referenciais. R localiza o referencial nio inercial a partir
do inercial, 7, localiza a massa m a partir do referencial inercial e 7 localiza a massa m a partir do
referencial ndo inercial.

Sendo 7, e R definidos a partir do referencial inercial, é apenas logico escrevé-los como
combinacgao linear dos vetores deste referencial e 7 escreveremos como combinacao linear



dos vetores do referencial ndo inercial®

— Xi. + Y. + 75, (1.1)
=xT 4+ yy + 22

=y sy} wid

Da figura 1.1 é facil ver que: .
Te=R+7T (1.2)

Como 7, é medido a partir do referencial inercial, a segunda lei de Newton vale na

forma usual: . )
> F=mr, (1.3)

—

em que F; representa a iésima forca de interacao que a massa sofre.

Devemos agora tomar a segunda derivada de 7, na equagdo (1.2) com auxilio das
equagoes (1.1) e substituir a equagao (1.3), obtendo assim algo parecido com a segunda
lei de Newton.

As derivadas de 7, e R sdo triviais j& que os versores do referencial inercial sao fixos.
O problema esté na derivada de 7. Para generalizar, faremos o desenvolvimento para um
vetor qualquer @ = u,Z + u,y + u,2:

i _ (dug,  duy,  du N dE L 40, 4 (1.4)
a - \dt dt dt - “at T e T ‘

O primeiro parénteses mede como # muda em relacao ao referencial nao inercial,
enquanto o segundo par de parenteses estd relacionado & variagao do referencial nao
inercial em relacao ao inercial. Para evitar confusao, chamemos o que esta a esquerda

da igualdade (1.4) de (%), (derivada de @ no referencial inercial) e o primeiro par de

dt
parénteses & direita de (%), (derivada de @ no referencial nio inercial).

Resta agora determinar como os versores Z, § e Z variam no tempo. Ora, qualquer
movimento infinitesimal pode ser descrito como uma translagao infinitesimal mais uma
rotacdo infinitesimal em relacdo a um eixo instantaneo.? Como a translacio do referencial
nao inercial ja estarad inclusa na derivada de ﬁ, basta ver como tal referencial rotaciona.
A figura 1.2 ilustra um vetor de médulo constante girando:

I'Podemos escrever qualquer vetor em qualquer base. A escolha que fizemos é de maneira a obter
resultados para referenciais nao inerciais.
2Na verdade, isso é um teorema. Para a prova, veja o capitulo 9 do livro do Morin [1].



Figura 1.2: Vetor genérico B de médulo constante girando com velocidade angular instantanea &. O
angulo dy e o vetor dB estao exagerados.

Como o médulo de B é constante (B = |B 4 dB|) (assim como acontece com nossos
vetores , § e Z), temos, pela definicdo do angulo medido em radianos (dB é infinitesimal,
ou seja, é tao pequeno quanto quisermos):

dB = Bdpsinf (1.5)

na qual Bsinf é o “raio” e dB é o “arco” descrito pelo angulo de.
Se considerarmos a derivada temporal ao em vez da diferencial na equagao (1.5),
teremos (B e # ndo variam):

— = B—sind (1.6)

Através da defini¢ao de velocidade angular, fi—f = w, a equacao (1.6) lembra o modulo
de um produto vetorial:
dB —

e, pela figura 1.2 e pela regra da méo direita, vemos que a equagdo (1.7) nos da também
a direcao certa de %.

Observe que a equagao (1.7) é valida para qualquer vetor que gire com modulo cons-
tante. Munidos dela, estamos prontos para interpretar o segundo parénteses da equagao
(1.4):

dz dy dz o o e A oS
uxE+uya+uza = U X TF Uy XY+ UW X 2 =W XU

dii dii
=) =(= 3 X i 1.8
(&), (&), v 8

A equacao (1.8) é a relagao de que precisamos para calcular a derivada de 7 na equagao
(1.2). Mas antes de tudo, ela nos diz que a derivada de & é igual nos dois referenciais:

ey _ (& +0xd
dt ), \dt)y;

a3\ _ (4

dt ), \dt )y,

A equagao (1.4) fica:

oo



Voltando para a equagdo (1.2) e lembrando que 7, e R estdo escritos no referencial
inercial, podemos avangar calculando a primeira e a segunda derivada, usando duas vezes

a equagao (1.8):
. 2, dr -, dr
F*:R+(—T) — R+ (—T> L O T
it ), dt )

. - d dr d
5 _ a ar a L
" +(dt>l(dt)m+(dt)[(ww)
. - 27 = . =
7 =R+ @r +d x ar +d X T+ d % ar +d X (W x7) (1.9)
dt* )y dt ) nr dt ) nr

Todo este trabalho é justificado pelo fato de que precisamos calcular as derivadas
em relagao ao refencial inercial, pois sabemos que a segunda lei de Newton s6 funciona
neste referencial. Multiplicando a equacdo (1.9) por m, podemos rearranja-la, substituir
m7, usando a segunda lei (1.3) e, a partir de agora, denotar as derivadas em rela¢ao ao
referencial nao inercial apenas com pontos:

m%:Zﬁi—mﬁ—m@x(&xf’)—chUx?—mcﬁxF (1.10)

1

Pode parecer estranho o fato de termos usados dois referenciais em uma equacao so,
afinal R estava escrito no referencial inercial e 7 estava escrito no referencial nio inercial.
Porém, a equagdo (1.10) ndo deixa de estar certa: os vetores existem independentemente
da representacao usada para decrevé-los. Entretanto, é importante escrever todos os
vetores em rela¢do a um dnico referencial ao usar a equacao (1.10).

A equagao (1.10) é a segunda lei de Newton “atualizada” para ser usada por qualquer
pgeferencial?’. Fica claro que se estivermos trabalhando com um referencial inercial, tanto

R quanto & sao nulos e a equacao volta a sua forma usual. Os dltimos quatro termos que
aparecem do lado direito da equacao sao chamados de forcas ficticias, ja que nao sao forcas
de interacao como a gravitacional ou a eletromagnética, mas sim forcas que devem ser
consideradas por alguém que se encontra em um referencial inercial para obter a resposta
certa ao tentar calcular sua trajetéria. Muitos dizem que o nome “forcas ficticias” nao
faz juz aos termos da equagao (1.10) ja que elas sdo muito reais para um observador nao
inercial, entao preferem chamar de “pseudo-forcas” ou até “forcas inerciais”. Os nomes
mais aceitos para as forgas ficticias que aparecem na equacao (1.10) sdo, da esquerda para

a direita, respectivamente: forca translacional (—mR), forca centrifuga (—mdd x (& x 7)),
forca de Coriolis (—2ma x 7) e forca azimutal (—md x 7).

Consideremos um exemplo simples: um referencial gira em relacao a um referencial
inercial com velocidade angular constante, porém com mesma origem (I3L = 5) Se uma
pessoa dista b da origem dos referenciais e rotaciona com mesma velocidade angular que

o referencial nao inercial, ela estd em respouso em relacao a esse referencial, logo 7 = 0

3Gaspard Gustave de Coriolis foi o primeiro a chegar nesse resultado, publicado em 1835, e atualmente
ele ¢ homenageado através do nome (Forca de Coriolis) que é dado ao termo —2mdJ x ¥ da equagao (1.10).
Qualquer bom livro-texto de Mecénica Classica (como os citados neste trabalho [1][2][3][4][5][6]) possui a
deducao desse resultado, de uma forma ou de outra.



e ¥ = 0. Para o referencial inercial, existe apenas uma forca centripeta de interacao de
modulo mbw?, que aponta radialmente para dentro. Essa forca resulta num movimento
circular uniforme. Porém, o referencial nao inercial percebe, além da forca centripeta de
interagdao, uma forga ficticia —md x (& x 7), de modulo mbw? que aponta radialmente
para fora. Assim, no referencial nao inercial, a forca resultante é zero, o que explica a
pessoa afirmar que estd em equilibrio em seu referencial.

1.2 Lagrangeana das forcas ficticias

Dada a equacao obtida na iltima secao:
m%:ZE—mﬁ—mﬁx(Qxﬂ—2mcﬁx?—mcﬁxf’ (1.10)

podemos escrever uma langrangeana que resulta nessa equacao ao usarmos as equacoes
de Euler-Lagrange (supondo que & dependa apenas do tempo e que todas as forgas de

interagdo sejam conservativas, ou seja, que é possivel escrever ) . ﬁl = —ﬁV):
Ezm?"-(§+R+w><r>—ET-[wx(wxf)]—V(F) (1.11)

Esta langrangeana é, de certa forma, inspirada na lagrangeana para a forca de Lorentz
no eletromagnetismo.” Para ver que a equagao (1.11) funciona, precisaremos escrever os
vetores em coordenadas cartesianas:

7= a3+ yj+ 22 (1.12)
R=Xi+Y§+22 (1.13)
W= we® + wyf + w.2 (1.14)
.9V aV. 9V
VV =—% ) ; (1.15)

— Y+ -z
ox oy 0z
Como os vetores estao escritos em coordenadas cartesianas, suas derivadas sao simples-
mente as derivadas das componentes.

Cada uma das equagcoes de Euler-Lagrange fornece uma componente da equagao (1.10).

Entao, para verificarmos o resultado no final, calculemos a componente z de (1.10) usando
as equagoes (1.12), (1.13), (1.14) e (1.15):

G X T = (Wyz — W) T + (W — We2)Y + (Wely — Wy)2

[0 X (@ X D)2 = wow:r — wez) — wy(wyz — wsy) = w(we + wyy) — (Wi +wl)z

Pm o Z = wo(wer +wyy) + (W +w,)z — 2w, 7 + 2wyt — wey +wyr (1.16)
4A forca de Lorentz para um carga elétrica ¢ com velocidade ¥ em campos elétrico'E‘ = -VVe

magnético B=VxAe¢F, = q(E+6’x é) e pode ser obtida a partir da langrangena £, = 7”2;2 fq(Vf?A),
como estd mostrado no capitulo 1 do livro do Goldstein [2].
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Precisaremos também escrever a langrangeana detalhadamente, de maneira a ver as
dependéncias dela em z e 2. Os dois primeiros termos do lado direito da equagao (1.11)
Sa0:

P (f—l—ﬁ%—cﬁxf’) = (§+X—i—wyz—wzy>i’

+ (g+Y+wzx—wxz>y+ <§+Z+w$y—wyx>2

7w X (wx 7)) = wez(wyy + w.2) — (W) + w?)z?

+ Wy (We + w,2) — (W2 + w?)y? + w.z(weT + wyy) — (W2 + wi)zQ

Assim, para simplificar, podemos escrever a langrageana na equagao (1.11) como uma
parte que dependa de z e Z e uma outra parte (uma fun¢io f) que ndo dependa de z e 2:

L =m(wyd — wy§)z — m(ww, o + wyw,y)z + %(wi + w?)z’

+ %22 + m(Z +w,y —wyx)z =V (r) + f(z,y,2,9) (1.17)

A equacao de Euler-Lagrange para z é:

doL oL
— = = 1.18
dt 0z 0z ( )
Usando a equagao (1.17) para calcular as derivadas em (1.18):
. Z . - [ . - . 2 2 ] . av
ma(z + Z + wey — wyT) = mlwyd — Wel) — W T — wyw.y + (wy + wy)2 5
. el . . . . . . 2 2 1 av
Z4Z 4 Wpy + wel) — Wy — Wy = wyd — WY — Wy (we® + wyy) + (wy + wy)z s
. 1 av > 2 2 . . . .
Pm o Z = wo(we +wyy) + (wy +w,)z — 2w, 7 + 2w, & — wey +wyr (1.19)
m 0z

A equagao (1.19) é igual a equagao (1.16), como queriamos demonstrar. Alguns exem-
plos de como trabalhar com esta lagrangeana estao no apéndice.
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Capitulo 2

Aplicacoes e exemplos

Nesse capitulo serao resolvidos alguns exemplos usando o formalismo introduzido no
capitulo anterior para mostrar o quao poderoso é o artificio de forgas ficticias.

2.1 Péndulo acelerado

Um péndulo simples (massa m e comprimento L) estd montado dentro de
um vagao de trem na superficie da Terra que esti acelerando para a direita,
com uma aceleracao constante A, como mostra a figura 2.1.

L

A

N N

Figura 2.1: Péndulo de massa m e comprimento L num vagao que tem aceleragao A em relacao a
superficie da Terra.

Nesse exemplo, nao é dificil perceber que o, da equagao (1.10), é nula, ou seja, nosso
referencial ndo inercial (o vagdo) estd apenas transladando em relagdo a um referencial

—

inercial. Visto pelo referencial do vagao, que possui aceleracao R = A, a massa m esta
sujeita a duas forgas de interacao: a forca peso Pea forga de tragao da corda T e sujeita
a uma forca ficticia: a forca translacional para a esquerda F = —mA como prevé a
equagao (1.10). Para facilitar, coloquemos a origem do referencial nao inercial no ponto
em que a corda estd presa no teto do vagao e desenhemos as forcas:

12
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Figura 2.2: Esquema das forgas sobre o péndulo no referencial nao inercial.

Usando os versores e ¢ para indicar as direcoes, podemos escrever as forcas baseadas
na figura 2.2:

= —mAz (2.1)
T =T(sinpz+ cospy)

—

P e F sao constantes e T' sempre aponta na direcao da corda, dependendo de .
Podemos introduzir um sistema de coordenadas polares da seguinte maneira:

F=—sinpr—cospy

) R (2.2)
O =—COSQYZT+smney

Note que essas nao sao as coordenadas polares convencionais, pois ¢ (que foi definido
para poder representar o angulo que a corda faz com a vertical - na figura 2.2) esta definido
a partir da parte negativa do eixo y. Os versores da base cartesiana na base polar sao

(
=

onde os produtos escalares representam a projecao dos versores da base cartesiana nos
versores da base polar. Podemos usar as equagoes (2.3) para reescrever as equagoes (2.1):

A

)P+ (P T)p=—sinpF —cospP (2.3)
)+ (D) '

>

< B

+ (¢ 9)p=—cospr+sinpp

>
>

= —mgy = mg(cos T — sinp Y)
—mAZ = mA(sinp 7 + cos g Q) (2.4)

P
F
T=—-T(—sinpd—cospg) = —T%

Agora s6 precisamos da segunda derivada do vetor posicao (ﬂ para usar a equacao
(1.10), a segunda lei de Newton modificada. Lembrando que o médulo de 7 é constante
(L) e das equagoes (2.2) e (2.3), temos:

7= L= L(—sinpZ —cospy)

. d dy d
= L%(— sinp® —cospy) = Ld—f@(—singpi—cosgog) = Lp(—cosp T +sinpy)

13



. d
= La[cp(— cos 2 +sin )] = L[@(— cos p & + sin @ ) + $*(sin p & + cos 0 7)]

7= Lpp — L (2.5)
Substituindo as equagoes (2.4) e (2.38) na equagao (1.10):

m?zﬁ—i—ﬁ—i—’f

mL@p — mLp*F = mg(cos @ — sinp @) + mA(sin ¢ 7 + cos ¢ ) — TF (2.6)

A equagao (2.6) é uma equagao vetorial e podemos separa-la em componentes:
T —mL¢* = mgcos o +mAsingp — T (2.7)
O Ly =—gsingp+ Acosy (2.8)

A equagao (2.7) nao é muito ttil devido a presenga de T'. Entretanto, a equagao (2.8)*
é suficiente para achar p(t). Alias, a mudanga para coordenadas polares foi feita para que
obtivéssemos uma equacao independente de T'. Também ¢é possivel resolver esse problema
usando coordenadas cartesianas com um pouco mais de trabalho.

E nesse momento que, se estivéssemos resolvendo um péndulo sem aceleracio, fariamos
a aproximagao sin ¢ & ¢ e resolveriamos a equacdo diferencial (2.8). Porém, nesse caso,
tal aproximacao é ruim, pois o péndulo nao ficara oscilando perto de ¢ = 0. Ou seja, sua
posicao de equilibrio serd outra, como poderiamos esperar. Para calcular tal posicao de
equilibrio ¢4, basta lembrar que ¢., = 0 e usar a equacao (2.8):

0= —gsinge, + Acos e

A
Peqg = arctan <—> (2.9)

g
Assim, precisamos fazer uma mudanca de variavel para um novo angulo 6 que repre-
sente a oscilacao em torno de goqu, em que a aproximagao sinf ~ 6 seja aceitavel.

Figura 2.3: Defini¢ao do angulo 6 a partir de ¢eq.

Da figura 2.3, é facil ver que:

p(t) = 0(t) + peq = 0(t) + arctan (?) (2.10)

Veja o apéndice para uma deducdo alternativa, através de uma lagrangeana.

2Como diz o capitulo 12 do livro do French [3], desprezadas as osgilagdes, a equagdo (2.9) é a base
para qualquer acelerometro: dada a aceleragao gravitacional e se for possivel medir ¢4, podemos obter
a aceleracao linear de qualquer referencial.
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Como conclusdo direta da equacio (2.10) temos ¢ = 6. Substituindo na equacéo (2.8):

LO = —gsin(0 4 peq) + Acos(0 + @eq)

LA = —g(sin  cos @eq + cos 0sin @eq) + A(cos 0 cos peq — sin fsin @e,)

LA = —sin (g cos eq + Asin @eg) + cos O(A cos @eq — §5in @ey) (2.11)

Foram usadas as relacoes trigonométricas de seno e cosseno de uma soma para se obter
a equacao (2.11). Para simplifica-la, precisamos calcular sin ., e cos ., A figura 2.4
nos ajudaré:

2 2\1 Pea
a(A? 4 g°)2
ag

F

aA

Figura 2.4: Triangulo retangulo que relaciona ., a A e a g, para qualquer « real positivo.

Note que a figura 2.4 é consistente com a equacao (2.9). Dela, temos:

A g

- COS Py = ——2—— 2.12
(A2 4 g2)2 T ) (212)

SIN Peq =

Substituindo as equagdes (2.12) na equagao (2.11):
. 2 A? A A
LO = —sinf J -+ - | +cosf J - — J -
(@) ()] (@) (gl

. 2, 2
Lo = — Lgl sin 6
(A% +g%)2

. A2 2\1
0+¥sm0=0 (2.13)
cuja solucao é
0(t) = B cos(wt + 9) (2.14)

A equagao (2.36) é a equacao diferencial que queriamos desde o inicio e a equagao
(2.14) é sua solucao se supormos que sinf ~ 0 (B e 0 sdo as constantes que naturalmente
aparecem numa solucad geral de uma equacao diferencial de segunda ordem). Ela é muito
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semelhante & equacgao de um péndulo desacelerado, porém com uma frequéncia angular w

diferente: )
A2+ \" (la]\?
_ _ [ 19er! 2.1
w ( 7 7 (2.15)

em que Geyf = g—A’é a gravidade efetiva que o péndulo sente. Ou seja, o péndulo acelerado
nada mais ¢ que um péndulo simples com aceleracao da gravidade g.r, 0 que resulta em
uma posi¢ao de equilibrio dada por (2.9) e uma frequéncia de pequenas oscilagoes dada
por (2.15).3 E interessante notar que, se alguém estiver dentro do vagao e supostamente
nao puder ver o lado de fora (o vagdo ndo tem janelas), ele pode concluir que esta na
superficie da Terra com aceleracao A em relagdo a superficie (figura 2.5a), mas pode
também concluir que o vagao esta parado na superficie de um planeta com aceleracao da
gravidade g.; e inclinado em relacdo a superficie de tal planeta (figura 2.5b).

!
IS
g

Figura 2.5: (a) Vagdo de trem na superficie da Terra com aceleracdo A em relacdo a superficie. (b)
Vagao de trem inclinado na superficie de um planeta com aceleragao da gravidade g, e parado em relagao
a superficie.

Nenhum experimento local, que uma pessoa que estiver dentro vagao possa fazer, revela
de qual dos casos realmente se trata (“local” no sentido de “sem interagir com o exterior
do vagao”). Esse é um dos principais argumentos que Einstein usou para fundamentar
a Relatividade Geral. Se nao h& como diferenciar uma forca gravitacional de uma forca
ficticia, entao por que trata-la diferentemente? Assim, a gravidade pode ser apenas uma
questdo de geometria.?

Podemos ir um pouco além com a equagao (2.14) e ver que, se A < ¢ (o que é de se
esperar, ja que a aceleracao da gravidade é muito maior do que a aceleracao que qualquer
vagao possa alcancar, a nao ser que o vagao desacelere por causa de alguma batida), ¢,
é proximo de 0. Assim, podemos supor que 8(0) = —¢,, ¢ #(0) = 0 (inicialmente a massa
estava parada e o fio estava na vertical) para achar B e J.

0(0) = —Bwsin(d) = 0

5=0 (2.16)

3Veja o capitulo 9 do livro do Taylor [4] para um tratamento mais direto.
4Veja o capitulo 9 do livro do D’Inverno [7] para uma leitura mais profunda sobre como Einstein
desenvolveu a Relatividade Geral.
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(j& que B nao pode ser zero, caso contrario a solugdo seria nula para qualquer tempo)

0(0) = B cos(0) = — arctan (g)

B = —arctan (é) (2.17)

9
Finalmente, substituindo (2.14), (2.16) e (2.17) em (2.10):

©(t) = arctan (?) [1 — cos(wt)], se A< g

pelas condigoes iniciais impostas.

2.2 Marés

Devido a atracao da Lua, podemos observar, duas vezes por dia, que o nivel
das marés no mundo todo possui maximos e minimos. E a formalizacao de
forcas ficticias é perfeita para uma andalise detalhada desse efeito.

Considerando a Terra esférica e toda coberta por agua, a ideia principal estd em usar
a equagao (1.10) para uma gota de massa m proxima a Terra, com um referencial inercial
no centro da Lua e um referencial nao inercial no centro da Terra. Considere o seguinte
caso estatico:

Terra

Figura 2.6: Jliga o centro da Lua O, (a origem do referencial inercial) ao centro da Terra O (a origem
do referencial nao incercial) e 7 localiza qualquer gota na superficie da Terra a partir de seu centro. As
distancias e os tamanhos estao exagerados.

Usaremos d em vez de R, nesse caso, para evitar confusao com o raio da Terra (Rr)
que aparecerd mais a frente. Pode parecer estranho o fato de considerarmos o centro da
Lua como um referencial inercial. Afinal, sabemos que é a Lua que translada em volta da
Terra e, seguindo essa logica, deverfamos considerar o centro da Terra como um referencial
inercial. Contudo, ao considerarmos apenas os movimentos relativos da Terra e da Lua,
podemos afirmar que a Lua translada em volta da Terra ou, com a mesma conviccao,
podemos afirmar que a Terra translada em volta da Lua. E tudo uma questdo de ponto
de vista e, no fim, o ponto de vista que adotaremos é o que fornece melhores resultados.
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Seria natural pensar que, diferentemente do exemplo anterior, esse seria um caso em
que teriamos rotagao e o na equacdo (1.10) ndo seria nulo. De certa forma, isso esta certo.
Porém, trataremos aqui de um caso estatico, ou seja, analisaremos o que acontece com
as marés em um dado instante, sem considerar que o tempo passa. E como se tirassemos
uma fotografia da Terra em um dado instante e a partir dai explicaremos o que causa as
marés. Sendo assim, trataremos o problema fazendo com que os versores do referencial
inercial nao mudem no tempo e, como consequéncia, W = 0. A forca de atracao na Terra
pela Lua é dada pela lei de gravitacao e, usando a figura 2.6, fica:

GM; My - GM; My | o
Fror=———g—d=—"—5—i = M A
onde oM
- L .
A=— yp z (2.18)

sendo GG a constante de gravitacao, M a massa da Lua e My, a massa da Terra.

A aceleracao A da equagao (2.18) é a aceleragao centripeta que a Terra sofre devido
sua “translacdo ao redor da Lua” e que devemos considerar ao usarmos a equagao (1.10).
Assim, para o referencial acelerado, a massa m esta sujeita a forca de atracao da Terra
ﬁT_m (que admitiremos ser constante, pois a distancia de uma gota até o centro da Terra
é aproximadamente igual o raio da Terra), a forca de atragdo da Lua F —m, a forca de
empuxo ﬁe do principio de Arquimedes e a forca ficticia ﬁf = —mA;

mF:F’T—)m_FﬁL—)m_{'ﬁe_l'ﬁf

mr=mg— 2 7 + F, 7 T
mi* = mg + F. + Frare (2.19)
em que A )
Fopare = —GmMy, (% - %) (2.20)

A for¢a dada pela equacdo (2.20) é a responsavel pelas marés, ji que é a tnica que
aparece, especialmente, em nosso tratamento do problema, sendo que as outras duas estao
sempre presentes em todos os tratamentos de gotas de dgua na superficie da Terra. No
ponto da Terra mais préoximo da Lua, 7, e d estdo na mesma direcao e r, < d, logo a forca
aponta no sentido de —z. No ponto mais distante, 7, e d ainda estdo na mesma direcao,
porém r, > d, assim a forca aponta no sentido Z. Nos polos da Terra, se considerarmos
que a distancia entre a Terra e a Lua é bem maior que o raio da Terra (d > Rr), as
componentes = de 7, e d se anulam e a forca aponta para dentro da Terra. A seguinte
figura ilustra como deve ser a maré com a Lua na posicao dada pela figura 2.6:
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—

Fmaré

Q

Figura 2.7: A curva azul representa a superficie do oceano e estd exagerada. Os pontos P e Q
representam, respectivamente, pontos de maximo e minimo da maré.

Olhemos agora para a equagao (2.19). Considerando que a gota de massa m esta em
equilibrio em rela¢do a Terra (7= 0), podemos reescrever a equagao:

- Fe = F’T—Mn + ﬁmaré (221)

Como a forca de empuxo F, é sempre normal & superficie em fluido estatico, temos
pela equacao (2.21) que Fr_,,, + Far¢ também deve ser normal & superficie. Além disso,
tanto Fr_,,, quanto F},..c sao conservativas, de maneira que podemos escrever:

From + Fopgre = =NV (2.22)
V =V, + Vinare (2.23)
em que V, é a energia potencial gravitacional terrestre e
v, ammy, (L4 2 (2.24)
maré — —GM - 5 .
\r, T2

As equagbes (2.21) e (2.22) nos dizem que VV é sempre ortogonal & superficie do
oceano. Isso implica que V' & constante sobre a superficie do oceano (ja que o gradiente
de uma func¢ao é sempre ortogonal a direcao em que nao hé acréscimo nem decréscimo da
fungao). Assim, V, definida pela equagao (2.23), deve ser a mesma em um ponto maximo
da maré e em um ponto minimo da maré (pontos P e @) da figura 2.7, respectivamente).

V(P)=V(Q)
Vo(P) + Vinare(P) = V(Q) + Vinare(Q)
Vy(P) = Vy(Q) = Vinaré(Q) — Vinare(P) (2.25)

Se a gota de agua estiver proxima a Terra (como ja supomos no comego), podemos
aproximar a distancia da gota até o centro da Terra ao raio da Terra (r ~ Rr) para os
termos de energia da maré. Assim, podemos calcular os termos do lado direito da equagao
(2.25) um a um, usando a equagao (2.24). No ponto P da figura 2.7, r, = d+Rr ez = Ry

e, no ponto Q, 1, = \/d>+ R% e x = (.

1 Rr
AP) = — M — 2.2
Vinare(P) GmMj, (d TR + 7 ) (2.26)
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1
NCEa

O lado esquerdo da equacao (2.25) é simplesmente mgh, em que h é a diferenca de
altura da maré baixa e da maré alta. Substituindo isso, as equagoes (2.26) e (2.27) e o

fato de que g = Gé\gT na equagao (2.25):
T

Vmaré(@) = _GmML (227)

G My
Ry

mgh =m h=—-GmM,

1 1 Ry
- iomM, (= o7
Jeim o L<d+RT+ d2>

2
p = Ml (RT 2 L > (2.28)

My \& "d+Rr JP+RE

Sendo a distancia entre a Lua e a Terra muito maior do que o raio da Terra (d > Rr),
podemos fazer algumas aproximagoes na equagao (2.28) a fim de deixar h mais agradavel.
As séries de McLaurin para o segundo e o terceiro termo dentro dos parenteses na equacao
(2.28) sao:

itk 4 @&t # "
1 1 R

Se truncarmos as séries no segundo termo, obteremos h = 0, o que nao ¢ um bom
resultado. Logo, indo até o terceiro termo das séries:

h

MR} (@ 1 Ry R: 1 R%>3MLR4T (2.29)

My \@ TdT & T ®E dTaE) T and

Usando os valores aceitos para as constantes na equagao (2.29) (M = 7.36 - 1022K g,
My = 5.97-10**Kg, Ry = 6.37-10°n, d = 3.84 - 10%m) obtemos h ~ 0.54m.5 Observe
que este tratamento nao é exclusivo para marés devido a Lua. A equacao (2.29) seria a
mesma para marés do Sol, com d sendo a distancia entre a Terra e o Sol (d = 1.5-10''m)
e trocando a massa da Lua pela massa do Sol (Mg = 1.99 - 103°Kg), o que resulta em
h =~ 0.25m. Sendo assim, qualquer corpo poderia exercer um efeito de maré sobre a Terra,
mas a Lua e o Sol fornecem resultados mais significativos. Ao considerar os efeitos da
Lua e do Sol juntos, podemos ter varias configuragoes: se eles estiverem alinhados com
a Terra, os efeitos se somam e temos Apazimo =~ (0.54 + 0.25)m = 0.79m; se eles e a
Terra estiverem em vértices de um triangulo retangulo, os efeitos se subtraem e temos
Rminimo == (0.54 — 0.25)m = 0.29m; em qualquer outra configuracao, o valor de h estara
entre os dois dltimos valores.

E importante notar que este tratamento nao é exato. A Terra ndo é uma esfera e esta
longe de estar totalmente coberta por dgua. Essas e outras aproximagoes acarretam em
marés de alguns metros de diferenga®, porém as marés meso-oceénicas (marés observadas
a uma grande distancia dos continentes) sdo bem proximas ao resultado obtido.

"Para um tratamento alternativo das marés, veja o capitulo 5 do livro do Thornton e do Marion [5].
6Por exemplo, é possivel observar diferencas de altura de mais de 2 metros no porto de Paranagué -
http://www.mar.mil.br/dhn/chm/box-previsao-mare/tabuas/60132Jan2016.htm
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2.3 Queda livre

Uma particula de massa m é solta a uma altura h da superficie da Terra (h
é muito menor que o raio da Terra R).

Embora saibamos que o centro da Terra nao constitui um referencial inercial, para os
propositos deste exemplo, ele serd considerado um referencial inercial. O nosso referencial
nao inercial gira junto com a Terra (com mesma velocidade angular da Terra) e esta
localizado na superficie. A figura 2.8 ilustra a situagao:

Zx
3

Ty

Figura 2.8: Representagio de uma parte da Terra, com um referencial inercial O, 2,y 2, no centro da
Terra e um referencial nao-incercial Ozyz na superficie da Terra com rotagdo & = w2z, e colatitude 6. R
localiza o referencial nao inercial a partir do inercial, 7, localiza a massa m a partir do referencial inercial
e 7 localiza a massa m a partir do referencial ndo inercial. Tanto 7 quanto 7, estdo exagerados.

Note que, como anteriormente, 7, = R+ 7. A Gnica forca real (de interagao) sofrida
pela massa m ¢ a forca de atragdo gravitacional da Terra F,. Assim, a equacdo (1.10)
fica:

Fr=—2 - R-Gx(@x7)—-20x7—dx7 (2.30)
m
em que W = wz, é a velocidade angular da Terra.
Vamos analisar termo a termo. Se a particula estiver proxima a superficie da Terra
(r < R), o primeiro termo do lado direito da equagao (2.30) (a tnica forga real dividida

pela massa) é:

R=§ (2.31)

— = f, ~ —

R2
Para descobrirmos o segundo termo da equacao (2.30) (a for¢a devido a translagao do
referencial nao inercial), notamos que tanto R quanto & sdo constantes para o referencial
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nao inercial.

Figura 2.9: Representaciao da Terra cortada ao meio.

Da figura 2.9:

R =Rz
2.32
& = w(—sin bz + cosh?2) (2.32)

de modo que podemos usar a relagao (1.8):

- (dR dR . =
I NI
ﬁ:(%)]:(%>N1+@x(@xﬁ):ﬁx(ﬁxﬁ) (2.33)

Agrupando os trés primeiros termos da equagao (2.30) (os dois ja citados e a forga
centrifuga) em um s6 e usando (2.31), (2.33) e o fato de que R > 1:

I
&l
X
ny]]

From = . .
o _R—Gx(@xf)=§-@x@x(F+R)~j—3x(@xR) =g, (2.34)

m

Ges definida na equacgao (2.34) é a “aceleracao da gravidade” observada na superficie
da Terra. Ou seja, quando medimos a aceleragao da forca de atracao que a Terra exerce
sobre qualquer corpo na superficie da Terra, na verdade o que medimos ¢ a g.;. Ela é
méaxima nos polos da Terra, onde & X Ré nulo, e minima na linha no Equador, onde & e R
sao ortogonais. Porém, a diferenca entre g.; e g ¢ desprezivel, ja que w ¢ muito pequeno.
Para se ter uma ideia desta diferenca, basta calcula-la usando as equagoes (2.32):

Gef = —g%2 — W X [w(—sinbz + cosf2) x RZ] = —g2 — w(—sin bz + cos#z) x Rwsinfy

G.; = —g% + Rw?sin (cos 03 + sin 02) (2.35)

Da equagao (2.35) é facil ver que g.; é exatamente ¢ nos polos da Terra (§ = 0 e
0 = 7). Para o equador (6 = 7/2), podemos usar R = 6.4 - 10°m, w = 7.3-10°s ! e
g = 9.8m/s* para obtermos g.; =~ 9.766m/s?, que ¢ 0.35% menor que g. Logo, mesmo
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no ponto onde a diferenca ¢ maxima, ela é desprezivel e podemos considerar a direcao
vertical £ como a dire¢ao de g;.

Voltemos para a equacao (2.30). Se considerarmos que & é constante, como ja fizemos
até agora, o ultimo termo se anula e ficamos com:

F=Gof — 20 X T (2.36)

A equacdo (2.36) é uma equagao diferencial de segunda ordem que precisamos resolver
para percebermos o efeito da forga de Coriolis (o segundo termo do lado direito, a menos
de um fator de massa). Podemos escrever as derivadas do vetor posi¢ao i em coordenadas
cartesianas:

T'=2x% +yy+ 22
F=id+ )+ i3 (2.37)
F= &k 4 g + 2 (2.38)

e podemos calcular o produto vetorial usando & das equagoes (2.32) e a equagao (2.37):
@ X 7= w(—sin 0z + cos 02) x (& + §ij + 23)
& X = —wcos 0y + w(sin 0z + cos0t)y — wsin 0y 2 (2.39)

Usando as equagoes (2.36), (2.38) e (2.39) e lembrando do fato de que aproximamos a
direcao de g,y como a direcao z, temos:

T = 2w cos by (2.40)
§ = —2w(sin 0z + cos 0) (2.41)
z = _gef —+ 2w sin Hy (242>

m r mos tré uaco iferenciais, um r rden rém

Como esperado, temos trés equacoes diferenciais, a para cada coordenada’, poré

acopladas. Para resolvé-las, derivamos a equagao (2.41) e substituimos as outras duas:
= —2wsin 07 — 2w cos 0%

= —2wsinf(—ger + 2wsin y) — 2w cos (2w cos 07)
i = 2geswsin § — 4w? sin® 0y — 4w? cos® Oy
i+ 4wy = 2g.jwsin @ (2.43)

Agora temos uma EDO desacoplada, porém de terceira ordem (entretanto, devemos
obter apenas duas constantes na solucao geral, pois a equacao original (2.41) é de segunda
ordem). Vamos resolver primeiro a parte homogénea, com solugao yp(t):

Gy, + 4w’y = 0 (2.44)

Entao a terceira derivada de y;, é multipla da primeira derivada, o que deve resultar
numa solucao exponencial:

yn(t) = e
un(t) = pet (2.45)
U(t) = B2

"Para um deducdo alternativa usando o método de Lagrange, veja o apéndice.
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Substituindo (2.45) em (2.44):
B3Pt 4+ 4w BePt = 0
B = 4+2iw

Logo, a solu¢ao homogénea ¢ uma exponencial imaginaria (8 = 0 também é solugao,
mas nao seria exponencial, logo ndo nos interessa). Porém, como sabemos que y deve ser
sempre real (pois trata-se de uma posigao), podemos escrever a solugdo como um seno:

yn(t) = Asin(2wt + 9) (2.46)

onde A e d sao constantes a serem determinadas pelas condic¢Oes iniciais. Precisamos
agora da solucdo particular y,(¢). Olhando para a equagio (2.43), podemos ver que existe
um fator constante do lado direito da equacao. Assim, podemos supor uma solucao linear:

yp<t) = Ct
yp(t) = C (2.47)
Yp(t) = 0

Para descobrir C', substituimos as equagoes (2.47) na equacdo (2.43):
4w*C = 2g.jwsin 6

_ Gegsind
2w
Temos o necessario para montar a solucao geral y(t) = yn(t) + y,(t):

C

o Sin 0
Gef ¢

y(t) = Asin(2wt + 0) + 90

(2.48)

Nao é dificil ver que y(t) dado pela equagao (2.48) é solugdo da equagao (2.43) por
substituicao direta. Para descobrirmos as constantes A e ¢, precisamos de condicoes
iniciais apropriadas, como as que seguem:

2(0) = 0 #(0) = 0
y(0) = 0 9(0) = 0 (2.49)
2(0) = h 20) = 0

ou seja, a massa m esta inicialmente em repouso a altura h em relacao ao solo. Precisamos
da derivada de y para aplicar tais condigoes:

gefsind

y(t) = 2wA cos(2wt + §) + 50 (2.50)

Calculando y(0) e g(0) através de (2.48) e (2.50) e usando (2.49):
y(0) = Asind =0 (2.51)
J(0) = 2wA cos 6 + J250 (2.52)

A equacao (2.52) nos diz que A nao pode ser zero, entdo pela equacao (2.51) § deve
ser zero e a equagao (2.52) nos da:

in 0
QWAer:O
2w

24



Gefsind

A= 2.53
7 (2.53)

Em posse da equagdo (2.53), podemos reescrever (2.48) e (2.50):

Gefsinf sin(2wt)
t) = ———— |t — 2.54
i) = SL0 |y - =2 (2.54)
ef Sin 0
(t) = %[1 — cos(2wt)] (2.55)
w

A equagao (2.55) é o que precisamos para encontrar as fun¢oes horarias de z e z,
bastando substitui-la nas equagoes (2.40) e (2.42) e integra-las duas vezes, lembrando das
contantes de integracao. Comecando com x:

Gefsind

I =2wcosf ( [1-— cos(2wt)]>

w

& = gessinfcosf[1 — cos(2wt)]

in(2wt
&(t) = gessinf cosl {t - s1n§ ~ >1 + B (2.56)
w
t2  cos(2wt
x(t) = gessinfcosf | — + ¥ +Bt+D (2.57)
2 4w
Com as condi¢oes iniciais (2.49), temos:
#(0)=B=0 (2.58)
Jersinf cos 6
Gefsinf cos 0
D=—-————— 2.99
7 (2.59)
Para z: g
Z = —Gey +2wsint <w[1 — cos(2wt)])
w
2 = ges(sin® [1 — cos(2wt)] — 1)
Z(t) = ges | sin“ 6 |t — 5 —t|+F (2.60)
w
2 cos(2wt)]  t?
_ 12
2(t) = ey (sm 0 [5 + 12 } -3 +Et+ H (2.61)
Com as condi¢oes iniciais (2.49), temos:
H0)=E=0 (2.62)
Geysin® @
.2
Jefsin® o
H=h———F7— 2.63
1 (2.63)
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Finalmente, agrupando todas as fungoes horérias, com as constantes B, D, F e H
dadas por (2.58), (2.59), (2.62) e (2.63):

t? cos(2wt) —1
z(t) = gessinf cos 6 [2 — } (2.64)
_ gessing [ sin(2wt)
y(t) = #L== [t = (2.54)
2 cos(2wt) — 1 t2
( ) = h+gef |:Sln 0 (2 T) — §:| (265)

Embora tais solugbes sejam corretas (desde que aceitas as aproximagoes ja comenta-
das), elas ndo permitem uma interpretacdo clara de como ocorre o movimento. Porém,
sabendo que a velocidade angular da Terra é pequena, podemos fazer aproximacoes. As
séries de MacLaurin para o seno e o cosseno ficam:

, 1 2wt d . (2wt)? d* . (th) a3
sin(2wt) = ol sin(0) + = g St n(0) + BT sin(0) + ~—— TR sin(0) + - - -
2wt)?
sin(2wt) :0—0—2wt+0—%+~~
1 2wt d (2wt)? d? (2wt)® d*

2uwt) = — = = = .

cos(2wt) = o cos(0) + 0 cos(0) + STRTE cos(0) + —— TIPS cos(0) +
2wt)?
cos(2wt) =1+0 — ( c;) +0+---

Podemos truncar as séries onde acharmos mais sensato. Um resultado interessante
aparece quando truncamos as séries no terceiro termo (sem excluir os termos nulos, até
ordem quadrética de t), ou seja, fazemos sin(2wt) ~ 2wt e cos(2wt) ~ 1 — (2“’0 nas
equagoes (2.64), (2.54) e (2.65) (chamemos as solug¢oes com aproximagcoes no terceiro
termo em seno e cosseno de x3, y3 e 23):

21— @y
x3(t) = gessinf cosd —|— =0

4

JerSin 6 2wt
ys(t) = f2 { }
1 o (2"Ut) _ 1 t2 t2
2 —
Z()—h+gef sin 9(2 T —5 —h—gefg

Estas sao as conhecidas solugoes para um referencial fixo. Sao simples e 6timas como
aproximagcao, mas nao nos dizem nada sobre o efeito devido a rotagdo da Terra (ou

seja, efeito da forca de Coriolis). Por isso, precisamos considerar o quarto termo das
(2wt)?

expansoes de seno e cosseno (até ordem cibica de t), ou seja, sin(2wt) ~ 2wt — =5
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(2wt)?
2

cos(2wt) ~ 1 — (chamemos estas solucoes de x4, Yy € 24):

t2 1 . (2wt)2 o 1

t) = gessinfcosl | =+ ——2——1 =0 2.66
z4(t) = gessin b cos 5 T e (2.66)
. (2wt)3 .
Gefsind 2wt — =5 Gepwsing o
t) = t— = t 2.67
wlt) = =55 2 3 (2:67)
] t2 1 _ (2“Jt)2 _ 1 t2 t2
z4(t) = h + gey |sin* 0 7t +¢u2 — 3| = h — Ger (2.68)

Como esperado, apenas y mudou em relacao a aproximacao anterior. Porém a maneira
como ela mudou talvez nao seja tao esperada®. A equagao (2.67) nos diz que a massa
avanca na direcao y durante a queda, que, como ¢ visivel na figura 2.8, é a mesma direcao
em que o referencial se move. Este fato ja era visivel na equagao (2.54), ja que y(t) > 0
para qualquer t. Este resultado pode parecer contra-intuitivo, mas nao é dificil entendé-
lo: ao supormos as condigides iniciais (2.49), supomos que a massa estava incialmente em
repouso, porém em repouso em relacao ao referencial nao inercial, o que significa que a
massa estava em movimento em relacao ao referencial inercial. Estando a massa a uma
distancia inicial do referencial inercial R + h maior do que a distancia do referencial nao
inercial ao inerte R e tendo a massa mesma velocidade angular inicial &, concluimos que
a massa possui maior velocidade linear (¥ = & x ) que o referencial inercial. Assim,
durante o tempo de queda, a massa avancara mais na direcao y do que o referencial
inercial, como mostra a equagao (2.67). Qualquer experimento realizado por alguém na
Terra nao consegue se livrar deste desvio, ja que todos na Terra tem a mesma velocidade
angular que a Terra. Seria necessario que algo ou alguém nao estivesse girando junto com
a Terra para que nao houvesse este desvio, o que atualmente é impossivel.

Para se ter uma ideia desse desvio para o leste, vamos calcula-lo para uma queda de
h = 100m no Equador, onde sin § ¢ maximo, usando os valores de w e g.s j& mencionados.
Com a equagcdo (2.68) podemos encontrar o tempo de queda ¢, e substitui-lo na equa¢ao
(2.67):

2ty =h— %ftg =0

L (Qh)
! gef

e 2h
ys(ty) = Jer (—) ~ 2.2cm
3 gef

Nao é um grande desvio comparado com a distancia de queda devido & pequena velo-
cidade angular da Terra, mas é certamente observavel. Tal experimento deve ser realizado
em pocos ou minas para evitar efeitos de ventania que podem comprometer os resultados.

As condigoes iniciais para que a massa esteja inicialmente em repouso em relagao ao

D=

Njw

80 resultado para y4 obtido e a discussdo sobre este desvio sdo muito comuns quando o assunto é
referenciais nao inerciais, devido ao seu grande poder de causar confusdo. Para maneiras alternativas de
chegar nesta aproximacao, veja o capitulo 10 do Morin [1], ou o capitulo 12 do French [3], ou o capitulo
9 do Taylor [4], ou o capitulo 10 do Thornton e Marion [5] ou o capitulo 11 do Becker [6].

27



referencial inercial a um altura h da superficie terrestre devem ser:

2(0) = 0 #0) = 0
y(0) = 0 y(0) = —Rwsinf (2.69)
2(0) = h 200 = 0

j& que, se massa esta em repouso em relacao ao referencial inercial, ela deve estar em
movimento em relacao ao referencial nao inercial, e a velocidade na direcao g é exatamente
o negativo da velocidade linear que o referencial nao inercial possui.

Depois de encontrar as constantes na equacao original de y(t) (2.48) com as condigbes
iniciais (2.69) e fazermos a proximacao sin(2wt) ~ 2wt, a solugao fica:

y(t) = —wtRsin 0

Que é o resultado esperado, ja que wt é o angulo que a Terra roda no tempo ¢ e
Rsin 6 é o raio do movimento circular que o referencial nao incercial faz, o que acarreta
em wtRsinf ser o arco descrito por esse referencial no tempo t e o sinal negativo indica
que massa fica a uma distancia igual a esse arco para tras do referencial.

2.4 Péndulo de Foucault

O Péndulo de Foucault’ é um péndulo simples de grande massa m e com-
primento muito longo L '° que se encontra na superficie da Terra, livre para
oscilar e girar.

A figura 2.10 mostra um referencial ndo-inercial (com centro onde a corda esté presa)
que gira junto com o péndulo ao redor da Terra.

90 péndulo recebe este nome em homenagem a Jean Bernard Léon Foucault, fisico francés que propos
o experimento em 1851 para provar que a Terra, de fato, gira.

10A grande massa é para que o péndulo tenha inércia suficiente para ndo ser parado pela resisténcia
do ar e o comprimento muito longo seré explicado no texto.
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Zx

Ty

Figura 2.10: Representacio de uma parte da Terra, com um referencial inercial O,z,¥.zx no centro da
Terra e um referencial nao-incercial Oxyz na superficie da Terra, onde o péndulo esta preso, com rotacao
W = w2z, e colatitude a.

Nao por coincidéncia, a figura 2.10 é muito semelhante & figura 2.8, pois os referenciais
nao inerciais nos dois casos sdo o mesmo. A equagao a se resolver ¢ a equagao (1.10):

mr = Fy —mR —m@ x (@ x 7) + T — 2ma x ¥ — md x 7 (2.70)

onde as forcas de interacao sao F;, que ¢ a forca gravitacional da Terra, e f, que é a forca
de tracao no fio que prende a massa.

Assim como fizemos na equagao (2.34), agrupemos os trés primeiros termos da equagao
(2.70) em um s6 e descartemos o tltimo (porque, para nossos fins, a velocidade angular
da Terra ndo varia):

mr = mgey + T — 2mid x 7 (2.71)

Para calcular os termos da equacio (2.71) vamos introduzir um sistema de coordenadas
polares baseado na seguinte figura:
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Figura 2.11: Representagao do péndulo no referencial nio-inercial.

Podemos introduzir coordenadas esféricas da seguinte maneira (note que nao sao as
coordenas esféricas convencionais, pois  estd definido a partir da parte negativa de z,
assim representando o angulo que o fio do péndulo faz com a vertical na figura 2.11):

7 = cospsinfr + singsinfy — cosfZ
$ = —sinpr +  cospy (2.72)
0 = cospcosfzr + sinpcosfy + sinfz

Com essas definicoes de coordenadas polares, temos que tomar cuidado extra: observe
que os produtos vetoriais entre estes versores nao sao os mesmos que em coordenadas
polares usuais:

Pxgp=0 ¢ox0=i Oxi=¢

Os versores da base cartesiana escritos em fungao dos versores da base esférica ficam:

7 (7 &)F + (é . j;)é +(p-2)p = cosesinfr + cospcos 00 — sin P
g = (F-9)7r+ (é . g)é +(@-9)¢ = sinpsinfr + sinpcos 00 + cos P (2.73)
2 (F-2)P+(0-2)0+(¢-2)p = —coshf +  sin6h

nos quais os produtos escalares representam as projecoes dos versores da base cartesiana
nos versores da base polar, calculados usando o trio de equagoes (2.72).

Para usar a equagao (2.71), precisamos do vetor posicao e suas derivadas, que en-
volverdao as derivadas dos versores da base polar em relacdo a 6 e ¢ (tais versores sdo
independentes de ). Podemos calcular essas derivadas através do trio de equagoes (2.72)
e escrevé-las em componentes polares:

or A a0 . 0y -
a0~ ° 0 ~ a5 =

A (2.74)
g—; = sinfp 3_900 = cosfp g—:z — —sinfF — cos0h
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Sendo o fio do péndulo inextensivel, 0 médulo do vetor posicao é constante e igual a
L:

7= Lr

di _ (508 O
~ "0 T Yoy

)::L@é+sm9¢¢) (2.75)

. d .-
= L%(«% + sin0pp)

F=1L

00 + 0 (0% + @3—?0) + cos 00¢@ + sin 0pp + sin O (6’2—? + gog—:z)]

F=1L [Gé — 0%F + cos 08¢ + cos 00pp + sin 0pp — sin 0¢p? (sin 67 + cos Gé)]

F=1L [(— sin? 0% — 62)7 + (6 — sin 0 cos 0p*)0 + (sin 6 + 2 cos 099&)3&] (2.76)

A equagao (2.70) também apresenta um termo de ¢ x 7 Ao olhar a figura 2.10, é facil
ver que podemos escrever @ como escrevemos anteriormente na equagao (2.32) (trocando
0 por a, pois a é 0 angulo de colatitude agora) e passé-lo para coordenadas polares usando
o trio de equagoes (2.73):

W = w(—sinaz + cos az)

W= w|(—sinacos psinf — cos a cos O)r

+ (—sina cos @ cos  + cos asin 0)0 + sin asin pp]  (2.77)

Podemos agora calcular o produto vetorial usando as equagoes (2.75) e (2.77):

& X 7 =wlL |(—sinacos psin® 6 — cos asin 6 cos 0)Hh
+(sin & cos  sin @ cos @ — cos asin® 0)HF
+(sin a cos psin 6 4 cos a cos 0)fp + sin arsin goﬁf] (2.78)

Faltam-nos apenas as forgas reais, que pela figura 2.11 e pelo trio de equagdes (2.73)
sa0:

—

F, = —mg.s2 = mges(cos 07 — sin 66) (2.79)
T =-Tr (2.80)

Finalmente, estamos em posse de tudo para escrever a equacao do péndulo. Subs-
tituindo as equagoes (2.76), (2.78), (2.79) e (2.80) na equagdo (2.71) e separando-a em
componentes 7, # e ¢, ficamos com:
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. —mL(sin? 0% + 6?) = mgey cos @ — T — 2mwL sin asin o0 (2.81)
T :
—2mwL(sin o cos @ sin 0 cos § — cos asin” )

mL(0 — sin 0 cos 09*) = —mg.; sin 6

D>

+2mw L(sin a cos ¢ sin” § + cos a:sin 6 cos 0)

~

O : mL(sin 0@ + 2 cos 00¢) = —2mwL(sin o cos psin @ + cos o cos 6)6 (2.83)

Estas sdo as trés equacoes acopladas que descrevem o movimento do péndulo''. A
equagao (2.81) nao é util, devido a presenca de T. Podemos esperar que o movimento
relacionado a 6 nao difira muito de um péndulo simples, afinal as velocidades de rotacao
da Terra e de rotagdo do péndulo (¢) sdo pequenas como veremos em breve. Assim,
desprezando termos quadraticos em w e ¢, a equagao (2.82) se reduz a:

mLf = —mge;sin f

que é a mesma equacao diferencial de um péndulo simples. Entretanto, nao estamos
interessados na oscilacio, e sim na rotacdo do péndulo. E ai que o fato do fio ser muito
longo entra em cena: ¢é razoavel admitir que o movimento na direcao Z é desprezivel
comparado aos movimentos em 7 e §.'? Assim, Lsinf < L cos@, pois L é grande. Todo
termo que possui Lsin@ é insignificante comparado aos termos que possuem L cosf na
equagao (2.83), que se torna:

2mL cos 08¢ = —2mwL cos a cos 00

$ = —WCoS v (2.84)

que é o resultado esperado. Consideremos o polo norte na figura 2.10 (o = 0): um
observador preso a Terra, gira junto a ela com velocidade angular & e o péndulo nao gira
junto com a Terra. Logo, o observador veria o péndulo precessionar em sentido contrario
ao que ele gira, ou seja, —&. A unica maneira de se explicar este movimento de precessao
é assumir que a Terra gira.

11O apéndice contém uma dedugao mais “direta” das equagoes (2.82) e (2.83), através das equagdes de
Euler-Lagrange.

12Capitulo 11 do livro do Becker [6]. Ele oferece um tratamento menos rigoroso e, consequentemente,
mais simples e menos informativo do Péndulo de Foucault.
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Apéndice: Exemplos resolvidos pelo
método de Lagrange

Neste apéndice sera aplicado o método de Lagrange desenvolvido na secao 1.1
Ezm?“-(§+R+wxr>—Er-[wx(wxf)]—V(F) (1.11)

para resolver trés exemplos do capitulo 2: péndulo acelerado, queda livre e péndulo de
Foucault. O exemplo das marés nao seré resolvido pois nao se encaixa bem com o método
de lagrange, ou seja, nao consiste em chegar a uma equacao diferencial e resolvé-la.

Péndulo Acelerado
Sendo um caso de translacao pura, nossa lagrangeana fica

LQ . —
L= tmi RV (A1)

Usando as coordenadas polares introduzidas na secao 2.1, temos:

"= Ly (A2)
R = Ati = — At (sin pr + cos p) (A.3)
V = —mgLcos p (A.4)

em que V é a energia potencial gravitacional e nao ¢ dificil ver que a derivada temporal

de R ¢ R = A#, como deve ser. Substituindo as equacoes (A.2),(A.3) e (A.4) na equacio
(A.1), ficamos com

L= mL*¢” — mAtLp cos o + mgL cos ¢ (A.5)
Colocando a lagrangeana da equacao (A.5) na equagao de Euler-Lagrange para ¢ nos
" oc_doc
Jp  dtdp
mAtLpsinp —mglL sin p = %(mngb — mAtL cos o)
= —gsinp+ Acosp (A.6)

Como esperado, a equagao (A.6) ¢ igual a equacao (2.8).
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Queda Livre
Neste caso, temos

7=2x%+yy+ 22 W = w(—sinbz + cosh?2) R=R:

—

R =& x R =wRsinby

0 X T =w[—ycosht + (zsinh + x cos )y — ysin 6]

@G x (J x 7) = —w?[cos O(zsin + x cos )2 + y§ + sin (2 sin @ + x cos ) 2]
73 x (G % 7)) = —w?[zcosO(zsinf + x cos§) + y* + zsinf(zsin 6 + x cos 6)
V =mgz

em que, mais uma vez, V é a energia potencial gravitacional. Com tudo isso, a lagrangeana
fica

L= %(:)32 + 9?2 + %) + mwRy sin § 4+ mw[—dy cos § + (2 cos § + xsin §) — 3y sin 0]

mw?
+

[(2sin @ + x cos0)? +y*] — mgz (A7)

A partir desta lagrangeana, as equacoes de Euler-Lagrange ficam:

0L_doL 0L doL 0L _doc
Or  dt 0 dy  dt dy 0z  dt 0%

i = 2wy cos f + w? cos O(x cos O + zsin ) .
ij = —2w(i cosf + Zsinf) + wy (A.9)
i = —g+ 2wysin 0 + w?sin f(x cos § + zsin §) (A.10)

Desprezar os termos quadraticos em w das equagoes (A.8), (A.9) e (A.10) equivale a
fazer a aproximagao que fizemos na equacdo (2.34) para definir g.;. Assim, obtemos as
equagoes (2.40), (2.41) e (2.42).

Péndulo de Foucault

Do caso anterior, vimos que os termos de forca translacional e forca centrifuga podem
ser desprezados. Assim, nossa lagrangeana sera:

L=—4mi (@x7) =V (A.11)



¥ = L(66 + sin 0pQ) (2.75)

W = w[(—sinacos psin O — cos a cos O)7

+ (—sin a cos ¢ cos 0 + cos a sin 0) + sin a:sin @)

@ X 7 = w|(— sin o cos ¢ cos § + cos asin ) — sin avsin @] (A.13)
V = —mg.sLcost (A.14)
em que, novamente, V' é a nergia potencial gravitacional, j4 considerada a gravidade

efetiva. Substituindo as equagoes (2.75), (A.13) e (A.14) na lagrangeana da equagao
(A.11):

mL20%  mL?sin’ 0>
2 2
+ mwL?p(— sin a cos @ sin @ cos O + cos asin® §) + mgLcosf (A.15)

L= — mwL?0sin asin g

E, finalmente, as equagoes de Euler-Lagrange para 6 e ¢ a partir da lagrangeana da
equagao (A.15) nos fornecem

oc_doc  or_dot
00 dt 9 dp  dt 0¢
L(6 — sin § cos 0p?) = —gsin f + 2wL(sin o cos psin? 6 + cos arsin 6 cos ) (A.16)
sin 6 + 20¢ cos = —2w(sin v cos @ sin 6 4 cos av cos )6 (A7)

As equacoes (A.16) e (A.17) sao idénticas as equagoes (2.82) e (2.83), respectivamente.
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Conclusoes

A mecéanica classica, discutivelmente a vertente mais velha da Fisica, é elegante em
varios niveis: desde sua simplicidade a sua conviccao. Faz tempo que ela saiu dos holofotes,
dando lugar a mecanicas mais complexas, entao é natural ver a comunidade cientifica
deixando-a de lado. Mas sdao assuntos como o tratado neste trabalho que mostram que
a mecanica classica nada tem de obsoleto, j4 que conseguimos explicar varios fendémenos
facilmente observaveis.

Foram resolvidas quatro aplicacoes:

e Péndulo acelerado;
o Marés;
e Queda livre;
e Péndulo de Foucault;
Alguns outros que podem ser resolvidos usando o que foi desenvolvido neste trabalho:

e Mesa giratoria;

Circulacao atmosférica;

Gerador Compton;

Variagao do nivel da agua em lagos;

Balde giratorio;

Precessao dos equinécios;

TLimite de Roche.

Concluimos que, em muitos casos, se esforcar um pouco para sair da zona de conforto
e trabalhar de pontos de vista nao comumente usados, mesmo que a dificuldade fisica seja
elevada, vale a pena. Muitas vezes, mesmo com os conceitos aparentemente esclarecidos,
um resultado inesperado como o da secao 2.3 pode fazer com que pensemos que o método
nao seja valido. Porém, basta um pouco de fé na matematica e uma mente aberta para
se enxergar as grandes conquistas da mecanica Newtoniana.
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