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i

Resumo

Neste trabalho, apresentamos um estudo introdutorio sobre a dinamica
de crescimentos populacionais, tema interdisciplinar e de grande interesse
para as areas da ciéncia em geral. Estudamos os modelos classicos de
Malthus, Verhulst, Montroll e Gompertz, analisando quantitativa e qua-
litativamente as equagoes que regem o crescimento populacional em cada
modelo. A escolha pelo estudo desses foi devido ao fato de serem modelos
simplificados que, em geral, descrevem bem fendomenos fisicos e bioldgicos
quando tratamos de crescimentos, podendo servir de base a generalizagoes
e modificagoes.

Palavras-chave: Modelos de crescimentos, dinamica de po-

pulacoes, estabilidade.
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Capitulo 1

Introducao

Popula¢ao é um conjunto de individuos (organismos) de uma dada
espécie que vive em uma determinada drea, que é limitada e definida [10].
Uma populacao possui diversas propriedades que, embora sejam melhor
expressas como variaveis estatisticas, sao propriedades tinicas do conjunto
e nao caracteristicas dos individuos do conjunto [14]. Algumas dessas pro-
priedades sao densidade, natalidade (taxa de crescimento), mortalidade
(taxa de morte), distribuigao etaria, potencial biético, dispersao e formas
de crescimento.

Em dinamica populacional, uma vertente da Ecologia, é estudado a
variacao da quantidade de individuos ao longo do tempo e espaco. Este
estudo estd ligado diretamente a modelagem matematica. Ha necessidade
de se construir modelos matematicos que traduzam o crescimento de po-
pulacoes de células, plantas e animais. E de grande importancia para se
entender os diferentes tipos de interacoes fisicas e biologicas que afetam a
dinamica dessas espécies.

Alguns modelos de crescimento populacional sao, na melhor das hipoteses,

aproximagoes grosseiras da realidade e frequentemente usados como instru-
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mentos para a verificagao das tendéncias dos dados observados. Os mode-
los mais realistas exigem um alto grau de sofisticacao matemaética, como
as equacoes diferenciais parciais, quando se quer considerar a dinamica de-
pendente da idade, fecundidade, taxas de mortalidade variaveis, etc. Ou
equacoes diferenciais nao homogeneas, quando se considera os parametros
variando com o tempo (modelos mesoscépicos). Entretanto, os modelos
mais sofisticados sao aperfeicoamentos dos modelos simples e cujas li-
mitagoes nao devem ser ignoradas [2].

Desde o século XIX até os dias de hoje, houve uma grande evolucao
dos modelos empregados para o estudo de crescimentos populacionais. A
primeira proposta de utilizagao da matematica para estabelecer um modelo
para o crescimento de uma populacao humana comecou com o economista
e demografo inglés Thomas Robert Malthus que, em 1798, publicou “An
Essay on the Principle of Population”[12]. Seu modelo é baseado em dois
postulados:

i) “O alimento é necessario a subsisténcia do homem”;

ii) “A paixao entre os sexos é necessaria e deverd permanecer aproxi-
madamente em seu estado permanente”.

Supondo que tais postulados estejam garantidos, Malthus afirma que “a
capacidade de reproducao do homem ¢é superior a capacidade da terra de
produzir meios para sua subsisténcia e a inibicao do crescimento popula-
cional é devida a disponibilidade de alimentos. A populacao, quando nao
obstaculizada, aumenta a uma razao geométrica, enquanto que os meios
de subsisténcia aumentam a uma razao aritmética. Pela lei da natureza,
que torna o alimento necessario a vida do homem, os efeitos dessas duas

diferentes capacidades devem ser mantidos iguais”[12, 2].
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Atualmente, em dinamica de crescimentos populacionais, o que se con-
vencionou chamar de modelo de Malthus, ou Malthusiano, assume que o
crescimento de uma populacao é proporcional a populacao em cada ins-
tante (crescimento exponencial) e, desta forma, a populagao humana de-
veria crescer sem nenhuma inibicao. Assim, o modelo de Malthus propoe
um crescimento de vida otimizada, sem fome, guerra, epidemia ou qual-
quer catastrofe, em que todos os individuos sao idénticos com o mesmo
comportamento [2].

Na realidade, nao é bem isso que acontece. Em meados de 1838, o
sociologo belga Pierre Francois Verhulst criou um dos modelos mais im-
portantes e conhecidos em dinamica populacional: o modelo de Verhulst
ou Logistico. Nele, é suposto que toda populacao é predisposta a sofrer
inibi¢coes naturais em seu crescimento, devendo tender a um valor limite
constante quando o tempo cresce [1]. Este modelo teve um grande im-
pacto quando, no inicio do século XX, os pesquisadores R. Pearl e L. Reed
utilizaram-no para projetar a demografia americana [3].

Mesmo este sendo um modelo razoavel para exprimir o crescimento de
uma populacao, ele possui algumas falhas, em que podemos citar o fato
de o ponto de inflexao da curva logistica estar sempre situado no ponto
Niny = K/2. Isto significa que a populacdo inicialmente tem um cresci-
mento “acelerado”e sempre em um determinado tempo, que neste caso é
fixo, a populagao comega a crescer mais lentamente se aproximando de um
valor K. Chamamos de capacidade de suporte do meio, esse valor K, que
seria um valor limite para o crescimento desta populagao. Se analisarmos
casos mais realisticos, podemos ver que, dependo da situacao inicial do pro-

blema a ser estudado, o ponto de inflexao pode variar. Para suprir estas
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limitagoes, por volta de 1971, Montroll propoe uma generalizacao do mo-
delo Logistico. Seu modelo, conhecido como modelo de Montroll, é dado
por uma equacao diferencial nao linear, em que o ponto de inflexao pode
ser alterado de acordo com o problema.

Além dos modelos ja citados, mas nao menos importante, outro mo-
delo classico no estudo de crescimentos ¢ o modelo proposto por Benjamin
Gompertz. O modelo de Gompertz, como é chamado, foi criado por volta
de 1825 e tem como principal objetivo traduzir o crescimento celular (de
plantas, bactérias, tumores, etc), sendo que no inicio do crescimento to-
das as células sao meristematicas e perdem rapidamente esta propriedade
num intervalo de tempo relativamente pequeno [2]. Células meristeméticas
contém os elementos essenciais para a formacao da estrutura celular. Os
meristemas sao os tecidos responsaveis pelo crescimento e cicatrizacao de
injuirias nos vegetais [5].

O estudo desses quatro modelos deterministicos de populacoes isoladas
sao apresentados neste trabalho. Vale ressaltar que estamos considerando,
em cada modelo, que as dinamicas de crescimento estao isentas dos fatores
abiéticos (temperatura, vento, umidade, etc) e de fatores de auto-regulagao
(espaco, alimento, idade, guerra, etc). Nosso objetivo nao é o de nos apro-
fundarmos no estudo da dinamica de populacoes, pois para tal, muitos
outros fatores e modelos, por exemplo, a interacao entre espécies, modelos
mesoscopicos, modelos variacionais , dinamica de metapopulacoes, padroes
de dispersao, entre outros, deveriam ser abordados. O que buscamos é ter
uma visao introdutéria no estudo de dinamica de crescimentos populaci-
onais, fazendo uso de modelos minimos, que embora nao descrevam pre-

cisamente a realidade, podem ser abalizadores de modelos realisticos que
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exigem formulacoes muito mais complexas e dependentes de métodos com-
putacionais sofisticados, tornando assim, nosso estudo e compreensao mais
simplificados, sem deixar de ser eficiente.

Em muitos contextos, estao presentes equacoes diferenciais descrevendo
a dinamica das varias partes que compoem um sistema. Em particular,
esse tipo de abordagem é muito comum em fisica. Na realidade, aspectos
como os que foram objeto de estudo neste trabalho podem ser vistos como
fazendo parte das investigacoes tipicas de sistemas complexos, uma area
multidisciplinar em franco crescimento, em particular, na fisica.

Optamos por estruturar este trabalho por capitulos, da seguinte ma-
neira:

O primeiro capitulo é dedicado a introducao deste trabalho.

No segundo capitulo, abordamos o modelo Malthusiano, por ser este o
primeiro modelo criado para se estudar o crescimento de uma populacao.
Na secao 2.1, estudamos o modelo de Malthus discreto, apenas a titulo de
exemplificar um modelo discreto, tendo uma aplicacao desse ao estudo do
crescimento da populacao da cidade de Maringa-Pr. Na secao 2.2, estuda-
mos novamente o modelo de Malthus, mas agora na sua vertente continua.
A partir desse modelo, trataremos somente com os continuos. Como exem-
plificacao, do modelo de Malthus continuo investigamos o crescimento de
uma célula.

No terceiro capitulo, estudamos os modelos Logisticos e de Montroll,
analisando qualitativa e quantitativamente as peculiaridades de cada um.
Na secao 3.1, é feita uma analise quantitativa do modelo Logistico e, na
subsecao 3.1.1, analisamos a estabilidade desse modelo. Para sua exempli-

ficacao, modelamos o crescimento da populacao da cidade de Maringa-Pr.
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A partir desse exemplo, podemos fazer comparacoes entre o crescimento re-
gido pelo modelo Malthusiano e pelo Logistico. Ainda, no mesmo capitulo,
na secao 3.2, estudamos o modelo de Montroll. Na subsecao 3.2.1, fizemos
uma analise da estabilidade deste modelo, que é uma generalizacao do
Logistico e, na subsec¢ao 3.2.2, fizemos uma breve discussao do modelo de
Montroll em contextos gerais.

O quarto capitulo é dedicado ao modelo de Gompertz. Na secao 4.1,
fazemos uma andlise quantitativa do modelo. Na subsecao 4.1.1, ana-
lisamos a estabilidade do modelo. Como aplicacao desse, nos baseamos
no artigo publicado pelo grupo de Biomatematica IMECC - UNICAMP
6], que estuda a aplicagdo do modelo de Gompertz no crescimento de
tumores soélidos. Na secao 4.2, discutimos uma conexao entre os modelos
de Gompertz e Montroll.

O 1ltimo capitulo é direcionado as nossas consideracoes finais.



Capitulo 2

Modelo de Malthus

O Modelo de Malthus foi o primeiro Modelo matematico criado na ten-
tativa de estimar o crescimento de uma populacao. Em 1798, o economista
e demografo inglés Thomas Robert Malthus propos tal modelo [12]. Esse
modelo assume que o crescimento de uma populacao é proporcional ao
nimero de individuos em cada instante e desta forma, a populacao cresce
sem nenhuma inibicao. Sendo assim, o modelo de Malthus propoe um
crescimento de vida otimizado, sem fome, guerra, epidemia ou qualquer
catastrofe, em que todos individuos sao idénticos, com mesmo compor-
tamento. No entanto, mesmo esse modelo sendo bastante idealizado, ele
funciona razoavelmente bem para tempos pequenos, ou seja, para estimar
o crescimento inicial de uma populacao.

Neste capitulo, trataremos do modelo de Malthus discreto e continuo.
Analisaremos qualitativa e quantitativamente as equacgoes que regem o
crescimento Malthusiano e daremos alguns exemplos do crescimento de

populagoes por ele regidas.
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2.1 Modelo de Malthus Discreto

Comecaremos analisando o modelo discreto em que assumimos que o
tempo é discreto. Isto significa que nao estamos considerando o tempo
como uma variavel continua e sim uma varidvel pertencente a um conjunto
discreto, por exemplo N. Considere N(t) o nimero de individuos em uma
certa populacao, animal ou vegetal, no instante t. Considere ainda n > 0,
o coeficiente de natalidade, e m > 0, o coeficiente de mortalidade. A lei
de Malthus pressupoe que os nascimentos e as mortes sao proporcionais ao
tamanho da populacao e ao tamanho do intervalo temporal (sem perda de
generalidade estamos considerando igual & unidade). Assim, o modelo é

descrito pela equacao de diferencas
N(t+1)— N(t) =nN(t),
no caso de um crescimento, e pela equagao
N(t+1)— N(t) = —mN(t),

no caso de um decrescimento. Unificando essas duas equagoes e escrevendo-

as de uma forma mais completa, chegamos a
N(t+1)— N(t) =nN(t) — mN(t), (2.1)

com condigao inicial N(0) = Ny. A equacdo (2.1) pode ainda ser escrita
como

N(t+1)=(1+r)N(t), (2.2)

comr =mn—1m.

Podemos resolver facilmente a equagao (2.2) por um método indutivo,
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conforme descrito abaixo.

N(1) = (1+7)N(0);

N(©2) =1 +7)N1) = (1+7)(1+7r)N(0) = (14 7)*N(0);

N(t) =1 +7r)NEt—1)=---=(1+7)N(0).
Usando a condicao inicial, obtemos
N(t) = No(1+ 1), (2.3)
ou ainda, fazendo a = In(1 + r), chegamos a
N(t) = Ny e™. (2.4)

Note que:

i) Se n = m (indices de natalidade e mortalidade iguais), r = 0 e assim
N(t) = Ny para todo instante, o que significa que a populagao ndo aumenta
nem diminui.

ii) Se n > m (indice de natalidade maior que o de mortalidade), r > 0
e, portanto, N(t) é uma funcao exponencial crescente de t e isto significa
que a populagao cresce exponencialmente com o tempo (Figura 2.1 (a)).

iii) Se n < m (indice de natalidade menor que o de mortalidade), r < 0
e, portanto, N(t) é uma fungao exponencial decrescente de t, o que significa
que a populagao diminui e tende a extingao a medida que t cresce (Figura
2.1 (b)).

Nessas trés ultimas observagoes e, em geral, quando estudamos dinamica
populacional, uma quantidade relevante é N, que é o numero de in-

dividuos quando t — oo, ou seja, Ny, = limy o N(f). Para o modelo
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N(t) N(t)

]VO4 e o 0 7 ° .

t

01234567 8 9101112 0123 456 7 8 9101112
(a) (b)

Figura 2.1: Em (a), o grafico da solucao para o modelo de Malthus discreto no caso em

que 7 > 0 e em (b) para o caso em que 7 < 0.

de Malthus, constatamos

Ny se r=0
. . t
Ny = lim N(¢) = lim [No(1+7)'] =X 0 se r>0
t—00 t—00

0 se r<0
Logo, a populacao ou cresceria infinitamente, o que poderia acarretar em
problemas quanto ao meio ambiente, limites geograficos, condigoes socio-
economicas, ou entao a populacao diminuiria até chegar a extingao. Dessa
forma, é possivel ver que o modelo Malthusiano ¢ um modelo muito idea-

lizado, mas como ja dito antes, e como ressaltaremos no exemplo a seguir,

funciona bem para descrever o crescimento inicial de uma populacao.

Exemplo 2.1 - Crescimento da populagao de Maringa - Curva
Malthusiana.

Para exemplificar o modelo Malthusiano discreto, vamos estudar a dinamica
populacional da cidade de Maringa-Pr, em que podemos analisar o com-
portamento desta populagao e fazer previsoes futuras quanto ao desenvol-
vimento populacional da cidade, o que pode ser ttil, por exemplo, para

o planejamento da urbanizacao, desenvolvimento economico e mercado de
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trabalho do municipio. De acordo com os dados coletados do Instituto
Brasileiro de Geografia e Estatistica - IBGE [9], a cidade de Maringa-Pr
possui atualmente uma 4rea territorial de aproximadamente 487.730 km?,
e uma densidade demografica de aproximadamente 732,12 hab/km?. No
municipio de Maringa, o primeiro censo foi realizado em 1960 e a cada 10

anos um novo censo acontece, como podemos ver na tabela a seguir

Ano Populagao
1960 104.131
1970 121.374
1980 168.232
1991 240.292
2000 288.653
2010 357.077

Tabela 2.1: Fonte: IBGE. Censos demograficos da cidade de Maringa-Pr de 1960 a 2010.

Baseado nos dados coletados, podemos construir um grafico que fa-
cilita na visualizacao do comportamento do crescimento populacional em
questao. Para a figura (2.2), a escala no tempo foi modificada pois estamos
considerando o ano de 1960 como sendo o instante ¢t = 0.

Usando os dados da Figura 2.2, podemos ajustar o modelo de Malthus
para descrever tal crescimento, para isso usamos o software Mathematica
7.0 e calculamos os valores de Ny e 7, em que Ny = 1,0374 x 10° hab e
r = 0,025. Uma vez que conhecemos esses valores, podemos construir um
grafico da solugao e estimar o tamanho da populagao de Maringd para tem-
pos futuros (Figura 2.3). Como percebemos, o ajuste por uma exponencial
se aproxima bem dos dados que temos.

Segundo os parametros calculados, a estimativa é de que no ano de 2400

a populacao da cidade de Maring4 seria de aproximadamente 5, 3 x 10° hab,
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N(t)

3x10°

2 x10° |

1 x 10° 1

> 1

0070 20 30 a0 50
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Figura 2.2: Gréfico dos censos demogréficos da populacao de Maringa no periodo de 1960

a 2010.

8 x 10°F -
I ® Dados do Censo

m Ajuste (Mathematica7.0)

6 x 105_' =
| u
4 x 10"_‘ -
L]
I [
2x 1051 -
T v
0 I 1 I 1 I I I 1 I 1 I 1 I 1 I 1
0 20 40 60 80
(1960) (1980) (2000) (2020) (2040)

Figura 2.3: Gréfico da populacao de Maringd para anos futuros.

o que significa que a densidade demografica seria de 1,06 x 10~2hab/m?,
ou seja, na média, é como se houvesse uma pessoa para cada area de
10m x 10m. Obviamente que tal estimativa ¢, no minimo, exagerada. Em
geral, o modelo de Malthus é mais apropriado para descrever o crescimento
em seu estagio inicial, mas nao é bom para prever o crescimento a longo

prazo.
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SO0

2.2 Modelo de Malthus Continuo

Embora tenhamos empregado o do modelo de Malthus discreto, o fi-
zemos apenas a titulo de exemplo de um modelo discreto, no que segue
trataremos apenas de modelos continuos. No modelo de Malthus continuo,
assumiremos que o tempo é uma variavel continua, isto é, t € R. Consi-
dere, assim como no modelo discreto, que N (t) seja o nimero de individuos
de uma populagao, no instante t. Suponha ainda, n > 0, o coeficiente de
natalidade, e m > 0, o coeficiente de mortalidade. Admitimos que as taxas
de natalidade n e mortalidade m sejam constantes, que a proporcao de
individuos reprodutores é constante durante o crescimento da populacao
e que essa populacao viva em condicoes ideais, ou seja, nao ha fatores li-
mitantes (a populagao cresce sem que haja interagdo com outras espécies,
nao ocorre competicao ou predagao, os recursos sao ilimitados).

Para o modelo discreto, na equagao (2.1), escolhemos o intervalo de
tempo igual a uma unidade de tempo (ut), ou seja, At = lut, mas At
pode ser um intervalo de tempo arbitrario, e assim a equagao (2.1) pode

ser escrita como

N(t+ At) — N(t)
At

com condicao inicial N(0) = Ny. No limite de At — 0, a equagao (2.5)

=nN(t) —mN(t), (2.5)

torna-se uma equacao diferencial de primeira ordem, que descreve o modelo
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Malthusiano continuo

. N(t + At) — N(t) dN (t)
lim —
At—0 At dt

=rN(t), (2.6)
com r =n —m. A solugao geral da equagao (2.6) é
N(t)=Ae", (2.7)

em que A é determinada pela condigao inicial N(0) = Ny e, portanto,
ficamos com

N(t) = Ny e™. (2.8)

Note que o comportamento da solucao obtida tem a mesma forma aquela
do modelo discreto. Assim,

i) Se n = m, temos r = 0 e assim N(t) = Ny para todo instante, o que
significa que a populacao nao aumenta nem diminui.

ii) Se n > m, temos r > 0 e portanto N(¢) é uma funcao exponencial
crescente de t, e isto significa que a populacao cresce exponencialmente
com o tempo (veja figura 2.4 (a)).

iii) Se n < m, temos r < 0 e portanto N(t) é uma fungao exponencial
decrescente de t, o que significa que a populacao diminui e tende a extin¢ao
a medida que t cresce (veja figura 2.4 (b)).

Esses trés tltimos aspectos, isto é, analisando N () no limite t — oo,
nos conduziu a

Ny se r=20

Noo = lim N(t) = lim [Noe''] = ¢ 00 se >0

0 se r<0
Novamente, podemos ver que para o modelo continuo a populacao ou cresce
infinitamente, o que nao condiz com a realidade, ou decresce até chegar a

extincao. Dessa forma, o modelo Malthusiano pode ser considerado mais
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N(t) N(t)

0 3 A 6 8 T 0 B ) 6 s 10 "t

(a) (b)

Figura 2.4: Em (a), temos o grafico da solugao para o modelo de Malthus continuo no

caso em que r > 0, e em (b) para o caso em que r < 0.

apropriado no estagio inicial de crescimento. A longo prazo a populacao
cresce infinitamente, podendo ocupar um espaco muito maior do que o

meio suporta, o que certamente nao é uma boa descricao em geral.

Exemplo 2.2 - Crescimento de uma célula.

Embora o modelo de Malthus tenha sido proposto para estimar o cresci-
mento de uma populacao humana, ele pode também estimar o crescimento
de células bastando substituir na equagao Malthusiana N (¢) por m(t), em
que m(t) é a massa da célula. Para estudarmos a dinamica celular, va-
mos supor uma célula, animal ou vegetal, cuja massa seja uma funcao do
tempo, isto é, m = m(t) e que sua massa inicial, no instante t = 0, seja
m(0) = my. Vamos supor também, que o crescimento da célula seja deter-
minado somente pela velocidade do metabolismo no seu interior [7]. Como
o aumento do metabolismo depende da massa das moléculas em atividade,

a razao do crescimento da massa celular é proporcional a sua massa em
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cada instante, o que nos leva a equagao abaixo

Cii—ﬂ; =k m, (2.9)
em que k > 0 é a constante de proporcionalidade que é analogo a lei de
Malthus. Este modelo esta sujeito a restricao m < M, pois quando a célula
atinge uma determinada massa critica (M), ela sofre divisao. A solugao

geral da equagao (2.9) é

m(t) = A M. (2.10)
Usando a condi¢ao inicial m(0) = mg, obtemos
m(t) = mg e, (2.11)

com m < M, o que significa que a célula tem um crescimento exponencial
até comegar se dividir, isto é, m(t) < M, o que implica t < 1/k In (M /my).
Neste caso, o conceito de crescimento especifico é importante, sendo defi-
nido por

L dm

— ey
m dt ’

pois enquanto dm/dt mede a velocidade do crescimento total da célula, k
mede a velocidade de crescimento relativa a massa presente. Dessa forma, o
modelo de crescimento celular segue o mesmo padrao utilizado por Malthus,
sendo mais apropriado somente para o estagio inicial do crescimento da
célula, antes de esta atingir a massa critica M, ou seja, o modelo é adequado
somente no intervalo de tempo 0 <t < t., sendo t. = 1/k In (M/mg). A
longo prazo, ocorre divisao celular, que nao é um processo continuo. A
descontinuidade surge inicialmente em algum orgao; no caso de plantas,
por exemplo, pode surgir na origem de uma folha [13]. Assim, um novo
modelo deve ser proposto, levando em consideragao o processo de divisao

celular.
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m(t)
Modelo de

Malthus Outro modelo

.

kt

2

Figura 2.5: O modelo de Malthus ¢ usado para ajustar o crescimento inicial de uma célula.

A Figura 2.5, ilustra o modelo de crescimento desta célula, como pode-se
ver o modelo é regido pelo modelo Malthusiano até t., e em seguida, devido
a divisao celular, tem o crescimento regido por algum outro modelo, que

momento, nao vem ao caso.

SO0

Neste capitulo, vimos que Malthus sustentava que o crescimento é even-
tualmente, limitado por algum fator que deve conté-lo como fome, guerra,
condigoes sanitarias precarias, polui¢ao ambiental e miséria [2]. No capitulo
seguinte, estudaremos dois modelos que levam em consideracao fatores li-
mitantes do meio, um deles foi proposto em 1838 pelo matematico belga
Pierre-Francois Verhulst, conhecido como o modelo de Verhulst ou modelo
Logistico e o outro, proposto em 1971 por Montroll, é uma generalizagao

do modelo Logistico.



Capitulo 3

Modelo de Verhulst e Modelo de
Montroll

No capitulo anterior, analisamos o comportamento do crescimento de
uma populacao através do modelo de Malthus, e pudemos ver que este mo-
delo é mais apropriado quando estudamos o crescimento inicial de uma po-
pulacao e também quando estamos considerando casos ideais, ou seja, nao
existem fatores limitantes do meio. No entanto, quando investigamos casos
mais realisticos, devemos considerar alguns fatores que interferem no cres-
cimento da populagao [1]. Em 1838, o matematico belga Pierre-Frangois
Verhulst propos um modelo que levava em consideracao esses fatores, o
modelo de Verhulst ou mais usualmente conhecido como modelo Logistico.
Seu modelo supoe que uma populacao cresce até um limite maximo sus-
tentavel e depois tende a se estabilizar. Desta forma, sua equagao incorpora
a queda de crescimento da populagao que deve estar sujeita a um fator ini-
bidor. Esse modelo teve um grande impacto quando, no inicio do século
XX, os pesquisadores americanos R. Pearl e L. Reed utilizaram-no para

projetar a demografia americana [3]. Porém, mesmo sendo um modelo que
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aproxima razoavelmente bem casos reais, ele possui algumas limitagoes,
em que uma delas é o fato de que o ponto de inflexdao (ou de crescimento
maximo) da curva esta sempre localizado no ponto Ny,r = K/2, em que K
é um parametro relacionado com a capacidade do meio, e isto nem sempre
acontece na maioria das variaveis relacionadas a fenomenos com tendéncia
assintotica [1]. Com o intuito de traduzir o crescimento assintético de uma
variavel, Montroll, em 1971, propos um modelo geral levando em conta que
o posicionamento da variacao maxima pode ser qualquer valor entre Ny e
K.

Neste capitulo, trataremos numeérica e analiticamente esses dois mode-

los, levando em consideracao as respectivas peculiariedades de cada um.

3.1 Modelo de Verhulst

Para analisarmos o modelo de Verhulst, vamos considerar que o termo
r, que na equacao de Malthus era constante, agora é substituido por uma
funcao g(N) que depende da prépria populacao. Assim, da equagao (2.6),

temos a expressao
dN ()
dt
A fungao g(N) é escolhida de forma que g(N) ~ r > 0 quando N for

— g(N)N(1). (3.1)

suficientemente pequeno, g(N) < 0 quando N for suficientemente grande
e que g(N) decresga linearmente quando N cresce. Portanto, escrevemos

g(N) da seguinte forma

g(N)fo‘( —%)
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e, portanto, a equagao (3.1) é substituida por

T =y (1- 5 ) = v . G2

sendo b = r/K. O novo termo introduzido na equagao (3.2) é a taxa de
crescimento efetiva e depende do tamanho da populacao. Se N < K a taxa
de crescimento é positiva, se N > K a taxa de crescimento é negativa e se
N = K ocorre um equilibrio estavel. Por equilibrio, entendemos que NN seja
constante, ou seja dN/dt = 0 e, consequentemente, r(1— N/K) = 0, isto é,
N =0ou N = K. A constante K é chamada de capacidade de suporte do
meio. Ela representa a populacao limite estabelecida pela disponibilidade
de recursos naturais como espago, comida, efeito de predadores, etc [13].
Ainda na mesma equacao, o coeficiente r é chamado de taxa de crescimento
intrinseco, ou seja, a taxa de crescimento na auséncia de qualquer fator
limitador.

A solucao da equacao Logistica pode ser obtida por uma simples inte-

gracao como sera mostrado a seguir. Dada a equacao

% _ {r (1 - %)} N, (3.3)

em que N(0) = Ny, obtemos

e — .

A primeira integral da equacao (3.4) pode ser resolvida pelo método das

fracoes parciais e com algumas manipulacoes algébricas, podemos encontrar

K Ny et
N(t) = )
() K—i—NO(e”t—l)

(3.5)

Essa é a solucao do modelo Logistico. Note que o numerador da equacao

(3.5) se assemelha bastante com o modelo de Malthus. Este modelo possui
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algumas propriedades interessantes, conforme veremos a seguir. Por exem-
plo e consistente com o conceito de equilibrio, toda populacao tende a um
valor limite fixo independente do tamanho da populacao inicial (desde que

esta nao seja nula).

3.1.1 Analise da estabilidade do Modelo Logistico

Dada a solucao para o modelo Logistico, podemos fazer algumas observacoes
referentes a constante K e a estabilidade da funcdo N (). Nesse sentido,
se dividirmos o numerador e o denominador da equagao (3.5) por K, veri-

ficamos que
NO ert
N(t) = N .
1 —|— K (67" — 1)

Dessa forma, se K — oo, vemos que Ny/K — 0 e, assim, retornamos a

(3.6)

solucao da equacao de Malthus obtida em (2.8). Isto significa, que quando
K — 00 o meio passa a ter disponibilidade ilimitada de recursos natu-
rais, o que leva a um crescimento exponencial da populacao. Em segundo
lugar,visando analisar a estabilidade de N(t), relembramos que os pontos
criticos do modelo (dN/dt = 0) sato N = 0 ou N = K. A solucdo de
equilibrio N = 0 é instavel, pois todas as outras solucoes, mesmo que bem
proximas de zero, divergem dela. Se pensarmos em uma populagao com
uma populagao inicial bem pequena (mas nao nula), a espécie considerada
nunca atingira a extincao. Ja a solucao N = K ¢ assintéticamente estavel.
De fato, podemos também analisar a solugao de N(t) no limite em que

t — oo. Dada a equagao (3.5), temos que

. . K NO 6” 1 K N()

= = lim

00 t—o0 K 4+ Ny (et — 1) =00 K e "t + No(1 — e~ t)
(3.7)
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—rt

Quando t — oo, obtemos e — 0 e, assim,

, 0 se Ny=0
Ny = lim N(t) =
fme0 K se Ny#0
A Figura 3.1, mostra o gréfico da solugao (3.5) para diferentes valores de
Ny. Podemos perceber que, independente do tamanho inicial da populacao,
toda solugao nao nula tende a K quando t — oo. Assim, K se comporta
como um atrator.

N(t)
No=15K

No=12K

Figura 3.1: Solugao do modelo Logistico para valores diferentes de Ny.

Comparando as Figuras 2.4 e 3.1, observamos que as solugoes para o
modelo Malthusiano crescem infinitamente, enquanto que as solugoes para
o modelo Logistico tendem a um limite estabelicido pela disponibilidade de
recursos naturais quando t — oo. A figura 3.2, evidencia a diferenca entre
os modelos de Malthus e Logistico. Note que, embora essas duas solugoes
sejam bastante distintas, elas sao bastante parecidas nos instantes iniciais
do crescimento.

Na equacgao (3.2), dN/dt pensado como uma fungao de N apresenta
comportamento de uma pardbola com concavidade voltada para baixo,
cuja as raizes N = 0 e N = K sao os pontos de equilibrio da equagao (3.3)

(Figura 3.3). Derivando a equagao (3.2) em relacao a t e igualando a zero,
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N |

Figura 3.2: Diferenca entre os modelos de Malthus e Logistico.

encontramos o ponto de inflexdo N(t) = K/2. No presente caso, quando
h& um ponto de inflexao, significa que em uma vizinhanca a sua esquerda, a
taxa de crescimento da populacao aumenta e a direita a taxa de crescimento
da populacao diminui ou vice-versa. Tal ponto, corresponde ao valor de
maximo da curva na figura 3.3. Assim, a variacao populacional atinge seu
valor maximo, quando a populagao atinge a metade da capacidade suporte
K. Podemos ainda, encontrar o instante ¢;,y em que a populacao atinge a

variagdo maxima. Fazendo N(t) = K/2 em (3.5), verificamos que

K K Ny e
i 3.8
2 K+N0 (6”—1)’ ( )
o que implica que
1 K — N,
tinf=—In| ——— |, 3.9
g=1n < No ) (3.9)

com r # 0 e Ny < K. Dessa forma, podemos resumir algumas observagoes
qualitivas e quantitativas a respeito do modelo de Verhulst. Sao elas:
i) Se Ny > K, N(t) tende a K decrescendo e nao temos ponto de

inflexdo. Nesse caso, dN /dt < 0.
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ii) Se Ny < K, Ny < N(t) < K e N(t) tende a K crescendo e temos
um ponto de inflexdo. Nesse caso, a equagao (3.3) mostra claramente que
dN /dt > 0.

iii) Se ti; > 0 = In (KTiVO) >0 = K%(fv(’ > 1. Portanto, K >
2Ny = Ny < K/2. Isto significa, que se Ny < K/2, temos inflexao e para
K/2 < Ny < K nao ocorre inflexao.

aN
dt

K K N
2

Figura 3.3: Taxa de crescimento em funcao do tamanho da populagao - Modelo Logistico.

Exemplo 3.1 - Crescimento da populagao de Maringa - Curva
Logistica

Para modelarmos o crescimento da populacao da cidade de Maringa-Pr,
de acordo com o modelo Logistico, vamos utilizar os dados contidos na
tabela (2.1). Podemos construir um grafico que ajusta o modelo Logistico
para tal crescimento. Novamente, usamos o software Mathematica 7.0 e
calculamos os valores de Ny, r e K em que Ny = 0,9577 x 10° hab,
r = 0,035 ano ' e K = 8,1226 x 10> hab. Conhecendo estes valores,
podemos construir um grafico da solugao para o crescimento da populacao
de Maringa-Pr (Figura 3.4).

Segundo os parametros calculados, a estimativa é de que no ano de 2400
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AN(t)

8 x 10°F

6 x 10°f
4 % 10°F

2 x 10°

A T R T EE I S T S >
20 40 60 80 100 120 140 t

Figura 3.4: Gréfico da populacao de Maringd - Modelo Logistico.

a populacao da cidade de Maring4 seria de aproximadamente 8, 1 x 10° hab,

o que significa que a densidade demografica seria de 1,66 x 107% hab/m?.

AN ()
8 x 10°|

6 x 10°|
4 % 10°}

2 % 10°}

>
20 40 60 80 100 120 140 t
Figura 3.5: Grafico da comparagdo entre os modelos Malthusiano e Logistico para o

crescimento da populacao de Maringa.

Comparando os exemplos 2.1 e 3.1, tem-se que, inicialmente as curvas

que descrevem o crescimento da populacao de Maringa sao muito préoximas,
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mas quando estimamos esse crescimento para tempos futuros elas diver-
gem (Figura 3.5). O crescimento da populagao, quando regido pelo mo-
delo Malthusiano, tende a crescer infinitamente, o que seria um problema
se pensarmos nos limites geograficos, mercado de trabalho do municipio
e recursos financeiros. J& se analisarmos o crescimento regido pelo mo-
delo Logistico, quando fazemos uma estimativa para tempos futuros, por
exemplo, para o ano de 2400, a populacao tende a aproximar-se de K que
funciona como um limitador devido aos recursos disponiveis pelo meio.
Assim, o modelo Logistico seria o mais razoavel para descrever o cresci-
mento da populagao de Maringa. A Figura 3.5, nos mostra que os ajustes
Malthusiano e Logistico nao apresentam diferenca significativa na regiao
em que temos dados. Esse fato indica que a evolucao populacional de Ma-
ringa estd, basicamente, regida por uma dinamica sem fatores limitantes

relacionados a K infinito.

OO0

O modelo de Verhulst, assim como o de Malthus, possui algumas li-
mitagoes. Por exemplo, o ponto de inflexdao (ou crescimento méaximo) da
curva estd sempre localizado no ponto K/2 o que nem sempre acontece na
maioria das variaveis relacionadas a fenomenos com tendéncia assintotica.
Além disso, ele nao leva em conta que a taxa de producao de novos mem-
bros da espécie depende da idade dos pais, ou seja, que os novos membros
nao contribuem de imediato para o aumento da espécie [1]. Levando em
consideracao esses fatores, trataremos agora de um modelo generalizado
que considera o comportamento assintotico de uma variavel, assumindo

que o posicionamento da variacao maxima possa ocorrer para qualquer
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valor entre Ny e K.

3.2 Modelo de Montroll

Como vimos, o modelo de Verhulst possui ponto de inflexao constante,
em N = K/2. Visando outro ponto de inflexdo (N # K/2), em 1971,
Montroll propés um modelo geral na tentativa de suprir essa limitacao.
Nesse modelo, conhecido como modelo de Montroll, a taxa de crescimento
relativo é decrescente com relagao a N (t), porém nao necessariamente linear

como no modelo Logistico [7]. Sua equagao é dada por

% = AN [1 - <%)a} : (3.10)

com A > 0ea > 0. O valor do parametro « é o indicador do ponto de
inflexdo da curva. Quando a = 1, retornamos a equacao (3.3), que é o
modelo de Verhulst. Ja o parametro A representa a taxa de crescimento
relativa quando IV é pequeno.

Como no modelo Logistico, podemos resolver a equacao para o modelo

de Montroll fazendo integracoes, isto é,

N dN t
/NO VT @ :/O \dt. (3.11)

Calculando as integrais e com algumas manipulagoes algébricas, podemos

encontrar a solucao para a equacao de Montroll, dada por

Ny K

N(t) =
" [N§ = (Ng = Ko)emon]t

(3.12)

ou ainda

N(t) = . (3.13)
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3.2.1 Andalise do Modelo de Montroll

Para determinarmos onde o crescimento ¢ maximo, ou seja, N;,r, vamos

considerar d?N /dt* = 0, uma vez que dN/dt > 0 pois Ny < N(t) < K.
Para tal, notemo que
d*N dN N\ N
g (-5) -~ (

N\*'an
dt? dt K dt
dN N\*“ N\*“
= —|1-(=]) —al=] |. 14
(&) ()| @19
Logo, temos
PN o (NY'_ L N1\
a2 K) a+1 K \a-+1

e, portanto,
1 1/a
Ninr =K . 3.15
=5 (1) 3.15)

A principal diferenca entre os modelos de Verhulst e Montroll esta na
posicao do ponto de variacao méaxima, enquanto no primeiro tal ponto
corresponde a K /2, no segundo é dado por (3.15). Assim, o ponto de
inflexao pode ser alterado de acordo com a necessidade do problema, ou
seja, dado o valor de K, Ny, dependera somente do parametro o. Para

ilustragao, vamos substituir alguns valores de o encontrados em [1]:

a=3 — Npyy=0,6299 K
a=2 — Nyy=0,5773 K
a=1 — Ny =0,5000 K

a=05 — Nyj;=04444 K

a=0,25 = N;=0,4096 K.

Vimos que, para diferentes valores de o o ponto de inflexao varia, mas

0 que aconteceria se « se aproximasse de zero? Ou entao, se a tivesse um
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valor muito grande, ou seja, & — 00?7 Observamos da equacao (3.15) que
quando a > 0 decresce, o ponto de inflexao também decresce e tende a um
valor positivo e igual a K/e = 0,3678 K com o — 0. Para verificarmos

tal afirmacao, tomamos o limite de &« — 0 por valores positivos. Assim,

obtemos
1\ 1 K
lim Ni; = K lim — K- ~ 2 (3.16)
a0+ a0t \ 1 4+« limg o+ (1 + )t/ e

e

Por outro lado, quando « cresce, a curva e o ponto de inflexao tendem

assintotica e suavemente ao valor de K. Tomando o limite de @ — +o0,

encontramos
1 @
lim N,y =K lim < > =K. (3.17)
a—r+400 a—+oo \ 1 + «
N(t)
K
No

Figura 3.6: Solu¢ao do modelo de Montroll para diferentes valores de oe. Dado K, o ponto

de inflexao é determinado pelo valor do parametro a.

Na Figura 3.6, podemos facilmente visualizar que para valores diferentes
de « temos curvas diferentes, mas que sempre tenderao assintoticamente a
K. Acabamos de verificar a estabilidade, se desejassemos apenas os pontos

de equilibrio, bastaria usar o mesmo procedimento utilizado no modelo
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Logistico. Realmente, partindo de (3.10) e igualando a zero, verificamos

Cil—j;[ =0= AN l1 — (%)a] = 0. (3.18)

Portanto, os pontos de equilibrio sao N = 0e N = K. Para N = 0,

que

nos deparamos com um ponto de equilibrio instavel, pois todas as outras
solugoes irao divergir desta, mesmo que bem proximas de zero. Ja para
N = K, temos um ponto de equilibrio estéavel, pois todas as solucoes,
independentemente do tamanho inicial da populacao, desde que esta seja

diferente de zero, tenderao assintoticamente a K.

3.2.2 Modelo de Montroll em contextos gerais

Apesar de nossa discussao ser sobre dinamica de crescimentos de populacoes,
vamos fazer algumas observagoes sobre o uso das equagoes (2.6), (3.3),
(3.10) ou a mais geral (3.1). Essas equagbes podem ser empregadas em
muitos contextos além do foco deste trabalho. Nesse cenario mais amplo
do modelo de Montroll, o ¢ poderia nao representar o tempo e N nao seria

a quantidade de individuos. Se o modelo de Montroll for escrito como

dN
— =AN-bN" 3.19
dt Y ( )

os parametros A e b poderiam ser nulos ou negativos. Uma ilustracao de tal
situagao [11] poderia se referir a distribuigdo do nimero de candidatos, N
(o andlogo do nosso N), com v (o similar do nosso t) votos. Para eleigdes
de vereadores, tem-se A = 0 e b > 0 (Figura 3.7), A < 0 e b > 0 para
elei¢oes de deputados estaduais (Figura 3.8) e deputados federais (Figura

3.9).
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Vereador

log N ()

log,,v

Figura 3.7: Grafico log-log da distribuigao de votos para vereadores, retirado da referéncia

11].

Deputado
Estadual

_3 L | L | L 1 L L L L
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0
log,v

Figura 3.8: Gréfico log-log da distribuicao de votos para deputados estaduais, retirado da

referéncia [11].
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Figura 3.9: Grafico log-log da distribui¢ao de votos para deputados federais, retirado da

referéncia [11].



Capitulo 4

Modelo de Gompertz

Neste capitulo, trataremos de um modelo bastante adequado para estu-
dar crescimentos celulares, de plantas, bactérias, tumores, etc. Tal modelo
foi desenvolvido em 1825 pelo matematico e atuario Benjamin Gompertz
[4]. O modelo de Gompertz, como é chamado, utiliza uma taxa de inibigao
da variavel de estado que é proporcional ao logaritimo desta variavel. Isto
significa que a taxa de crescimento é grande no inicio do processo e muda
rapidamente para um crescimento mais lento. Esta caracteristica, é tipica

de crescimentos celulares [1].

4.1 Modelo de Gompertz

Para descrevermos o modelo de Gompertz, vamos definir N(¢) como
sendo uma certa populacao celular em um instante de tempo £. Sua equacao

é dada por

%:aN—bN InN = N(a—b lnN) (4.1)

com N(0) = No, a > 0 e b > 0. Os parametros a e b representam o
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crescimento intrinseco das células. Essa equacao pode ainda ser escrita de
uma maneira mais elegante, para isso consideremos K como sendo o limite
da populacao para um tempo infinito, ou seja, N, = K. Isto equivale a
dizer que nao estamos procurando por solucoes que nao divirjam para um
tempo infinito. No limite de ¢ — 0o, devemos ter dN/dt = 0, caso contrario

a solugao iria divergir. Portanto, usando a equagao (4.1), chegamos a

%mzo — a—-blhK=0 = a=0b0hK. (4.2)
Esta equacao nos diz como os parametros a e b devem estar relacionados
afim de obtermos uma solucao convergente.
Podemos fazer algumas observagoes a respeito do tamanho da populagao
N; sao elas:
i) Se N — 07, a populagao é muito pequena e temos que r(N) =

a — b In N serd muito grande pois

]\}1_{]& r(N) = ]\}5101+ (a—b InN) = +oc. (4.3)

Esse fenomeno é caracteristico das reacoes enzimaticas em que os valores
de N(t) s6 podem ser observados a partir de algum valor Ny > 0 [13].

ii) Ser(N)=0,a—bInN=0=a=bInK =b InN, ouseja, N =K
(que é o caso em que a populacdo ja atingiu o seu limite de crescimento).

Dessa forma, podemos voltar na equacao (4.1) e reescrevé-la como

AN K K\’

e a taxa de crescimento ¢é escrita da forma r(N) = In (K/N)".

Assim como para os modelos ja tratados neste trabalho, podemos en-
contrar a solu¢ao da equacao (4.1). Fazendo uma mudanga de varidvel

z = In N, verificamos que

dz 1 dN
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e, por uma simples integracao, obtemos

d 1
/ : :/dt — ——In|ja—-bz|=t+c
a—bz b

Usando as condicoes iniciais, temos que ¢ = —% In|a—0bInNy|. Logo,

In|a—bz|=—-bt+ In|a—>b InNy|. Assim, a solugao é dada por

2(t) = % [a—(a—b InNy)e "] . (4.7)

Voltando a varidavel N = e*, obtemos a solucao para equacao de Gompertz

a

)exp {— (5 — In NO) e_bt} : (4.8)

Sls]

N(t) = el

ou ainda, lembrando que a = b In K, obtemos

t

N(t) = K <%> | (4.9)

Note que, conforme esperado, no limite t — oo, temos N — K.

4.1.1 Analise do Modelo de Gompertz

Para analisarmos o crescimento de uma populacao de acordo com o modelo
de Gompertz, assim como nos modelos Logistico e de Montroll, devemos
encontrar o ponto de inflexao da curva, ou seja, onde ocorre o maximo
crescimento da funcao. O procedimento para tal é semelhante ao realizado
em (3.14), em que fazemos a derivada segunda de N (t) e igualamos a zero.

Assim, a partir de

&N d [(dNY dN N\ dN
_ —(—pm —p) 4.10
at? dN(dt)dt ( YK )dt’ (4.10)
temos
d*N

N K
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Ainda podemos encontrar em que instante o ponto de inflexao ocorre,
bastando resolver a equacao

e_btinf
Ny K 1 K
N(tins) = K | — = —=tpr=-In{ln— ). 4.12
o =K () =T tw—gh(ng). @

Na Figura 4.1, podemos ver o comportamento da curva que descreve o
modelo e também ter uma ideia de onde os pontos de inflexoes acontecem.

O grafico mostra a solugao do modelo de Gompertz para diferentes valores

de Ny com b =1.

K

Figura 4.1: Solugao do modelo de Gompertz para diferentes Ny.

O modelo de Gompertz ¢é frequentemente utilizado para descrever tumo-
res sélidos. Aspectos do problema de lidar com uma geometria complexa,
com o fato de as células no interior do tumor nao terem facil acesso aos
nutrientes e oxigénio sao simplificados e podem efetivamente ser modelado
por uma taxa de crescimento que diminui a medida que a massa de células
cresce [7]. Apesar de ser um modelo relativamente simples, as equagdes de
Gompertz concordam muito bem para o crescimento de um tumor, como

veremos no exemplo a seguir.
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Exemplo 4.1 - Crescimento de tumores sélidos

Para exemplificarmos o uso do modelo de Gompertz, nos baseamos
no artigo publicado pelo grupo de Biomatematica IMECC - UNICAMP,
“Analise do Modelo de Gompertz no crescimento de tumores sélidos e
inser¢ao de um fator de tratamento”[6]. O artigo consiste em utilizar a
equacao de Gompertz para estudar o crescimento de um tumor sélido, in-
serindo na equacao um fator que representara a acao de um determinado
tratamento, que terd a finalidade de diminuir o volume da massa tumoral
ou diminuir seu crescimento. Os dados utilizados no artigo foram retirados

de [16]. Utilizando a equagao de Gompertz, dada por

dN K

é considerado que N(t) é a populagao de células tumorais no instante t,
K ¢é a capacidade de carga do tumor, ou seja, o tamanho maximo que um
tumor pode atingir com os nutrientes disponiveis, com K > 0 e r a taxa
de crescimento instrinseca das células, com r > 0. A condic¢ao inicial do
problema é dada por N(0) = ng. Dessa forma, a solucao que descreve o

crescimento inicial de uma populacgao de células tumorais é dada por
N(t) = K e m0w/K), (4.14)

Com o desenvolvimento da angiogénese !, a populacao N(t) tende a au-
mentar cada vez mais, e assim ¢ analisado o limite de N(¢) para um longo

periodo de tempo

lim N(t) = K. (4.15)

t—00

LA angiogénese é o processo pelo qual os tumores desenvolvem novos vasos capilares sanguineos. O
processo é fundamental para que haja progressao do tumor e estd intimamente relacionado com a formacgao
de metastases. Por isso, inibir a angiogénese é uma potencial estratégia no desenvolvimento de farmacos

antitumorais [15]
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r K N(0)

0,0060 10  10°

Tabela 4.1: Parametros para construgao da curva de Gompertz

Os valores para os parametros da equagao de Gompertz foram extraidos

de [16] e encontram-se na Tabela 4.1. Foram construidos, respectivamente,

os gréaficos de dN /dt x t, referente a equacao (4.13) e N x t, referente a

solugao da equagao de Gompertz (4.14). (Figuras 4.2 e 4.3).

2, % 1017

1.5 = 1010

1, % 1010 -

Variagdn populacional, db/dt

3, % 10°

T T T T T T T T T 1
2, 1012 4, % 1012 6, « 1012 g2, % 1012 1, =108

Populag#o tumoral, N{t)

Figura 4.2: Grafico dN/dt x N referente a equagao (4.13).

De acordo com os dados obtidos, a conclusao que se teve foi a de que se

a populcao de células tumorais estiverem abaixo do valor de K ela tende a

crescer em direcao a esse valor a medida que os ciclos de evolugao temporal,

t, aumentam. Dessa forma K, é a solucao de equilibrio estavel da equacao

(4.13). Mas até esse ponto, foi observado o crescimento do tecido tumoral

sem a administracao de um tratamento, como quimioterapia ou medicacao

especifica, e o que se espera é que com técnicas de tratamento o equilibrio

populacional das células tumorais seja alcancado bem antes da capacidade

de carga, ou que a taxa de crescimento dessa populacao diminua com a
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Y
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200 400 a00 a00 1000 1200
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Figura 4.3: Grafico N x t referente a solucao da equacao de Gompertz (4.14).

acao do tratamento.

Para a simulagao do tratamento, foi inserido um novo termo na equacao
de Gompertz, sendo que na sua ausencia devemos ter novamente a propria
equagao de Gompertz (4.13) e com sua atuacao ele funciona como um re-
tardador do crescimento da populagao de células tumorais, N (). Os dados
utilizados para a insercao do tratamento foram dados reais, de tumores tra-
tados com uma droga chamada endostatina. A endostatina é uma proteina
natural que bloqueia a formacao de vasos sanguineos, fazendo com que, no
caso de cancer, o tumor nao receba os nutrientes. Dessa forma, destruindo
as células tumorais [8]. Assim, a nova equacao para o modelo de Gompertz
fica escrita da forma

dN K

em que, v representa a “forga”da atuagao do medicamento, ¢(t) sua con-
centragao no organismo e N(t) a populagao de células tumorais. Para a

funcao ¢(t), tem sido usado

c(t)=cy Ste (4.17)
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r K N(@0) ¢ vy

0,0060 10 10° 0,04 0,04
Tabela 4.2: Parametros para construgao da curva de Gompertz com a inser¢ao de um
tratamento.
em que

0, sem considerar tratamento

S =
1, considerando tratamento .

Os resultados obtidos foram encontrados por simulacoes computacionais
e estao presentes na Tabela 4.2, e nas Figuras 4.4 e 4.5, que representam
respectivamente, uma comparacao das simulacoes computacionais da va-
riacao populacional versus populacao de células tumorais, sem e com a
consideracao do fator de tratamento e uma comparacao entre as curvas
que representam a populagao de células tumorais com o passar do tempo,

sem e com a consideracao do tratamento.

-~ e
1 -
2, % 104 A // ~
] / ~
/ ~
\
// \\
5 L3 x 109 - / T e ~
= i - bl
] / e S \\
E L.t B
g | F AR 4 \.\ N
T oLkl oS N
& ]t Y
o ~
e [/ KUY
= *
K 11+ N
sxipd 4 17 \.\\
11 A}
—]'j. — - — Considerando tratamento, 3=1 \‘
_‘ = = Jem considerar tratamento, 3=0 N
: A
0 T T 5

T T T T T T 1
0 2, % 1012 4, % 1012 6, = 1012 g, = 1012 1, =108

FPopulagio celular tumoral, NCE)

Figura 4.4: Gréfico da comparacao entre as curvas de dN /dt x N sem e com a consideragao

do tratamento.

Os resultados observados, quando um fator de tratamento é inserido sao
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Figura 4.5: Grafico da comparacao entre as curvas de N X t sem e com a consideracao do

tratamento.

0s seguintes:

i) De acordo com o gréfico da figura (4.4), foi verificado que a taxa
de variacao da populacao de células tumorais é drasticamente reduzida
quando se considera o tratamento com endostatina. Esse resultado indica
que com o tratamento, o crescimento da populacao de células tumorais sera
retardado em comparacao ao seu crescimento sem o tratamento;

ii) Pelo grafico da figura (4.5), foi observado que, no caso em que se con-
sidera a insercao do tratamento, S = 1, a populacao de células tumorais,
N(t), cresce bem mais lentamente do que no caso em que esse tratamento
nao ¢é considerado, S = 0. Isto representaria um ganho de tempo e quali-
dade de vida ao paciente.

De acordo com o exemplo citado, e em um cenario geral do modelo
de Gompertz, tem-se que, embora seja um modelo simplificado, ele nos
permite modificagoes e ajustes razoavelmente bons para estudos de casos
em que consideramos populacoes reais, tanto de células, plantas ou outros

sistemas bioldgicos [13].
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4.2 Modelos de Gompertz e Montroll: Uma conexao
Uma possivel e bem conhecida definicao da funcao exponencial é

er = Tim (1+ f)" (4.18)
n—0o0 n

Se nessa definicao nao tomarmos o limite n — oo, teremos uma familia de

fungées que tem como caso limite (n — oo) a exponencial. Dito de outra

forma, chegamos a uma generalizacao da funcao exponencial, em que o

parametro n dita o grau desta generalizacao.

Essa exponencial generalizada aparece naturalmente em nossos estudos.
Por exemplo, na equacio (3.15), tivemos a oportunidade de usar (14 )"/
que corresponde a uma exponencial generalizada com x = 1 en = 1/a.
Outro exemplo estd presente quando consideramos o modelo de Montroll
(3.19) com A =0,b=—1e N(0) =1, isto é,

dN

em que usamos o = ¢q. Como pode ser verificado diretamente por substi-

tuicao em (4.19), a solugao desta equagao diferencial é
N(t) =[1+ (1 —q)t]/9 (4.20)

e, portanto, é uma exponencial generalizada com x =ten = 1/(1 — q).

Portanto, a exponencial discutida aqui, e7, sera definida por

ey = [L+ (1= q)a] /77, (4.21)

sendo que a exponencial (usual) corresponde ao limite ¢ — 1 (n — 00).

Assim como a funcao logaritmica é a inversa da funcao exponencial

(In(e®) = z e ¥ = 1), podemos escrever uma funcio logaritmica ge-
neralizada 2, tal que, lnq(eg) =xe eén‘I(I) = z. Em particular, o uso da

2As funcoes exponencial e logaritmo empregadas aqui tém sido largamente usadas no contexto da

mecanicaestatistica ndo-extensiva [17]
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equacao (4.21) nessa tltima relagdo conduz a

l=q _
x 1
[ =-— 4.22
@) = T (122)
Naturalmente, da mesma forma que lim,,; €; = e”, tem-se que lim, 1 In,(r) =
In(z). Com esta fungao In,(z), podemos generalizar a equacao de Gom-

pertz (4.1) substituindo In(x) por In,(x), ou seja,

dN

Ao usar a equagao (4.22) na (4.23), verificamos que a equagao (4.23) se
reduz ao modelo de Montroll (3.19) com A =a+b/(1 —¢q), b="0/(1—q)
e a = —q. Constatamos, entao, que a equagao (4.23) fornece um cendrio

unificado para os modelos de Gompertz e de Montroll.



Capitulo 5

Consideracoes Finais

Para concluir essa monografia, vamos fazer algumas consideragoes finais
que, de alguma forma, representam os principais aspectos qualitativos e

quantitativos que direcionaram nossos estudos.

e De maneira geral, conseguimos alcancar os objetivos do trabalho, que
era estudar o crescimento de populagoes isoladas via modelos ma-
tematicos simplificados e assim obter caracteristicas que descrevem

esse crescimento.

e Portanto, analisamos quantitativa e qualitativamente as equacoes que
regem o crescimento populacional em cada modelo e assim investi-
gamos aspectos gerais das populagoes, visando os conceitos biolégicos

envolvidos nessa dinamica.

e Fizemos comparagoes entre os modelos estudados, buscando discutir

a conexao entre estes.

e Em um cenario mais amplo, vimos que as equagoes empregadas nesse
trabalho podem ser usadas em outros contextos além da dinamica de

populacoes.
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e Por fim, gostariamos de ressaltar que as equacoes aqui apresentadas
representam um comportamento efetivo do sistema como um todo.
Modelos mais detalhados, envolvendo diretamente a interacao entre
individuos e suas localizagoes espaciais, poderiam ter sido aqui discu-
tidos. Entretanto, os detalhes de calculos seriam bem mais elaborados.
Foi justamente este aspecto, conjuntamente com a boa concordancia
das equacoes discutidas nesse trabalho com dados experimentais, que

motivou a nossa linha de estudo.
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