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1 GRAFICOS

Os graficos desempenham na Fisica Experimental um papel preponde-
rante. Mais facilmente pelos graficos do que pelos ntimeros pode-se tomar
conhecimento de um determinado fendémeno, verificar a validade de uma
certa lei, etc. Por este motivo impoe-se o estudo dos mesmos.

1.1 Escalas

Iniciaremos o nosso estudo pelas escalas que vém a ser segmentos de
reta sobre os quais vem marcados pequenos tracos e aos quais correspondem
numeros ordenados. Esses nimeros sao chamados argumentos da reta e
representam os possiveis valores de uma grandeza fisica.

Chama-se PASSO de escala, a distancia, arbitraria, medida em unida-
des de comprimento, geralmente em cm, que separa dois tracos quaisquer
da escala. Chama-se DEGRAU de escala, a variacao da grandeza fisica
apresentada na escala correspondente ao passo.

Definimos MODULO DA ESCALA, como o valor absoluto da relagao
entre passo e o degrau.

ME:‘ PASSO ’

DEGRAU

Espaco disponivel no papel milimetrado

Mg < . —— .
~ | Maxima variagao entre os valores obs. no laboratoério

1.2 Graficos cartesianos

Quando em um determinado fenémeno fisico temos a variacao de duas
grandezas tal que, para os estados up,us,us,...,u, de uma delas corres-
pondem respectivamente vy, vo, vs, ..., v, da outra, fazemos a utilizacao de



graficos cartesianos em que os eixos cartesianos sao suportes de escalas, con-
venientemente escolhidas.

Para a confeccao de um gréfico cartesiano, como mostraremos em um
exemplo adiante, deve-se proceder do seguinte modo:

1. No papel milimetrado que dispomos, devemos saber o comprimento ¢
disponivel no eixo dos x e qual o comprimento d disponivel no eixo dos y.

2. Conhecendo os valores das varidveis que se deseja lancar no grafico,
determinemos as méaximas variagoes das abcissas e ordenadas, chamando U
e V cada uma dessas variagoes, portanto:

U=u, —un

e
V =v, — 1.
3. Os médulos das escalas devem ser tais que:
c
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Os médulos calculados pela relagao acima geralmente dao niimeros fra-
cionarios. Estes mddulos ndao devem caracterizar a escala, e sim outros,
pouco menores aos obtidos, os quais permitem uma facil localizacao das
grandezas a representar.

4. Procedemos a marcacao das escalas, mediante sua graduagao.

5. Sobre o papel marcamos os pontos: (u1;v1),..., (un; vy ), envolvendo-os
por um pequeno circulo.

6. Finalmente procuramos passar uma reta ou curva continua a mais
préxima possivel por esses pontos.

1.3 Identificacao da variavel dependente e a independente.

Para identificar qual a varidvel que é a independente e que deverd ser
disposta no eixo X, observemos alguns casos:

1) A segunda lei de Newton a qual é representada pela equacao F' = ma,
estd grafada numa forma de facil memorizagao. Entretanto se dispomos de
um corpo de massa (m ), para que ele se mova ou seja freiado, isto é, altere
seu estado de movimento, é condigao fundamental que alguma forga externa
( F ) atue sobre o corpo.

Entao a varidvel forga (F) é a que produz a alteragdo no movimento do
corpo e produzird uma aceleragao ou desaceleragao.
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Figura 1: Identificacao da varidvel independente na segunda lei de Newton

e I é a varidvel independente ( eixo X );

e (a) aceleragao, varidvel dependente ( eixo Y ), conforme a Fig.(1),

a=()F, M

m

onde % é o coeficiente angular.

2) Um circuito composto de um resistor ( R ) e uma fonte de tensao
( V), Fig.(2-a), no instante que a chave for fechada Fig.(2-b ), os terminais
do resistor estarao submetidos a uma diferenca de potencial, resultando no
deslocamento de cargas elétricas no circuito que é denominado de corrente
elétrica. Este evento é representado pela lei de Ohm:

V=Ri:. (2)

(a) ib)

Figura 2: Circuito elétrico: ( a ) a chave estd aberta; ( b ) a chave estd
fechada e circula corrente



O agente que produzira o deslocamento das cargas elétricas ( corrente )
serd a voltagem ( V).

e A voltagem ( V) é a varidvel independente e deverd ser langada no
eixo X.

e A corrente (i) é a varidvel dependente e, ird para o eixo Y.
A eq.(2) terd a seguinte forma:
i==V, (3)
onde % é o coeficiente angular.
Exemplo numérico

Consideremos a experiéncia de deslocamento de um liquido em prove-
tas, quando nas mesmas sao introduzidas esferas de didmetros varidveis,
conforme a tabela(1), onde (V) é o volume do liquido deslocado para uma
esfera de diametro, (D), isto é : V = f(D).

N [ V (em?) D (cm)

110,1%0,1| 0,595 £ 0,005
2 02 +0,1]0,712 + 0,005
3 10,3+ 0,1 0,800 + 0,005
4 04+0.1 0,871 +0,005
5 |04+£0,1] 0,952 £ 0,005
6 | 0,6 £0,1] 1,029 £ 0,005
710, 7+0,1] 1,110 &+ 0,005
8 |09 =+0,2] 1,198 &+ 0,005
9 1 1,0£0,2 | 1,201 £+ 0,005
10| 1,2 £ 0,2 | 1,347 £ 0,005

Tabela 1: Volume em funcao do diametro das esferas

A folha de papel milimetrado deve ser disposta de forma que o lado maior
corresponda ao eixo das abcissas (D), isto é, a varidvel independente e, o
menor ao das ordenadas (V), varidvel dependente. Deixa-se uma margem &
esquerda e abaixo dos respectivos eixos. Dispondo no eixo das abcissas 20
cm e, no eixo das ordenadas 15 cm, as maximas variacoes observadas, no
laboratério devem estar dentro das limitacoes impostas ( 20 x 15 cm ) . Os
respectivos modulos de escala serao:

20cm
(1,347 — 0,595)cm

Mp < < 26,59cm/cm. (4)
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13cm
1,4cm?
onde 14=(1,2 4+ 0,2).
Adotemos como médulo de escala no eixo das abcissas Mp = 26ecm/cm

e no das ordenadas My = 9em/em3. A posi¢do de cada ponto no papel
milimetrado serd dado por:

< 9,20em/em?. (5)

MVS‘

ZT; :MD(Di—Dl), (6)

yi = My (V; — V). (7)

As unidades de x; ey; deste exemplo sdo em cm. Assim a posicao do 12
ponto a partir da origem sera:

21 = (26°2) (0,595 — 0,595)(cm) = 0 cm,
cm

g.om

_ 3\
y1 = ( Cm3).(0,lcm ) =0,9cm.

Os erros correspondentes a este 12 ponto serao dados por:

ep = Mp . (Erro do instrumento)p,

e = (26°2). (£0,005¢m) = +0,13¢m
cm

ey = My . (Erro do instrumento)y,

cm
= (9—=).(£0,1em?) = £0,9¢cm.
ey = ( cm3) ( em?) cm

De forma anéaloga, serao calculados os outros pontos e lancados no papel
milimetrado. Observe-se que nao é necessario que todas as graduacoes nos
eixos sejam numeradas; no presente trabalho faremos de 5 em 5 cm. Feita
esta graduagao, escreve-se o significado de cada escala, didmetro em cm e
volume em cm®. Marcar no fim das escalas os seus médulos. Esta marcacao
¢é dispensavel quando se trata de um grafico de simples verificagao de lei ou
quando as graduacoes das duas escalas sao iguais.

Por fim, lanca-se no grafico os pontos, envolvendo-os de um pequeno
circulo. Podemos em seguida tragar uma curva (ou reta) que melhor se
adapte a estes pontos, ver Gréafico(1).
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1.4 Linearizagao de graficos

Frequentemente nos gréaficos de um trabalho experimental é possivel pre-
ver a natureza da funcdo matemadtica que une as duas varidveis, ao invés
de tragar uma curva no gréfico, efetua-se uma transformacao em uma das
varidveis ou em ambas de tal forma a obter uma reta[1]'. Este procedimento
¢é também utilizado quando se deseja verificar experimentalmente uma lei ja
conhecida.

Essas transformacoes podem ser realizadas nas escalas, usando-se escalas
funcionais, as quais sdo chamadas anamorfoses ou, o que é mais comum
fazer-se alguma operagdo sobre as varidaveis conforme pode-se verificar nos
Graficos(01),(02) e (03) deste texto.

Os graficos anamorfoseados possuem uma importancia fundamental, pois
dessa forma consegue-se ajustar, mais facilmente, uma reta a pontos ali-
nhados, do que em uma curva nos pontos, ainda mais levando em conta que
os pontos originarios de uma determinacao experimental nao estao rigoro-
samente sobre uma curva.

As operagoes devem ser realizadas de tal modo que as duas grandezas,
apds as operagoes, sejam diretamente proporcionais, o que consiste numa
operagao contraria a lei.

Vejamos alguns exemplos:

12 Na verificagado da lei do péndulo:— O periodo de oscilagado de um
péndulo simples é diretamente proporcional a raiz quadrada do comprimento

(T = k\/g); neste caso devemos elevar ambos os membros da equagao ao

quadrado e teremos no grafico uma reta. Lancando no eixo dos X, as va-
riagoes de (L/g) e, para o eixo do Y, o quadrado dos periodos.

2¢ Na verificacao da lei de Boyle-Mariotte:— Sob temperatura constante,
os volumes ocupados por uma mesma massa gasosa sao inversamente pro-
porcionais as pressoes que suportam [V = k‘(%)], neste caso, devemos fazer
um grafico tomando para X o inverso das pressoes determinadas e, para Y,
os volumes.

1.5 Tipos de ajuste

Como j4a se disse, os pontos representativos dos estados das grandezas
nao estao exatamente sobre uma curva. Impoe-se pois o problema da deter-
minagao da curva que melhor se adapte aos pontos do grafico. Estudaremos
apenas o caso do ajuste de uma reta. O ajustamento de uma reta pode
ser grdfico ou analitico. O método gréafico é mais rapido, tendo no entanto
duas desvantagens: primeiro requer habilidade para melhor ajustar a reta

1O ntmero entre colchetes representa a referéncia bibliogréfica.
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Figura 3: Determinacao grafica da equacao da reta

fazendo uma compensacao dos erros e segundo, as determinacoes que se fa-
zem a partir dessa reta sao sempre grosseiras. O ajustamento analitico se
faz empregando o processo dos minimos quadrados o qual realiza simulta-
neamente a compensagao dos erros. Vejamos no item seguinte o estudo da
reta, que serd posteriormente aplicado a estes dois tipos de ajustes.

1.6 Graficos da forma = Y = b+ aX.

Na Geometria Analitica a expressao acima representa a equacao de uma
reta em que a é o coeficiente angular e b o coeficiente linear. Na Fisica
a e b geralmente tém um significado perfeitamente definido, razao pela
qual mesmo modificando o passo da escala do gréafico, os valores para essas
varidveis devem continuar constantes. Uma vez feito o grafico, a e b podem
ser determinados, tanto pelo método grafico como pelo analitico.

Através da Fig.(3), obteremos os parametros a e b da funcao y = (b+azx).
Sejam M, e M,, respectivamente, os médulos das abcissas e ordenadas.

Como ja foi dito anteriormente, o mdédulo representa a razao entre a
distancia de dois pontos da escala e a variacdo correspondente da varidvel.



Logo:

CcP P,C
1 e My: n

xT

Tp — 1

Yn — Y1
cP, = M;(x, — 1)

e P,C = My(yn — y1).

Da Fig.(3) obtemos:

P.C M — M —
CcP M, (xn - xl) M, x, — x1

Recordando a Geometria Analitica, na qual o coeficiente angular de uma
reta é dado pela relacao

Yn — Y1
= — 9
= (9)

Considerando esta expressao e a Eq.(8) podemos escrever:

M,
tan 0 = Mya, (10)
x
M,
a = tan 6 —. (11)
M,

De modo semelhante, determina-se o valor de b

A Geometria Analitica nos assegura que yg = b, logo:

M, = B9 (13)
b
BO

b = i (14)

Desta forma a equacao da reta obtida pelo método gréafico serd

BO M,
= — — tan 6) X. 1
i+ Gr ) (15)

Y



1.7 Ajustamento analitico

O ajustamento analitico se faz, de posse dos valores x1, xo9, ..., T, para
0s quais correspondem respectivamente y1, 42, ..., Yn, aplicando o sistema de
equacoes:

N N
bNN + azij\?lxi = sz\?ﬁﬁ (16)
D SARE IS D DARE S D DA oL

que permite calcular a e b. Neste sistema N representa o niimero de medi-
das.

Exemplo 01

Determinar a equacao do volume, relativo aos dados da Tabela(1), a qual
sera representada por:
V = b+ a(D?),

e os coeficientes a serem determinados a e b serao obtidos do sistema:

bN + aX(D) = XLV a7
b (DY) + aX (D = YN, DV

Obs.: A demonstracdo da obtencao do sistema acima serd visto em
Cidlculo Numérico.

Dj(em?) | Vi(em?®) | (D})*(em®) | D}Vi(em")
0,210 0,1 0,044 0,02
0,360 0,2 0,129 0,07
0,512 0,3 0,262 0,15
0,660 0,4 0,435 0,26
0,862 0,4 0,743 0,34
1,089 0,6 1,185 0,65
1,367 0,7 1,868 0,95
1,719 0,9 2,954 1,54
1,732 1,0 2,999 1,73
2,444 1,2 5,073 2,03

Tabela 2: Volume x Diametro®

Sendo
N N
Y D} =10,955 > V;=58;
i=1 =1

N N
> (D})?=16,597 e Y DGi*V; =8,677.
=1 i=1



Substituindo os resultados da tabela no sistema, obtemos:

106 + 10,955a = 5,8
10,955b + 16,597a = 8,677.

Resolvendo o sistema pelo método de Cramer:

10 10,955 | '
detA_' 10,955 16,597 ‘_45’958’
5,8 10,955 | ‘
det A _’ 8,677 16,507 ‘_ 1, 199;
10 58 | _
det Ay _‘ 10.955 8,677 '_ 93, 237;
detAl
b= — 0,0261;
det A 0,0261;
det AQ
= ———% = 0,5056.

Assim a equagdo da reta que reprentard o V = f(D), sera:

Vo = 0,0261 4 0,5056D3.

O célculo dos desvios serd obtido

Sy = Vi — Vo

A soma dos desvios:

N
> 6y, = 0,101em?.
=1

N
> 6%, = 0,027cem®.
i=1
Calculo do desvio padrao:
N
>im1 0%,

L= 40,0544 cm?®.

v=\Non

10
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(19)

(20)
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D3(em?) | Vg.(em?®) | Ve.(em?) | dv(ecm3) | 6% (emb)
0,210 0,1 0,031 -+ 0,069 0,005
0,360 0,2 0,208 - 0,008 | 6,586~°
0,012 0,3 0,285 + 0,015 | 2,259~
0,660 0,4 0,360 + 0,040 0,002
0,862 0,4 0,462 - 0,062 0,004
1,089 0,6 0,577 | + 0,023 | 0,001
1,367 0.7 0,717 | - 0,017 | 2,977 2
1,719 0.9 0,895 | + 0,005 | 2,279°°
1,732 1,0 0,902 + 0,098 0,010
2444 1,2 1,262 | -0,062 | 0,004

Tabela 3: Calculo dos desvios do V = f(D?).

Calculo do desvio padrao do valor médio:

PO
— = == — 4 0,0172cm?5.
oy NN —1) , cm

Exemplo 02

Construir em papel milimetrado, um grafico, referente aos dados experi-
mentais da Tabela(2) (V x D? ), observe que os pontos estdo relativamente
alinhados. Isto nos leva a tragar uma reta por estes pontos, conforme pode
se ver pelo Gréfico(2). Supondo que a funcao que se deseja descobrir|2]
tenha a seguinte forma:

V = k D“. (23)

Aplicando o desenvolvimento logaritmico a ambos os membros da equagao
acima, teremos:

log V.= log k + « log D. (24)

Comparando esta tltima equacao com a da reta y = b + a x, obteremos:

y = logV,
b = log k,
a = a
z = log D.

11



Ajustando pelo método dos minimos quadrados:

+ a(XCY, log D;)

Nb sz\; log Vi
b(Zi]\il log D;) + a Zf\;l (log D;)?

Zi]\il log D; - log V;.
(25)
Utilizando-se os valores da Tabela(1) e, aplicando o logaritmo conforme
os elementos da Eq.(25), obtém-se a Tabela(4).

log D; (log D;)? log V; log V; - log D;

- 0,225483 | 0,050843 - 1,0 + 0,225483
- 0,147520 | 0,021762 | - 0,69897 + 0,103112
- 0,096910 | 0,009392 | - 0,522879 + 0,050672
- 0,059982 | 0,003598 | - 0,397940 + 0,023869
- 0,021363 | 0,000456 | - 0,397940 + 0,008501
+ 0,012415 | 0,000154 | - 0,221849 - 0,002754
+ 0,045323 | 0,002054 | - 0,154902 - 0,007021
1 0,078457 | 0,006155 | - 0,045757 | - 0,003590
1 0,079543 | 0,006327 0.0 0.0

+ 0,129368 | 0,016736 | + 0,079181 + 0,010243

Tabela 4: Célculo de parametros do sistema.

N
) “log D; = —0,206152;
i=1

N
> (log D;)* = 0,117477;
=1
N
D log V; = —3,361056;
=1

N
> log V; - log D; = 0,408516.

i=1
100 — 0,206152a = -—3,361056 (26)
—0,206152b + 0,117477a = 0,408516.
O sistema tem por solugao:
a = 2,99599
mas como ¢ = o entao o = 2,99599, e b = —0,27434 mas como b =

log k, entdo k = 10°, isto é, k = 0,53169.

12
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A funcdo que representa os dados experimentais sera:

V = 0,53169 D959 (27)
Veja o Gréfico(3).

1.8 Determinacgao grafica dos coeficientes.

Utilizando o transferidor, meca o angulo no grafico do Exemplo 2, que tu
o fizeste. O angulo 0 seré de aproximadamente 33°. Aplicando na Eq.(11),
os moédulos de escala e o angulo, obtém-se o valor do coeficiente angular.

M
a = -2 tan 6,

\4
84
a = 10‘”Cnm tan 33°; a = 0,5195;
cm3

BO 0,24cm cm
b = = 2 = 0,024 em?.
My, 10 cem? ’ an

V = 0,024 + 0,5195 D3.

Observe-se a precisao entre os valores de “a”determinados pelos dois

. o
processos com o tedrico (a = §).

EXERCICIOS:

1) Usando o Gréafico(3) , determine os parametros “k”e “a”da eq(23).
Sugestao: Marque dois pontos P; e P, conforme a figura(4), sobre a
reta que passa pelos pontos experimentais. Determine o coeficiente angular

log A —log B
o= 8L 08T (28)
logC' — log D
a=q.
Usando a eq.(24), isole o coeficiente linear log k = b,
b=log V — « log D. (29)

Novamente sobre a reta do grafico, marque um ponto P e substitua os valores

correspondentes,
b=log E — « log F. (30)

13
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Figura 4: Pontos auxiliares sobre o Gréfico(3)
Q(c) | 10,0 | 6,0 | 3,5 | 20 | 1,1
t(s) | 0,0 | 16,0 | 32,0 | 48,0 | 64,0

Tabela 5: Observacoes relativo a calorimetria.

como logk =05, entdaok = 10°.

Dado a tabela

Supondo que a lei que rege o fenémeno seja do tipo:

Q = Aexp™.

(31)
2) Determine os parametros “A”e “a”da equacao(31), utilizando papel
mono-log.

3) Faga a mesma coisa do item 2, utilizando papel milimetrado. Lem-
brete: Para determinar o “o’

a e o

“A” use as equagoes(11 e 14).
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