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“Da menor particula a maior galdxia, para
tudo existe uma resposta calculdvel”.

Albert Einstein
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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo investigar o comportamento do péndulo
elastico plano, por meio de uma abordagem tedrica, computacional e
experimental. O péndulo eldstico é um sistema fisico, composto por uma massa
suspensa por uma mola que pode oscilar livremente e que apresenta uma série
de efeitos e caracteristicas bem interessantes, como por exemplo, transicao
ordem-caos-ordem com o aumento da energia, e o efeito da ressonancia
autoparamétrica, dependendo somente das condicdes iniciais do sistema e da
energia. As equagoes de movimento sao bem complexas e acopladas o que torna
uma solugao analitica invidvel, sendo assim, sera utilizado multiplas abordagens
combinando andlises tedricas, simulagdes numeéricas e experimental, sob o ponto
de vista das trés formulagdes da mecanica classica (Newtoniana, Lagrangiana e
Hamiltoniana). Ao final do trabalho, espera-se apresentar uma compreensao
satisfatoria do problema do péndulo eldstico, bem como suas principais

caracteristicas e comportamentos sob diferentes condigdes.

Palavras-chave: Dinamica Nao Linear, Andlise Computacional, Ressonancia

Autoparamétrica, Transi¢ao Ordem-Caos-Ordem.
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ABSTRACT

This work goal to investigate the behavior of the flat elastic pendulum,
through a theoretical, computational and experimental approach. The elastic
pendulum is a physical system, composed of a mass suspended by a spring that
can oscillate freely and which presents a series of very interesting effects and
characteristics, such as, for example, order-chaos-order transition with increasing
energy, and the effect of self-parametric resonance, depending only on the initial
conditions of the system and energy. The equations of motion are very complex
and coupled, which makes an analytical solution unfeasible, therefore, multiple
approaches will be used combining theoretical analyses, numerical and
experimental simulations, from the point of view of the three formulations of
classical mechanics (Newtonian, Lagrangian and Hamiltonian). At the end of the
work, it is expected to present a satisfactory understanding of the elastic
pendulum problem, as well as its main characteristics and behaviors under

different conditions.

Keywords: Nonlinear Dynamics, Computational Analysis, Autoparametric

Resonance, Order-Chaos-Order Transition.
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Capitulo 1 - Introducao

1.1 - Introducao

O estudo do péndulo elastico revela-se um desafio intrigante e
recompensador para compreendermos a complexidade da dinamica nao linear
em sistemas mecanicos. Este sistema fisico, composto por uma massa presa a uma
haste flexivel, encontra suas raizes na andlise de sistemas mecanicos simples,
porém suas equagoes de movimento tornam-se intrincadas e desafiadoras de

resolver devido ao acoplamento complexo entre as variaveis.

As referéncias académicas, como "Dinamica Nao Linear e Caos " de Steven
H. Strogatz ou " Dinamica Cldssica de Particulas e Sistemas" de Stephen T.
Thornton e Jerry B. Marion, contextualizam essa complexidade. Para resolver o
problema do péndulo eldstico plano, utilizaremos as trés formulagoes
fundamentais da mecanica classica: a Mecanica Newtoniana, a Mecanica
Lagrangiana e a Mecanica Hamiltoniana. Demonstraremos que todas convergem
para os mesmos resultados, porém cada uma revela particularidades que
contribuem para uma compreensdo mais profunda do comportamento do

péndulo elastico.

A resolucdo analitica das equagdes do péndulo eldstico € um desafio
notavel, pois as equagdes resultantes sao acopladas e transcendem a solugao
direta. Esse impasse impulsionou a adogao de métodos computacionais
avangados, como simula¢des numeéricas, para explorar o comportamento do

sistema.

Por meio dessas simulagdes, é possivel obter uma compreensao mais
profunda da dinamica nao linear do péndulo eldstico e analisar seus
comportamentos complexos. Dois fendmenos notdveis emergem desse estudo: a

ressonancia autoparamétrica e o efeito de transicdo ordem-caos-ordem. A
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ressonancia autoparamétrica revela a capacidade do sistema de mudar de regime
de oscilacdo e amplitude quando submetido a condi¢des especificas com

frequéncia proxima a sua frequéncia natural.

Por outro lado, o efeito de ordem-caos-ordem descreve a transicao
complexa do comportamento regular para o cadtico e, posteriormente, de volta a
ordem, conforme certos parametros do sistema sao variados, em especifico a
energia do sistema. A combinagdo entre a teoria solida e as simulagOes
computacionais oferece uma visao abrangente do péndulo elastico, destacando

sua intrincada dinamica e os fendmenos cativantes que surgem em sua interagao.

Este estudo ndo apenas contribui para o nosso entendimento fundamental
da Fisica de sistemas nao lineares, mas também abre portas para aplica¢des
praticas e inovagdes futuras. A abordagem computacional oferece um caminho
promissor para explorar e compreender esses sistemas, permitindo avangos na

compreensao de fendmenos dinamicos desafiadores.

Em sintese, a complexidade subjacente ao péndulo elastico oferece um
convite intrigante para mergulhar em um universo repleto de fendmenos
fascinantes e desafios instigantes. Esta pesquisa nao busca somente iluminar a
dindmica intricada do péndulo elastico, mas também revelar as multiplas facetas

de sua complexidade e os fendmenos cativantes que emergem de sua interacao.
Mecanica Classica

A Mecanica Classica é uma das vdarias dareas da Fisica e que foi
desenvolvida principalmente entre os séculos XVII e XVIII, tem como objetivo
analisar e descrever o movimento a partir das forgas, as forgas e as variagoes de
energia que atuam sobre um corpo, bem como sua evolucao temporal e as

equacoes que as descrevem.

Atualmente, pode ser estuda sob trés formulagOes diferentes, porém

totalmente equivalentes, sdao elas, a Mecanica Newtoniana, a Mecanica

18



Lagrangiana e a Mecanica Hamiltoniana. Fla é chamada de "classica" para se
distinguir das teorias mais recentes, como a Mecanica Quantica, Mecanica

Estatistica e a Teoria da Relatividade, desenvolvidas no século XX.

A mecanica Newtoniana descreve como os objetos se movem em resposta
a forgas que atuam sobre eles, ela estabelece as leis fundamentais que explicam o
movimento e a dindmica desses movimentos, desde particulas individuais até
sistemas complexos. J& a mecanica lagrangiana e hamiltoniana sao duas
formulagoes alternativas da mecanica classica que descrevem o movimento em

fungao ndo mais das forgas, mas sim das energias que envolvem o sistema.

A mecanica lagrangiana foi desenvolvida por Joseph-Louis Lagrange no
final do século XVIII. Essa formulagao ¢ baseada no principio de agdao minima,
também conhecido como da minima agao. Esse principio afirma que o caminho
seguido por um sistema fisico entre dois pontos no espago e no tempo é tal que a

integral de uma grandeza chamada "agao" seja minima.

Ao aplicar o principio da minima agao, podemos derivar as equagdes de
movimento do sistema, conhecidas como equagdes de Lagrange, que sao
equivalentes as equagdes de Newton, mas com uma abordagem mais geral e
simétrica. A principal vantagem da mecanica lagrangiana € a sua capacidade de
lidar com sistemas mais complexos e coordenadas generalizadas, o que a torna

especialmente util em problemas com simetrias e restrigoes.

J& a mecanica hamiltoniana foi desenvolvida por William Rowan
Hamilton no século XIX como uma extensao da mecanica lagrangiana. Nessa
formulagao, em vez de trabalhar com posigoes e velocidades como nas equagoes
de Lagrange, utiliza-se um conjunto diferente de varidveis: as coordenadas

generalizadas (q) e os momentos conjugados (p).

Em resumo, a mecanica lagrangiana e a mecanica hamiltoniana oferecem

duas formula¢des matematicamente poderosas e equivalentes para descrever o
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movimento de sistemas mecanicos. A escolha entre essas formulagoes
geralmente depende da complexidade do problema em questdo e da
conveniéncia das varidveis utilizadas para representar o sistema. E importante
notar que, apesar das diferencas nas abordagens matematicas, as trés
formulagdes sao equivalentes e produzem as mesmas equagdes de movimento

para sistemas mecanicos.

Apesar da Mecanica Classica ser altamente precisa para a descrigao de
muitos fendmenos observados no cotidiano e até mesmo na astronomia, ela nao
¢ suficiente para descrever o comportamento de particulas subatomicas, para
objetos em altas velocidades proximas a velocidade da luz ou para objetos com
massa muito grande. Nessas situagoes, teorias mais avangadas, como a mecanica
quantica e a teoria da relatividade, sdo necessdrias para uma descri¢aio mais

completa do universo fisico.
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Capitulo 2 — Mecanica Classica

2.1 - Revisao Sobre Mecanica Newtoniana

A Mecanica pode ser dividia em cinco grandes areas de estudo, sao elas:

Cinematica, Dinamica, Estatica, Meios Continuos e Mecanica Celeste.

e Mecinica Cinematica: E o estudo e a descri¢cdo dos possiveis movimentos
de corpos materiais, sem se preocupar com a andlise de suas causas.

e Mecanica Dinamica: E o estudo das causas dos movimentos e seus
possiveis efeitos, como por exemplo, Forcas, Energia, Momento, Trabalho
e etc.

e Mecinica Estatica: E o estudo de forcas e sistemas de forcas, com
referéncia particular aos que atuam sobre os corpos em equilibrio ou em
repouso.

e Mecanica de Meios Continuos: E um estudo que propde um modelo
unificado para sélidos deformaveis, sélidos rigidos e fluidos. A mecanica
de meios continuos se divide em duas partes:

o Mecinica de Soélidos Rigidos e Deformaveis: E o ramo
da Mecanica de Meios Continuos que estuda comportamento
deformavel dos solidos. Neste contexto a matéria é constituida por
um meio continuo de posi¢des bem definidas, de modo que
deformacgoes, translagoes e rotagoes possam ser bem descritas e
dissociadas para analise, assim, € possivel descrever as tensodes,
deformacdes e as rela¢Oes entre estas quantidades. Este ramo inclui
a Resisténcia dos Materiais na Mecanica dos Solidos.

o Mecénica dos Fluidos: E o estudo do comportamento dos fluidos

(liquidos e gases) em repouso ou em movimento. Ela abrange o

estudo das propriedades dos fluidos, como densidade, pressao,
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viscosidade e velocidade, bem como as leis que regem o movimento
e o equilibrio desses fluidos.

e Mecanica Celeste: Também conhecida como Gravitagao, é o estudo do
movimento dos corpos celestes e as interagdes gravitacionais entre os
mesmos, como planetas, luas, estrelas e outros objetos astronémicos no
espacgo. Seu objetivo principal é descrever e prever os movimentos desses

corpos ao longo do tempo.
Descrevendo um Movimento

Inicialmente, para descrever o movimento de corpos e sistemas fisicos,
iremos abstrair o objeto que serd estudado para uma particula, ou seja, um objeto
cujo tamanho (dimensdes) e estrutura interna (forma geométrica — comprimento,
largura e altura) sejam despreziveis para a andlise do problema; também pode

ser chamado de ponto material.

Um dos objetivos da mecanica cldssica, € encontrar equagdes ou
expressoOes genéricas, capazes de especificar a posi¢ao de objetos em fungao do
tempo, ou seja, buscar uma equagao que seja capaz de descrever o movimento
como um todo, levando em conta a aceleragao, as forgas, as energias, a posigao e
o tempo decorrido. Para isso, faz-se necessario definir algumas propriedades

para entao poder matematizar a teoria.

o Referencial - E o ponto que adotamos para analisar se um corpo estd em
movimento ou em repouso e também € utilizado para indicar a posigao do
mesmo.

e Movimento — Refere-se a mudancga de posi¢ao de um objeto em rela¢do a
um ponto de referéncia ao longo do tempo. Pode ser descrito em termos
de velocidade, direcao e aceleragao. Um objeto estd em movimento

quando sua posi¢ao estd mudando em rela¢dao a um referencial fixo.
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¢ Repouso —Indica a condigao de um objeto que nao esta se deslocando em
relagdo a um referencial especifico. Quando um objeto permanece na
mesma posi¢ao em rela¢gdao a um ponto de referéncia ao longo do tempo,

ele esta em repouso.

Ambos os conceitos sao relativos ao referencial adotado para observar o
movimento ou a auséncia dele, de modo que um objeto pode estar em movimento
em relacdo a um referencial, enquanto estd em repouso em relagdo a outro

referencial.

Trajetoria — E o conjunto de sucessivas posi¢oes ocupadas por um corpo em

movimento. A trajetoria depende do referencial.

Posicdo — Refere-se ao local especifico ocupado por um objeto em um
determinado momento no espaco. E descrita em termos de coordenadas em um
sistema de referéncia, que pode ser um sistema de coordenadas cartesianas (com
eixos x, y e z) ou outro sistema que permite a localizagao precisa do objeto. Se um
ponto material P se move ao longo de uma reta [, seu movimento é retilineo. Se [
¢ uma reta ordenada com coordenada x, e se a coordenada de P no instante t é

x(t), entdao x é a fungao posicao de P.

Figura 1 — Representacdo do Movimento em 1 Dimensio

> 2iX0 X

I 3
A J

o
{ Jav]

Fonte - Autor
Deslocamento — E a variagao da posicao da particula em movimento, ou seja, a

distancia percorrida com relagao a um ponto fixo, um referencial.
Ax =x—x, (1.1.1)

Onde x é a posicao em t e x, a posi¢ao em ty.
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Velocidade — Define-se velocidade de uma particula, em um intervalo de tempo

At, como sendo a razao entre o deslocamento Ax realizado e o intervalo de tempo

At decorrido, isto é:

dx

dt

Pode-se descrever a posigao de
uma particula especificando um ponto no
espago, desde que se conhecam trés
coordenadas (usualmente utilizam-se
retangulares), mas no caso de particulas
que se movem ao longo de uma linha reta,
apenas uma coordenada é necessaria.

Para descrever o movimento de uma

particula, especificam-se as coordenadas

como fungao do tempo (Mecanica, Symon):

¢ Uma dimensao: x(t).

e Trés dimensoes: x(t), y(t) e z(t).

(1.1.2)

Figura 2 - Representacdo do Movimento em 3 Dimensoes
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Fonte - Autor

Logo, para cada uma dessas coordenadas, podemos escrever:

_dx-
Cdt

dy

Uy =X v

(1.1.3)

vzzz':—

dt

Aceleragdo — A aceleragao ¢ uma grandeza fisica que representa a taxa de

variagao da velocidade de um objeto em relagao ao tempo. Em outras palavras, a

aceleragao ¢ a medida de quao rapido a velocidade de um objeto esta mudando

em um determinado intervalo de tempo. Matematicamente, temos:

dv d*x
a _

Tde de?

(1.1.4)

Para definir as componentes da aceleracao ay, a, e a,, podemos fazer de duas

formas equivalentes.
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T dt dt?

dv, _ d%
ay—vy=d—ty=y=? (1.1.5)

. dy, d?z

@ =0 =G == g

As Leis do Movimento, de Newton

Sir Isaac Newton (1642-1727) foi um cientista, matematico e fisico inglés
cujas contribui¢Oes revolucionaram a fisica e a matematica. Ele formulou as trés
leis do movimento, contribuiu para os avangos da Optica, contribuiu para o
estudo das séries de poténcia, em que, generalizou o teorema binomial para
expoentes ndo inteiros e formulou teoria da gravitacdo universal, explicando o
comportamento dos corpos em movimento e as interagOes gravitacionais no
universo. Além disso, juntamente com o matematico alemao Gottfried Leibniz,

desenvolveu o cdlculo diferencial e integral.

As leis do movimento de Newton, também conhecidas como leis de
Newton, sdo trés principios fundamentais formulados pelo mesmo em sua obra
"Philosophiee Naturalis Principia Mathematica" (Principios Matematicos da Filosofia

Natural), publicada em 1687 e podem ser enunciadas da seguinte forma:

o 1° Lei de Newton (Lei da Inércia) — Todo corpo permanece em
estado de repouso ou de movimento uniforme, em linha reta, a
menos que seja obrigado a muda-lo por forcas aplicadas sobre ele.

o 2°-Lei de Newton (Principio Fundamenta da Dindmica) — A taxa
de variagao de momento linear é proporcional a forga aplicada, e na
direcao em que a forca age.

o 3°Lei de Newton (Lei da A¢ao e Reagdo) — Para cada acao existe

sempre reacao igual e oposta.
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Na segunda lei, momento linear € definido como produto da massa pela
velocidade da particula. Momento linear, para o qual usaremos o simbolo p, tem
trés componentes, definidos ao longo dos eixos x, y e z pelas seguintes equagoes
(Mecanica, Symon):

N

p=mv (1.1.6)
Dx =MV ; py=mv,; p,=mv, (1.17)
Logo, podemos definir for¢a, como sendo:

. dp d(mv) dv L = R
F——t—TAF—mE—ma..F—ma (1.1.8)

A deducao da equacgao (1.1.25) so € valida considerando um cendrio em
que a massa do sistema permanece constante. Esta premissa é fundamental para
a validade da equacado resultante. Juntas, as leis do movimento de Newton
fornecem os fundamentos para a descrigio do movimento de corpos materiais

sob a influéncia de forgas.
Teorema do Momento e da Energia

O Teorema do Momento Linear e da Energia é um principio da mecanica
classica que estabelece uma relacao entre 0 momento linear (ou quantidade de
movimento) e a energia cinética de um sistema fisico em movimento sob a
influéncia de forcas externas. Esse teorema ¢ uma combinacao dos principios de
conservacao do momento linear e da energia mecanica. Considerando o
movimento de uma particula de massa m ao longo de uma linha reta,
considerada o eixo x, sob agdo de uma forga F dirigida também ao longo do eixo

dos x, como na figura 3.

Figura 3 - Particula Sob Agdo de Uma For¢a

F

> eixo x

S
3

ry
Y

Fonte - Autor
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Sabe-se que o movimento de uma particula em uma dimensao pode ser
descrito pala segunda Lei de Newton, dessa forma, podemos escrever a equagao
do momento linear na forma diferencial 1.1.8, para obter a equagao na forma

integral basta reorganizar a equacgao da seguinte forma 1.1.9 e integrar 1.1.10:

dp=Fdt (1.1.9)
D2 t2
f dp =f Fdt (1.1.10)
P1 ty

Lembrando que p; - E o momento linear da particula no tempo t; e p, - Eo

momento linear da particula no tempo t,.

Resolvendo a integral, temos:

t2
t

1

Em que a equagao acima (1.1.11) leva o nome de teorema do momento

linear na forma integral. E também, o termo:

[
f F dt (1.1.12)
t

1

E o impulso da forca F sob a particula, entre o instante t; e t,, que acaba

interferindo no momento da particula.

Outra grandeza de consideravel importancia € a energia cinética, definida

pela equacao:
1
T = Zm v?  (1.1.13)

Agora, mostraremos que a equagao acima se relaciona com a segunda Lei

de Newton. Para isso, utilizaremos a equagao (1.1.8):

dv
—=F 1.1.14
m ( )

Multiplicado ambos os lados por v (velocidade), temos:
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dv
mv—=vF (1.1.15)

Sabemos que:

d(l 2)_ dv (1.1.16)
dt va —mvdt 1.

Logo, temos o teorema da energia na forma diferencial, expressa pela
equagao abaixo (1.1.17):

a_ r (1.1.17)
=V 1.
Para obter a equagdo na forma integral, basta reorganizar a equagao acima

e integrar:

dT = v F dt (1.1.18)
T;

2
dT = f v Fdt (1.1.19)
t

T 1

A equagao (1.1.19) leva o nome de teorema da energia na forma integral e
o termo v F representa a poténcia fornecida pela forca F. Resolvendo a parte da
direita da equagao, vamos fazer as seguintes consideragoes:

dx

F dt =
vFdt T

Fdt=Fdx (1.1.20)

Logo, podemos escrever o teorema da energia na forma integral da

seguinte forma:

X2
T,—T, = f Fdx (1.1.21)

X1

O termo F dx representa o trabalho realizado pela forga.
Forca Dependente do Tempo F = F(t)

Forcas dependentes do tempo, também conhecidas como forgas ndo

conservativas, sao aquelas cuja magnitude e dire¢ao variam ao longo do tempo.
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Diferentemente das forcas conservativas, que possuem energia potencial
associada e nao realizam trabalho liquido em trajetdrias fechadas, as forgas
dependentes do tempo realizam trabalho liquido em trajetérias fechadas,

causando mudangas na energia mecanica total do sistema.

Essas forgas nao conservativas podem surgir de varios mecanismos, como
atrito, arrasto aerodinamico, forcas de resisténcia, forcas magnéticas ou forcas
elétricas nao conservativas. Elas desempenham um papel importante em muitos
fendmenos fisicos e sao fundamentais para explicar o movimento de objetos em
situagOes nao ideais, onde a energia mecanica do sistema nao é completamente

preservada.
Para estudar esse problema, vamos partir da 2° Lei de Newton e
reorganizar os termos:

W_r o (1122)

F
dv=—dt (1.1.23)
m

Agora, podemos integrar essa equacao:
v t F

f dv = f —dt  (1.1.24)
Vo to m

Resolvendo, temos:
1 t
v—v,=—| Fdt (1.1.25)
m

to

Sabemos também, que:

dx
v= I = dx=vdt (1.1.26)

Integrando essa expressao (1.1.26), temos:

x t
f dx = f vdt  (1.1.27)
X0 t

0
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t t
x—xozfvdt = x=x0+fvdt (1.1.28)
t

0 to

Substituindo a equagao (1.1.25) em (1.1.28), chegamos a (1.1.29):
1 t t
x(t) =xg+vyt+— dtf Fdt (1.1.29)
mle,  Jt,

Ao trabalhar com forcas dependentes do tempo, é necessario considerar o
trabalho realizado por essas forgas ao longo das trajetorias percorridas pelo
sistema. A energia mecanica do sistema pode ser convertida entre energia
cinética e energia potencial, e a soma do trabalho realizado pelas forgas nao

conservativas € igual a variagao da energia mecanica total do sistema.
Forca Dependente da Velocidade F = F(v)

Forcas dependentes da velocidade, também conhecidas como forgas nao
lineares ou forcas viscosas, sao aquelas cuja magnitude e direcdo estao
relacionadas a velocidade de um objeto em movimento. Essas forgas surgem em
sistemas onde ha resisténcia ou atrito viscoso, causando uma desaceleracao

proporcional a velocidade do objeto.

Um exemplo comum de for¢a dependente da velocidade é a forca de
arrasto em fluidos, como o ar. Quando um objeto se move através do ar, a forca
de arrasto atua na diregao oposta ao movimento, e sua magnitude aumenta com

o aumento da velocidade do objeto.

As forcas dependentes da velocidade nao seguem a relagdo linear entre
forca e deslocamento tipica das forcas eldsticas, como a forca de uma mola. Em
vez disso, elas seguem a relagao com a velocidade, o que significa que o trabalho

realizado por essas forcas é proporcional a velocidade do objeto.

Em sistemas sujeitos a forcas dependentes da velocidade, a energia
mecanica total do objeto ndo é conservada, pois parte da energia cinética é

convertida em outras formas de energia, como energia térmica.
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Partindo da segunda Lei de Newton equacao 1.1.8 ou 1.1.15 e isolando os

termos de v, temos:

t
—=— (1.1.30)
m

Integrando, temos:

vdv  (tdt
f—=f —  (1.131)
v to M
Resolvendo a integral:

vd 1 t
j Z_"la @132
v

0 to

j‘"dv_t—to (1133)
., F m o

0
Em que a equagao 1.1.33 esta descrita na dependéncia da velocidade.

Forca Dependente da Posicao F = F(x)

Forcas dependentes da posigao, também podem ser forcas conservativa,
sdo aquelas cuja magnitude e dire¢ao variam em fung¢ao da posi¢ao do objeto no
espaco. Em outras palavras, a forca que atua sobre um corpo é determinada pela

sua posicao em relacdo a um determinado ponto ou referencial.

Essas forcas nao seguem uma relagao simples entre forca e deslocamento,
como as forgas elasticas que obedecem a Lei de Hooke. Em vez disso, a forca
dependente da posi¢ao pode variar de maneira ndo-linear e ndo seguir uma regra

fixa.

Um exemplo ¢é a forca gravitacional, que depende da posi¢ao do objeto em
relagdo a outro corpo com massa. A forga gravitacional diminui com o aumento
da distancia entre os corpos, seguindo a Lei da Gravitagao Universal de Newton.
Mais uma vez, partindo da segunda Lei de Newton, equacao 1.1.8 e o teorema da

energia cinética na forma integral, equagao 1.1.21, temos:

31



X2
T,—T, = f Fdx (1.1.34)

X1

A integral da direita, ja obtida anteriormente, equacao 1.1.21, é o trabalho
realizado pela for¢a quando a particula parte de x; para x,. Portanto, definimos
como energia potencial V(x), como o trabalho realizado pela for¢a quando a
particula se desloca de x para um ponto de referéncia escolhido x;, dessa forma,

temos:

V(x) = fxsF dx = —fo dx  (1.1.35)

x X

Reorganizando a expressao acima, obtemos:

x Xs x
f Fdx = f F dx +f Fdx (1.1.36)
X x Xs

fo dx =V(xy) - V(x) (1.1.37)

Reorganizando, temos:

xF dx =—-V(x)+V(x,) (1.1.38)

Xo

Agora, substituindo a equagao 1.1.38 , na equagao 1.1.34 (teorema da

energia na forma integral), temos:

T,—T, = fo dx = -V(x) +V(x,) (1.1.39)

Xo
W Ty, =Ty =-V(&) +V(x) (1.1.40)
Reorganizando, temos:
T+V(x)=Ty+V(x,) (1.1.41)

Sabendo que:
1
T = S m v?  (1.1.42)
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Substituindo na equagao (1.1.41), temos:

1 1
o m v2+V(x) = S m vE+V(xy) =E (1.1.43)

Note que do lado direito, a equacao s6 depende das condigdes inicias, entao:

1
> mv2+V(x)=T+V=E (1.1.44)

Em que, essa equacgao representa a Lei da Conservacao de Energia
(Cinética e Potencial). Resolvendo a equagao em funcao da velocidade, vamos

isolar v, logo:

1
S m v2+V(x)=E (1.1.45)

v? = %[E V()] (1.1.46)

v = F[E V@ (1.147)
m

Na equagao acima, obtemos a velocidade em termos da energia total

(cinética e potencial), porém, sabemos que:

dx
v= I =dx=vdt (1.1.48)

Escrevendo a equacao (1.1.47) na forma diferencial, temos:

vdt = F [E—VOZdt (1.1.49)
m

dx = \/E[E — V(x)]% dt (1.1.50)
m

dx
dt = (1.1.51)

(2 iE-veop

Isolando dt:
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Integrando:

\/7 f—_ =t—t, (1.1.52)

[E —V(x)]z

,_\

Forca Elastica e Lei de Hooke

A forga eldstica é uma forca restauradora que surge Figura 4 - Sistema Massa-Mola

quando um objeto é deformado (comprimido ou

distendido) em relagao a sua posicao de equilibrio. Essa

forca é tipica de materiais eldsticos, como molas e : v

+X

m

o . < Fonte - Notas de Aula USP
borrachas, e atua na direcdo oposta a deformacao, orte - INotas de £

buscando restaurar o objeto a sua posigao original.

Quando um material elastico ¢ deformado, as suas moléculas se
rearranjam e exercem forgas de interagao que tentam trazer o objeto de volta ao
seu estado de equilibrio. A forca elastica é proporcional a magnitude da

deformagao e é regida pela Lei de Hooke.

A Lei de Hooke descreve o comportamento eldstico de materiais solidos
quando sao deformados. Essa lei foi formulada pelo fisico inglés Robert Hooke

em 1676.

De acordo com a Lei de Hooke, a forca elastica (ﬁ' ) aplicada em um
material elastico € diretamente proporcional a deformacdo (x) sofrida pelo
material, ou seja, € um exemplo de forca dependente da posicao, como visto
anteriormente. Matematicamente, a relacao entre a forca elastica e a deformacao

€ expressa pela seguinte equacao:
F=-kx (1153)

Para resolvermos esse problema, vamos analisar a energia potencial do

sistema, logo:
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V(x) =— fo dx = — fx—k xdx  (1.1.54)

Resolvendo a integral, temos:

2

X X
V(X)—k7| .

— 2 __ a2

Fazendo x; = 0, entao:

V(x) = % kx? (1.1.56)

(1.1.55)

Voltando para a equacgao 1.1.52, e tomando a condigao inicial t; =0, e

substituindo 1.1.56 temos:

\/7[ =t (1.1.57)

E——kxz]

Aqui, faremos uma substitui¢ao de variaveis, logo:

1
E— > kx?=F cos?6  (1.1.58)

1

5 kx?=E(1—cos?8) (1.1.59)

Isolando x:

x? = —sin?6 (1.1.60)

/2 E
X = Tsin@ (1.1.61)

Derivando x em relacao a 8, temos:

dx_ 12 so (1162)
d9_ kCOS ..

E por fim:
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2F
dx = /Tcose do (1.1.63)

Quando x = x,, teremos 8 = 6, assim, resolvendo a integral, temos:

fx dx 0 ?(ECOSQ
Xo

= ——df 1.1.64
1 % 6o VE cos 6 ( )
£~k ?]

6 2 2 6
LO Ed9= E eodg (1.1.65)

Agora, aplicando essa solug¢ao na equacao (1.1.52) para a forga elastica, temos:

Assim, simplificando:

2 (* dx
Ef — =t (1166)
“lE-g k]

\/?ﬁ Lide =t (1.167)

m
\/% 6-0)=t (1.1.68)

Podemos ainda chamar de:
k
w = /— (1.1.69)
m

Substituindo a equagao (1.1.68) na equacao (1.1.69), temos:
1
—~(0—6)=t (1170

Logo:
0=60+wt (1.1.71)

Substituindo a equagao 1.1.71 em 1.1.61, temos:
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2FE
X = Tsin(eo +wt) (1.1.72)

Chamando de 4 a amplitude de oscilagao, temos:

2E
A= |— (1173)

Entdao podemos reescrever a equagao (1.1.72) da seguinte forma:
x =Asin(6, + wt) (1.1.74)

Chegamos entao na equagao que descreve o movimento de um oscilador

harmonico simples.
Oscilador Harmonico Simples

Um oscilador harmonico simples ¢ um sistema fisico no qual a forga
restauradora que atua sobre o objeto é diretamente proporcional ao seu
deslocamento da posicdo de equilibrio e atua na diregio oposta a esse

deslocamento.

Um exemplo comum de um oscilador harmonico simples é o péndulo
simples. Enquanto o péndulo real pode apresentar algumas complexidades
adicionais, o péndulo simples é um modelo idealizado. Ele consiste em uma
massa pontual presa a uma haste rigida e sem massa, pendurada a partir de um

ponto fixo.

O movimento do péndulo simples pode ser aproximado como um
oscilador harmonico, desde que as amplitudes de oscilacao sejam pequenas.
Nesse caso, a forca restauradora é proporcionada pelo componente da gravidade

na direcdo tangente ao longo do arco descrito pelo péndulo.

Outro exemplo cldssico de um oscilador harmoénico simples é o sistema
massa-mola. Nesse sistema, uma massa estd ligada a uma mola ideal

(considerada linear e sem perda de energia) e se move ao longo de um eixo.
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Quando a mola é esticada ou comprimida, ela exerce uma forga proporcional ao

deslocamento da posi¢ao de equilibrio, criando um movimento oscilatdrio.

Tanto o péndulo simples quanto o sistema massa-mola podem ser
descritos por equagdOes diferenciais que demonstram o comportamento
harmonico de seus movimentos, assumindo que as condigoes ideais sao mantidas
e que as amplitudes de oscilagdo sao pequenas o suficiente para aplicar a

linearidade do sistema.

Os problemas envolvendo osciladores harmodnicos simples ¢ um dos
objetos de estudo de grande importantes em mecanica cldssica, pegando como
exemplo o sistema massa-mola ja citado anteriormente e como é mostrado na
figura 4, se x for a medida a partir da sua posi¢ao de equilibrio, a forga de

restauragao da mola é —k x, logo, a equacdo de movimento pode escrita como:
mi=—kx oum¥+kx=0 (1.1.75)

A solugao ¢ um movimento de oscilacdo senoidal simples em torno da
posicao de equilibrio. Se houver uma forca externa aplicada dependente do

tempo, essa equagao torna-se:
mi+kx=F(@) (1.1.76)

O que constitui o chamado oscilador harmonico forcado. Numa situacao
real, sempre existe uma forga resistiva. Em muitos casos, uma boa aproximacao
€ supor que essa forca resistiva é proporcional a velocidade. Uma vez que ela é a
Unica que permite resolver a equagao diferencial com relativa simplicidade,

somente essa forga sera discutida. Assim, a equagao:
mi+bx+kx=0 (1.1.77)

Descreve o movimento do assim chamado oscilador harmonico
amortecido. Esse tipo de oscilador também pode ser forcado e, nesse caso, a

equagao diferencial torna-se:
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mi+bx+kx=F(t) (1.1.78)

Todas essas equagdes sao lineares de segunda ordem. Na equagao acima,
se F(t) for senoidal, é possivel ter o fendmeno de ressonancia, onde a amplitude
de oscilagdo torna-se muito grande quando a frequéncia da a for¢a aplicada

iguala a de ressonancia (MECANICA CLASSICA, Kazunori).
Oscilador Harmonico Amortecido

Um oscilador harmoénico amortecido é um sistema fisico que oscila em
torno de uma posicao de equilibrio, porém, ao contrario do oscilador harmodnico
simples idealizado, esse sistema é sujeito a uma for¢a de amortecimento que

diminui sua amplitude ao longo do tempo.

O amortecimento € uma resisténcia ou dissipa¢ao de energia que age sobre
o sistema oscilatorio. Isso pode ser causado por diversos fatores, como atrito,

resisténcia do ar ou dissipagdo de energia em algum meio.

Nesse tipo de oscilador, a medida que o objeto se afasta da posigao de
equilibrio, além da forca restauradora que busca trazé-lo de volta, hd uma forca
de amortecimento que € proporcional a velocidade do objeto, atuando na direcao
oposta ao movimento. Essa forca de amortecimento reduz gradualmente a

amplitude das oscilagoes.

A equacao diferencial que descreve um oscilador harmonico amortecido
geralmente inclui termos que representam essa for¢a de amortecimento,
resultando em solugdes que mostram a amplitude das oscilagdes diminuindo

exponencialmente ao longo do tempo.

Considere um oscilador harmonico amortecido, livre de forcas externas,
cuja equacao diferencial que rege seu movimento é dada por 1.1.77. A equagao

caracteristica para este caso é:

mr2+br+k=0 (1.1.79)
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Cujas raizes sao:

n=-y+ /VZ - w§ e r=-y- /yz —w?  (1.1.80)

Sendo w, = +/k/m a frequéncia natural do oscilador sem amortecimento e
Y = b/2 m o parametro de amortecimento. Entao, as solu¢des correspondem aos

trés casos possiveis e sao dadas por:

a) Supercritico: w§ <y? =2 x(t) =C e M1t +C,e "2t (1.1.81)
Emquey; =y —?—wf e v =y +y? -}
b) Critico: w2 =y% =2 x(t) = (C; + C, t)e™"t  (1.1.82)
c) Subcritico: w3 > y? = x(t) = e V{(Cycosw, t + C;sinw, t)  (1.1.83)
Em que w; = w¢ —y?
A Ultima expressdo pode ainda ser escrita como x(t) = A e”? f cos(w; t + 0). Em

particular, se as condig¢des iniciais forem x(0) = x, e x(0) = 0, tém-se:

2

wi <y? = x(t) = x, <y2y e 1t __n

e V2 t) (1.1.84)
— Y1 Y2—V1

w3 =y% 2x(@t)=x,(1+yt)e™ (1.1.85)

w3 >y? sx(t)=xye "t (cos wyt+ wlsin w4 t) (1.1.86)
1

respectivamente.

Na figura 5 logo abaixo, a curva (a) corresponde a equagao (1.1.84) e é o
caso denominado amortecimento supercritico. Nesta situacao, o amortecimento
€ bastante forte, de maneira que a particula comeca o seu movimento em x, e
retorna lentamente para a posigao de equilibrio sem oscilar.

A equacao (1.1.85) estd representada na curva (b) da mesma figura e
corresponde ao caso denominado amortecimento critico. Também, neste caso, a
particula inicia o seu movimento em x, e retorna para a posigao de equilibrio

rapidamente, mas sem oscilar.
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Ja curva (c) corresponde a equacgao (1.1.86). E o0 caso onde o0 amortecimento
é fraco e possibilita a oscilagao, mas a sua amplitude diminui com o tempo. Este

caso é denominado amortecimento subcritico.

Figura 5 — Amortecimento: (a) Supercritico. (b) Critico. (c) Subcritico.

z(t)

o -

Fonte: Kazunori Watari pg. 56

Um caso particular quando b = 0 é um oscilador harmonico simples. A solu¢ao
geral pode ser escrita como x(t) = C; coswg t + C; sinwy t = Acos(wg t + 0). Para as
condigoes x(0) = 0 e x(0) = 0, chega-se a x(t) = xy cos wy t, que é uma oscilagao

cossenoidal.
Oscilador Harmonico Forcado

Um oscilador harmonico for¢ado € um sistema fisico que oscila em torno
de uma posigao de equilibrio sob a influéncia de uma forca externa periodica ou

nao periddica, também conhecida como forga de excitacao.

Ao contrario do oscilador harmodnico simples ou do oscilador harmonico
amortecido, onde o movimento é resultado apenas da interagao entre a massa e
uma forga restauradora (como a for¢a da mola), no oscilador harmoénico forgado,
ha uma forca externa que esta constantemente atuando sobre o sistema, impondo

uma oscilagao especifica.

Essa forca externa pode ser aplicada de vdrias maneiras, como por

exemplo, através de uma vibragdo mecanica em um sistema massa-mola, ou por
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meio de uma forga externa periddica aplicada a um circuito elétrico, entre outras

aplicacoes.

A equacao diferencial que descreve um oscilador harmonico forcado
incorpora tanto a forca de restauragao caracteristica do oscilador harmonico
simples quanto a forca de excitacao externa. Dependendo da frequéncia e
amplitude dessa forca externa em relagao a frequéncia natural do sistema, podem
ocorrer fendmenos interessantes, como ressonancia, amplificagdo ou atenuagao

das oscilagoes.

Um oscilador harmonico, amortecido ou ndao, com uma forca externa
aplicada, F(t), € denominado oscilador forcado. A equagao diferencial de um

oscilador harmonico amortecido e forgado é:
mi+bx+kx=F@t) (1.1.87)

Sem perda de generalidades, considere o caso:

k (b
LS (—) (1.1.88)
m 2m
Para se obter uma solugao com condigdes iniciais x(0) — x, e x(0) = v,. As
duas solugdes fundamentais da equagao complementar, m ¥ + b x + k x = 0, sdo:
x;(t)=eVlcoswit e x(t)=eVisinw,t
Em que:

b

y:2m

Usando o método das fungoes de Green e apds algumas manipulagdes algébricas,

chegamos a:

Xo+ v
x(t) = e‘”(xo cosa)lt+y " Osinw, t)
w1
PRt ,
+ Qe"’(t‘t) sin[w,(t —t)]dt”  (1.1.90)
o Mwy
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Em particular, se x, = 0 e v, = 0, esta solugao torna-se:
LE(t) ,
x(t) = f — e VO sin[w, (t —t)]dt” (1.1.91)
o Mw,

Esta solugao representa a resposta do sistema a forga externa aplicada nos
instantes anterior a t. Se a forga aplicada for uma constante, isto é, F(t) = F,, com

condigodes iniciais x, = 0 e vy = 0, temos:

Fo
x(t) = —

t
f e V& sinf[w, (t — t)]dt’
w1 Jy
F, 1

= — ———[e " (—ysinw; t — w; cosw; t) + 1.1.92
mw1y2+w12[ (—y sin w, wq wit) +w]  ( )

Finalmente, lembrando que y? + wf = k/m, chega-se a:

x(t) = & — &e"’t (cos wyt+ lsin W, t) (1.1.93)
k k w4

Observe que quando t — oo, x = Fy/k, isto é, —k x(o0) + F, = 0. Significa
que a posicao final é tal que a forca de restituicao equilibra a forga aplicada

(Mecanica Classica, Kazunori).

Figura 6 — Oscilador Harménico Forcado - Comportamento de x(t)

Fonte: Kazunori Watari pg. 60
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2.2 - Revisao Sobre Mecanica Lagrangiana

A Mecanica Lagrangiana, como ja foi mencionado anteriormente, ¢ uma
formulacao avancada da mecanica classica, desenvolvida por Joseph-Louis
Lagrange. Essa abordagem tem como objetivo descrever o movimento de
sistemas fisicos em termos de coordenadas generalizadas e suas derivadas, em

vez de usar as forcas como nas leis de Newton.

A principal vantagem da mecanica lagrangiana ¢ sua abordagem mais
geral e simétrica em relagao as equagdoes de Newton. Ela pode ser facilmente
adaptada para sistemas com simetrias, restrigdes ou coordenadas generalizadas.
Além disso, essa formulacao ¢ util para descrever sistemas complexos e
multidimensionais, como particulas interagindo sob forgas nao conservativas ou
corpos rigidos em rotagao. Essa formulacdo é especialmente 1til para lidar com
sistemas com graus de liberdade generalizados, como sistemas com coordenadas

curvilineas ou restri¢des nao triviais.

Vinculos Holonomos

“Vinculos sao limitag¢des as possiveis posi¢des e velocidade das particulas de um
sistema mecanico, restringindo a priori o seu movimento. E importante sublinhar
que vinculos sdo limita¢des de ordem cinematica impostas ao sistema mecanico.
Tais restrigdes, portanto, antecedem a dinamica e precisam ser levadas em conta
na formulagao das equacdes de movimento do sistema. Restri¢cdes de natureza
dinamica — decorrentes, portanto, das equacdes de movimento — nado sao

vinculos” (Mecanica Analitica, Nivaldo).

Vinculos holonomos sao restricbes geométricas ou cinematicas que
limitam o movimento de um sistema fisico, e sao expressos por equagdes que
relacionam as coordenadas generalizadas do sistema. Esses vinculos ndo
dependem explicitamente do tempo e sao independentes do movimento do
sistema. Vinculos que ndo podem ser assim representados, ou seja, quando

dependem da velocidade, sao ditos nao-holonomos.
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Deslocamento Virtual

O deslocamento virtual ér ¢ o deslocamento infinitesimal de cada
particula que leva de uma configuragao possivel a outra configuracao possivel
infinitesimalmente proxima no mesmo instante t. Em suma, as caracteristicas que
definem um deslocamento virtual sao: (Mecanica Analitica, Nivaldo).

i) Sao infinitesimais;

ii) Ocorrem num instante t fixo;

iii) Nao violam os vinculos.

A utilizacao do termo "virtual" denota que nao se trata obrigatoriamente
do movimento efetivo ocorrido com o transcorrer do tempo. O deslocamento
real, representado por dr, de uma particula, refere-se ao deslocamento efetuado
por uma particula do sistema durante um intervalo de tempo dt, conforme

determinado pelas equac¢des de movimento do sistema.
Trabalho Virtual

Denomina-se trabalho virtual o trabalho executado por um deslocamento
virtual. Quando a superficie a qual o movimento da particula esta confinado é
idealmente lisa, a forca de contato entre a particula e a superficie ndo apresenta
componente tangencial, limitando-se exclusivamente a dire¢do normal a
superficie. Dessa maneira, o trabalho realizado pela forca de vinculo durante um
deslocamento virtual da particula é anulado, mesmo na eventualidade de a

superficie estar em movimento.
W=F-67=0 (1.2.1)

Diferentemente do trabalho realizado durante um deslocamento real, que
nao é necessariamente zero; na maioria dos casos fisicamente interessantes o

trabalho virtual total das forgas de vinculo se anula.
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Caso Estatico

Em um sistema de particulas em equilibrio, a forca resultante em cada
particula i é nula. Para facilitar a andlise, divide-se a forca resultante em duas
componentes: a For¢a Aplicada, também conhecida como Forca Ativa, e a Forca

de Vinculo, representadas, respectivamente, por:
— _—>(a) -
E=F +f (122)
—“)(a) ’ . - 4
Em que F; ~ é aForca Aplicada e f; é a Forca de Vinculo.

Considerando a idealidade dos vinculos, ou seja, a condigao em que o
trabalho realizado por essas forcas durante deslocamentos virtuais das particulas

¢ nulo, resulta em:

Para um sistema em equilibrio sabemos que:
Zﬁi 57 =0 (1.2.4)
i
Logo, substituindo essas informagoes na equagao 1.2.2, temos:
Zﬁ.(“)~5F- +Zf--5?- =0 (1.2.5)
i i i i oL
i i
Da equacao (1.2.3), temos:

Z F9 .57, =0 (1.2.6)

B
A qual é condigao que s6 envolve forgas aplicadas de equilibrio estatico.

Caso Dinamico

Partindo da segunda lei de Newton (equagao 1.1.8), podemos reescrever

da seguinte forma:
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p;=F  (1.2.7)
Através da equagao (1.2.2), obtemos:
5 _ —)(a) _ 4
pi—F®=f (@1.28)

Aplicando os deslocamentos virtuais, chegamos a:

Z(ﬁi —F®9)-s7,=0 (129)

l

A ultima equagdao mencionada é designada como Principio de D’ Alembert,
apresentando vantagens sobre a formulacdo newtoniana em sistemas mecanicos

em movimento ao eliminar as forgas de vinculo.

Conforme a segunda lei de Newton, a forga resultante deve atuar sobre
cada particula. Portanto, ao formular as equagdes de movimento para um sistema
de particulas, é imperativo expressar o vetor posigao de cada particula. Caso o

sistema esteja sujeito a vinculos, esses serao devidamente considerados.
Coordenadas Generalizadas

Em sistemas holonomicos, é viavel introduzir um determinado niimero n
de variaveis independentes, genericamente indicadas por gy, ***, q,, € designadas
como coordenadas generalizadas. Isso ocorre de maneira que o vetor posigao de
cada particula seja singularmente determinado a cada instante pelos valores das
coordenadas generalizadas ¢q;. Coordenadas generalizadas podem ser
introduzidas em um sistema sempre que todos os vinculos atuantes sao

holénomos.
Equacao de Euler-Lagrange

Ao introduzir coordenadas generalizadas de maneira a determinar
completamente a posicao das particulas nos sistemas com vinculos holondmicos,
¢ possivel, pelo principio de D’Alembert, expressar os deslocamentos virtuais &,

em termos dos deslocamentos das coordenadas generalizadas §q;. Vale ressaltar

47



que essas coordenadas generalizadas sao todas independentes entre si, enquanto

os deslocamentos virtuais nao sdo independentes uns dos outros.

Partindo da equagao (1.2.9) que é o principio de D’Alembert:

N

Z(mi b — F®)-8%,=0 (12.10)

i

E tomando os deslocamentos virtuais em termos de coordenadas generalizadas:

57 Z o7;
=
- oo

(1.2.11)

Chegamos a:

Z(mlvl F)- Z “8q, =0 (1.2.12)

Fazendo a distributiva, temos:

D0m ) Y S D) Y3

Nesse ponto, define-se Q, como a k-ésima componente da forca generalizada

=0 (1.2.13)

dada por:

—Zﬁ il (1.2.14)
%= Figg 02

Assim, por meio das duas ultimas equagoes (1.2.13) e (1.2.14), chegamos a:

ZZmlvl 6qk—ZQk 6q, (1.2.15)

Agora, note que:

.07 df . o7 L d (o7 (1216
m; v; aqk_dt m; v; aqk m; v; dt aqk L.

E tendo também:
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a7, ~o of, . o

Frie 6qqu +E=vi (1.2.17)
Portanto:
aUl aﬁ
— = (1.2.18)
dqr  0qx
E segue que:
d (o7 B o (o7 0 T (1.2.19)
dt\dq.) ~ £0q,\9q; 1" 5:\aq,

Assim, por meio da equagao (1.2.17) podemos encontrar:

d (o7 a7

Substituindo (1.2.18) e (1.2.22) em (1.2.16), temos:

, 01, d S aﬁi S 651 (1.2.23)
m; v; aqk = dt m; v; aqk —m; v; aqk L
Logo, pela regra do produto podemos escrever que:

, 07 i 2 ag m;
m; v - e E[aqk (7 Vi) _a_qk(? vi) (1.2.24)

Quando aplicamos a equagado anterior (1.2.24) na equagao (1.2.15) resulta em:

ZQ"S"" zZ[dtaqk 7 _a%(%”fz)]&”‘ (1.225)

Agora, voltando para a equagao (1.2.13) obtemos as seguintes equagoes:

EZ [dt aqk iz) B aiqk(% ”iz)] 6q) — zk: Qrbqr =0 (1.2.26)



m; 2 _ 9 E 2\ _ _
Z dta%<z > aqk<i > vl) Qk]5qk 0 (1.2.27)

Seja T a energia cinética do sistema, isto é:

T = Z—v =T(q,q,t) (1.2.28)

Entao:

Z[ (aT) 8¢, =0 (1.2.29)
dt\0d,) ~ gl C T -

Como os 6qy, sao arbitrarios, concluimos que:

d(aT) aT_ (1.2.30)
dt \d g, qu_Qk -

Comk =1,2,3,-+,n, onde n é o numero de grau de liberdade do sistema.

Quando as forgas aplicadas sdao conservativas, temos F"l- = —V,V, onde:
V = V(Fl'FZI'“'FTl) (1231)
E, em consequéncia, temos:

oV

v,V = (“aV Eav> (1.2.32)
="\ ey, T ez o

Da equacao (1.2.14), temos:

ZF ar‘—Z(ﬁ 0% g Dy p aZ") (1.2.33)
' B ixan iyan iz@‘lk o

L

oV 0x; 9V dy; 9V oz
n-Sra s

+ +— ) (1.2.34)
dx;0q, | 0y, 0q, = 0z 0qy

Disso, € claro que:
ov
Q=-75- (1235

qk

Substituindo essa equacao na equacao (1.3.16), temos:
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d <6T) or oV (1.2.36)
dt\oqy/ 0qx 99 o
Ou podemos reescrever de outra forma:
d (aT) (T-V)=0 (1.2.37)
dt aqk aqk B o
O qual implica que:
o [aqk n|- —(T V)=0 (1238)

Fazendo L =T -V, onde L é chamada de funcao de Lagrange ou
lagrangiana, obtemos a equacao:
d <6L) oL

—| =)= 1.2.

Onde, enfim, obtemos a famosa equagao de Lagrange.

A utilizacdo da abordagem Lagrangiana simplifica a deducao das
equagdes de movimento de sistemas mecanicos. Entretanto, a resolugao dessas
equagoOes apresenta complexidade devido a sua natureza nao linear, bem como a
incorporacao das coordenadas generalizadas ¢q4,-:-,q, e suas respectivas
derivadas. Em geral, essas equacdes nao podem ser solucionadas por meio dos
métodos analiticos tradicionais empregados para resolver equagdes diferenciais,
tornando assim a aplicagio de métodos numéricos de resolugdio uma

necessidade.
Potenciais Generalizados

Potenciais generalizados expandem as equagdes de Lagrange para
situagoes em que as forcas que atuam no sistema também possuam uma relagao
com a velocidade, desde que essa interdependéncia siga um padrao especifico.
Nas equagOes derivadas a partir de L =T —V, com o objetivo de deduzir a

equagao de Lagrange (1.2.39), partiu-se do pressuposto de que as forgas exercidas
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sobre cada particula originavam-se de uma forma de energia potencial e apenas

se relacionavam com as posi¢des das particulas.

Entretanto, existem forgas importantes da natureza que dependem da
velocidade como, por exemplo, a forga eletromagnética onde o movimento de
uma particula carregada em um campo magnético tem a forga resultante que age
sobre ela dependente da velocidade. Logo, podemos definir potenciais

generalizados da seguinte forma:
Um potencial generalizado é uma funcio U(qy,,qn t) tal que as forcas
generalizadas podem ser escritas na forma.
_d(aU) ou (1.2.40)
%=a\a5,) "aq. M

A partir da equacao (1.2.30), se Q for uma forca generalizada como a equagao

(1.2.40), entao:
d(@T) 6T_d(6U) au (1.2.41)
dt\dgx/ g, dt\dg.) dqy o
Logo:
d(&T) d(aU) 6T+6U_O (1.2.42)

Portanto conseguimos reescrever as equagoes de Lagrange da seguinte forma:
djo 0
— == (T - -—(T-0U)= 1.2.4
dt [aqk ( U)] 0qyx (r=0=0 ( 3

Funcao de Dissipacao de Rayleigh

A Fungao de Dissipagao de Rayleigh, também conhecida como Fungao de
Dissipagao de Rayleigh-Ritz, ¢ um conceito fundamental na andlise de sistemas
vibratorios e estruturais. Ela foi nomeada em homenagem a Lord Rayleigh, um
influente fisico do final do século XIX e inicio do século XX que contribuiu

significativamente para as dreas de vibragoes e acustica.
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Em situagdes de dissipagao, como o atrito viscoso em um liquido ou o
movimento de um objeto pelo ar em baixas velocidades, a resisténcia pode ser
aproximadamente proporcional a velocidade das particulas envolvidas. Esse tipo
de forca dissipativa ndo se encaixa facilmente na formulacdo lagrangiana
tradicional, pois, para isso, essas forgas precisariam ser conservativas ou admitir
um potencial generalizado que dependesse das coordenadas, velocidades e
possivelmente do tempo. Apesar dessa complexidade, é possivel formular
equagOes de Lagrange que incluam forgas dissipativas, resultando em equagoes

expressas em termos de coordenadas generalizadas arbitrarias.

A Funcao de Dissipacao de Rayleigh desempenha um papel importante
na modelagem de sistemas onde a dissipacdo de energia é significativa. Ela
permite considerar esses efeitos nao conservativos ao buscar solugoes
aproximadas para as equagoes de movimento, facilitando a andlise de sistemas

mecanicos sujeitos a forgas dissipativas como o atrito e a resisténcia do ar.

Se as forgas generalizadas sao da seguinte forma:

_d((’)U) v . (1.2.44)
= 2c\oq,) "aq - G
Em que Q, representa a parte das forgas generalizadas que ndo provém de

potencial generalizado, as equagdes de movimento tornam-se:

d (aL) oL _ Q, (1.2.45)

dt\og,) 9qp
ComL=T-U.

Um caso em que Q, representa uma forga dissipativa, como o atrito
viscoso proporcional a velocidade, é dada em componentes cartesianas por:
Fix = —kix Vix, Fiyy = —kiy, Viy, Fi; = —ki; Viy, em que F;” € a forga dissipativa sobre

a i-ésima particula e k;y, k;y, k;, sdo constantes positivas.

iys
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Rayleigh introduziu uma fungao que facilita o tratamento desta situacao

definida por:
1 " , ,
= EZ(kix Vix T kiy Uiy + ki, Vi (1.2.46)
i

De modo que:

s _OFa OF L OF o
B avix ’ ty aviy ’ iz = aviz o

ix
A parte dissipativa das forgas generalizadas pode ser entao escrita como:

arl % Ovl 0F vy, OF vy,  OF vy, dF
ZFL = = Z —+ =+ — | = (1.2.48)
aClk 0Vix 0qx aUiy 0G0V, 0y 04y

Onde foi utilizada a equagao (1.2.18). Desse resultado as equagdes de movimento

(1.2.45) resulta em:

d 9L\ OdL OF
( ) 0 (1.2.49)

—\5) - + =
dt\oqy/ 0qr  0qy
A funcdo de dissipacao de Rayleigh permite escrever as equagdes de

movimento do sistema da mesma forma que (1.2.49) em qualquer sistema de

coordenadas generalizadas.

54



Capitulo 3 — Péndulo Elastico

O péndulo elastico é um sistema mecanico que
consiste em uma massa suspensa em uma mola (ou um
conjunto de molas) e que oscila em torno de uma posicao
de equilibrio sob a influéncia da gravidade. Esse sistema
¢ usado para estudar as propriedades oscilatorias de
sistemas mecanicos sujeitos a forgas restauradoras
proporcionais ao deslocamento da massa a partir de sua

posicao de equilibrio.

Figura 7 - Péndulo Eldstico Plano

AY

i
l >
0 l g
0 pl
k
m

Fonte: M. C. de Sousa, F.A. Marcus, I. L.

Caldas, R. L. Viana

A caracteristica distintiva do péndulo elastico € a presenca de uma mola

ou molas que fornecem uma forga restauradora, que é diretamente proporcional

ao deslocamento da massa em relacdo a sua posicao de equilibrio na diregao

radial. Essa forca restauradora age na diregao oposta ao deslocamento da massa,

fazendo com que o sistema oscile de um lado para o outro.

O estudo do péndulo eldstico na mecanica classica envolve a andlise das

equagOes de movimento, que descrevem como a posi¢ao da massa varia com o

tempo, levando em consideragao a massa da particula, a constante eldstica da

mola e a aceleragao devido a gravidade.
3.1 - Deducao das Equac¢oes de Movimento

Como estamos trabalhando com o péndulo elastico
que pode oscilar livremente em todas as dire¢des do plano
cartesiano, vamos analisar seu movimento em apenas duas
dimensoes, logo, restringiremos o seu movimento ao plano
xy e obteremos as equagoes de movimento em termos das
coordenadas polares r e 6. Para isso, demonstraremos a

segunda lei de newton na forma polar.

Ay \U

Figura 8 - Coordenadas polares no plano
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Fonte: Symon
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Olhando para a figura 8, vemos que as coordenas r  Figura 9 - Acréscimos nos vetores ¥ e 6

e 0 relacioname-se com x elas seguintes equacoes: .
2484 & quag Fuo + dih

x=rcosf , y=rsinf

r = (x% 4 y?)l/2

1 y - x

X
— -1 =Nt — 00 = 1____
6 = tan " sin G + 7)1 cos (x2 + y2)1/2 Fonte: Symon

Os vetores unitarios #, 8, na direcao de r e 6 crescentes, respectivamente,
sao definidos como se vé na figura 8. Os vetores 7, 6 sao funcdes do angulo 6,
estando relacionados a %, y por:
F=Xcosf +ysinf (2.1.1)
0 = —%sinf +Pycoshd (2.1.2)
As equagOes acima, podem ser obtidas por observagao da figura 9.

Derivando, obtém-se as importantes expressoes:

dr do
— =0 —=—f (2.13)

As equagdes acima podem também ser obtidas pela andlise da figura 8
(lembrando-se que |#| =0 =1). O vetor posigio 7 é expressado muito

simplificadamente em termos de coordenadas polares:
r=riO) (2.1.4)

Pode-se descrever o movimento da particula em coordenadas polares
especificando-se r(t), 6(t) e determinando o vetor posicao r(t). O vetor

velocidade sera:

g4 _dr 4R e s
U—dt—dt‘r ngdt—TT r A

Logo, obtém-se os componentes da velocidade nas dire¢des 7 e 6:

56



v,=7 , vg=16 (2.1.6)
O vetor aceleracao sera:

L LY NI T P L LR
T "  Taea T r "0 dt -

i={F-r0%)f+(r6+276)0 (2.1.8)
As componentes da aceleragao sao:
a,=7—-1r6? , ag=r6+276 (2.1.9)

O termo 7 62 = v} /r é denominado aceleragdo centripeta e origina-se no
movimento na direcao 8. Se # =1 = 0, a trajetéria serd uma circunferéncia, e
a, = —vj/r. O termo 276 é muitas vezes chamado aceleracio de Coriolis

(Mecanica, Symon).
Equacgoes de Movimento

Para deduzir as equagdes de movimento para o péndulo elastico, optamos
por uma abordagem mais abrangente, considerando desde o inicio os fatores
dissipativos presentes no movimento real. Dado que o movimento na vida real
incorpora elementos dissipativos, reconhecemos a necessidade de considera-los

desde o inicio da analise.

Dada a incerteza sobre o comportamento especifico desses fatores
dissipativos, inicialmente supomos a presenca de uma anisotropia na dissipagao.
Em outras palavras, consideramos fatores dissipativos distintos ao longo dos
eixos r e 6, pois no eixo r temos a presenca marcante do movimento da mola e é
sabido que a dissipagao de energia por conta da mola vai ser maior pois parte
dessa energia é transformada em calor e em som, por exemplo, ja no eixo 8, temos
somente o movimento do tipo pendular e a tinica forga dissipativa que atua nessa
componente é a propria resisténcia do ar, vale ressaltar desde ja, que a resisténcia

ocasionada pelo ar € muito menor do que a resisténcia oferecida pela mola.
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Por exemplo, ao esticar ou comprimir a mola, reconhecemos a existéncia
de um fator de dissipagao especifico para a mola, induzindo-a a aquecer ou emitir
algum tipo de som. Por outro lado, durante as oscilagdes do péndulo elastico,
levamos em consideragao a resisténcia do ar como um fator dissipativo atuante
no sistema. Essa abordagem visa incorporar a complexidade dos fatores

dissipativos no movimento do péndulo elastico.

Formulacao Newtoniana em Coordenadas Polares . .
Figura 10 - Diagrama de

Forgas do Péndulo Eldstico

Analisando as forcas que atuam no sistema, como AY

demostrado na figura ao lado, podemos dividir em duas partes, a

parte radial e a parte tangencial, logo, a somatoria das forgas deve

respeitar a seguinte equacgao: 0

Z F=ma,
(2.1.10)

Fg=ma P
Z 6 o Fonte: Autor

Fdissiativar = =PV (2-1-11)

Fdissipativag = —pPVyg (2.1.12)
Logo, para a parte radial, temos a seguinte equagao de movimento:
—pv,—k(r—1l))+mgcosf@ =ma, (2.1.13)

Em que k é a constante elastica da mola, r é distensao da mola, m é amassa
suspensa, g € a aceleragao da gravidade local, y, € o fator dissipativo associado
ao eixo r e a, a aceleracao radial obtida anteriormente; fazendo as devidas

substitui¢des, temos:
—pr—k(@r—Ily)+mgcos@ =mi—mro? (2.1.14)

Para isolar #, vamos dividir por m e entdo isolar:

k .
gcosH—yi‘—E(r—lo) =#-r6%? (2.1.15)
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Comy =p/m:

. k
= 1"=r92+gc059—y7"—g(r—lo) (2.1.16)

Para a parte tangencial temos a seguinte equagao de movimento:
—pvg—mgsind =may (2.1.17)

Em que ay é a aceleracao tangencial obtida anteriormente, fazendo as devidas

substitui¢des, temos:
—prf—mgsinf=mr6+2mré (2.1.18)

Fazendo a mesma substituicaio y = p/m e dividindo o restante pela massa,

temos:
—yrf— gsinf=r6+2760 (2.1.19)

Para isolar § vamos dividir a equagado por r e entao isolar:

. g . . 2786
-y 6 — ?sme =0+ — (2.1.20)

2716
r

é=—y9—%ﬂn9— (2.1.21)

Para o caso em que nao se tem fatores dissipativos, terlamos um
movimento perpétuo ao longo do tempo, fazendo y = 0, obtemos as seguintes

equagOes de movimento.
. . k
= #=1r68%+gcosh _E(T -1, (2.1.22)

. 276
6 = —gsine ——  (2.1.23)
r r
e (Casos Limites

Ao fazer a consideracao que ¥ = 7 = 0, temos:
.. g .
6 =— —sin 6 (2.1.24)
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Temos a equacgao caracteristica do movimento de um péndulo simples.

Ao fazer a consideragao que 6 =6=80=0,temos:

k
f=——(r—1l) (2125)

Temos a equagao caracteristica do movimento de um sistema massa-mola.

Como essas equagOes diferencias ordindrias de segunda ordem e nao
homogeéneas sao acopladas, inviabiliza uma solugdo analitica. Para isso,

usaremos o software mathematica.
Formulacao Newtoniana em Coordenadas Cartesianas

Mais uma vez, vamos deduzir as equagoes de movimento para um caso
genérico onde temos a presenca do fator dissipativo; podemos obter as equagdes
da seguinte forma: analisando as forgas que atuam no sistema, como demostrado
pela figura 10, podemos ainda, dividir em duas partes, a parte que atua no eixo
X e a parte que atua no eixo y, logo, a somatdria das forcas deve respeitar a

seguinte equacao:

I
3
2

D e
ZFy=may

Devemos lembrar também de decompor a forca eldstica e forca dissipativa

(2.1.26)

nas duas componentes, uma vez que elas atuam simultaneamente interferindo

no movimento que acontece no plano.

FFelasticax i elastica SIN 90 (2_1_2 7)
elasticay = Pelgstica COS
idissipativax i —pr:C (2_1_28)
dissipativa, = —Py Y
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Lembrando também das relagdes trigonométricas necessarias para

converter um angulo em coordenadas cartesianas, temos:

X
sinf = ——— e cosf = S (2.1.29)

[Vx* +y?] [Vx* +y7]
Logo, analisando as forcas que atuam em x, observamos que as Unicas

forcas que influenciam no movimento € a forca elastica e a forga resistiva, logo,

temos a seguinte equagao de movimento:

Zszmax = —k[ x> +y?—ly|—=-px=ma, (2.1.30)

Fazendo a substituicao y = p/m e dividindo o restante da equagao por m e

isolando a,, temos:

y—l

. kxll Lo l .
-y X e B e————— L 1%
m m| e

Agora, analisando as forcas que atuam em y, vemos que as forcas peso,

= (2.1.31)

forca eldstica e a forca dissipativa sdao as trés forcas que influenciam no

movimento, logo, temos a seguinte equagao de movimento:

ZFy=may = —mg—k[\/x2+y2

(2.1.32)

Jx2+y?
Fazendo a substituicao y = p/m e dividindo o restante da equagao por m e

isolando a,, temos:

kylvx+y* Lo ) =|a l1 l (2.1.33)
=g 2| —yy ——g—— - yy|@1.
ml Jx2+y? ,/x2 + y?

Formulac¢ao Lagrangiana em Coordenadas Polares

Para deduzir as equagdes de movimento levando em conta a presenca de
fatores dissipativos, devemos em primeiro lugar, obter a funcao de dissipagao de
Rayleigh-Ritz, como sé temos uma particula no sistema, a funcao de dissipacao

terd a seguinte forma:
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1
F=5p (vZ+v2) (2.1.34)

Fazendo as devidas substitui¢cdes, vamos escrever a funcao de dissipagao

em coordenadas polares:
1 .
F=5p (72 +7126%) (2.1.35)

Para encontrar a forga dissipativa que atua nas duas componentes,

devemos calcular:

—), a?’ A %, . A
E'=——1+%= E =—pr# (2.1.36)
or
- aT ~ >

Fy = Y 0= Fy=—pr?606 (2.1.37)

Adiante, temos que encontrar a energia cinética e energia potencial do

sistema:
1 :
T = Em(f‘z +71262) (2.1.38)

1
V=-mgrcosf+ Ek (r —1,)? (2.1.39)

Em que m é a massa da particula suspensa, g € a aceleragao da gravidade
local, r é a disten¢do ou compressao da mola, /; é o tamanho inicial da mola e k

¢ a constante elastica da mola.
Sabemos que a lagrangiana é L = T —V, logo:
1, . 1
L= Em(rz +726%)+mgrcosf + Ek r—19)?% (2.1.40)

Agora, temos que resolver a equagao de Euler-Lagrange para as duas

coordenadas generalizadas q; =r e q, = 6:

d 0L\ L OF
( ) 0 (2141)

— ()t o
dt \dqy 0qx  0qx
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Para q; = r, temos:

d(aL) oL 97 5 (m#) ( 02 + 0 — k( 1)) - =0 (2.1.42)
7t\37) " T = em7r mr m g cos r—1I, pr = 1.

Calculando a derivada total e reorganizando os termos, obtemos:
mi—-mré?>—mgcos@+k(r—1)—pr=0 (2.1.43)
mi—-mré?2=mgcosd—k(r—1)—pr (2.1.44)
Fazendo a mesma substituicao y = p/m e dividindo por m, temos:
#—1r60%= gcosh —%(r— l))—y7 (2.1.45)

Isolando #, temos entdo a equacao de movimento:

. k
F=r92+gcost9—a(r—lo)—y1‘ (2.1.46)

Para g, = 6, temos:

d (0L 0L OF d : :

E(%) —%+£= 0 > E(mr2 6)—(—mgrsing) —pr26=0 (2.1.47)

Calculando a derivada total e reorganizando os termos, temos:
mr?+méi2r+mgrsind—pr26=0 (2.1.48)

Fazendo a substitui¢ao y = p/m, dividindo a equacao por m r, temos:

r6+2607+gsind—y6=0 (2.1.49)

Para isolar § vamos dividir a equagio por r e entdo isolar:

. 207 g .
9+T+;sm€—y0=0 (2.1.50)

) 207 .
§=— —%ﬁn@—y@ (2.1.51)

r
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Formulac¢ao Lagrangiana em Coordenadas Cartesianas

Partindo da mesma funcdo de dissipagio e fazendo as devidas

substituigoes, podemos escreve-la da seguinte forma:

1
F=sp@@+y?) (2152)

Para encontrar a forga dissipativa que atua nas duas componentes,

devemos calcular:

> aj:' =
B =-—> 2 B =—pi (2153)

—), aT —), .
E, :_6_)'1 = FE'=-py (2.154)

Adiante, temos que encontrar a energia cinética e energia potencial do

sistema:

1
T=-m@*+y?) (2155)

1 2
V= —mgy-s k(w/xz + y? —lo) (2.1.56)
Sabemos que a lagrangiana é L = T —V, logo:
1 . . 1 2
L =Em(x2 +y2)—mgy—z k(w/xz + y? —lo) (2.1.57)

Agora, temos que resolver a equagao de Euler-Lagrange para as duas

coordenadas generalizadas g; = xe g, = y:

d(aL) oL o0F

— ] — +—=0 (2.1.58)
dt \dqy 0qx  0qx

Para g; = x, teremos que usar a regra de derivagao implicita como

demostrado a equagao abaixo:
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Logo, obtemos:

%mx+k(m—lo)<

) +px=0 (2.1.59)

X
N

Calculando a derivada total, temos:

m5c'+k(\/x2+y2—lo)<\/%yz>+px=0 (2160)

Fazendo a substituicao y = p/m e isolando %, temos:

e (R )

%= v (2.1.61)
Simplificando, temos:
¢ kx[1 o l ¢ | (2.1.62)
i=——1—-—|—-7yx d.

Para g, =y, teremos que usar mais uma vez a regra de derivacao
implicita, logo:

=0 (2.1.63)

d <6L) JdL 4 0F
dy dy

dt \dy

Logo, temos:

d
a(my) +mg +k(\/x2 + y2 — lo)y x2+y>) Y2 +py=0 (2.1.64)

d 1
_ . 2 2 __ —  —
dt(my)+mg+k(\/x +y lo)y\/m+py 0 (2.1.65)
Calculando a derivada total, temos:
1
my+mg+k(Jx2+y?2—1ly)y———=+py=0 (2.1.66)
( 0) /xZ + yZ

Simplificando, temos:

l

0

mj}+mg+ky<1— >+py=0 (2.1.67)
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Fazendo a substituicao y = p/m e isolando ¥, temos:

. k)’< Lo > .
j=—g-——2{1-———=)—yy (2.1.68)
m /x2+y2

Em resumo, ao analisarmos a dedugao das equagdes de movimento por
meio das formulagdes newtoniana e lagrangiana em coordenadas polares,
constatamos de maneira clara a equivaléncia entre ambas, tanto no contexto do
movimento com dissipacao quanto no isento desse fendomeno. Essa concordancia
estende-se a formulagao hamiltoniana, conforme apresentado no anexo B, com
destaque para o fato de que a hamiltoniana foi desenvolvida exclusivamente para

o caso sem dissipacao.

Adicionalmente, observamos que a dedu¢ao em coordenadas cartesianas,
realizada pelas trés formulagdes para o caso sem dissipacdo, resulta em uma
coeréncia de resultados. Ao considerar fatores dissipativos, tanto pela
formulacdo newtoniana quanto pela lagrangiana, também observamos uma
correspondéncia nos resultados obtidos. Esses achados reforcam a consisténcia e
aplicabilidade das abordagens analiticas consideradas, proporcionando uma

compreensao sélida do comportamento dinamico dos sistemas em estudo.
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3.2 — Parametros de Controle do Sistema

Para observar a ressonancia auto-paramétrica e a  Figura 11 - Péndulo Eldstico

.~ . - . y
transicdo ordem-caos-ordem, é necessario definir alguns

-

coeficientes que nos auxiliardo, como por exemplo, a relacdo  --——z4--------
entre as frequéncias de oscilacdo do sistema pu e a relagao

entre as energias envolvidas R, faremos isso logo adiante.

O péndulo elastico, representado na Figura 11,

consiste em uma mola sem massa, de comprimento de

repouso [ e rigidez elastica k, com uma massa m fixada a ela.
.~ et . . . Fonte: Van der Weele
Na sua posicao de equilibrio a mola sera esticada, devido ao

peso m g da massa suspensa, até um comprimento l,,,,, logo:

mg
lmax = lO + T (221)

A suposicao de que a mola é desprovida de massa, adotada com o
proposito de preservar a simplicidade do nosso modelo ao maximo, constitui
uma idealizagdo que suscita preocupagdes quanto a possibilidade de representar
uma simplificagao excessiva. Por um lado, atribuir massa a mola resulta em uma
notavel diminui¢do na frequéncia da vibragao predominante. Por outro lado, a
incorporacao de uma massa consideravel a mola introduz uma quantidade
infinita de graus adicionais de liberdade ao problema, exigindo, de fato, a
abordagem de um espectro completo de vibragdes no interior da mola (J.P van

der Weele).

Nosso péndulo elastico (idealizado) tem-se dois graus de liberdade, que
combina o comportamento de oscilagio de uma mola e a oscilagdo de um

péndulo, para a frequéncia de oscilagao da mola, temos:

k
on= |~ (222)
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Em que w, € a frequéncia de oscilagito da mola, j& demostrado
anteriormente (equagao 1.1.103). E para o movimento pendular, temos a seguinte

frequéncia angular para o caso de pequenas amplitudes:

w,= |- (223)

lmax

Substituindo 1,4, pela equagao abaixo, temos:

(2.2.4)

O péndulo elastico (sem dissipagao) tem uma constante de movimento,

em que para obté-la, devemos primeiro saber a energia total:

1 1 2
E=Em(5c2+y2)+mgy+§k(\/x2+y2—l0) (2.2.5)

Para o caso em que a energia minima € alcan¢ada, ocorre quando o
péndulo elastico estd completamente estdtico em sua posi¢ao de equilibrio, ou
seja, quando suas velocidades sao zeroxey = 0,x = 0ey = —(ly + m g/k), logo
a equacao se torna:

2 1
=-mg (lo + —M> (2.2.6)

Epin=-mg (10+M)+%k(w) > %

k k

Portanto, sabe-se agora que a energia ndao pode assumir valores menores
do que a imposta pela equacdo acima, por outro lado, nao existe uma restri¢ao
para o valor maximo de energia, podemos variar a energia de E,,;;, até o infinito
tomando diferentes condi¢Oes iniciais. Entdao, podemos definir a seguinte

constante adimensional.

(2.2.7)
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A faixa deste parametro, a chamada relacao de energia, € de —1 ao infinito.
Além da energia (ou proporgao de energia), o péndulo eldstico tem uma segunda

funcao importante, o parametro p, definido como:

k1,
p=1+—> (2.28)
mg

Que, para pequenas amplitudes do péndulo elastico, é igual ao quadrado

da razdo de as frequéncias da mola e do péndulo:
2
Wm
=— 2.2.9
= (2.2.9)

Outras relagoes uteis sao:

-1

l l
Loy = ﬁ ou  p= (1 - u ) (2.2.10)
max

Quando o parametro p assume valores muito pequenos, essa condigao
assemelha-se a situacao em que a massa do sistema é substancialmente maior do
que a capacidade de suporte da mola. Esse cendrio levaria a uma maxima
elongacao da mola, podendo eventualmente resultar em uma transi¢ao para um
regime plastico. Nesse contexto, a mola perderia suas propriedades elasticas, nao
retornando mais a sua posicao de equilibrio inicial, configurando, na pratica,

uma nova posic¢ao de equilibrio.

Em contrapartida, quando u adquire valores consideravelmente grandes,
isso indica que a constante eldstica da mola é altamente rigida. Nessa situacao, a
mola nao distenderia significativamente, comportando-se mais como uma haste

rigida do que como um elemento elastico.

Assim como o R, o parametro y ¢ adimensional e pode assumir qualquer
valor entre 1 e infinito. Um valor de interesse especial é u =4 ou w,, = 2 w,,
nesse caso a mola e os modos de oscilagao do péndulo estao em ressonancia auto-
paramétrica, o que resulta em uma troca de energia entre o movimento da mola

e o movimento do péndulo. Na pratica, o comportamento do péndulo elastico
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com u = 4 é tao notavel que praticamente todos os autores se restringem a este
valor para observar o fendmeno da ressonancia auto-paramétrica. Portanto,
podemos concluir, que a relagdo de energia R e a relagao entre as frequéncias de

oscilagdo u sao os dois principais parametros de controle do sistema.
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Capitulo 4 — Simulacao Computacional

4.1 - Transi¢ao Ordem-Caos-Ordem

A transi¢ao ordem-caos-ordem € um conceito que descreve um padrao de

comportamento complexo observado em sistemas dinamicos nao lineares. Essa

transicao envolve a mudanga de um estado de ordem para um estado cadtico e,

posteriormente, de volta para um estado de ordem. Ou seja, o sistema passa de

uma situacao em que a maior parte do espaco de fase é ocupada por Orbitas

regulares para uma situacao em que a maior parte do espaco de fase é preenchida

com caos, e entdo passa para Orbitas regulares.

Deve-se enfatizar desde o inicio que esses resultados transitorios nao

dizem respeito a uma Orbita especifica, mas sim ao efeito liquido de todos as

oOrbitas juntas.

Ordem: Inicialmente, um sistema dinamico nao linear pode estar em um
estado de ordem, onde suas oscilagdes ou comportamento sao previsiveis
e seguindo padroes regulares. Nesse estado, as interagOes entre as partes
do sistema seguem relagoes relativamente simples.

Caos: A medida que os parametros do sistema sao gradualmente alterados
ou quando a energia é aumentada, o sistema pode entrar em um estado
de caos. No caos, o comportamento do sistema se torna altamente
imprevisivel e aparentemente aleatdrio. Pequenas varia¢des nas condigoes
iniciais ou nos parametros do sistema podem levar a grandes variagdes no
comportamento futuro. O caos € caracterizado por uma sensibilidade
extrema as condicOes iniciais.

Retorno a Ordem: A medida que as mudangas nos parametros ou na
energia continuam, o sistema pode eventualmente sair do estado caotico

e retornar a um estado de ordem. No entanto, este estado de ordem pode

71



nao ser o mesmo que o estado inicial de ordem. Pode haver multiplos

estados de ordem possiveis, dependendo das condi¢oes do sistema.

Esta transicao entre ordem, caos e ordem novamente, €é muitas vezes
referida como "bifurca¢ao"”, um termo usado na teoria do caos para descrever a
mudanga qualitativa no comportamento de um sistema a medida que os
parametros sao variados. Existem diferentes tipos de bifurcacoes que podem

levar a diferentes padroes de transi¢ao entre ordem e caos.
Sec¢oes de Poincaré

As segOes de Poincaré sao representagdes graficas que ajudam a visualizar
o comportamento de sistemas dinamicos, especialmente em sistemas com
movimentos periddicos ou caoticos. Essas se¢Oes sdo construidas ao plotar as
intersecOes repetitivas de uma trajetoria em um espaco de fase com um plano ou
uma superficie especifica, geralmente de dimensao reduzida em relacao ao

espacgo de fase completo.

Essencialmente, ao escolher uma superficie (como um plano, por exemplo)
dentro do espago de fase de um sistema dinamico, as se¢oes de Poincaré mostram
os pontos onde a trajetdria do sistema cruza essa superficie escolhida em

momentos especificos do tempo ou em intervalos regulares de tempo.

A anadlise das se¢Oes de Poincaré permite identificar padrdes, estruturas
periddicas ou comportamento cadtico no sistema dinamico. Pode revelar
informacoes sobre a estabilidade, regularidade ou complexidade do movimento
do sistema, fornecendo uma visao detalhada de como o sistema evolui ao longo

do tempo em rela¢do a uma condic¢do especifica no espago de fase.

Ao escolher uma superficie de corte adequada no espacgo de fase do
sistema, € possivel capturar padroes especificos de comportamento, como drbitas
periddicas, estruturas fractais ou regides de transicao entre diferentes estados

dinamicos. Isso torna as secdoes de Poincaré uma ferramenta valiosa para
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identificar a natureza do movimento em sistemas fisicos complexos, sendo
aplicaveis em diversas areas, desde fisica e engenharia até biologia e economia,
para compreender e prever o comportamento de sistemas dindmicos nao

lineares.

Nas se¢Oes de Poincaré, o eixo x e 0 eixo y representam as varidveis ou
coordenadas relevantes do sistema dinamico em um espago de fase reduzido.
Essas coordenadas sao escolhidas estrategicamente para capturar aspectos

especificos do comportamento do sistema.

Interpretar uma se¢ao de Poincaré envolve analisar os padrdes visuais,
estruturas e informacgoes que surgem dos pontos plotados nesse grafico. Aqui

estdo algumas etapas para interpretar uma se¢ao de Poincaré:
Identificacao de Padrdes Visuais:

e Padroes Regulares: Regides onde pontos se agrupam ou formam
estruturas repetitivas. Isso pode indicar orbitas periddicas ou
comportamento estavel do sistema.

o Regides Densas: Areas com alta densidade de pontos podem apontar para
areas de maior probabilidade de o sistema ser encontrado, revelando

regioes com comportamento mais frequente.
Analise da Distribui¢ao dos Pontos:

e Espalhamento dos Pontos: Pontos espalhados de maneira uniforme ou
caotica podem indicar um comportamento menos regular ou até mesmo
cadtico do sistema.

e Vazios e Lacunas: Locais sem pontos podem sugerir areas onde o sistema
nao estd presente ou regides que sao menos provaveis de serem

alcancadas.
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Transi¢oes e Bifurcac¢des:

e Mudancas Subitas: Transi¢oes abruptas ou bifurca¢gdes no padrao dos
pontos podem indicar mudangas de regime dinamico ou alteragdes

significativas no comportamento do sistema.

A interpreta¢do de uma segao de Poincaré envolve uma analise minuciosa

dos padrdes visuais e distribuicao dos pontos plotados no grafico.

Para analisar a natureza cadtica ou nao do sistema, utilizaremos as secoes
de Poincaré. Para calcular essas secoes, € necessario determinar o maior nimero
possivel de condigdes iniciais dentro de um mesmo nivel de energia, estabelecido
por nds. Isso nos permite visualizar as diversas trajetdrias que o péndulo eldstico
pode assumir com diferentes condi¢des iniciais, possibilitando o estudo da

evolucdo do sistema para inferir se 0 movimento € cadtico ou nao.

Revisao do Artigo — The order-chaos-order sequence in the spring pendulum de

J.P. van der Weele e E. de Kleine

De acordo com Weele e Kleine (1996), na Figura 12, podemos observar a
presenca ou nao do caos para varias condi¢oes diferentes, o plano de parametros
¢ apresentado da seguinte forma, o parametro u se estende ao longo do eixo

horizontal e parametro R ao longo do eixo vertical.

A regidao central deste plano é sombreada, indicando uma presenca
abundante de caos, enquanto a auséncia de sombreamento na 4rea externa
denota a inexisténcia desse fendmeno. Ao analisarmos os pontos marcados de a
a f, observamos um espaco de fase notavelmente regular em a, b, e e f,

contrastando com a presenga significativa de caos em c e d.
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Figura 12 - Plano de Pardmetros

R ef

Fonte: Van Der Weele

Nas Figuras abaixo 13 até 18, apresentamos uma representagao por meio
de uma série de se¢des de Poincaré em seis pontos especificos. Essas se¢oes
delineiam o plano (y, y) nos momentos em que o péndulo da mola atravessa a
linha x =0 com uma velocidade horizontal positiva (x = 0). A presenca
marcante de comportamento cadtico nas figuras 15 e 16 é evidenciada, ao passo

que a regularidade das outras quatro se¢des de Poincaré também se destaca.

Portanto, ao atravessarmos a regiao sombreada, indo de valores pequenos
para grandes parametros (ou vice-versa), observamos geralmente uma sequéncia
de ordem-caos-ordem. Como ja mencionado na introdugao, essa sequéncia € o
resultado global de intmeras altera¢des e bifurcagdes minimas no nivel das

Orbitas individuais.

Vale ressaltar que algumas Orbitas possuem maior relevancia do que
outras. Nas se¢oes de Poincaré, as Orbitas principais podem ser identificadas
como pontos centrais marcantes, designados por letras como A, R, etc., que
perduram ao longo de uma extensa faixa de valores de parametros e constituem

a espinha dorsal da dindmica, no sentido de que as demais drbitas se organizam.
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Figura 13 - Secdo de Poincaré y = 1,5¢e¢ R = 2,08 Figura 14 - Secdo de Poincaré y = 6 e R = —0,95
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Figura 15 - Secdo de Poincaré y = 6 e R = 0,38 Figura 16 - Secdo de Poincaré y = 6 e R = 0,95
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Figura 17 - Segdo de Poincaré p = 6 e R = 1,89 Figura 18 - Secido de Poincaré y = 100 e R = 0,021
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As sec¢Oes de Poincaré para o péndulo eldstico, sao mostradas no espago
de fase (y,y) e foram obtidas nos momentos em que x = 0 e x > 0. Os valores dos
parametros de controle (i, R) sdo respectivamente [{a} (1.5, 2.08)], [{b} (6, -0.95)],
[{c} (6, 0.38)], [{d} (6, 0.95)], [{e} (6, 1.89)] e [{f} (100, 0.021)]; fique atento a escala

entre as diferentes imagens.

Nas Figuras abaixo 19 até 22, delineamos a forma dos principais

movimentos no plano cartesiano (x, y). Observe que esses movimentos
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incorporam tanto oscilagdes quanto rotagdes, conforme esperado para

sistema dindmico como € o caso do péndulo elastico.

Figura 19 - Oscilagdo do Tipo Colina Figura 20 - Oscilagdo do Tipo Vale
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Figura 21 - Oscilagdo do Tipo Ferradura Figura 22 - Oscilagdo do Tipo Rotagio
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um

Quando se trata de valores pequenos para o parametro R, o0 movimento

predominante € do tipo oscilatorio, enquanto para valores grandes de R, vemos

predominantemente as rotagoes.

e Oscilagao do tipo (4) Colina — Assume uma configuragao de colina, visto

que as varidveis do sistema experimentam um aumento inicial antes de

decrescer, assemelhando-se a ascensao de uma elevacao, semelhante a

subir uma colina.

e Oscilagao do tipo (B) Vale — Assume uma configuracao de vale, pois as

variaveis do sistema decrescem inicialmente antes de aumentar,

assemelhando-se a descer um vale.
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e Oscilagao do tipo (€C) Rotagao — Estreitamente associada a oscilagao do tipo
(B), encontramos outros dois possiveis modos de oscilagao

o Oscilagao do tipo (C,s.) Ferradura — Caracterizado por um
movimento oscilatdrio com trajetoria semelhante a figura de uma
ferradura. Por sua vez, C,;. prepara o terreno para as rotagoes C e

c*.
o Oscilagao do tipo (C ou C*) Rotagao em sentido horario e anti-
horario, respectivamente — Com o aumento da energia C,s. adquire
energia suficiente para formar um lago fechado, simplesmente se

transformando em C ou C*.

Ao redor dos principais movimentos, o péndulo elastico tem a capacidade
de executar uma multiplicidade de movimentos satélites. Esses movimentos
podem manifestar-se como oscilagdes periddicas, quase periddicas ou caoticas,

revelando a verdadeira complexidade da dinamica nao linear.

e Oscilagoes Periddicas — Refere-se a padroes regulares e repetitivos que
ocorrem em intervalos constantes de tempo.

e Oscilagdes Quase-Periddicas — Caracteriza-se por um comportamento
oscilatorio que nao segue estritamente um padrao periddico, mas ainda
exibe alguma regularidade em multiplos periodos.

e Oscilagoes Cadticas — Representa um comportamento complexo e
imprevisivel, muitas vezes associado a sensibilidade extrema as condi¢oes

iniciais do sistema.

A representacao fiel desse fendomeno ultrapassa a possibilidade de ser
capturada em imagens isoladas, no entanto, para uma apresentacao simplificada,
as figuras abaixo 23 e 24 ilustram dois tipos de movimentos satélites, um

periodico e outro cadtico respectivamente.
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Figura 23 - Oscilagdo Periddica Figura 24 - Oscilagdo Cadtica
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No intuito de examinar exemplificagdbes das "milhares de alteracoes e
bifurcagdes" responsaveis pela sequéncia de ordem-caos-ordem, concentramo-
nos agora em duas Orbitas especificas. Na figura 25, selecionamos uma oscilagao
assimétrica denominada t, um satélite de B, que se desintegra por meio de
bifurcacoes de duplicacdo de periodo ao adentrar a regiao sombreada no plano
de parametros (i, R). A trajetoria é apresentada, juntamente com sua oscilagao

espelhada t*.

Figura 25 - Secdes de Poincaré das Fig. 13 a 18
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Fonte: Van der Weele
Na figura 23, é apresentado um satélite regular associado ao movimento
do tipo colina (A), o qual se refere as quatro pequenas ilhas circundantes ao ponto
A na secao de Poincaré representada na figura 25. Na figura 24, visualiza-se um
satélite caotico pertencente ao movimento do tipo vale (B). As condi¢des iniciais
foram selecionadas nas proximidades do ponto s, indicado na figura 25, o qual

representa uma oscilagao simétrica instavel. Ja na figura 25, é exibida a se¢ao de
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Poincaré correspondente a u =6, R =0. As letras t e t* sao utilizadas para
denotar as duas oscilagdes nao simétricas que estao detalhadas na figura

subsequente.

No caso abaixo, ilustrado pela figura 26, exploramos o destino de um
movimento em forma de estrela-do-mar inclinado para a esquerda e seu
equivalente (inclinado para a direita) ao sair da regido sombreada. Esses
movimentos inicialmente se recombinam, resultando em uma Orbita simétrica,
conforme evidenciado nas figuras 27 e 28. Eventualmente, a orbita simétrica é
deslocada para a periferia do retrato de fase pelas rotagdes C e C*, que ganham

proeminéncia a medida que a energia aumenta.

Figura 26 - Secdo de Poincaré p = 6 e R = 3,79 Figura 27 - Trajetoria do Tipo Estrela-do-Mar

Fonte: Van de Weele Fonte: Van de Weele

Na figura (a) temos a se¢ao de Poincaré em p = 6, R = 3.79, mostrando as
posi¢des no espago de fase de dois movimentos assimétricos em forma de estrela-
do-mar, que rastreiam os pontos 1, 5 e 1%, 5%, respectivamente. Na figura (b) temos

a forma dos mesmos movimentos no plano (x, y).

Outro possivel movimento satélite para o péndulo elastico ¢ quando
submetido a um regime de altas energias, a orbita pode tomar o formato de uma
circunferéncia completa, representado pela figura 28, caracteristico do tipo (C) de

movimento.
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Figura 28 - Orbita Circular

Fonte: Van der Weele

Metodologia Computacional

Com o intuito de observar este efeito na simulacdo computacional,
utilizaremos as secOes de Poincaré. Para isso, manteremos u constante,
estabelecendo-o arbitrariamente como igual a 5. Modificaremos o parametro R
da energia, percorrendo vdrios niveis pré-definidos, mantendo as mesmas
condigdes iniciais. O propdsito é avaliar as trajetorias do péndulo elastico e as
secOes de Poincaré para as mesmas condigOes iniciais em diferentes niveis de

energia, permitindo visualizar a transi¢ao entre ordem-caos-ordem.

Em cada simulagao, procuramos explorar o maior nimero possivel de
condigdes iniciais que se adequassem ao nivel de energia especificado. A varidvel
x sempre foi iniciada em x = 0.01 (1 cm) para todos os casos (niveis de energia),
variando para diferentes valores dentro do limite imposto pelo valor energético
definido. Dessa maneira, determinamos o maximo de condic¢Oes iniciais que
satisfizessem aquele nivel de energia, viabilizando o cdlculo das segOes de

Poincaré.

E fundamental destacar que, em cada nivel de energia, sdo consideradas
diversas condigOes iniciais, 0 que demanda uma aten¢ao minuciosa aos valores
numéricos apresentados nos eixos dos graficos. Essa andlise requer cuidado

especial devido a notavel discrepancia entre esses valores, mesmo que as
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imagens possuam o mesmo tamanho aparente, criando a ilusao de que o

movimento sempre ocorre na mesma proporgao, o que nao € verdade.

No decorrer deste estudo, as se¢oes de Poincaré foram calculadas com
base no eixo de movimento vertical (y) do péndulo, visto que esta varidvel
possuia menor controle de manipulagdao. No que diz respeito ao eixo horizontal
(x) do movimento do péndulo, a simulagdo computacional sempre se iniciava a
partir de um valor especifico de x. Consequentemente, a cada vez que o péndulo
atravessava o eixo vertical (y) da esquerda para a direita, era registrado um ponto

na se¢ao de Poincaré.

Nos graficos das se¢des de Poincaré, o eixo x representa a posi¢ao no eixo
vertical (y) do movimento do péndulo, enquanto o eixo y indica a velocidade do
péndulo no momento em que cruzava o eixo vertical (y) do movimento da
esquerda para a direita. Esses pontos eram registrados até que o intervalo de
tempo predefinido por nds fosse concluido, proporcionando, assim, uma
diversidade de pontos durante esse intervalo temporal e permitindo a andlise da

evolucao da dinamica do sistema.
1° Simulag¢ao R = —-0.9

Foram escolhidas 10 condiges iniciais que satisfazem o nivel de energia
exigido. Os valores de x que satisfazem o nivel de energia R = —0.9 e u = 5 estao
dentro de um intervalo de x = 0.01 e x = 0.1 (equivalentes a 1cm e 10 cm,
respectivamente). Os valores especificos de x que foram obtidos sao {0.01, 0.02,
0.03, 0.04, 0.05, 0.06, 0.07, 0.08, 0.09, 0.1}, e para cada valor de x, corresponde
um valor especifico de y, representados por {—0.29143, —0.290364, —0.288558,
—0.285965, —0.282508, —0.278061, —0.272416, —0.265184, —0.255464,
—0.239251}. Na figura subsequente, foram representadas todas as condigoes
iniciais para as variaveis x e y que atendem a esse nivel especifico de energia. Os

pontos assinalados em preto correspondem as condigdes iniciais mencionadas
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anteriormente, as quais foram empregadas como parametros para a condugao

das simulagoes.

Figura 29 - Condigdes Iniciais que satisfazem R = —0,9
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Sendo assim, é possivel mostrar a trajetéria de cada uma dessa

combinagdes de x e y, e sdo mostradas logo abaixo.

Figura 30 - Trajetorias em R = —0,9
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Fonte: Autor

Apods a obtencao de diversas condigdes iniciais correspondentes a um

mesmo nivel de energia, prosseguimos para o calculo das se¢des de Poincaré a
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fim de investigar a possivel presenca de comportamento caotico. As secoes

correspondentes estao apresentadas logo abaixo para analise e avaliagao.

Figura 31 - Secdes de Poincaré em R = —0,9
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Para facilitar a visualizacdo do movimento como um todo, podemos

mostrar todas as sec¢oes de uma so vez.

Figura 32 - Sobreposicdo das Secdes em R = —0,9
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Fonte: Autor
Considerando as condigOes iniciais e o nivel de energia estabelecido,
observa-se a auséncia de comportamento cadtico, uma vez que todas as segoes de
Poincaré manifestaram-se de maneira ordenada, sem a identificacao de
bifurca¢des ou a presenga de pontos distintos e aleatorios. Assim, pode-se afirmar
que, para niveis baixos de energia, o movimento se demonstra completamente

ordenado.

Ao analisar as trajetorias obtidas para o nivel de energia especificado, é
possivel observar que as sete primeiras trajetorias formam um padrao

caracteristico de movimento denominado colina (A), conforme demonstrado
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anteriormente. Por outro lado, as trés ultimas trajetdrias, embora exibam certa

complexidade, remetem ao padrao de movimento conhecido como vale (B).

Uma observagao relevante é que, ao consolidar todas as se¢des de Poincaré
em uma Unica figura, torna-se evidente que as sete primeiras trajetOrias
encontram-se praticamente concéntricas. Além disso, nota-se um aumento na
amplitude a medida que o valor do langamento x aumenta, e, por conseguinte, a
velocidade correspondente também cresce. Essa relacdo torna-se clara ao

examinar essas se¢oes em conjunto.

Outro ponto a destacar é que as trés ultimas trajetdrias ocupam um espago
distinto em relacdo as sete primeiras, apresentando dimensoes
significativamente maiores. Ao observar as trajetdrias, percebe-se que estas
cruzam o eixo y em alturas diversas, refletindo-se claramente no aumento dessas

figuras na secao de Poincaré.
2° Simulacao R =0

Foram escolhidas 6 condi¢des iniciais que satisfazem o nivel de energia
exigido. Os valores de x que satisfazem o nivel de energia R = 0 e u = 5 estao
dentro de um intervalo de x = 0.01 e x = 0.26 (equivalentes a 1 cm e 26 cm,
respectivamente). Os valores especificos de x que foram obtidos sao {0.01, 0.06,
0.11, 0.16, 0.21, 0.26}, e para cada valor de x, corresponde um valor especifico de
y, representados por {—0.39223, —0.386215, —0.371016, —0.344801, —0.302905,
—0.227837}. Na figura subsequente, foram representadas todas as condigoes
iniciais para as variaveis x e y que atendem a esse nivel especifico de energia. Os
pontos assinalados em preto correspondem as condi¢des iniciais mencionadas
anteriormente, as quais foram empregadas como parametros para a condugao

das simulagoes.

85



Figura 33 - Condigoes Iniciais que satisfazem R = 0

R=0

00f

-04}

7
Fonte: Autor

Sendo assim, é possivel mostrar a trajetéria de cada uma dessa

combinagdes de x e y, e sdo mostradas logo abaixo.

Figura 34 - Trajetériasem R = 0

01 02 03 -03-02-01 ' 01 02 03

-02 -01 01 02

Fonte: Autor

Apos a obtencao de diversas condigOes iniciais correspondentes a um
mesmo nivel de energia, prosseguimos para o calculo das se¢des de Poincaré a
fim de investigar a possivel presenca de comportamento caotico. As se¢Oes

correspondentes estao apresentadas logo abaixo para analise e avaliagao.
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Figura 35 - Secoes de Poincaré em R = 0

]
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Fonte: Autor

Para facilitar a visualizacdo do movimento como um todo, podemos

mostrar todas as sec¢oes de uma so vez.

Figura 36 - sobreposicio das Segdes em R = 0

« 0.01

0.06
« 0.1
« 016
« 0.21
« 026

Fonte: Autor

Para este nivel de energia especifico, é possivel constatar que, para as duas
primeiras condig¢Oes iniciais, 0 movimento exibiu caracteristicas de desordem e
uma leve tendéncia ao caos. Esta observacao é evidenciada tanto na
representacao da trajetdria quanto na secdo de Poincaré, onde os pontos
demonstram uma distribui¢do mais dispersa e menos organizada em

comparagao ao primeiro caso apresentado.

No caso, observando as quatro ultimas trajetérias vemos que elas
resultaram em um movimento ordenado caracterizado como do tipo colina (A),

embora apresentem trajetorias aparentemente complexas. Uma andlise mais
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detalhada dessas trajetorias permite concluir que, mesmo diante da
complexidade aparente, o padrao geral do movimento se assemelha ao

comportamento ordenado tipico de uma colina (A).
3° Simulacao R =1

Foram escolhidas 7 condigOes iniciais que satisfazem o nivel de energia
exigido. Os valores de x que satisfazem o nivel de energia R =1 e u = 5 estao
dentro de um intervalo de x = 0.01 e x = 0.31 (equivalentes a 1 cm e 31 cm,
respectivamente). Os valores especificos de x que foram obtidos sao {0.01, 0.06,
0.11, 0.16, 0.21, 0.26, 0.31}, e para cada valor de x, corresponde um valor
especifico de y, representados por {—0.453215, —0.448411, —0.436461,
—0.416566, —0.387091, —0.344624, —0.280225}. Na figura subsequente, foram
representadas todas as condigdes iniciais para as variaveis x e y que atendem a
esse nivel especifico de energia. Os pontos assinalados em preto correspondem
as condigOes iniciais mencionadas anteriormente, as quais foram empregadas

como parametros para a condugdo das simulagoes.

Figura 37 — Condigbes Iniciais que satisfazem R = 1

Fonte: Autor
Sendo assim, € possivel mostrar a trajetoria de cada uma dessa

combinacdes de x e y, e sao mostradas logo abaixo.
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Figura 38 - Trajetdrias em R=1
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Fonte: Autor
Apdbs a obtencdo de diversas condigOes iniciais correspondentes a um
mesmo nivel de energia, prosseguimos para o calculo das se¢des de Poincaré a
fim de investigar a possivel presenca de comportamento caotico. As segOes

correspondentes estao apresentadas logo abaixo para analise e avaliagao.

Figura 39 - Secbes de Poincaréem R = 1
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Fonte: Autor

Para facilitar a visualizacdo do movimento como um todo, podemos

mostrar todas as sec¢oes de uma so vez.

89



Figura 40 - Sobreposicdo das Secoes em R = 1
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Fonte: Autor
Neste nivel de energia especifico, a observagao revela que as cinco
primeiras condi¢bes iniciais culminaram em movimentos caoticos e
desordenados, enquanto apenas as duas ultimas conduziram a movimentos
completamente ordenados. Predominantemente, o movimento pode ser
categorizado como caotico, conforme evidenciado tanto nas representacgoes das

trajetorias quanto nas se¢oes de Poincaré.

Na analise das cinco primeiras trajetdrias sob a perspectiva das segoes de
Poincaré, além da distribui¢ao dos pontos que evidencia um movimento caotico,
observa-se um fendmeno notavel. Pela primeira vez, surgiram pontos em uma
nova regiao da secao de Poincaré, correspondente a parte superior do péndulo.
A energia envolvida foi tao significativa que, além de transformar o péndulo em
um sistema caotico, também deslocou parte do seu movimento para outro
quadrante do plano cartesiano. Ja as duas ultimas trajetdrias resultaram em

movimentos ordenados, caracterizando-se como colina (A).
4° Simulacao R = 2

Foram escolhidas 9 condigOes iniciais que satisfazem o nivel de energia
exigido. Os valores de x que satisfazem o nivel de energia R = 2 e u = 5 estao
dentro de um intervalo de x = 0.01 e x = 0.41 (equivalentes a 1 cm e 41 cm,
respectivamente). Os valores especificos de x que foram obtidos sao {0.01, 0.06,

0.11, 0.16, 0.21, 0.26, 0.31, 0.36, 0.41}, e para cada valor de x, corresponde um
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valor especifico de y, representados por {—0.500002, —0.495807, —0.485435,
—0.46838, —0.443684, —0.409587, —0.362598, —0.294014, —0.153467}.

Na figura subsequente, foram representadas todas as condigdes iniciais
para as variaveis x e y que atendem a esse nivel especifico de energia. Os pontos
assinalados em preto correspondem as condig¢des iniciais mencionadas
anteriormente, as quais foram empregadas como parametros para a condugao

das simulacgoes.

Figura 41 - Condigoes Iniciais que satisfazem R = 2

R=2

00}

Fonte: Autor
Sendo assim, é possivel mostrar a trajetéria de cada uma dessa

combinagdes de x e y, e sdo mostradas logo abaixo.

Figura 42 - Trajetdrias em R=2

Fonte: Autor
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Apds a obtencdo de diversas condigOes iniciais correspondentes a um
mesmo nivel de energia, prosseguimos para o calculo das se¢des de Poincaré a
fim de investigar a possivel presenga de comportamento cadtico. As segOes

correspondentes estao apresentadas logo abaixo para analise e avaliagao.

Figura 43 - Secoes de Poincaré em R = 2
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Fonte: Autor

Para facilitar a visualizacdo do movimento como um todo, podemos

mostrar todas as sec¢oes de uma so vez.

Figura 44 - Sobreposigdo das Se¢ées em R = 2
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Fonte: Autor

Ao examinar as trajetorias obtidas juntamente com as se¢des de Poincaré,
€ possivel concluir que as trajetdrias 1, 3 e 6 originaram um movimento cadtico.
Essa conclusao é respaldada pela distribuigao dos pontos nas se¢oes, refletindo
uma caracteristica caotica evidente também nas trajetorias. Por outro lado, as
trajetorias 2, 4 e 5 resultaram em um movimento do tipo estrela, revelando-se
como movimentos ordenados. Ao observar as seg¢Oes, nota-se que o péndulo

atravessa consistentemente pontos especificos, formando pequenas ilhas
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distribuidas nas seg¢des, indicando organiza¢do no movimento, conforme
mencionado anteriormente. Finalmente, as trajetorias 7, 8 e 9 culminaram em um

movimento ordenado do tipo colina.
5° Simulacao R = 3

Foram escolhidas 9 condigOes iniciais que satisfazem o nivel de energia
exigido. Os valores de x que satisfazem o nivel de energia R = 3 e u = 5 estao
dentro de um intervalo de x = 0.01 e x = 0.41 (equivalentes a 1 cm e 41 cm,
respectivamente). Os valores especificos de x que foram obtidos sao {0.01, 0.06,
0.11, 0.16, 0.21, 0.26, 0.31, 0.36, 0.41}, e para cada valor de x, corresponde um
valor especifico de y, representados por {—0.539442, —0.535641, —0.526275,
—0.51098, —0.489085, —0.459443, —0.420013, —0.36674, —0.289118}. Na figura
subsequente, foram representadas todas as condi¢Oes iniciais para as varidveis x
e y que atendem a esse nivel especifico de energia. Os pontos assinalados em
preto correspondem as condigOes iniciais mencionadas anteriormente, as quais

foram empregadas como parametros para a condugao das simulagoes.

Figura 45 - Condigdes Iniciais que satisfazem R = 3

Fonte: Autor
Sendo assim, € possivel mostrar a trajetoria de cada uma dessa

combinacdes de x e y, e sao mostradas logo abaixo.
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Figura 46 - Trajetériasem R = 3

Fonte: Autor
Apdbs a obtencdo de diversas condigOes iniciais correspondentes a um
mesmo nivel de energia, prosseguimos para o calculo das se¢des de Poincaré a
fim de investigar a possivel presenca de comportamento caotico. As segOes

correspondentes estao apresentadas logo abaixo para andlise e avaliagao.

Figura 47 - Secbes de Poincaré em R = 3
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Para facilitar a visualizacdo do movimento como um todo, podemos

mostrar todas as sec¢oes de uma so vez.

Figura 48 - Sobreposigdo das Segoes em R = 3
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Fonte: Autor
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Nesse nivel de energia especifico, € perceptivel uma combinac¢dao de
movimentos cadticos e ordenados. As condig¢oes iniciais de x {0.01, 0.06, 0.11 e
0.26} resultaram em um movimento cadtico, enquanto as condigdes iniciais de x
{0.16, 0.21, 0.31, 0.36 e 0.41} conduziram a movimentos ordenados. Ao analisar
as se¢oes de Poincaré, fica evidente que as trés ultimas condigOes iniciais
apresentaram-se bem ordenadas, de forma semelhante ao observado no primeiro
caso. Quanto as condig¢Oes iniciais de x {0.16, 0.21}, é possivel inferir sua
ordenagao, pois ndo se identifica distribuicao aleatoria de pontos no grafico. Ao
contrario, observam-se figuras ordenadas que indicam que o péndulo elastico
passa por essas posi¢oes com suas respectivas velocidades varias vezes ao longo

do tempo.

Cabe ressaltar que as trajetdrias 3, 4 e 5 sdo ordenadas e apresentam um
padrado do tipo estrela-do-mar. A penultima trajetoria, embora possa parecer
cadtica ao analisar sua trajetoria, revela, na verdade, ser um movimento
ordenado quando observada a secdo de Poincaré. Nessa perspectiva, é possivel
notar que o péndulo passa consistentemente pelos mesmos pontos no eixo y.
Quanto a ultima trajetdria, sua semelhanca com um movimento do tipo colina

(A) é evidente.
6° Simulacao R = 4

Foram escolhidas 10 condiges iniciais que satisfazem o nivel de energia
exigido. Os valores de x que satisfazem o nivel de energia R = 4 e u = 5 estao
dentro de um intervalo de x = 0.01 e x = 0.46 (equivalentes a 1 cm e 46 cm,
respectivamente). Os valores especificos de x que foram obtidos sao {0.01, 0.06,
0.11, 0.16, 0.21, 0.26, 0.31, 0.36, 0.41, 0.46}, e para cada valor de x, corresponde
um valor especifico de y, representados por {—0.574187, —0.570673, —0.562031,
—0.547978, —0.528006, —0.501278, -0.466394, —0.420866, —0.359545,
—0.267538}. Na figura subsequente, foram representadas todas as condigoes

iniciais para as varidveis x e y que atendem a esse nivel especifico de energia. Os
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pontos assinalados em preto correspondem as condig¢des iniciais mencionadas
anteriormente, as quais foram empregadas como parametros para a condugao

das simulacgoes.

Figura 49 - Condicoes Iniciais que satisfazem R = 4

—0‘4 —(;2 0.0 0.2 0‘4
Fonte: Autor

Sendo assim, é possivel mostrar a trajetéria de cada uma dessa

combinagdes de x e y, e sdo mostradas logo abaixo.

Figura 50 - Trajetdrias em R = 4

Fonte: Autor

Apods a obtencao de diversas condigOes iniciais correspondentes a um

mesmo nivel de energia, prosseguimos para o calculo das se¢des de Poincaré a
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fim de investigar a possivel presenga de comportamento caotico. As segOes

correspondentes estao apresentadas logo abaixo para analise e avaliagao.

Figura 51 - Secdes de Poincaré em R = 4
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Fonte: Autor
Para facilitar a visualizagdo do movimento como um todo, podemos

mostrar todas as sec¢oes de uma so vez.

Figura 52 - Sobreposicdo das Secbes em R = 4
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Fonte: Autor

Nesse nivel de energia, também se observa uma mescla de movimentos
aleatdrios e ordenados. Os seis primeiros movimentos e o ultimo, para as
condig¢oes de x {0.01, 0.06, 0.11, 0.16, 0.21, 0.26 e 0.46}, demonstraram uma leve
ordenacdo, especialmente a ultima condi¢do inicial, que exibiu um
comportamento semelhante ao primeiro caso previamente apresentado. Ja para
as condicOes intermediarias de x {0.31, 0.36 e 0.41}, houve uma leve presenca de

comportamento caotico, como evidenciado nas se¢des de Poincaré.
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Vale ressaltar que as trajetdérias 3 e 4 sao ordenadas e apresentam um
padrao do tipo estrela-do-mar, enquanto a ultima trajetdria se enquadra em um
movimento do tipo colina e é ordenada. Nas trajetorias 2, 3 e 6, tornam-se

evidentes algumas pequenas bifurcagdes nas se¢oes de Poincaré.
7° Simulacao R = 5

Foram escolhidas 11 condigdes iniciais que satisfazem o nivel de energia
exigido. Os valores de x que satisfazem o nivel de energia R =5 e u = 5 estao
dentro de um intervalo de x = 0.01 e x = 0.51 (equivalentes a 1 cm e 51 cm,
respectivamente). Os valores especificos de x que foram obtidos sao {0.01, 0.06,
0.11, 0.16, 0.21, 0.26, 0.31, 0.36, 0.41, 0.46, 0.51}, e para cada valor de x,
corresponde um valor especifico de y, representados por {—0.605599,
—0.602305, -—0.59422, -0.581113, -0.562578, —0.537962, -—0.506221,
—0.465615, —0.412946, —0.341097, —0.224239}. Na figura subsequente, foram
representadas todas as condi¢Oes iniciais para as varidveis x e y que atendem a
esse nivel especifico de energia. Os pontos assinalados em preto correspondem
as condigdes iniciais mencionadas anteriormente, as quais foram empregadas

como parametros para a conducao das simulagoes.

Figura 53 - Condigoes Iniciais que satisfazem R = 5

R=5

Fonte: Autor
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Sendo assim, é possivel mostrar a trajetoria de cada uma dessa

combinagdes de x e y, e sdo mostradas logo abaixo.

Figura 54 - Trajetériasem R = 5

Fonte: Autor
Apos a obtencao de diversas condiges iniciais correspondentes a um
mesmo nivel de energia, prosseguimos para o calculo das se¢des de Poincaré a
fim de investigar a possivel presenca de comportamento caotico. As sec¢Oes

correspondentes estao apresentadas logo abaixo para andlise e avaliacao.
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Figura 55 - Segoes de Poincaré em R = 5
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Fonte: Autor

Para facilitar a visualizagdo do movimento como um todo, podemos

mostrar todas as sec¢oes de uma so vez.

Figura 56 - Sobreposicdo das Secoes em R = 5
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Fonte: Autor
Para esse nivel de energia, é notavel predominantemente a presenca de
movimentos ordenados, conforme evidenciado nas sec¢des de Poincaré. A
utilizacao dessas se¢Oes se revela crucial para a andlise desses movimentos, uma
vez que, se limitdssemos nossa observac¢ao apenas as trajetorias descritas pelo
péndulo nessas condi¢Oes iniciais, aparentemente estas poderiam parecer
levemente caoticas ou desordenadas. No entanto, ao examinarmos as segoes, a

conclusao é inversa. E possivel inferir que apenas as duas ultimas condigOes
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iniciais de x {0.46 e 0.51} resultaram em movimento parcialmente cadtico, como

evidenciado nas se¢oes de Poincaré.

Vale ressaltar que as trajetorias 4, 5 e 8 apresentam o padrao de movimento
do tipo estrela-do-mar. E possivel ver outras trajetorias com estrutura semelhante
a uma estrela, porém, com mais pontas. Embora nao se enquadrem como estrelas-
do-mar, essas trajetdrias apresentam movimentos completamente ordenados,
conforme evidenciado pelas secdes de Poincaré. Ja as duas ultimas figuras,
embora tenham uma parte do seu movimento caotico, também apresentam
movimentos ordenados tanto na parte superior quanto inferior do péndulo. Na
parte intermedidria, observa-se a presenga de um movimento cadtico com alta

densidade de pontos dispersos nas se¢des, incluindo bifurcagoes.
8° Simulacao R = 10

Foram escolhidas 9 condig¢des iniciais que satisfazem o nivel de energia
exigido. Os valores de x que satisfazem o nivel de energia R = 10 e u = 5 estao
dentro de um intervalo de x = 0.01 e x = 0.65 (equivalentes a 1 cm e 65cm,
respectivamente). Os valores especificos de x que foram obtidos sao {0.01, 0.09,
0.17, 0.25, 0.33, 0.41, 0.49, 0.57, 0.65}, e para cada valor de x, corresponde um
valor especifico de y, representados por {—0.733216, —0.727185, —0.711239,
—0.684608, —0.645814, —0.592158, —0.518344, —0.411573, —0.210391}. Na
figura subsequente, foram representadas todas as condi¢Oes iniciais para as
varidveis x e y que atendem a esse nivel especifico de energia. Os pontos
assinalados em preto correspondem as condigdes iniciais mencionadas
anteriormente, as quais foram empregadas como parametros para a condugao

das simulagoes.
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Figura 57 - Condigées Iniciais que satisfazem R = 10

R=10

08}

00|

08}

208}

-08 -0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4 08
Fonte: Autor

Sendo assim, é possivel mostrar a trajetéria de cada uma dessa

combinagdes de x e y, e sdo mostradas logo abaixo.

Figura 58 - Trajetérias em R = 10

Fonte: Autor

Apos a obtencao de diversas condigOes iniciais correspondentes a um
mesmo nivel de energia, prosseguimos para o calculo das se¢des de Poincaré a
fim de investigar a possivel presenca de comportamento caotico. As segOes

correspondentes estao apresentadas logo abaixo para analise e avaliagao.
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Figura 59 - Secoes de Poincaré em R = 10

= gl e P S L al— .
1 7 4 4
; .

2 R 2

0z 04 08 \—u.ns -04 -0z, P U-06-04-02, 02 04 9‘.6’ t-06-04-02,] 02 04 06
g . 5,
-4 .. -4 "z N -4 K
) . 2 S RSP -y SN
P | -‘\;’r e o : R T
02 04 @6’ -06-04-02,} 02 04 06 -04 -02 5 02 * -03 -02 01 02
- : . - i/ -
p ) = £
. B .
i - S B e S IS I

Fonte: Autor

Para facilitar a visualizagdo do movimento como um todo, podemos

mostrar todas as sec¢oes de uma so vez.

Figura 60 - Sobreposicdo das Secdes em R = 10
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Fonte: Autor
Neste novo nivel de energia, observamos um padrao similar ao caso
anterior. Novamente, apenas a ultima condicao inicial de x {0.65} apresentou um
comportamento ligeiramente cadtico, dado a grande distribui¢cao de pontos nas

secOes de Poincaré e a presenga de bifurcagdes nesses pontos.

E possivel notar que algumas trajetdrias até lembram um movimento do
tipo estrela-do-mar, porém com mais pontas do que o normal, mesmo nao sendo
propriamente dito, ainda se enquadram como movimentos ordenados. Outro
ponto interessante aparece ao analisar o tinico movimento que parece que vai
formar um circulo completo, que é a ultima trajetdria, € o tnico que apresenta
uma secao levemente cadtica, se da pelo fato de que ele cruza o eixo y com valores

diferentes repetidamente ao longo do tempo.
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9° Simulagao R = 25

Foram escolhidas 9 condigOes iniciais que satisfazem o nivel de energia
exigido. Os valores de x que satisfazem o nivel de energia R = 25 e u = 5 estao
dentro de um intervalo de x = 0.01 e x = 0.81 (equivalentes a 1 cm e 81 cm,
respectivamente). Os valores especificos de x que foram obtidos sao {0.01, 0.11,
0.21, 0.31, 0.41, 0.51, 0.61, 0.71, 0.81}, e para cada valor de x, corresponde um
valor especifico de y, representados por {—0.995517, —0.989074, —0.971669,
—0.942652, —0.90082, —0.844118, —0.768979, —0.668588, —0.526863}. Na
figura subsequente, foram representadas todas as condigOes iniciais para as
variaveis x e y que atendem a esse nivel especifico de energia. Os pontos
assinalados em preto correspondem as condigdes iniciais mencionadas
anteriormente, as quais foram empregadas como parametros para a condugao

das simulagoes.

Figura 61 - Condigoes Iniciais que satisfazem R = 25
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Fonte: Autor
Sendo assim, é possivel mostrar a trajetoria de cada uma dessa

combinagOes de x e y, e sao mostradas logo abaixo.
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Figura 62 - Trajetorias em R = 25
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Fonte: Autor

Apdbs a obtencdo de diversas condigOes iniciais correspondentes a um
mesmo nivel de energia, prosseguimos para o calculo das se¢des de Poincaré a
fim de investigar a possivel presenca de comportamento caotico. As segOes

correspondentes estao apresentadas logo abaixo para analise e avaliagao.

Figura 63 - Secoes de Poincaré em R = 25
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Fonte: Autor

Para facilitar a visualizacdo do movimento como um todo, podemos

mostrar todas as sec¢oes de uma so vez.
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Figura 64 - Sobreposicdo das Secdes em R = 25
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Fonte: Autor

Neste tltimo nivel de energia, constatamos que todas as condic¢des iniciais
de x demonstraram total ordenacio. E possivel ver que todas as trajetérias tem
as mesmas caracteristicas, com a trajetdria resultante lembrando a figura de uma
hipérbole, nessa situagdo, vemos que o péndulo cruza o eixo y praticamente
sempre nos mesmos pontos, o que resulta em uma trajetéria ordenada como é
possivel nas secdes. E relevante enfatizar que esse nivel de energia ¢é
consideravelmente elevado, o que fundamenta a frequente permanéncia do

péndulo em sua trajetdria na parte superior de seu ponto de pivo.

Vale ressaltar que na pratica, dificilmente conseguiriamos reproduzir esta
situagao, pois se trata de um nivel tao elevado de energia que para alcangar o
mesmo, deveriamos esticar muito a mola, o que provavelmente perderia suas

propriedades elasticas.

Na figura apresentada abaixo, compilamos todas as se¢oes de Poincaré
obtidas em cada nivel de energia, dispostas lado a lado. Essa organizacao visual
facilita a observacao simultanea de todas as sec¢oes, eliminando a necessidade de
percorrer diversas paginas para sua andlise. Essa disposi¢do contigua
proporciona uma visao panoramica e simplificada, permitindo uma comparagao

direta entre os diferentes comportamentos observados em cada nivel de energia.
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Figura 65 - Compilagdo de todas as sobreposigoes das secoes de Poincaré para todos os casos analisados

R=-09 .ot R=0 PR 4 R=1
L he I .00 oo . 001
. 4 =
\ N\ 003 0.06
\ I~ - 004 006 B
\ \ 00! \ .01
} AL L } % § } . 016
T . ooe ] . 016 3 SR E ] 2
] A « 021
/ [\ 007 021
7 . 026
P 7, 008 s b L5 . 026 a5t
= [ - 009 c SHBTE g
= , 01 ALEEE,
R=2 : R=3 R=4 = . 001
- T
- 001 B . 001 i B 4 . 0.06
0.6 BV B, | i, 006 R
. 011 SRl T
Z«s ) gy . 01 : . 016
.ozt R N ) \ . 021
) 021 4 T
7 026 el o5 |
4 : PO /' «o0a
* 031 5 ey 4,
A . 031 X 5 4 0.36
036 v ¥ . . i N A
- ) L % g % e o . 041
c 041 g (. 5% e el o
- > . 046
R=6 R=7
oy s . = : - 001
— 001 041 oor NP
006 + 046 N 0.09
d 0.08
« 011 « 051 ¢ « 017
.« 017 | \
. 016 | - 025
| i i 025
0] o021 2 2 == 2 | 2 . 033
. 026 %h { . 041
3 - 031 o [ - 049
525” 036 ) T 057
— . 001 R o~ T e & 001
) 0.09 0.09 o1
. 047 w04 . 021
« 025
- 025 . 031
e 041
T o ) 051
« 041 . 049 iy
- 049 y b oo
= 057 g, 2= o . 065 — ;
e s e S - 081

Fonte: Autor

Ao analisarmos os diferentes niveis de energia ao longo deste estudo,
torna-se evidente a presenca do fendmeno da transi¢ao ordem-caos-ordem. Nos
extremos, especificamente para o nivel R = —0.9e R = 25, o sistema demonstrou-
se completamente ordenado. No entanto, para os niveis intermedidrios, foi
possivel observar a presenca de movimentos cadticos e aleatérios. E relevante
salientar que, em nenhum caso, alcancamos uma condi¢ao na qual todas as
condi¢Oes iniciais resultaram em movimentos cadticos. Mesmo diante das
condicdbes em que o movimento cadtico predominava, constatamos
consistentemente a existéncia de pelo menos uma condigao inicial que resultava

em um comportamento ordenado.

Ao realizar uma analise exclusiva do primeiro lancamento em todas as
situagOes, em que o valor de x é consistente para todos os casos (x = 0,01), pode-
se inferir que, quando R estd em baixa energia (R = —0,9), a trajetdria torna-se

completamente ordenada. No entanto, ao examinarmos energias intermediarias,
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representadas por R =0, R =1, R = 2 e R = 3, observamos um comportamento
cadtico e desordenado. Por outro lado, ao analisarmos os casos em que R = 4,
R =5,R =10eR = 25, o sistema retorna a um estado completamente ordenado.
Dessa maneira, torna-se evidente que, ao mantermos o valor de x constante para
todos os niveis energéticos, somos capazes de discernir o fendmeno marcado pela

transigao entre ordem, caos e novamente ordem.

Esses resultados destacam a complexidade e a sensibilidade do sistema
frente as variagdes nos niveis de energia. A presenca de um comportamento
ordenado, mesmo em cendrios onde a tendéncia caotica era preponderante,
ressalta a natureza nao deterministica e a influéncia crucial das condi¢oes iniciais
sobre a dinadmica do sistema. Esta constatacdo reforca a importancia de
considerar minuciosamente as condi¢Oes iniciais ao analisar sistemas dinamicos
complexos, uma vez que mesmo em situa¢des aparentemente caoticas, a presenga
de ordem pode estar intrinsecamente presente. Essa conclusao reitera a
necessidade continua de investigar e compreender as dinamicas complexas que
regem tais sistemas, contribuindo para um entendimento mais profundo dos

fendmenos transicionais entre ordem e caos.
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4.2 — Ressonancia Auto-paramétrica

A ressonancia auto-paramétrica é um fenomeno fisico que ocorre quando
um sistema dinamico exibe uma resposta amplificada ou de alta amplitude a uma
frequéncia de excitacdo especifica, mesmo que essa frequéncia ndo esteja
diretamente relacionada a frequéncia natural de vibracdo do sistema. Essa
resposta amplificada ocorre devido a interagdes nao lineares entre as diferentes
partes ou componentes do sistema. Em outras palavras, € quando um sistema
nao linear responde com oscilagdes de alta amplitude devido a uma coincidéncia

entre a frequéncia de excitacao varidvel e a frequéncia natural do sistema.

O termo "auto-paramétrico” refere-se ao fato de que a frequéncia de
excitacdo ndo é uma frequéncia externa aplicada, mas sim uma frequéncia que
muda internamente devido a alguma variagao paramétrica no sistema. Isso pode
ocorrer quando um dos parametros do sistema (como a rigidez da mola ou a

massa) varia com o tempo.

Em sistemas sujeitos a ressonancia auto-paramétrica, a resposta do sistema
a uma frequéncia especifica de excitagdo pode ser muito maior do que seria
esperado com base em seu comportamento linear. Isso pode levar a oscilagoes de
alta amplitude ou comportamento cadtico. Em resumo, a ressonancia auto-
paramétrica é um fendmeno nao linear em que um sistema dinamico responde
de forma amplificada a uma frequéncia de excitagao que varia internamente

devido a mudangas paramétricas.
Metodologia Computacional

Agora que elucidamos o fendmeno em questdo, procederemos a
observagao do mesmo por meio de simulagao computacional, utilizando o
software Mathematica. Para tanto, empregaremos as equagoes de movimento do
sistema obtidas anteriormente, os parametros de energia R e as frequéncias y,

além das condigOes iniciais. Os resultados das simulagdes sdao apresentados a
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seguir, o sistema foi mantido em um estado de baixa energia (R = —0.9),
enquanto varidvamos os valores para u de 2 a 8. O cddigo utilizado se encontra

no apéndice A.

Para realizar a simulagdo computacional, configuramos todos os
parametros relevantes para o estudo. Inicialmente, definimos as condigoes
iniciais do sistema, especificamente, as velocidades nas dire¢des x e y, foram
mantidas como zero, indicando que o péndulo partia do repouso, sem qualquer
velocidade inicial. Além disso, estabelecemos as constantes fundamentais, como
a massa suspensa (m = 0,05 kg), a constante eldstica da mola (k = 10 N/m), a
aceleracdo da gravidade (g =9,81), o parametro de energia (R = —0,9),

caracterizando uma baixa energia e o fator de dissipacdo do sistema (y = 0).

Dado que nosso foco era investigar a ressonancia auto-paramétrica, a
estratégia adotada foi variar o valor de u, mantendo todas as demais condig¢oes
constantes. Com as equag¢Oes de movimento do sistema previamente obtidas,
implementamos um codigo no Mathematica. Nesse c6digo, fixamos um valor para
a posigao em x e calculamos todas as posi¢des possiveis de x que satisfaziam as
condigOes preestabelecidas. Conhecendo esses valores de x, determinamos as
correspondentes posi¢des de y, criando assim uma familia de condig¢des iniciais
que serviram como parametros para os lancamentos da simulacao

computacional.

Com todas as condicOes iniciais estabelecidas, em uma nova célula de
cddigo, também contendo as equagdes de movimento, procedemos para a
plotagem dos graficos de uma gama de possiveis trajetorias para o valor
predefinido de u. Repetimos esse processo, ajustando os valores de g,
permitindo-nos observar a evolucao do sistema em diferentes condigoes. Esse
procedimento sistematico nos proporcionou uma compreensao sobre o regime

de oscilagdo auto-paramétrica, especialmente quando p atingia um valor
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proximo de 4, evidenciando a ocorréncia do fendmeno da ressonancia auto-

paramétrica no sistema em analise.

Ao analisar as figuras que representam as distintas trajetorias para
diferentes condi¢Oes iniciais, € crucial exercer cautela, pois os graficos
apresentam escalas discrepantes nos eixos. Embora as imagens estejam
uniformes em tamanho, os valores numéricos nos eixos variam

significativamente.

Destaco que nas imagens apresentadas a seguir, para todas as condigoes
mostradas, ao lado esquerdo da pagina, temos a representacdo da trajetoria ao
longo de um intervalo temporal de 20 segundos. Esse periodo é escolhido
estrategicamente para permitir uma visualizagao abrangente da periodicidade
do movimento, possibilitando uma compreensao mais detalhada de como a
trajetdria se desenvolve ao longo do tempo. No entanto, em certas circunstancias,
a visualizagao do movimento completo pode se tornar complexa, dificultando a
identificagdo da origem do movimento e comprometendo a clareza da trajetdria

total.

Para contornar essa limitagdo, as imagens do lado direito da pagina
representam os instantes iniciais do movimento, onde o tempo decorrido é de
apenas 2 segundos. Essa escolha temporal especifica facilita a compreensao da
origem do movimento e a observagao dos primeiros momentos da trajetdria. Ao
focar nos estagios iniciais, proporcionamos uma visao mais nitida e desobstruida
da origem do movimento, permitindo uma andlise mais detalhada desses
momentos cruciais. Dessa forma, a combinacao das representagdes temporais,
tanto ao longo do intervalo completo quanto nos instantes iniciais, enriquece a
analise visual do movimento do péndulo elastico, fornecendo uma compreensao

abrangente e detalhada de sua dinamica ao longo do tempo.

Destaco ainda que nas imagens da direita da pagina, foi adicionado um

ponto vermelho, este ponto representa o ponto inicial da trajetdria, indicando o
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ponto especifico no plano xy a partir do qual o movimento teve inicio. E relevante

ressaltar que todas as trajetdrias apresentadas foram obtidas a partir de uma

condigao inicial de repouso.

A inclusao desse ponto vermelho nao apenas proporciona uma referéncia
visual imediata para a origem do movimento, mas também realga a importancia
de compreendermos a influéncia do ponto de partida na evolugao subsequente
do péndulo eldstico. A visualizacdo do ponto inicial, combinada com os
diferentes instantes temporais apresentados, contribui para uma analise mais
abrangente e detalhada da dinamica do sistema, permitindo uma apreciagao

mais aprofundada dos fendmenos em jogo ao longo do tempo.
e a)Parau=2 R=-09, x=0.01, obtemos y = —0.123816 e resultou na
seguinte trajetdria:

Figura 66 - Trajetériaparap =2 e R = —0,9 Figura 67 - Trajetériaparap =2eR=—-09em2s

;

)

Fonte: Autor Fonte: Autor

Observa-se que o movimento do péndulo elastico teve inicio no ponto
especifico do plano xy, com coordenadas x = 0.01 e y = —0.123816 metros.
Nota-se que, dadas as condigOes iniciais e as constantes do problema, o tnico
parametro ajustdvel foi o comprimento da mola. Ao analisar as trajetdrias
resultantes, percebe-se que o movimento se limita a aproximadamente 2

centimetros no eixo x e, praticamente, nao ultrapassa 6 centimetros no eixo y.
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Essa limitagao € reflexo da escolha das varidveis que respeitam as condigoes

iniciais e constantes impostas ao problema.

A imagem a esquerda destaca um aspecto intrigante: mesmo apds apenas
2 segundos de movimento, ja é possivel observar um estagio relativamente

avanc¢ado do péndulo elastico.

e b)Parapu=3, R=-09 x=0.01, obtemos y = —0.181166 e resultou na

seguinte trajetdria:

Figura 68 - Trajetéria parap =3 e R = —0,9 Figura 69 - Trajetériaparap =3 eR=—-09em 2s
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Fonte: Autor Fonte: Autor
Observe que o movimento teve inicio no ponto x = 0.01 ey = —0.181166
metros, € relevante notar que, neste caso, o parametro u foi ligeiramente maior
em comparagao ao caso anterior, resultando em um aumento discreto do
comprimento da mola disponivel para oscilagao. Essa variacdo ¢ evidenciada
pela amplitude do movimento no eixo x, que se estendeu levemente além de 6

centimetros, enquanto no eixo y nao ultrapassou os 7 centimetros.

Observa-se, ainda, uma peculiaridade na trajetéria, uma certa
concavidade se desenvolve na parte inferior do movimento, adicionando uma

complexidade visual a dinamica do péndulo elastico.
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e ¢)Parayu=35 R=-09, x =0.01, obtemos y = —0.20912 e resultou na

seguinte trajetoria:
Figura 70 - Trajetéria parap = 3,2e R = —0,9 Figura 71 - Trajetériaparap = 3,2e R =—-09em 2 s
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Fonte: Autor Fonte: Autor
Neste ponto da andlise, constatamos que o movimento se iniciou nos
pontos x = 0.01 e y = —0.20912 metros. E notével que, nesse caso, o movimento
se restringiu a um valor proximo de 6 centimetros no eixo x e ligeiramente

superior a 6 centimetros no eixo y.

Observa-se também um aumento sutil na concavidade na parte inferior da
trajetdria. Esse crescimento sugere uma resposta mais pronunciada do sistema as
forcas envolvidas, indicando a proximidade da condi¢ao de ressonancia auto-
paramétrica. Nesse estdgio, a trajetoria comega a apresentar uma amplificagao
notavel no eixo x, sugerindo que o movimento do péndulo eldstico estd prestes a
assumir caracteristicas mais préximas de um movimento pendular puro, com

influéncia reduzida da mola.

Ao mesmo tempo, o aumento da concavidade evidencia a tendéncia do
péndulo eldstico de realizar um movimento predominantemente "mola",
minimizando as influéncias do movimento pendular, uma vez que o movimento
puramente pendular ocorre quando a mola estd praticamente sem esticar. Essa

dinamica delicada sinaliza uma transi¢do iminente para um comportamento
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mais complexo, refletindo a interagao entre as caracteristicas oscilatorias do

péndulo.

e d)Parau=4 R=-09, x=0.01, obtemos y = —0.236774 e resultou na

seguinte trajetdria:

Figura 72 - Trajetoriaparap = 4e R = —0,9  Figura 73 - Trajetériaparap =4eR =—09em2s

. . £z
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Fonte: Autor Fonte: Autor

Figura 74 - Trajetoriaparap =4eR =—-09em 3 s

Fonte: Autor

Aqui apresentamos o 4pice da ressonancia autoparamétrica, destacando
arelagao entre as frequéncias de ressonancia em que o efeito se torna mais visivel.
Esta condicao é prontamente observavel na trajetéria que se evidencia de

maneira notavel, com amplas oscilagoes (grande amplitude) tanto no eixo x
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quanto no eixo y. Tal fendmeno evidencia que, ao longo do tempo, o sistema

oscila ora como um péndulo simples e ora como um sistema massa-mola vertical.

Observa-se, na figura do meio, a representacdo da simulacdo do
movimento em um intervalo de apenas 2 segundos. Nesse cendrio, dado o
aumento significativo do comprimento da mola em comparac¢ao com o primeiro
caso, verifica-se que o movimento tende a demandar um periodo mais
prolongado para se desenrolar completamente. Com apenas 2 segundos de
duracdo, torna-se menos perceptivel a ocorréncia da ressonancia
autoparamétrica, que se manifesta como a transicao entre os regimes de oscilagao

predominantemente mola e predominantemente péndulo.

Diante dessa consideragao, realizamos simulagoes adicionais, agora com
uma duracao de 3 segundos. Nesse contexto, torna-se evidente uma amplitude
consideravel no eixo x, indicando o inicio de um movimento praticamente
pendular. Esse comportamento € caracteristico da ressonancia autoparamétrica,
onde o sistema oscila entre os regimes de movimento predominantemente mola
e predominantemente péndulo, a extensao da simulagao proporciona uma visao

mais clara dessa transicao.

A transicao entre esses regimes de oscilagdo é claramente perceptivel nas
figuras subsequente, que demonstra de forma individualizada a componente de
oscilagao em x e y, simultaneamente representadas ao longo do mesmo intervalo

de tempo.

Figura 75 - Evolugdo do movimento nos eixos x e’y em 10 s Figura 76 - Evolug¢do do movimento nos eixos x e’y em 20 s
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Fonte: Autor Fonte: Autor
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Na figura acima, o eixo x representar o tempo decorrido, enquanto o eixo
y representa a posicao correspondente do péndulo elastico. A curva em azul
ilustra a componente do eixo x do péndulo, ao passo que a curva em laranja

retrata a componente y do péndulo elastico.

Analisando a evolugdo dessas curvas, torna-se evidente que o0 movimento
ao longo do eixo do pendulo x (curva azul) tende a aumentar quando a
componente y do pendulo eldstico (curva laranja) esta diminuindo. Da mesma
forma, no ponto em que o valor de x é maximo, a componente y tende ao valor
minimo, estabelecendo um padrdo sucessivo e inter-relacionado entre essas

variaveis.

Essa observacao € intrinsicamente caracteristica do fendomeno da
ressonancia autoparamétrica. No momento em que a componente y atinge seu
valor minimo e a componente x estd no ponto maximo, o sistema manifesta um
movimento semelhante ao de um péndulo simples com amplitude maxima. Da
mesma maneira, quando o valor em x ¢ minimo e y tende ao valor maximo,
ocorre 0 movimento predominantemente eldstico da mola, marcado pela
distensao maxima da mesma. Nesse contexto, o fato de x permanecer
praticamente em repouso indica uma fase em que a oscilagio pendular estd

praticamente ausente nesse eixo, enquanto a mola se estica.

Dessa forma, a interagao entre os movimentos oscilatérios do péndulo e
da mola se manifesta claramente durante a ressonancia autoparamétrica. A
alternancia entre o comportamento de péndulo simples e 0 movimento elastico
da mola reflete a complexidade dessa ressonancia, evidenciando a habilidade do
sistema em transitar entre diferentes regimes oscilatérios de forma coerente e

interconectada.

e e)Parau =45 R =-0.9,x =0.01, obtemos y = —0.264195 e resultou na

seguinte trajetoria:
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Figura 77 - Trajetéria parap = 4,5e¢ R = —0,9 Figura 78 - Trajetériaparap = 45e R =—-09em 2 s

0.01 0.02 0.023
Fonte: Autor Fonte: Autor

Neste ponto especifico da andlise, nota-se que o movimento teve inicio nos
pontos x =0.01 e y=—0.264195 metros. E possivel observar que, nessa
condi¢ao, o movimento se restringiu a um valor maximo de 9 centimetros tanto
no eixo x quanto no eixo y. Como agora estamos em uma condi¢ao em que o
valor de p é ligeiramente maior do que o valor ideal para observarmos o
fendmeno da ressonancia auto-paramétrica, pode nao ficar tao claro ou evidente

a presenca desse fendomeno.

e f)Parau=5 R=-09, x=0.01, obtemos y = —0.29143 e resultou na

seguinte trajetoria:

Figura 79 - Trajetériap =5e R = —0,9 Figura 80 - Trajetériapp =5eR =—09em2s

Fonte: Autor Fonte: Autor
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Observa-se que o movimento do péndulo elastico teve inicio no ponto x =
0.01 e y = —0.23456 metros. Nota-se que o movimento se restringiu a uma
amplitude de 3 centimetros no eixo x e 6 centimetros no eixo y. Nesse contexto,
torna-se evidente o notdvel tamanho da concavidade na trajetdria, atingindo seu

ponto maximo.

e g)Parapu=6,R=-09, x =0.01, obtemos y = —0.345461 e resultou na

seguinte trajetdria:

Figura 81 - Trajetériaparap = 6 e R = —0,9 Figura 82 - Trajetériaparay=6e R =—-09em2s
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Fonte: Autor Fonte: Autor

Neste ponto da andlise, constatamos que o movimento se iniciou nos
pontos x = 0.01 ey = —0.345461 metros. E notavel que, nesse caso, 0 movimento
se restringiu a um valor proximo de 1 centimetros no eixo x e ligeiramente
superior a 3 centimetros no eixo y. Aqui ja ndo percebemos mais a concavidade
na parte inferior da trajetdria, resultando em um movimento oscilatério que

preenche todo o espago que € possivel para o seu regime de oscilagao.
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e h)Parapu=8 R=-09, x =0.01, obtemos y = —0.452273 e resultou na

seguinte trajetoria:

Figura 83 - Trajetoria parap = 8e R = —0,9 Figura 84 - Trajetoriaparapp =8e R =—-09em2s
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Fonte: Autor Fonte: Autor

Neste ponto da andlise, constatamos que o movimento se iniciou nos
pontosx = 0.0l ey = —0.452273 metros. E notéavel que, nesse caso, 0 movimento
se restringiu a um valor préximo de 1 centimetros no eixo x e ligeiramente
superior a 4 centimetros no eixo y. Como no caso anterior, também nao é possivel

ver mais a concavidade na parte inferior da trajetdria.

Uma observagao crucial nos dois ultimos casos reside na auséncia da
ressonancia autoparamétrica. Em vez disso, observa-se predominantemente um
movimento caracteristico de um sistema massa-mola no eixo y, deslocando-se ao

longo do eixo x. Essa dinamica resulta na trajetdria apresentada na figura a

esquerda da pagina.

A transi¢ao para um comportamento mais proeminente de sistema massa-
mola sugere que, nessas condic¢Oes especificas, as forgas eldsticas exercem uma
influéncia preponderante sobre o movimento, limitando a expressividade do

fendmeno da ressonancia autoparamétrica.

Essa mudanca no padrao de movimento ressalta a sensibilidade do

sistema as condigOes iniciais e aos parametros, evidenciando a capacidade do
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péndulo elastico de manifestar uma variedade de comportamentos oscilatorios,
dependendo das condi¢des impostas. Essa observacao € de relevancia
significativa para uma compreensao mais abrangente da dinamica de sistema

nao lineares.

Por meio da sequéncia de imagens apresentadas, provenientes de
simulagdes computacionais realizadas através do software Mathematica, observou-
se de maneira notdvel a transi¢do entre distintos regimes de oscilagdo para o
péndulo eldstico. Mesmo mantendo-se sob condi¢des iniciais invaridveis, tais
como energia e posi¢ao inicial no eixo x ao longo de multiplas simulagoes,
destaca-se uma marcante alteracdo no comportamento do péndulo eldstico
quando analisado em fungao de diferentes valores de p. Este estudo evidencia de
forma clara o fendmeno da ressonancia autoparamétrica, ressaltando a notavel

mudanca na dinamica do sistema para diferentes parametros.

No intuito de proporcionar uma visualizagdo abrangente das diversas
trajetérias de movimento sob diferentes condi¢Oes iniciais, apresentamos na
figura abaixo todas as variagOes identificadas de (a) a (h), correspondendo cada
letra a sua respectiva condicdo inicial indicada acima, mantendo a mesma ordem
de identificagao.

Figura 85 - Compilagdo de todas as trajetérias analisadas

d)

Fonte: Autor
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Essa disposicao foi estrategicamente concebida para permitir que o leitor
visualize de forma simultanea todas as trajetdrias, simplificando a observagao do
fendmeno da ressonancia auto paramétrica. Essa estruturacao evita a necessidade
de retroceder paginas, oferecendo uma analise comparativa direta e facilitando a

compreensao dos diferentes padroes de movimento.
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4.3 — Movimento com Dissipac¢ao de Energia

Um movimento com dissipagao de energia, no geral, é aquele em que parte
da energia do sistema se converte em outras formas de energia, como calor, som
ou deformacao. Em sistemas fisicos reais, a dissipagao de energia ocorre devido
a varias formas de atrito, resisténcia do ar, deformacoes plasticas, entre outros

fatores.

Existem diversas causas para a dissipacao de energia, dependendo do

contexto fisico do sistema. Aqui estdao alguns exemplos:

e Atrito: E uma das causas mais comuns de dissipacio de energia. Quando
dois corpos estao em contato e se movem um em relagao ao outro, o atrito
entre suas superficies converte parte da energia cinética do movimento em
calor.

e Resisténcia do ar: Em objetos que se deslocam no ar, como veiculos, a
resisténcia do ar atua como uma forga oposta ao movimento. Isso faz com
que parte da energia cinética do objeto seja dissipada na forma de calor e
som, diminuindo a velocidade do objeto.

e Deformagdo: Em sistemas mecanicos, como molas ou estruturas, quando
hé deformacao dos materiais devido a forcas aplicadas, parte da energia
mecanica é convertida em calor devido a esse processo de deformacao do

material.

A dissipacao de energia nao é necessariamente prejudicial em todos os
contextos. As vezes, pode ser util, como no caso de freios de um veiculo, onde a
dissipacao de energia cinética é usada para desacelerar ou parar o veiculo de
maneira controlada e segura. No entanto, em muitos casos, a dissipagao de
energia pode ser indesejada, pois reduz a eficiéncia do sistema, desperdi¢ando
energia que poderia ser utilizada para realizar trabalho util. Geralmente a

dissipagao de energia se divide em trés categorias:
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Amortecimento Supercritico - Ocorre quando o sistema € amortecido de tal
maneira que a taxa de amortecimento é maior do que a taxa critica para a
oscilagdo; nesse cendrio, o sistema retorna rapidamente ao equilibrio sem

ultrapassar a posigao de equilibrio inicial apos ser perturbado.

Amortecimento Critico — Ocorre quando a taxa de amortecimento é exatamente
igual a taxa critica. Nesse caso, o sistema retorna ao equilibrio da forma mais

rapida possivel sem oscilagOes excessivas.

Amortecimento Subcritico — Acontece quando a taxa de amortecimento é menor
do que a taxa critica. Nesse contexto, o sistema exibe oscila¢des amortecidas, e
pode levar mais tempo para retornar ao equilibrio apdés uma perturbacao,

comparado aos casos de amortecimento critico ou supercritico.
Metodologia Computacional

A fim de analisar os efeitos da dissipacao no sistema, optamos por
considerar o fator y como isotropico, indicando que possui a mesma magnitude
em todas as dire¢oes do espago, o fator y foi escolhido arbitrariamente como
sendoy? = 0,5. Com base nesse pressuposto, delinearemos trés cendrios distintos
de amortecimento para o sistema em questdo, a investigar: subcritico, critico e

supercritico.

E relevante destacar que determinados pardmetros foram mantidos
constantes entre as implementacdes, a exemplo da massa (m = 0,05 kg) e da
aceleragdo gravitacional (g = 9,81 m/s?), desde o cddigo inicial. Dada a nossa
intencdo de investigar o impacto da dissipagao na ressondncia auto-paramétrica,
ou seja, mantivemos o sistema em condi¢Oes de baixa energia (R = —0,9 e u = 4),
a unica variavel ajustada foi a constante elastica, permitindo-nos abranger os

mencionados cendrios de amortecimento. (a) Supercritico. (b) Critico. (c) Subcritico
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1° - Amortecimento Supercritico (w3 < y?)

Para garantir que o sistema apresentasse amortecimento supercritico, é
preciso assegurar que g < y?. Numericamente, obtemos w = 0,223607 e
y = 0,707107, corroborando a confirmagao de que, de fato, o sistema entraria em
amortecimento supercritico. Para alcangar esses valores, a varidvel k,

representando a constante eldstica da mola, foi ajustada para 0,0025 N /m?.

Nas figuras a seguir, sdo apresentadas as trajetdrias obtidas para diversas
condigdes iniciais que atendem as especificagdes previamente estabelecidas. Para
a posicao inicial em x, utilizamos {1, 41, 81, 121, 161, 201, 241, 281, 321}. J4 para
a posicao inicial em y, adotamos {—948,952, —947,002, —941,262, —931,49,
—917,213, —897,561, —870,816, —832,702, —755,376}.

Figura 86 - Trajetorias para o amortecimento supercritico
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120 140 160 180 200 160 180 200 220 240 “T™ 180 200 220 240 260 280 220 240 260 280 300 320
Fonte: Autor

Com base nas representagdes graficas das trajetdrias obtidas para cada par
ordenado de x e y, é evidente a auséncia de movimento oscilatério. Observa-se
claramente que o movimento cessa rapidamente, conforme esperado para o caso
de amortecimento supercritico. As figuras abaixo fornecem uma visualizacao

mais detalhada do movimento nos eixos x e y individualmente.
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Para o eixo x, temos:

Figura 87 — Evolugdo temporal da coordenada x em regime de amortecimento supercritico
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Fonte: Autor
Para o eixo y, temos:

Figura 88 — Evolugdo temporal da coordenada y em regime de amortecimento supercritico
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Fonte: Autor

Ao analisar as figuras que retratam a evolugao do movimento nos eixos x
e y individualmente, é evidente a auséncia de movimento oscilatorio. Em vez
disso, observa-se um amortecimento significativo no movimento, indicando uma

rapida dissipacao de energia ao longo do tempo.
2° - Amortecimento Critico (0w} = y?)

Para garantir que o sistema apresentasse amortecimento supercritico, é
preciso assegurar que w§ = y2. Numericamente, obtemos w = 0,7070107 e y =
0,707107, corroborando a confirmacao de que, de fato, o sistema entraria em
amortecimento critico. Para alcancgar esses valores, a varidvel k, representando a

constante elastica da mola, foi ajustada para 0,025 N/m?.

Nas figuras a seguir, sao apresentadas as trajetorias obtidas para diversas

condigdes iniciais que atendem as especificacOes previamente estabelecidas. Para
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a posicao inicial em x, utilizamos {0,1, 4,1, 8,1, 12,1, 16,1, 20,1, 24,1, 28,1}. Ja para

a posicao inicial em y, adotamos {—94,8952, —94,7002, —94,1262, —93,149,

—91,7213, —89,7561, —87,0816, —83,2702}.

Figura 89 - Trajetérias para o amortecimento critico
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Fonte: Autor
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Com base nas representagoes graficas das trajetdrias obtidas para cada par

ordenado de x e y, observa-se agora uma tendéncia do movimento em buscar

uma natureza periodica, no entanto, ele continua enfrentando uma consideravel

resisténcia, o que € caracteristico do amortecimento critico. As figuras abaixo

fornecem uma visualizacdo mais detalhada do movimento nos eixos x e y

individualmente.

Para o eixo x, temos:

Figura 90 — Evolugio temporal da coordenada x em regime de amortecimento critico
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Para o eixo y, temos:

Figura 91 — Evolugdo temporal da coordenada y em regime de amortecimento critico
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Fonte: Autor

3° Simula¢do — Amortecimento Subcritico (w3 > y?)

Para garantir que o sistema apresentasse amortecimento subcritico, é
preciso assegurar que § >y?. Numericamente, obtemos w = 2,23607 e
y = 0,707107, corroborando a confirmagao de que, de fato, o sistema entraria em
amortecimento subcritico. Para alcancar esses valores, a variavel k,

representando a constante eldstica da mola, foi ajustada para 0,25 N/m?.

Nas figuras a seguir, sdo apresentadas as trajetorias obtidas para diversas
condigdes iniciais que atendem as especifica¢Oes previamente estabelecidas. Para
a posicao inicial em x, utilizamos {0,1, 0,6, 1,1, 1,6, 2,1, 2,6, 3,1}. J& para a posicao
inicial em y, adotamos {—9.48837, —9.44758, —9.34601, —9.1763, —8.92252,

—8.54615, —7.88418}.
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Figura 92 - Trajetorias para o amortecimento subcritico

Fonte: Autor
Trajetéria do primeiro par ordenado x e y {0,1, —9,48837}.

Figura 93 - Trajetoria do primeiro regime de oscilacdo para o regime de amortecimento subcritico

Fonte: Autor

Neste ponto, ja € possivel identificar algum tipo de movimento oscilatorio.
A trajetoria mostra claramente que a particula oscila entre os eixos até alcancar
sua posicaio de equilibrio. Como se trata de um movimento de
subamortecimento, era de se esperar que a particula oscilasse antes de
eventualmente parar completamente. As figuras abaixo fornecem uma

visualizacao mais detalhada do movimento nos eixos x e y individualmente.
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Para o eixo x, temos:

Figura 94 - Evolucdo temporal da coordenada x em regime de amortecimento subcritico
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Para o eixo y, temos:

Figura 95 - Evolugdo temporal da coordenada y em regime de amortecimento subcritico
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Fonte: Autor

Para maiores detalhes do movimento, mostramos a evolugao do eixo x e y

simultaneamente do quarto par ordenado de posic¢oes iniciais x e y.
4° Simulacdao — Amortecimento Subcritico (w3 > y?)

Considerando o caso anterior, ndo foi possivel nem ver os indicios do
efeito da ressonancia auto-paramétrica, logo, ao considerar um cendrio em que
(w§ > y?), pode tornar possivel a visualizagdo de tal fendmeno. Ao fazer essa
consideracao, temos que amortecimento subcritico é caracterizado por uma taxa
de amortecimento relativamente pequena em comparacao com a frequéncia
natural do sistema. Isso implica que o sistema tem a capacidade de oscilar por

periodos prolongados antes de atingir uma posigao de equilibrio final.
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Para garantir que o sistema apresentasse amortecimento subcritico nessas
condigdes, & preciso assegurar que w3 >» y?. Numericamente, obtemos
w = 14,1421 e y =0,707107, corroborando a confirmacdo de que, de fato, o
sistema entraria em amortecimento critico. Para alcancar esses valores, a variavel

k, representando a constante eldstica da mola, foi ajustada para 10 N/m?.

Nas figuras a seguir, sao apresentadas as trajetdrias obtidas para diversas
condigdes iniciais que atendem as especificacdes previamente estabelecidas. Para
a posicao inicial em x, utilizamos {0,01, 0,02, 0,03, 0,04, 0,05, 0,06, 0,07, 0,08}. J&
para a posigao inicial em y, adotamos {—0.236774, —0.235363, —0.232947,
—0.229408, —0.224532, —0.217899, —0.208468, —0.190018}.

Figura 96 - Trajetdrias para o regime de amortecimento subcritico com w§ > y
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Fonte: Autor

Para facilitar a visualizagdao do efeito do amortecimento e da ressonancia
auto-paramétrica, temos a trajetdria do primeiro par ordenado x e y {0.01 ,

—0.236774}, em detalhes.
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Figura 97 - Trajetoria do primeiro regime de oscilagio para o regime de amortecimento subcritico com w3 > y¢
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Fonte: Autor

Ao considerar o novo valor para k, foi possivel observar claramente o
efeito do fator de amortecimento atuando no sistema. Mesmo com a presenca
desse amortecimento, ainda conseguimos perceber a influéncia marcante da
ressonancia auto-paramétrica. Este fendmeno € evidenciado pela resposta do
sistema, que, mesmo sob a acao do amortecimento, exibe comportamentos que
indicam a atuagao significativa da ressonancia auto-paramétrica. As figuras
abaixo fornecem uma visualizagao mais detalhada do movimento nos eixos x e y

individualmente.

Para o eixo x, temos:

Figura 98 - Evolugdo do eixo x em regime de amortecimento subcritico com w§ > vy
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Para o eixo y, temos:

Figura 99 - Evolugio do eixo y em regime de amortecimento subcritico com w} > y3
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Fonte: Autor
Para o eixo x e y simultaneamente, temos:

Figura 100 - Evolugdo do eixo x e y simultaneamente em regime de amortecimento subcritico com wg > y
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Fonte: Autor

Em suma, ao analisar a evolugao temporal dos eixos x e y, tanto de forma
individual como quando apresentados simultaneamente, torna-se evidente o
impacto significativo do fator de amortecimento no sistema. Mesmo sob a
influéncia do amortecimento, € possivel discernir claramente a presenca
persistente da ressonancia auto-paramétrica, ressaltando a complexidade

intrinseca do comportamento dinamico.

Essa observacgao tem implica¢des substanciais, uma vez que demonstra
que, em situagdes praticas, onde amortecimento pode ser uma realidade, a
ressonancia auto-paramétrica ainda desempenha um papel discernivel. Essa
discussao serve como base para o préximo capitulo, onde abordaremos mais

profundamente as implicagOes desse cendrio para aplicagdes do mundo real.
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4.4 — Analise Experimental da Ressonancia Auto-paramétrica

Para validar o modelo tedrico proposto neste trabalho, conduzimos o
experimento em um dos laboratdrios didaticos do departamento de Fisica, a fim
de comparar os dados obtidos experimentalmente com a teoria desenvolvida até
o momento. Ao realizar o experimento do péndulo elastico no laboratdrio,
buscamos otimizar a obtencao de dados e aumentar sua precisdo, para isso,
gravamos o experimento e, por meio do software Tracker, coletamos informagoes

de posigao, tempo e velocidade, por exemplo.

Esses dados foram cruciais para determinar as condig¢Oes iniciais, calcular
o periodo de oscilagao e o fator de amortecimento do movimento, para que por
fim, de posse dos dados experimentais, pudéssemos simular o movimento de

maneira computacional e verificar se as respostas seriam as mesmas.

A utilizacdo desses recursos experimentais e computacionais
proporcionou uma base solida para validar o modelo teérico, possibilitando uma
andlise comparativa entre os dados experimentais observados e os resultados
obtidos por meio da simulacao. Esse procedimento foi essencial para verificar a
coeréncia do modelo proposto com a realidade observada no experimento,
contribuindo significativamente para a validacdo e a confiabilidade dos

resultados tedricos desenvolvidos no presente trabalho.

A andlise experimental foi dividida em dois momentos distintos.
Inicialmente, montamos o aparato experimental e ajustamos a posi¢do da camera.
Nessa primeira etapa, configuramos o péndulo eldstico para oscilar
verticalmente, como um simples oscilador massa-mola. Dessa forma,
determinamos o periodo de oscilagao do sistema, o que nos possibilitou calcular
a constante elastica da mola. Ao mesmo tempo, usando o mesmo video,
calculamos o fator de amortecimento do sistema com base na diminuicao da

amplitude do movimento ao longo do tempo.
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A segunda etapa tinha como objetivo explorar a ressonancia auto-
paramétrica, que € o objetivo deste capitulo, mas antes disso, houve a
necessidade passar pela etapa 1 onde determinamos algumas caracteristicas do
sistema que sao fundamentais para a etapa 2. Para verificar a ressonancia auto-
paramétrica, buscamos encontrar um valor [,,,, que atendesse a relagao entre as
frequéncias de oscilagdo da mola e do péndulo, representado pelo parametro u.
Finalmente, utilizando os dados do software Tracker, realizamos uma simulac¢ao
no software Mathematica. A comparagao entre a resposta experimental e a resposta
computacional nos permitiu avaliar a consisténcia do modelo tedrico

apresentado neste trabalho.
1° Etapa

Inicialmente, tinhamos conhecimento de algumas varidveis do sistema,
como, a massa experimental m,,, = 0.06975 kg, o comprimento maximo do
péndulo em repouso com a massa suspensa Ly, _— 0,263, obtida pelo software
tracker momentos antes de colocar o sistema para oscilar verticalmente, o
comprimento do péndulo em repouso [, , = 0,196048, posicao inicial em x
denominado X0prp = —2,357581 x 1072, posigdo inicial em y denominado

Yoer, = —3,228911 x 1071

Ao analisar o video gravado focado exclusivamente na oscilagao vertical,
determinamos as caracteristicas especificas da mola utilizada no experimento. A
analise desse video permitiu a determinacdo do periodo de oscilagao,

possibilitando o calculo do coeficiente de elasticidade da mola.
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Arquivo Editar Video Trajetorias Coordenadas Janela
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Figura 101 — Andlise do movimento na vertical através do software Tracker
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Os dados apresentados a seguir correspondem exclusivamente aos valores

de amplitude maxima do movimento, nao abrangendo todos os pontos ao longo

da trajetoria, mas sim focando nos pontos maximos e no segmento positivo do

deslocamento. Essa selegao se justifica pelo interesse especifico na andlise desses

pontos, visto que sdo determinantes para a dedugdo do periodo do movimento.

A consideracao dos pontos maximos viabiliza a determinagdo do intervalo

de tempo entre esses pontos sucessivos, essencial para a avaliacao e calculo do

periodo do movimento. Essa identificagdo do periodo, por sua vez, é crucial para

a inferéncia da constante de elasticidade da mola, uma vez que a relacao entre o

periodo e a constante eldstica é fundamental na descrigao tedrica desse tipo de

sistema oscilatdrio. A tabela abaixo contém os dados obtidos pelo software tracker.

Tabela 1 - Dados obtidos experimentalmente pelo software tracker

Tempo (s) | Eixoy (cm) 2,664 0,455 5,798 0,441
0 0,472 3,167 0,451 6,301 0,441
0,553 0,466 3,703 0,45 6,837 0,438
1,089 0,46 4,223 0,448 7,357 0,436
1,592 0,461 4,742 0,445 7,876 0,436
2,128 0,456 5,279 0,444 8,396 0,433
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8,932 0,433 13,607 0,421 18,233 0,413
9,435 0,43 14,127 0,42 18,769 0,413
9,971 0,43 14,646 0,419 19,255 0,412
10,49 0,428 15,166 0,419 19,774 0,411
11,01 0,427 15,685 0,417 20,277 0,41

11,529 0,426 16,188 0,416 20,78 0,409
12,032 0,424 16,708 0,416 21,299 0,409
12,568 0,424 17,227 0414

13,071 0,423 17,763 0,414

Fonte: Autor

Ao analisarmos o video, torna-se evidente que a massa estd executando

uma oscilagdo vertical a uma distancia consideravel da origem do sistema,

influenciada pelo comprimento do fio. Para viabilizar uma analise mais precisa e

facilitar a interpretacao dos dados de movimento, optamos por desconsiderar o

comprimento excessivo do fio, focalizando a oscilagdo da massa em uma

amplitude que permitisse que o movimento se encerrasse proximo ao ponto zero.

Para isso, subtraimos o valor de 0,063 de todos os valores de y e agora temos um

movimento que quando cessa sua oscilagao e fica em repouso, ele esse encontra

na posigao zero.

Tabela 2 - Tratamento dos dados

Tempo | Eixo y Ajustado 4,223 0,039 8,932 0,024
0 0,063 4,742 0,036 9,435 0,021
0,553 0,057 5,279 0,035 9,971 0,021
1,089 0,051 5,798 0,032 10,49 0,019
1,592 0,052 6,301 0,032 11,01 0,018
2,128 0,047 6,837 0,029 11,529 0,017
2,664 0,046 7,357 0,027 12,032 0,015
3,167 0,042 7,876 0,027 12,568 0,015
3,703 0,041 8,396 0,024 13,071 0,014
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13,607 0,012 16,708 0,007 19,774 0,002
14,127 0,011 17,227 0,005 20,277 0,001
14,646 0,01 17,763 0,005 20,78 0
15,166 0,01 18,233 0,004 21,299 0
15,685 0,008 18,769 0,004

16,188 0,007 19,255 0,003

Fonte: Autor

De posse dos dados, calculamos o periodo médio das oscilagdes, na qual
apresentou o valor de 0.519 s; logo, podemos determinar o valor da constante

elastica da mola, através da seguinte equagao:

r=2 / k—4 i (3.4.1)
— = k=
s X > 4.

Substituindo com os dados fornecidos e calculados, temos:

_ 47?0,06975

ctior = 1022N/m  (342)

Concluimos entao que o valor para a constante elastica utilizada no video

apresenta um valor ke, = 10,22 N/m.

Para determinar o fator de amortecimento do sistema, analisamos os
pontos de amplitude maxima do movimento oscilatdrio e através da analise do
decaimento desses valores ao longo do tempo, foi possivel calcular o fator de
amortecimento para o sistema, esse procedimento viabilizou a obtengao do fator

experimental de amortecimento, representado por yeyy-

Para determinar o fator de amortecimento do sistema, deveriamos gerar
um grafico da evolu¢do do movimento, porém, inicialmente, construimos um
grafico usando o logaritmo natural (In) do eixo y. Essa abordagem foi adotada
para transformar uma curva, que teoricamente se comporta de maneira
exponencial, em uma linha reta. A premissa aqui é que, se todos os pontos se

alinhassem em uma reta, poderiamos determinar com confianc¢a o valor de y,
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uma vez que este representaria o coeficiente angular dessa reta, na figura 102

podemos ver esse grafico.

Figura 102 - Ln da evolugdo da coordenada y do sistema massa-mola vertical em fungdo do tempo
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Fonte: Autor

Ao analisar a Figura 102, é evidente que os pontos nao formam uma linha
reta, apresentando um desvio notavel nos altimos pontos do grafico. Isso indica
que nao seria apropriado utilizar todos os pontos para determinar o fator de
amortecimento, uma vez que nao seguem a curva caracteristica de um
decaimento exponencial, tipico do fator de amortecimento do sistema. Observa-
se que até o tempo de 15 segundos, os pontos formam uma linha reta, mas a partir
desse ponto, eles decaem mais rapidamente do que o previsto, levando o

movimento a cessar mais rapido do que o esperado.

O rapido declinio desses pontos pode ser atribuido a diversos fatores,
possivelmente relacionados ao estagio avangado de dissipagao ocorrido por volta
dos 15 segundos. Nesse estagio, o sistema pode ter perdido significativa energia,
impedindo-o de superar o atrito na polia, no fio ou na mola, resultando na
interrupgao abrupta do movimento. No entanto, até os primeiros 15 segundos,

obtemos uma aproximacao satisfatoria para o fator de dissipagao do movimento.

Com base nesses dados, podemos agora construir um grafico da evolucao

do movimento no eixo y e realizar um ajuste da fun¢ao exponencial considerando
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os pontos obtidos nos primeiros 15 segundos, onde o fator de dissipacao
mostrou-se coerente com o resultado esperado. Na figura abaixo, observamos os
pontos diminuindo ao longo do tempo, caracteristico do processo de

amortecimento.

Figura 103 - Ajuste exponencial das curvas obtidas experimentalmente
0,09

008 |
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0,01 T, 2es .
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Fonte: Autor
Na Figura 103, o eixo vertical do grafico representa os pontos de maximo
da componente y da trajetdria do sistema massa-mola vertical em centimetros,
enquanto o eixo horizontal do grafico representa o tempo decorrido até a
cessacao completa do movimento devido a influéncia das forcas dissipativas,

medido em segundos.

A curva pontilhada em azul representa o ajuste exponencial para todos os
pontos obtidos. No entanto, é evidente que o ajuste nao é adequado, com varios

pontos distantes da curva ajustada, corroborando com nossa analise anterior.

Por outro lado, a curva em laranja representa o ajuste exponencial para os
pontos obtidos até aproximadamente 10 segundos. Neste caso, observa-se uma
melhor concordancia entre a curva de ajuste e os pontos experimentais. Dessa
forma, podemos concluir que, a partir da equacao que descreve essa curva,
podemos extrair o fator de amortecimento para o sistema.

y = 0,0607 e~%108x  (3.4.3)
140



Comparado com as equagOes tedricas para o movimento harmonico
Y
amortecido, cuja solugao tem o termo (A e 2 t); olhando para a equagao (3.4.3)

vemos que o argumento —0,108 corresponde ao y/2 do nosso modelo tedrico;
porém, para ter o valor de y para o nosso modelo experimental, precisamos

resolver a equagao abaixo:
y=-0,108-2 =y =-0,216 (3.4.4)

Portanto, para atender o nosso modelo experimental, devemos realizar o

1

calculo da equacao (3.4.4), logo, obtemos: y = 0,216 s™*, que corresponde ao

nosso fator de amortecimento.
2° Etapa

Munidos da constante elastica e do fator de amortecimento, estamos
preparados para iniciar a andlise da ressonancia auto-paramétrica. Para tal
proposito, identificamos um trecho do video no Tracker no qual o péndulo
elastico estava em repouso, com a massa suspensa. Dessa maneira, conseguimos
mensurar o comprimento maximo do péndulo, denominado [,,4,. Com essa

informacdao em maos, calculamos o parametro y, uma vez que ele depende de

lmax-

Como demostrando anteriormente, buscamos assegurar que o valor de u
experimental se aproximasse do valor numérico igual a quatro para observarmos
o efeito da ressonancia auto-paramétrica. Experimentalmente, obtivemos um
valor de p = 3,8669 quando o valor de 4, era igual a 0,2589 m. Considerando
que esses valores atendem aos requisitos pretendidos, procedemos com as

simulagOes das trajetorias do movimento.

Ao iniciar as simulagdes, observamos notaveis disparidades entre o
modelo teorico e o modelo experimental ao levar em conta o fator dissipativo

isotropico. Essa divergéncia € evidenciada de maneira clara na figura abaixo,
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mostrando a evolugao temporal do eixo x e y no modelo tedrico (curva em

laranja) e o modelo experimental (curva em azul).

Figura 104 - Comparagio da evolugdo temporal do movimento no eixo x com dissipagdo isotrépica
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Fonte: Autor

Figura 105 — Comparacio da evolucdo temporal do movimento no eixo y com dissipagdo isotrépica

Fonte: Autor
A andlise comparativa entre a curva em azul, representando os dados
experimentais obtidos pelo tracker, e a curva em laranja, que reflete os resultados
da simula¢do computacional, revelou uma consideravel disparidade entre os
dois modelos. Diante dessa observacao, optamos por introduzir a consideragao

de fatores dissipativos anisotropicos ao longo dos eixos r e 6.

Partindo da ideia de que o movimento no eixo 6 apresenta baixa
dissipagao de energia devido ao contato com o ar, sendo experimentalmente

confirmado como um valor reduzido para baixas velocidades, ja em
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contrapartida, no eixo r, observamos significativas perdas devido as

caracteristicas intrinsecas da mola, dissipando energia na forma de som e calor.

Diante desse cendrio, assumimos que o fator dissipativo seria
consideravelmente maior em r do que em 6. Dessa forma, para as simulagoes,
adotamos y, = 0,216, valor obtido na etapa 1, e yy9 =0, uma vez que, em
comparagao com ¥,, seu efeito torna-se negligenciavel. A dedugao detalhada das

equagoes para a anisotropia na dissipagao encontra-se no apéndice C.

Ao fazer essas consideragOes, obtivemos novas trajetdrias e novas

evolugOes para os eixos x e y, e fica claro nas imagens abaixo.

Figura 106 - Comparagdo da evolugdo temporal do movimento no eixo x com dissipacdo anisotrépica
1,50E-01
1,00E-01
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0,00E+00
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Fonte: Autor

Figura 107 - Comparagdo da evolugdo temporal do movimento no eixo y com dissipagio anisotrépica

Fonte: Autor
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Ao adotarmos as consideracoes de yg =0 e y,. = 0,216, notamos uma
notavel melhoria no comportamento do sistema, resultando em uma significativa
sobreposicao entre as curvas em laranja e em azul. Essa concordancia marcante
entre os resultados simulados e os dados experimentais indica uma aproximagao
bastante precisa ao caso real. Consequentemente, podemos concluir que a
escolha desses parametros dissipativos anisotropicos foi altamente eficaz,
proporcionando uma representacao fiel e coerente do comportamento dinamico

do sistema em estudo.

Ja a trajetoria obtida de forma computacional pode ser visualizada na
figura 108, enquanto a trajetéria obtida de experimental, conforme os pontos

rastreados no Tracker, é apresentada na figura 109.

Figura 108 - Trajetoria obtida computacionalmente Figura 109 - Trajetoria obtida experimentalmente

020

Fonte: Autor Fonte: Autor
Ao analisar a evoluc¢ao dos movimentos nos eixos x e y, torna-se evidente
que o modelo tedrico demonstrou eficacia em aplicagOes praticas em laboratdrio.
Na Figura 110, observamos a progressao do movimento no eixo x ao longo do
tempo no caso computacional. J4 na Figura 111, é apresentada a evolugao do
movimento no eixo x ao longo do tempo para o caso experimental, considerando
os pontos obtidos pelo Tracker, concluimos que a evolugao temporal do

movimento se d4 de forma muito parecida nos dois casos.
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Figura 110 - Evolugdo do eixo x computacional Figura 111 - Evolugdo do eixo x experimental
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Fonte: Autor Fonte: Autor

Jana figura 112, podemos ver a evolugao temporal do movimento no eixo
y obtida de forma computacional e na figura 113, temos a evolugao temporal do
movimento no eixo y obtida de forma experimental com os pontos obtidos pelo
tracker. Novamente, destaca-se a notavel semelhanca entre os movimentos,

mesmo quando consideramos dois cenarios distintos.

Figura 112 - Evolugdo do eixo y computacional Figura 113 - Evolugdo do eixo y experimental
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Fonte: Autor Fonte: Autor

A fim de fazer uma comparacao entre os dois movimentos — com os dados
obtidos experimentalmente através do tracker e com os dados obtidos pela
simulac¢ao das equagdes de movimento obtidas teoricamente, procedemos com a
sobreposi¢ao da plotagem dos dados para o eixo x. Dessa maneira, os dados
experimentais e tedricos sao contrastados na mesma figura, afim de uma analise
comparativa entre os mesmos, o grafico para o eixo x se encontra na figura 106.
De maneira andloga, repetimos o procedimento para o eixo y, apresentando os
resultados nas Figuras 107, onde os dados experimentais e tedricos também sao

sobrepostos para analise comparativa.
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Com base na andlise das Figuras 106 e 107, podemos concluir que o
modelo tedrico proposto neste trabalho reproduz de maneira notavel a realidade,
mesmo em situagoes complexas que envolvem equacdes diferenciais acopladas
de segunda ordem. O modelo demonstra eficicia ao considerar a presenca de
fendmenos como a ressonancia auto-paramétrica, forgas dissipativas decorrentes
do atrito com o ar, atrito com a polia e forcas internas na mola, seja na forma de
calor ou na emissao de som. Mesmo ao simplificar o problema para um cendrio
ideal, onde apenas a constante eldstica da mola estd presente, e simplificar as

forcas dissipativas, o modelo ainda se mostra fiel a realidade.

A precisao do modelo tedrico, evidenciada nos casos anteriores, permite-
nos estender essa confianga para outros tdpicos analisados neste trabalho. Por
exemplo, ao considerar a transi¢do ordem-caos-ordem e as simulagdes de forgas
dissipativas no sistema, mesmo em situagdes em que as trajetdrias se mostram
cadticas e complexas, o modelo tedrico parece descrever com precisao os
fendmenos observados. Assim, com base nesses dados, podemos afirmar que o
modelo tedrico apresentado é robusto e confiavel, pois ele tem descrevido bem a

realidade.
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4.5 — Conclusao

O estudo da mecanica classica representa uma base fundamental no
entendimento dos fendmenos fisicos que regem o comportamento dos corpos em
movimento. O Capitulo 1 do presente trabalho inicia-se com uma introdugao
abrangente a essa area da fisica, destacando sua importancia historica e suas
principais teorias. A partir disso, realiza-se uma revisao detalhada da mecanica
newtoniana, cujos principios estabelecidos por Sir Isaac Newton tém sido a pedra
angular da fisica cldssica por séculos. A compreensdao dos conceitos de forga,
massa e movimento desenvolvidos por Newton € essencial para a analise

posterior das dinamicas fisicas abordadas neste trabalho.

Além disso, o Capitulo 1 também oferece uma revisao da Mecanica
Lagrangiana, uma abordagem alternativa e poderosa para a descricao dos
movimentos de sistemas fisicos complexos. A formulacdo lagrangiana,
desenvolvida por Joseph-Louis Lagrange, baseia-se no principio da minima a¢ao
e permite uma andlise mais elegante e eficiente de uma ampla variedade de
problemas mecanicos. Ao abordar esses dois enfoques tedricos complementares
da mecanica, o Capitulo 1 estabelece uma base solida para a exploragao posterior

dos fendmenos dinamicos estudados neste trabalho.

O Capitulo 2 concentra-se no estudo especifico do péndulo eldstico, um
sistema mecanico simples, porém rico em comportamentos dindmicos
interessantes. Inicialmente, sao deduzidas as equagdes de movimento que
descrevem o comportamento do péndulo eldstico, levando em consideragao as
forcas eldsticas que atuam sobre o sistema. A compreensao dessas equagoes ¢
crucial para analisar o comportamento oscilatério do péndulo e suas

propriedades dinamicas.

Além disso, o Capitulo 2 aborda os parametros de controle do sistema, que

influenciam diretamente seu comportamento dinamico. Ao explorar como
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diferentes varidveis, como comprimento do fio, massa do péndulo e rigidez da
mola, afetam o movimento do sistema, busca-se uma compreensao mais
profunda das caracteristicas do péndulo elastico e suas possiveis aplicagoes

praticas.

Partindo para um dos objetos de estudo deste trabalho, a transi¢ao ordem-
caos-ordem €é um fenOmeno intrinseco a sistemas dinamicos nao lineares,
descrevendo uma sequéncia complexa de comportamentos que envolvem a
transicao entre estados de ordem, caos e novamente ordem. Este conceito é
fundamental para compreender a dinamica de sistemas complexos, destacando
como o0s padroes de comportamento podem se alternar entre estados

organizados e aleatorios.

Para investigar essa transi¢ao em nosso estudo, utilizamos as segoes de
Poincaré, uma ferramenta crucial na analise de sistemas dinamicos. Essas secoes
fornecem uma representacao visual das trajetdrias do sistema em um espaco de
fase reduzido, permitindo observar padrdes de comportamento periddicos ou
caoticos. Durante as simulagdes computacionais, exploramos uma ampla gama
de condigdes iniciais para cada nivel de energia, registrando as intersegdes das

trajetdrias com as sec¢des de Poincaré.

Observamos que, em cada nivel de energia, mesmo com a predominancia
de movimentos cadticos, sempre encontramos pelo menos uma condigao inicial
que resultava em um comportamento ordenado, evidenciando a sensibilidade do

sistema as condicdes iniciais.

Ao analisar os diferentes niveis de energia, identificamos claramente a
presenca da transi¢ao ordem-caos-ordem. Nos extremos de energia, o sistema
demonstrou comportamento completamente ordenado. No entanto, para
energias intermedidrias, observamos comportamento caotico e desordenado.
Surpreendentemente, mesmo em situagdes de aparente caos, encontramos

condi¢Oes que resultavam em comportamento ordenado.
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Ao manter um valor de x especifico e constante para todos os niveis de
energia, conseguimos discernir claramente a transicio entre ordem, caos e

novamente ordem.

Ja para o caso da ressonancia auto-paramétrica, um fendmeno fascinante
que ocorre em sistemas dinamicos nao lineares, onde uma resposta amplificada
ou de alta amplitude é observada em uma frequéncia de excitagao especifica,
mesmo que essa frequéncia nao esteja diretamente relacionada a frequéncia
natural de vibracao do sistema. Este fenomeno é resultado das interagdoes nao
lineares entre as diferentes partes ou componentes do sistema, levando a uma

resposta amplificada em determinadas condicoes.

A expressao "auto-paramétrica” refere-se ao fato de que a frequéncia de
excitacdo ndo é uma frequéncia externa aplicada, mas sim uma frequéncia que
varia internamente devido a alguma variagao paramétrica no sistema. Isso pode
acontecer quando um dos parametros do sistema, como a rigidez da mola ou a

massa, varia com o tempo.

Para investigar esse fendmeno, realizamos simulagdes computacionais
utilizando o software Mathematica. Configuramos o sistema com base nas
equagdes de movimento obtidas anteriormente, variando os parametros de
energia R e as frequéncias u, enquanto mantinhamos as condi¢Oes iniciais

constantes.

Durante as simulagdes, observamos uma variedade de comportamentos
oscilatérios do sistema péndulo-elastico, incluindo a presenga marcante da
ressonancia auto-paramétrica em determinadas condigdes. O sistema
demonstrou uma resposta amplificada em frequéncias especificas, mesmo
quando essas frequéncias ndo estavam diretamente relacionadas a frequéncia

natural do sistema.
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Ao variar os valores dos parametros, especialmente y, pudemos observar
claramente a transicdo entre diferentes regimes de oscilagdo para o péndulo
elastico. Essa mudanca no padrdao de movimento destacou a sensibilidade do
sistema as condiges iniciais e aos parametros, evidenciando sua capacidade de
manifestar uma variedade de comportamentos oscilatorios, dependendo das

condi¢des impostas.

Por meio das simulagdes computacionais realizadas, pudemos observar
de forma notdvel o fendmeno da ressonancia auto-paramétrica, ressaltando a

notavel mudanga na dindmica do sistema para diferentes valores de p.

Ja para o movimento com dissipacao de energia, um fendmeno comum em
sistemas mecanicos, no qual parte da energia do sistema se converte em outras
formas de energia, como calor, som ou deformagao. Esta dissipac¢ao de energia é
influenciada por diversos fatores, como atrito, resisténcia do ar e deformagoes
plasticas, e desempenha um papel significativo na dinamica dos sistemas fisicos

reais.

No contexto do nosso trabalho, é essencial analisar os casos em que ha
dissipagdo de energia em um sistema mecanico, pois isso afeta diretamente o
comportamento e a estabilidade do sistema. A compreensao dos diferentes
regimes de amortecimento, como o supercritico, critico e subcritico, € crucial para
prever e controlar o comportamento dinamico do sistema, especialmente em

sistemas oscilatorios como o péndulo elastico.

Ao analisar o amortecimento no sistema péndulo-elastico, podemos
determinar a resposta do sistema a diferentes niveis de dissipacdo de energia. Por
exemplo, em um amortecimento supercritico, o sistema retorna rapidamente ao
equilibrio sem oscila¢des excessivas, enquanto em um amortecimento subcritico,
o sistema exibe oscilagdes amortecidas que podem levar mais tempo para

retornar ao equilibrio ap6s uma perturbacao.
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Compreender o papel da dissipagao de energia em sistemas mecanicos
nao sO nos permite prever e controlar o comportamento desses sistemas, mas
também nos ajuda a otimizar o design e o desempenho de dispositivos e
maquinas. Ao considerar cuidadosamente a dissipagao de energia em nossas
andlises, podemos tomar decisdes mais informadas para melhorar a eficiéncia e

a estabilidade dos sistemas mecanicos em questao.

Para validar o modelo tedrico proposto neste trabalho, realizamos um
experimento em um dos laboratdrios didaticos do departamento de Fisica. Nosso
objetivo era comparar os dados experimentais com a teoria desenvolvida até o

momento, garantindo assim a confiabilidade e a precisdo do modelo proposto.

Durante o experimento do péndulo eldstico, buscamos otimizar a coleta
de dados e aumentar sua precisao. Utilizamos o software Tracker para registrar
informagoes importantes, como posicao, tempo e velocidade, e esses dados foram
essenciais para determinar as condic¢Oes iniciais, calcular o periodo de oscilagao

e o fator de amortecimento do movimento.

Com base nos dados experimentais coletados, simulamos o movimento de
forma computacional e comparamos os resultados com os dados tedricos. Essa
abordagem experimental e computacional proporcionou uma base sélida para
validar o modelo tedrico, permitindo uma andlise comparativa entre os dados

observados e os resultados da simulagao.

Ao sobrepor os dados experimentais e tedricos para os eixos x e y,
pudemos realizar uma andlise comparativa detalhada. Concluimos que o modelo
tedrico proposto reproduz de maneira notavel a realidade, mesmo em situagoes
complexas que envolvem equacgoes diferenciais acopladas de segunda ordem e

fendmenos como a ressonancia auto-paramétrica e forgas dissipativas.

A precisdo e a eficacia do modelo tedrico foram evidenciadas ndo apenas

na analise da ressondncia auto-paramétrica, mas também em outros aspectos
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abordados neste trabalho, como a transi¢ao ordem-caos-ordem e as simulacoes
de forgas dissipativas no sistema. Em todas essas situagdes, o0 modelo teorico se
mostrou robusto e confidvel, descrevendo com precisio os fenomenos

observados.

Portanto, com base nos resultados obtidos na analise experimental e na
comparagao com o modelo tedrico, podemos afirmar que o modelo proposto
neste trabalho € confidvel e preciso, proporcionando uma compreensao
abrangente e detalhada da dinamica do sistema massa-mola e dos fendmenos

fisicos envolvidos.
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Apéndices
A — Revisao Sobre Mecanica Hamiltoniana

A Mecanica Hamiltoniana é uma formulacao alternativa da mecanica
classica que descreve o movimento de particulas e sistemas fisicos usando
equagOes diferenciais parciais chamadas Equa¢des de Hamilton. Ela foi
desenvolvida pelo matematico e fisico irlandés William Rowan Hamilton no
século XIX como uma maneira de reformular e estender a mecanica newtoniana.
A Mecanica Hamiltoniana é especialmente 1util quando se lida com sistemas
fisicos com graus de liberdade complexos, como sistemas com muitas particulas

interagindo entre si.

Um marco crucial no desenvolvimento da Mecanica Hamiltoniana foi a
criagdo de uma quantidade chamada "a¢ao". Hamilton percebeu que a trajetdria
que uma particula segue € aquela que minimiza a agdo ao longo de seu caminho.
A acdo é definida como a integral da Lagrangiana (uma fun¢ao que descreve a
energia cinética e potencial do sistema) ao longo do tempo. Esse principio da acao

minima se tornou a base da Mecanica Hamiltoniana.

Hamilton introduziu varidveis generalizadas (q) e momentos conjugados
(p) como uma maneira mais conveniente de descrever sistemas com coordenadas
generalizadas e independentes do espaco. Ele também formulou as famosas
Equagdes de Hamilton, que relacionam essas varidveis generalizadas e
momentos conjugados com a fung¢ao Hamiltoniana (que representa a energia

total do sistema) e descrevem como essas quantidades evoluem no tempo.
Notac¢ao Variacional

O calculo variacional é um ramo da matemadtica que se concentra em
encontrar fung¢des que otimizam determinados funcionais, isto é, determinar os
extremos de uma funcdo (os maximos e minimos). Ja o funcional é uma fungao

que atribui um ntimero real a uma funcao especifica; em outras palavras, em vez
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de otimizar uma tinica variavel, como no calculo diferencial, o calculo variacional

lida com otimizacao de fungoes.

Matematicamente, temos que a varia¢ao de y, denoatada por 8y, é definida
por 6y = €1, de modo que a equagao ¥(x) = y(x) + € n(x), pode ser escrita da

seguinte forma:

y=y+6y (A1)

Analogamente, a variacao do funcional J é defendida por:

0] =¢ (C;f) = Ez (% oy + %5}1') dx (A.2)

Onde usando a equagao

d
Sy =en = (en) = (Gy)' =—(06y) (4.4

A notagao aqui adotada € andloga a notagao do calculo diferencial, no qual,
a expressao ¢ f'(x) = df com parametro arbitrario € é chamada de diferencial da
funcdo f(x). Uma integracao por partes, com o uso de 8y(x;) = 6y(x;) =0,
reduz a equagao (A.2) a forma:

5] = fxza—a )]5 5t (A.5)

Dessa forma, uma condi¢ao necessdria para um extremo de um funcional
J[¥] é que sua variagao 4/ seja anulada para qualquer variagao arbitraria 6y, com
a Unica excegao de se anular nas extremidades do intervalo de integracao. De
modo geral, as fung¢des y(x) para as quais 6/ =0 sao designadas como
extremantes ou curvas estaciondrias. Essa terminologia é justificada pelo fato de

que 6/ = 0 implica apenas que uma varia¢ao dy da curva y torna o funcional J[y]
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estaciondrio, sem assegurar necessariamente que a curva seja um maximo ou

minimo do funcional (Mecanica Analitica, Nivaldo).
Principio de Hamilton e Equacdes de Lagrange

A simples mudanga de notacao:

dy

x—)t,y—)q, Ea

. _d4q
»q=—, f>L, J]>S (A6)
dt
Mostra que a equagdo de Euler Reduz-se a equagao de Lagrange:

d (0L) aL
aq

A qual, portanto, decorre do principio variacional
t2

5S=6| L(ggt)dt=0 (A.8)

t1

Com 6q(t;) = 6q(t;) = 0. A generalizagao para sistemas com um niamero

qualquer de graus de liberdade é imediata. Seja:

tz
S=j Lqn e G e (A.9)
t

1

E considerando as variagoes:

q1(t) = q1(t) + 8q4(0)
: : : (A.10)
C_In(t) = qn(t) + SQn(t)

Com as variagdes 6qy, '+, 6q, independentes entre si e arbitrarios, exceto
pelas condi¢des nos extremos &qx(t;) = 6qx(t;) =0,k = 1,---,n. Destaque-se
que é a mutua independéncia das coordenadas generalizadas que assegura que

cada uma delas pode ser variada independentemente das demais.

A variagao:

ta
S=f Ldt (A.11)
t

1
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E dada por:
f2 aL
58 = f z 6qk+—6qk)dt (4.12)
ty

Uma integracao por partes, fornece:

05 = ftz Z[ﬁ_&(aqk)] q"+20 04 EZ (4.13)

Levando em conta que as variagdes das coordenadas generalizadas se

anulam nos pontos extremos, esta ultima equagao reduz-se a:

65 = f Z[@‘a(aqkﬂ‘s% (414

Impondo 65 = 0 somos conduzidos a:

[ Y G- @

Uma vez que os §gs sao mutuamente independentes, podemos tomar
todos iguais a zero exceto um particular §qy,. Neste caso, a soma em (4.15)
reduz-se a um unico termo correspondente a k = k,. Mas, como §q,, ¢ uma
funcao arbitrdria, o lema fundamental do calculo das varia¢des estabelece que o
coeficiente de &gy, em(A.15)¢é identicamente nulo. Finalmente, como o
argumento anterior é aplicavel a qualquer k,, conclui-se que (4.15) equivale a:
i(a_L) _oL L k=1,-,n (A.16)
dt\dq,/ 0qx

Isto completa a dedugao das equagdes de Lagrange a partir do principio
variacional 6S = 0 para sistemas holonomos. A evolucao dinamica corresponde

a uma trajetéria tragada no espago de configuragao e podemos enunciar o

seguinte principio fundamental.
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Principio de Hamilton — Dado um sistema mecanico holonomo descrito
pela lagrangiana L(q, g, t), seu movimento do instante t; ao instante t, é tal que

a acao:

2
szf Lqa, 0 dt  (A.17)
t

1

E minima (mais geralmente, estaciondria) para a trajetoria real, mantidos
fixos os pontos inicial e final da trajetoria no espago de configuracao (Mecanica

Analitica, Nivaldo).
Equacdes Candnicas de Hamilton

Na formulagao lagrangiana, o movimento de um sistema mecanico com n
graus de liberdade é regido por n equagdes diferenciais ordindrias de segunda
ordem no tempo. A dindmica de Hamilton consiste em substituir as n equagoes
de Lagrange por um certo conjunto equivalente de 2n equagdes diferenciais

ordindrias de primeira ordem.

De modo geral, as equa¢des de Hamilton para problemas especificos nao
sao mais faceis de resolver do que as equagdes de Lagrange. A importancia do
formalismo hamiltoniano reside em fornecer um método poderoso, geral e
flexivel para a investigacao de questdes estruturais da mecanica, e, sobretudo, em

servir de fundamento para a mecanica quantica e a mecanica estatistica.

Naturalmente, as equagoes de Lagrange podem ser trivialmente
substituidas por um sistema equivalente de primeira ordem, com o numero de
equacgoes duplicado, meramente introduzindo as variaveis s; = q;,i = 1,---,n e
tratando q; ,**,qn ,S1,***, S, como 2n varidveis independentes. As equagdes de
movimento seriam:

d (OL) oL 0

——2 =0, i=1-,n (A.18)
2q;
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Em que L(g,s,t) é a lagrangiana do sistema. Estas equagdes, no entanto,

envolvem g; e s; de forma assimétrica e ndo sao particularmente tteis.
Momentos Canonicos e Equa¢des de Hamilton

William Rowan Hamilton mostrou em 1835 que a duplicagao simétrica do
numero de varidveis independentes é conseguida gracas a descricao da dinamica
por intermédio das 2n quantidades q;,**,q,,p1,**, P Onde p; é 0 momento
candnico conjugado a g;, definido por:

oL

9q;

pi

Supondo uma matriz hessiana W = (W;;) com elementos:

0%L
Wij==——— (4.20)
04;04;

E nao singular, isto é:
detW £ 0 (4.21)

Pois neste caso o teorema da fungao implicita (Loomis & Sternberg 1968)
garante que a equagao (A.19) podem ser resolvidas para as velocidades
generalizadas. Assim, a descricdo hamiltoniana envolve a substituicao das
variaveis (q, q) por (q, p) em todas as grandezas mecanicas, e a introducao de uma

funcao H(q, p,t) em lugar da lagrangiana L(q, g, t) para gerar a dinamica.

Tal mudanga de descri¢ao realiza-se mediante uma transformacgao de
Legendre, que no presente contexto consiste na substitui¢ao das velocidades
generalizadas pelos momentos candnicos como variaveis basicas e na introdugao

da fungao de Hamilton ou, simplesmente, hamiltoniana H(q, p, t) definida por:

H@pO =) 4i-pi-L@dq0 (422)

=1
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As consequeéncias mais imediatas da introdugao da funcao H podem ser
deduzidas tomando a diferencial da equagao (4.22):
n n
dH—Z(' dp; + p; ddy) Z(aLd 2O e >+aLdt (4.23)
—.1%' pPi T pi aq; 9q; qi 94, 9 )T 53¢ :
=

i=1
Em virtude da equagao (4. 19) dos momentos candnicos e das equagdes de
Lagrange, esta ultima equacao reduz-se a:

n

oL

dH = Z(Qi dp; —p; dq;) — Fr dt (A.24)
=1

Indicando que, de fato, H s6 depende dos g e p. Por outro lado,

dH—zn:(aHd Lot >+6Hdt (4.25)
~ £\ag 1 T ap P T e '
i=

l

Comparando estas duas ultimas equagdes, resulta em:
(Ii=_ , Iji=__ , 1=1-,n (A26)

E como, subproduto, temos:

OH_ 3L (o
ot ot '

A equagao (A4.26) também conhecida como equagdes de Hamilton ou
também equagdo candnica de Hamilton, sao um conjunto de 2n equagdes
diferenciais de primeira ordem que equivalem ao sistema de n equagoes de
segunda ordem de Lagrange. Elas relacionam as varidveis canonicas (q,p). A
equagao (A.27) nao descreve movimento, mas estabelece uma relagao

importante entre as dependéncias temporais da lagrangiana e da hamiltoniana.

As equagoes de Hamilton expressam as varidveis q em termos das
varidveis canoOnicas, e € importante notar que, ao contrdrio da formulagao
lagrangiana, nao ha uma conexao a priori entre as varidveis canonicas. Portanto,

ambas as metades das equagdes de Hamilton sao igualmente importantes e
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formam o conjunto completo de equagdes de movimento do sistema. Resumindo,

a construcao das equagdes de Hamilton envolve os seguintes estagios:

a) Escolhidas coordenadas generalizadas, constroi-se a lagrangiana L(q, g, t).

b) Asequacgoes (A.19) sao resolvidas para as velocidades ¢; como fungdes de
(@ p, ).

c) Constrdi-se H(q,p,t) substituindo-se em (A4.22) os ¢’s obtidos no passo
anterior.

d) Uma vez obtida H(q,p,t), as equagdes de movimento do sistema sao

(A.26).
Forma Variacional das Equac¢des de Hamilton

O principio de Hamilton, formulado em termos de varia¢Oes da trajetdria

no espaco de configuragOes, escreve-se:

t2
6S=6| L(q,qt)dt=0 (A.28)

t1

Com 48q;(t;) = 6q;(t;) = 0. Este principio variacional pode ser transcrito em

termos de variagOes da trajetdria no espago de fase da seguinte forma:

tz

n
6S=6 {Z pi qi —H(q,p, t)}dt =0 (4.29)
l

t1 i—1

Onde 8q;(t;) = 6q;(t;) =0 e as variacoes dos gs e ps sao considerados

independentes. Com efeito, temos:

t2 oH  oH
pi> —0 (A4.30)

55 = dtZ( G + 4y 61 — —— 8 — o
tl pl ql ql pl aql ql apl

i=1

Uma integracao por parte fornece:

t tz. t2.
tf—] pi6qidt=—J p; 8q;dt  (A.31)
t t

1 1

t2
j p; 6q; dt =p; bq;
t

1
De modo que a equagao (4. 30) torne-se:
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6S—ft2dt Zn:{( aH)a ( L9 )}—0 (4.32)
tl ql apl pl pl aql ql .

i=1
Uma vez que as variagOes dos gs e ps sao arbitrarias e independentes entre si,

decorre da equagao anterior que:
qi——=0 ) pl+_=0 f i=1,...,7’l (A33)

Que sao as equagoes de Hamilton (Mecanica Analitica, Nivaldo Lemos).
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Apéndice B — Deducao das Equacoes de Movimento pela

Formulacao Hamiltoniana sem Dissipac¢ao de Energia

Formula¢ao Hamiltoniana em Coordenadas Polares

Para a formulacdo hamiltoniana, vamos deduzir as equagbes de
movimento somente para o caso sem a presenca dos fatores dissipativos, dessa
forma, vamos partir da lagrangiana em coordenadas polares sem a presenca

desses fatores, ja obtida anteriormente:
1, . 1
L= Em(rz +7126%)+mgrcosf + 5k (r—1o)?

Devemos em primeiro lugar, calcular os momentos conjugados para as

coordenadas generalizadas q; =req, = 6.

JdL JaL pr
— — = —_— = y o = — B.1
Pi=gem D Pr=gp Spr=mi Sar=T (B.1)
dL oL . . Pe
pk=—aqk=>p9=£ =>p9=m0r2=>9=mr2 (B.2)

De posse dessas informagoes, precisamos escrever a hamiltoniana.

H(g,p,t) =7p,+0psg—L(g,p,t) (B.3)

Fazendo as substitui¢oes, temos:

. ; 1 P\* . ,( Do 1 )
H=7p,+0pg— §m<(ﬁ) +7r (W) +mgrcos€+zk(r—lo) (B.4)

Simplificando a expressao, temos:

2 2 2 2
pr  Ds 1(pr  ps 1 2
H=— —[zl= = - B.
PO I2<m mr2>+mgrc059+2k(r lo) (B.5)
2 2
Pr Po 1 2
H = = — B.
2m+2mr2+mgrc059+2k(r lo) (B.6)
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Agora, temos que resolver as equagdes de Hamilton paraq; =1, q; = 6, p; = p,

e p, = py, logo:

= —_— r = r = — .
i apk apr m
OH . O0H | Pg _
Pk _T%ﬁpr:_a_:pr:_<ﬁ(—2r 3)+mgcos€+k(r—lo)>(B.8)
2
Py = Po —mgcosd —k(r—1,) (B.9)
T mr3 ° '
=2 g2 =P (g0
T = Bps L - mr? '
_ oH , oH 207 ,
pk:—a—qképez—%ﬁpgz— - +mgrsiné (B.11)
_ 207 _
" Pp=—— —mgrsing (B.12)
Da equacao (B.7), temos:
Pr

F=—Tsp=mr (B.13)

Da equacao (B. 10), temos:

é:%f’ oy =mbr2 (B.14)

Substituindo na equagao (B.9), chegamos a:

_ (mé rz)z

mt 3
mr

—mgcos8 —k(r—1,) (B.15)
Simplificando, temos:

mi=mré?>—mgcosd—k(r—1,) (B.16)

Finalmente dividindo por m, chegamos a equacao de movimento para a

componente r do sistema:

. k
i"=r92—gcost9—a(r—lo) (B.17)
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Fazendo as substitui¢des na equagao (B.12), temos:

207

mor?=— +mgrsind (B.18)

Finalmente dividindo por mr?, chegamos a equagdo de movimento para a

componente 8 do sistema:

) 207
6 =— —gsine (B.19)
T r

Formula¢ao Hamiltoniana em Coordenadas Cartesianas

Partindo da lagrangiana em coordenadas cartesianas, sem a presenga dos

fatores dissipativos, ja obtida anteriormente:

1 1
L=om@®+y?)-mgy—> k(\/x2+yz—lo)2

Devemos em primeiro lugar, calcular os momentos conjugados para as

coordenadas generalizadas g; = xe g, = y.

oL oL . )
dL dL 2%
Pk aqk=>py ay.=>py my=y=— ( )

De posse dessas informagoes, precisamos escrever a hamiltoniana.
H(q,p,t) = xpx +ypy = Llg,p,t)  (B.22)

Fazendo as substituicoes, temos:

Hap0 =2 pt Dy = [am () + (2)) -y -5 K (7557 1) |

Simplificando a expressao, temos:

pi py [pi P 1 2
H@p =" +2- [" +—:n—mgy——k(w/x2+y2—lo)l (B.24)

2m 2 2
p2 2
H=ﬁ+2—y+mgy+—k(\/x2+y2—lo) (B.25)
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Agora, temos que resolver as equac¢oes de Hamilton para q; = x, g, =y, p1 = Py

e p; = py, logo:

JH J0H Dy
— oi=-— > x=— (B.26

i apk * apx - ( )

0H 0H " ( L, 1) (B.27)
= —— = —— =—-kx — .
pk aqk px ax px /—xz +y2
oH OH Py
= y=— == (B.28
=57 o0, y== ( )

(B.30)

Py = k —lo 1
Da equacao (B. 26), temos:

) Px ;
== = = B.31
k= S Py =mi ( )

Substituindo na equagao (B.27), temos:

Lo

N

Finalmente isolando X, chegamos a equagao de movimento para a componente x

ma'c'=—kx< —1) (B.32)

do sistema:
k x l, )
i=——|—=-1 (B.33)
m (w/xz + y?
Da equacao (B. 28), temos:
7= 5p =my  (B.38)
m Y '

Substituindo na equacao (B.30), temos:
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l
mj}=—mg—ky<—o—1> (B.35)

Finalmente isolando j, chegamos a equagao de movimento para a componente y

do sistema:
ky< l, )
j=—g-——2—=-1| (B.36)
m /xz +y2
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Apéndice C - Deducao das Equacoes de Movimento com
Dissipa¢ao Anisotropica

Para realizar essas manipula¢des algébricas, vamos partir da

decomposic¢ao dos vetores em r e 8 para achar as contribui¢oes em x e y, logo:
e Em 7, temos:
7 =sinfxX—cosf8y (C.1)

ou

=>
Il
SR
&
+
R

y com r=4x?2+y? (C.2)

e Em 7, temos:

r2=x%2+y? (C.3)

2ri=2xx+2yy (C.4)

X
=>.-.fﬂ=;x+%y ou F=xksinf—ycosd (C.4)

e Em I:";, temos:

-

Fo=-pif=-pzi+iy]t €5
a2 o
A

Portanto:

X, Y. X
E = -y [;x +;y com Yy = Vr; (C.8)

LY. Y
Fy——yy[;x+;y] com ¥y =¥ (c.9)
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Em 6, temos:
0 =cosf+sinfy ou 6=-—
Em 6, temos:
: .. . . X, Y.
r6 = ysinf + x cos 6 0ur9=;y—;x (c.11)
Emﬁg,temos:
Fo=—yor60 (C.12)
go— o [Ev 2 =Y+ 55
Fg = yg[ry rx][ rx+ry] (€.13)

Fy=—voz[2x-=3|2-vo=[cy-2i]9 (.18

S
fm e Q)L n@QPe55] @
Se y, =Yg =y, temos:
k= [) e+ G250 [@) +- (] o

x?+y% .
.°.Fx=—y< = >x=—yx (€.17)

e Em F, temos:

=-rn)i+2i]-n () Er-24 €18
B=-|n (%)2 +70 (é)z] 7= () -1 (E3)]x @19

Se ¥y, = yg =y, temos:
E,=-yy (C.20)
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Apéndice D - Codigo Mathematica

Péndulo Elastico Em Coordenadas
Cartesianas

Condicoes Iniciais

- k =103
m=0.05;
g=9.81;
u=5;
10 = (u—l) * ((m*g)/k)
lmax = 18 +mx g /k
RR = 1;
Eminima = -mxg (10+ (mg/ (2k)));

CI1 = Table[NSolve[{- (1/2k (Sqrt[(xi~2+yi~2)] -16)~2+mgyi) /Eminima == RR, xi = i},
{xi, yi}, Reals][[1]], {i, @.01, ©.31, 0.1}];

CI2 = Table[NSolve[{- (1/2k (Sqrt[(xi~2+yi~2)] -1@)~2+mgyi) /Eminima == RR, xi = i},
{xi, yi}, Reals][[2]], {i, ©.01, 0.31, 0.1}];

vx0 = 0;

vy = 0;

x0 = xi /. CI1

yo =yi /. CI1

contagem = Length[%]

Y =9;
wm = Sqr‘t[k/m]_;

wp = Sqrt[g /1max] ;

Equacoes de Movimento

.
Table[NDSolve [{x''[t] = (-k/m)* x[t] » ((1-10/ (Sqrt[x[t]~2+y[t]*2]))) +¥X'[t],

y''[t]=-g- ((k/m)» y[t] « ((1-10/ (Sqrt[x[t]~2+y[t]1"~2])))) +¥y [t],

x[@] = x0[[i]], y[@] = yO[[i]], x"[0] = vx®, y ' [@] = vye},
{y[tl, x[t]}, {t, @, 1000} ], {i, 1, contagem, 1}];
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2 | Péndulo Elstico Em Coordenadas Cartesianas.nb

nf = K
Etotal =1/2«m« (VX8~2+vy8~2) +mxg+y@+1/2xk+ (Sqrt[x0~2+ye~2] - 10)~2
raiz quadrada
R = -N[Etotal /Eminima]

valor numérico

Trajetorias do Movimento

- Table[ParametricPlot[Evaluate[{x[t], y[t]} /. a[[i]l]],
tabela \gmﬂm paraméfrico |calcula
{t, 0, 20}, AspectRatio -~ 1, _PlotRange - All], {i, 1, contagem, 1}]

|Lquociente de aspecto |intervalo do g [tudo

s

N
\
\

g
o
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Péndulo Elastico Em Coordenadas Cartesianas.nb

o= ParametricPlot [Evaluate[{x[t], y[t]} /. a[[1]]],

grafico paramétrico | calcula

{t, @, 20}, AspectRatio » 1, PlotRange - All, PlotPoints - 1000]

quociente de aspecto |intervalo do g-- |tudo |ntumero de pontos no graf

0.2

0.1

outf+ J=

Animacoes dos Movimentos

Animate [ParametricPlot [Evaluate[{x[t], y[t]} /. a[[3]]],
anima | grafico paramétrico | calcula
{t, @, i}, AspectRatio » 1], {i, 0, 25, 1}];

quociente de aspecto

)= Animate [ParametricPlot [Evaluate[{x[t], y[t]} /. a[[2]]],
anima \ grafico paramétrico |calcula
{t, i, i + 2}, AspectRatio-» 1], {i, 0, 100, 1}] ;

quociente de aspecto

| 3
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4 | Péndulo Eldstico Em Coordenadas Cartesianas.nb

Movimento do Sistema nos Eixos Coordenados

)= Table[Plot[Evaluate[x[t] /. a[[1i]]], {t, @, 20}], {i, 1, contagem, 1}]

tabela {graf icatcu!a

n1= Table[Plot[Evaluate[y[t] /. a[[i]]], {t, @, 20}], {i, 1, contagem, 1}]

[tabela | graf---| calcula

0
Outf+ J= {-0-1 =0 5
-02 -02
-0.3 -03

-04

' 5 10 15 20

o= Table[Plot[Evaluate[{x[t], y[t]} /. a[[i]]], {t, @, 2@8}], {i, 1, contagem, 1}]

tabela | graf--| calcula
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Péndulo Eléstico Em Coordenadas Cartesianas.nb | S

n - Table[Plot[Evaluate[{x[t], y[t]} /. a[[1]]], {t, ©, 20}]]

tabela iqrdf | calcula

outf« J=

Secc¢bes de Poincaré

nl1= sol = Table[
|tabela
Reap [NDSolve [{x "' [t] + (k /m) x[t] * (1- (18 /Sqrt[x[t]~2+y[t]~2])) +¥x'[t] =0,
;‘»veto | resolve numéricamente equacéo diferencial lr aiz quadrada
y' ' rtl+g+ (k/m)y[t] « (1- (10/Sqrt[x[t]~2+y[t]~2])) +yy'[t] =0,
|raiz quadrada
x[0] == x0[[i]], y[@] = y@[[i]], x'[@] = vx@, y'[0] == vyO,
WhenEvent [x[t] == 0&&x'[t] >0, Sow[{y[t], y'[t]}]] },

| agéo quando um evento ocorreu gera

{X, ¥y}, {t, 1500}] ] [[-1, 1]], {i, 1, contagem, 1}];

)= Table[ListPlot[sol[[i]]], {1, 1, contagem, 1}]

tabela lgraﬂco de uma lista de valores
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6 | Péndulo Eldstico Em Coordenadas Cartesianas.nb

;- Imagem = ListPlot[Table[sol[[i]], {i, 1, contagem, 1}],

PlotLegends -» Table[x@[[i]], {i, 1, contagem, 1}]]

« 0.01
e 0.11
Outf+ =
e 0.21
[ e 0.31
/|- s013 =
Reap[NDSolve[{x''[t] + (k/m) x[t] » (1~ (10/Sqrt[x[t]~2+y[t]~2])) +¥X'[t] =,
y''[t]+g+ (k/m) y[t] « (1- (10 /Sqrt[x[t]*2+y[t]*2])) +¥y'[t] =0,
x[0] == x8[[3]], y[@] =y@[[3]], x"[@] == vXx@, y'[0] == vy@, WhenEvent [
x[t] = @& x'[t] > O, Sow[{y[t], y'[t]}]11}, {x, y}, {t, 1000}]] [[-1, 1]1;
np- ListPlot [{sol[[1]], sol[[4]1]1}]
2
1+
=%
2L
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Péndulo Eldstico Em Coordenadas Cartesianas.nb | 7

n 1= ListPlot[sol[[2]]]

grafico de uma lista de valores

outf+ J=
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