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Resumo

A compreensao da difusao anomala tem atraido a atencao de varios pesquisadores
devido ao grande nimero de situacoes ligadas a fisica, a engenharia, a biologia e a eco-
nomia que ela se encontra relacionada. De fato, ela esta presente em varias situagoes
tais como difusao em meios fractais, na relaxacao ao equilibrio em sistemas com memoria
temporal longa, no transporte através de um meio poroso, nas flutuacoes de sistemas
financeiros, nas batidas do coragao de um individuo, em semicondutores amorfos, em
micelas dissolvidas em agua salgada. Particularmente, nas situagoes em que temos uma
difusao anomala, podemos ter o segundo momento finito ou nao. A difusao anémala com
o segundo momento (z?) finito geralmente tem como caracteristica (z?) ~ t* (o < 1 e
a > 1 correspondendo a sub- e superdifusdo, respectivamente). Nesse contexto, algumas
equacoes representativas na descricao desse fenomeno sao as equacoes de difusao que em-
pregam derivadas fraciondrias temporais, a equacao de meios porosos (que é nao linear)
e a equacao usual de difusao com coeficientes dependentes de variaveis de posicao ou do
tempo. Por sua vez, a difusao anomala quando nao possui o segundo momento finito é
caracterizada pelas distribuigoes de Lévy. Para este caso, temos a equacao de difusao
com derivadas fracionéarias na variavel espacial, cuja solucao é dada em termos das distri-
buicoes de Lévy. De um ponto de vista formal, a partir da discussao acima, vemos que
a difusao anomala pode ser investigada por meio de diferentes tipos de equagoes diferen-
ciais parciais. Assim, nesse trabalho investigaremos solucoes (analiticas ou numéricas)
para equacoes de difusao que estendem a equagao de difusao usual por levarem em conta
a presenca de derivadas fraciondrias na varidvel temporal e/ou espacial e a presencga de

termos nao lineares.

Palavras-chaves: equagao de difusao, movimento browniano, difusao anomala, equagoes

de difusao néo lineares.
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Capitulo 1

Introducao

A difusao é um fenomeno de transporte pelo qual ocorre transferéncia de matéria entre
diferentes regioes do espago devido ao movimento molecular aleatério, isto é, embora nao
seja possivel dizer para que direcao uma determinada molécula se movera, podemos saber
pelo simples fato de existirem mais moléculas numa certa regiao do meio que noutras,
que havera um transporte liquido de moléculas para areas de menor concentragao, como
resultado dos movimentos ja citados. Um exemplo simples desse fenomeno pode ser ve-
rificado colocando-se um frasco aberto de perfume num ambiente fechado. O perfume
que evapora tendera a ocupar todo o volume do local, difundindo-se através do ar. Esta
difusao se explica pela diferenca de concentracao entre o ar préximo a boca do frasco e
seus arredores. Fato analogo se verifica no caso de um recipiente contendo dgua em que
é colocada uma pequena quantidade de tinta. Apds um tempo suficientemente grande,
toda a tinta tera se dissolvido pela agua, distribuindo-se uniformemente. A difusao é
fenomeno onipresente. O comportamento coletivo das particulas envolvidas é macrosco-
picamente regular, seguindo uma dinamica deterministica. A partir dai, podemos obter o
comportamento para um conjunto de elementos (por exemplo, dtomos, moléculas e ani-
mais). O primeiro estudo importante sobre o fenomeno da difusao se deve ao quimico
escoces Thomas Graham. Graham, além de ter sido o inventor da dialise, realizou expe-
rimentos que resultaram nas primeiras determinacoes do coeficiente de difusao. Contudo,
foi com o alemao Adolf Fick que tivemos o surgimento da primeira equacao de difusao
propriamente dita. Fick, embora tenha inicialmente visado estudar matematica e fisica,

acabou por cursar medicina. Suas contribui¢oes no campo da fisica restringem-se aos anos



por volta de 1855, quando publicou trabalhos sobre difusao, estabelecendo a equacao que
hoje conhecemos por equagao de difusdo (primeira e segunda leis de Fick). Baseado nos
resultados obtidos por Graham, Fick identificou uma profunda analogia entre a difusao
e a condugao de calor (Joseph Fourier, 1822). Assim sendo, ele concluiu que o fluxo de
matéria seria proporcional ao gradiente de concentracao, com um fator de proporciona-
lidade k, chamado por ele de “uma constante dependente da natureza das substancias”.
Além da abordagem macroscépica desenvolvida especialmente por Adolf Fick, surgiu no
inicio do século XX, com Albert Einstein, uma nova visao dos processos difusivos. Es-
tudando flutuacoes de sistemas termodinamicos, Einstein desejava encontrar uma forma
de determinar experimentalmente a constante de Boltzmann e a constante de Avoga-
dro. Tendo-se convencido de que isso seria possivel, Einstein se interessou pelo estudo de
particulas suspensas em fluidos, pois estas poderiam oferecer auxilio na compreensao dos
movimentos moleculares. Tais particulas moviam-se de forma irregular quando imersas
numa solucao, fato observado inicialmente pelo botanico inglés Robert Brown em 1828.
A este movimento erratico deu-se o nome de movimento browniano em homenagem ao
seu descobridor. Em sua pesquisa, Einstein basicamente descreveu a segunda lei de Fick
com a difusividade descrita microscopicamente.

Desde esse periodo até o presente momento, muitos modelos e situagoes fisicas envol-
vendo processos difusivos tém sido investigados [1]. Entretanto, investigagoes recentes de
vérias situagoes presentes na natureza tém mostrado que muitos fenomenos difusivos (ou
relacionados a difusao) podem possuir um comportamento difusivo diferente do observado
usualmente, i.e., o segundo momento (x?) nao varia linearmente com o tempo. Tais pro-
cessos difusivos sao considerados anomalos e tém despertado muito interesse, ocorrendo
em situagoes tais como o crescimento de superficies [14], transporte de um fluido através
de um meio poroso, na andlise do histograma obtido a partir das batidas do coracao de um
individuo saudavel [15], na difusdo através de uma superficie liquida e nas flutuagoes de
sistemas financeiros [16]. Na maioria das situa¢oes em que difusdo anémala estd presente
(por exemplo, nas mencionadas acima), podemos ter o segundo momento finito ou nao.
A difusao anoémala com o segundo momento finito geralmente tem como caracteristica
(x?) ~t* (a < 1 e a > 1 correspondendo a sub- e superdifusdo, respectivamente). Algu-
mas equacoes representativas na descricao deste fenomeno sao as equagoes de difusao que

empregam derivadas fraciondrias temporais [13], a equagao de meios porosos (que é nao



linear), a equagao usual de difusdo com coeficientes dependentes de varidveis de posigao
ou temporais. Em particular, essas equacoes de difusao tém sido aplicadas em vérias si-
tuacgoes de interesse fisico, tais como, na relaxacao ao equilibrio em sistemas com meméria
temporal longa (por exemplo, cadeias de polimeros e membranas) [17], na descrigao de
transporte anoémalo em sistemas desordenados [18], para modelar processos dinamicos nao
markovianos em proteinas [19], transporte de substancias através de membranas [25], lei
de Richardson [20] e a lei de Kolmogorov [21] (estas duas leis aplicam-se ao estudo de
turbuléncia) e para modelar sistemas hidrolégicos [22]. Por sua vez, a difusdo anomala
do tipo Lévy, em contraste com a difusao anoémala do tipo correlacionada, nao tem o
segundo momento finito, sendo caracterizada pelas distribui¢oes de Lévy [23, 24]. Dentro
deste contexto, temos a equacao de difusao com derivadas fracionarias na variavel espacial
[23, 13] cuja solugao é dada em termos das distribuigoes de Lévy [23, 13], que satisfazem
o teorema de Lévy-Gnedenko, uma generalizacao do teorema central do limite.

Cabe mencionar que as situacgoes ressaltadas aqui poderiam ser analisadas por proce-
dimentos alternativos como caminhadas aleatoérias, equacao mestra e equagoes generaliza-
das de Langevin. Entretanto, o emprego de equacoes diferenciais na descricao da difusao
anomala nos proporciona um tratamento mais simples quando temos campos externos
aplicados ao sistema. Devido a esse fato, vamos empregar em nosso trabalho essencial-
mente equacoes de difusao e quando se fizer necessario abordaremos a conexao entre estas

equacoes e outros formalismos.



Capitulo 2

Equacao de difusao usual

2.1 Diferentes formas de difusao usual

Para obtermos a equagao diferencial de difusao, primeiramente devemos considerar
que o fluxo de substancia que atravessa uma unidade de area de uma secao transversal é
proporcional ao gradiente de concentragao, isto €,

D&C

F=-p&
oz’

(2.1)

onde F' é a densidade de corrente (taxa de transferéncia por unidade de drea da segao),
C a concentracao da substancia a se difundir, x a coordenada espacial normal a secao e
D o coeficiente de difus@o (o fator de proporcionalidade k citado por Fick). Esta relacao
é comumente conhecida como Primeira Lei de Fick e é valida para meios isotrépicos,
isto é, meios em que a estrutura e propriedades difusivas sao as mesmas nas vizinhancas
de qualquer ponto e em todas as direcoes. Num meio anisotrépico, nem sempre isso é
verdade, uma vez que as propriedades difusivas dependem da direcao em que sao medidas.

Consideremos um elemento de volume na forma de um paralelepipedo com lados
paralelos aos eixos coordenados, medindo 2dx, 2dy, 2dz, e com centro posicionado em
P(z,y, z), onde a concentragao é igual a C'. Chamemos de ABCD e A’B’C’D’ as faces
perpendiculares ao eixo z, como mostra a figura (2.1): Entao, a taxa com que a substancia

penetra no elemento de volume pela face ABCD no plano = — dx é dada por

OF,
4dydz <Fw = o dx) , (2.2)



2dz y

C y o

fluxo de entrada i P fluxo de saida -
2dy B

B'

segdo transversal

Figura 2.1: Elemento de volume de dimensoes 2dx, 2dy, 2dz centrado em P(z,y, z).

onde F), é a densidade de corrente correspondente ao plano que passa por P. A taxa com

a qual a substancia sai pela face A'B’C’D’ é dada por:

4dydz <Fx + %dx) . (2.3)

i

Podemos também encontrar a contribuicao das faces para a taxa de incremento da

substancia a se difundir no elemento de volume. Para cada face, obtemos

OF,
—8dxdyd 2.4
Sdrdyd: 2 (2.4
E
—dedydz%—yy, (2.5)
OF,
—8dxdyd . 2.6
sardyd= 26)

A taxa com que a quantidade total de substancia presente no elemento de volume aumenta

é dada por

oC
drdydz—-. 2.7
Sdudydz" 27)

Adicionando a variacao da quantidade total de substancia no elemento as contribuicoes
individuais das faces, o resultado serd nulo, ja que deve haver conservacao da quantidade

total, isto é,

oc . oF, n OF, N oF,
ot Ox dy 0z

Para o caso em que os coeficientes de difusao sao constantes, podemos substitui-los pela

= 0. (2.8)

relacao estabelecida pela 1? Lei de Fick, produzindo

2 2
8C_D80 D&C

0*C
ot Ox? oy2 b 022 0 (29)
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o que pode ser reescrito como

oc  _ PC PC C

o P T T o) (2.10)
que se reduz a
oC 0?C

nos casos em que a difusao é unidimensional, ou seja, quando sé ocorre paralelamente ao

eixXo .

2.1.1 Solucgoes em uma dimensao

Intimeras solugoes podem ser obtidas para a equagao da difusao com diferentes condigoes
de contorno e condigoes iniciais. Considerando-se constante o coeficiente de difusao, foram

estudadas algumas situacoes, que serao discutidas abaixo.

2.1.2 Fonte instantanea num plano

4

Figura 2.2: Cilindro de extensao infinita

Consideremos o caso de um cilindro de comprimento infinito. Uma situagao que se
aproxima deste caso é a de um cano muito longo de pequeno diametro cheio de dgua. No
instante t = 0, introduzimos no cano uma certa quantidade de substancia - um sal, por
exemplo - num dado ponto xg, longe das extremidades. A substancia ira se difundir com
o passar do tempo e desejamos descobrir sua concentracao em um instante qualquer apos
t = 0. Como o diametro do cano é pequeno, o caso citado pode ser tratado em funcao
apenas de duas variaveis, x e t, como um caso de difusao em uma dimensao, conforme a

figura (2.2).
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No problema proposto, consideramos as seguintes condi¢oes de contorno e valores

iniciais, descritas por meio da funcao delta de Dirac:
C(x,0) = (M/A)o(x — xy), (2.12)

em que A é a area da secao transversal do cano e M a massa de substancia a se difundir,

ou seja.

M= /OOC(Q;, 1) Adz. (2.13)

A curva C(z,t) é muito suave, isto é, possui segunda derivada em relagao a z. Além disso,

é absolutamente integravel. Por isso, deve possuir transformada de Fourier dada por:

1

R(k,1) = F{C( 1)} = = / Oz, t)e dz. (2.14)

Diferenciando ambos os lados da igualdade, temos

“+oo
dR(k,t) 1 oC(x,t) .
= . 2.1
dt vV 27T_/ a - (2.15)
A propriedade . {827(;} = —k%*R(k,t) permite-nos reescrever a equagao acima da forma
ABL) _ pizR(r, ), (2.16)
dt
que é satifeita por R(k,t), isto é,
R(k,t) = R(k,0)e """ (2.17)

é solucao da equacao (2.16). Resta-nos, agora, aplicar a equacao acima as condigoes
iniciais e de contorno desejadas. Fazendo isso, obtemos:

M1
A \4rDt

que por simples substituicao verifica-se ser a solugao da equacao (2.11) da difusao para

C(x,t) e~ (#=70)*/Dt (2.18)

uma dimensao.

Considerando a solucao simplificada

A
C = t—%e—x /4Dt (2.19)

onde A é uma constante arbitraria, podemos encontrar a quantidade total de substancia

M a se difundir integrando-se a equagao anterior com relagao a x, ou seja,

[e.e]

T A
M = /C’d:p: / e v /APy, (2.20)

t2

12



A integral pode ser resolvida por substituicao de varidveis. Fazendo-se

I‘Q

—— =¢? 2.21
e (2:21)
e conseqiientemente
dx = 2v/Dtde, (2.22)
0 que nos permite reduzir a equagao (2.20) a
M= 7 e € d¢ = 24V D (2.23)
2D ). | |

2.1.3 Reflexao na borda

Consideremos agora o caso de um cilindro que, diferentemente daquele descrito an-
teriormente, é infinito apenas para valores positivos de z. Em z = 0, h4 uma borda

impermedavel. A situagao é esbogada na figura (2.3).

Figura 2.3: Cilindro semi-infinito, nao héa difusao em x = 0.

Neste caso, podemos considerar que o fluxo que existiria no sentido negativo do eixo
x para antes da origem ¢ refletido na borda e se soma ao fluxo positivo. Sendo a solugao
para um cilindro infinito simétrica em relacao a origem, a distribuicao para o cilindro
semi-infinito pode ser obtida somando-se as duas solugoes parciais para x > 0 e x < 0,
como segue:

C=2

exp(—x?/ADt)| = exp(—x*/4Dt) (2.24)

M M
2V Ditw v Dtr

Esta equacao satisfaz as condicoes de contorno aa—i =0 para x = 0.

2.1.4 Distribuicgoes iniciais extendidas

13



Consideremos agora o caso em que a substancia esta inicialmente confinada numa
determinada regiao do espaco e nao num unico plano. Esse é o caso, por exemplo, de uma
coluna longa de agua que repousa sobre uma longa coluna de solugao, conforme ilustra
a figura (2.4). Para resolver esse problema, consideremos que a solugao final é composta
por um numero infinito de linhas de fonte sobrepostas, cada linha correspondendo a uma

solugao para cada elemento de comprimento 6§, com forga 6£Cy. Substituindo os dados

b

(8] P :'

o
AL

Figura 2.4: A imagem ilustra o caso em que a substancia se encontra inicialmente confi-

nada a esquerda da origem.

na equacao obtida para o cilindro infinito, podemos escrever:

Coo&
2V Dtm

que € a concentracao num ponto P qualquer a uma distancia £ do elemento. Neste caso,

exp(—a*/4Dt), (2.25)

a concentracao em r < 0 é sempre constante. Além disso, inicialmente temos C' = 0
para todo x > 0. Somando as solugoes para os sucessivos elementos £ obtemos a solugao

completa:
oo

Co
2V Dtm J

que pode ser simplificada se fizermos 2\/£D7 = «a. Note que a equacao acima nos fornece a

C(z,t) = exp(—&*/4Dt)dE, (2.26)

quantidade total de substancia difundida entre x (que corresponde a uma distancia £ do
elemento de comprimento 0£) e +00, que é, na verdade, a quantidade total de substancia

que se difundiu até o ponto P (ver area hachurada da figura 2.4). Assim, ficamos com

C(z,t) = Cy / exp(—a?)da, (2.27)
z/2vV/Dt

14



que pode ser reescrita em termos das fungoes erro e erro complementar. A solucao acima
se torna entao

C(z,t) = %C’oerfc (2.28)

x
2Dt
Esse caso pode ser utilizado para se estudar a difusdo de uma substancia inicialmente
confinada num intervalo —h<x< + h. Neste caso, devemos modificar os intervalos de
integracao da solugao completa, substituindo-os por x + h e x — h, conduzindo a

1 h—z h+x
t) == fe—— fe——7¢. 2.2
C(z,t) QC’O{ech\/D_t+er02\/m} (2.29)

2.1.5 Sistemas finitos

A equacao anterior aplica-se ao caso em que um cilindro contém uma camada de
solugao coberta por uma coluna infinita de agua. Na pratica, as mudancas de concentracao
nunca atingem o topo da coluna. No caso de um sitema finito, isto nao é verdade.
Consideramos, entao, que nao ha fluxo de substancia se difundindo através da parte

superior do cilindro. A figura (2.5) ilustra esta situacdo. A condigao de borda citada

ool

Figura 2.5: Cilindro semi-infinito em que o fluxo na parte superior é zero.

acima pode ser resumida como

— =0, =1 (2.30)



o0 _
or

Esse caso envolve novamente reflexao na borda, como vimos anteriormente. Contudo,

0, z =0. (2.31)

agora ¢é necessario considerar nao s a reflexao em x = 0, mas também em z = [. A
solugao é obtida considerando-se uma soma infinita de solugoes tais como a obtida na

secao anterior, envolvendo fungoes erro. O resultado é uma série infinita da forma

1 0 h-+2nl —x h—2nl+x
C=-C f————— 4+ erf——— 5. 2.32
2 On;oo {er o/Dt | 2Dt } (2:32)

Essa solucao é mais util nos primeiros momentos da difusao, pois nesses casos a série con-

verge rapidamente e poucos termos nos oferecem uma boa aproximagao da concentragao.

2.2 Meétodos de solucao

O estudo dos processos difusivos faz uso frequente de alguns métodos que permitem simpli-
ficar os problemas, reduzindo a complexidade das equacoes diferenciais que os descrevem.
Comentaremos aqui brevemente, o método de separagao das variaveis e as transformadas

de Laplace.

2.2.1 Meétodo de separacao das variaveis

Ha varios casos em que as condigoes impostas sobre nosso problema envolvem duas
variaveis distintas. No caso da difusao, poderiamos agrupar os termos envolvendo x e e

envolvendo ¢, como segue:

O(x,t) = X (2)T(t), (2.33)

em que X (z) é uma funcdo somente de x e T'(t) somente de t. Substituindo o resultado

anterior na equacao da difusao

oC 9*C
temos
1dT Dd*X
T~ X d2 (2.:35)

em que X = X(z), T =T(t) e D é o coeficiente de difusdao. Com isso, um lado da equagao

depende somente de x e o outro de t. Se a igualdade vale para todos os valores de = e

16



t, entao ambos os lados devem ser iguais a uma constante. Essa constante, representada

por X, é denominada constante de separacao. Ficamos, assim, com:

1dT
€
1 d*°X

Neste caso, tomamos a constante N como —\? de maneira a simplificar os calculos. As

solugoes individuais das equacoes acima sao, respectivamente:

T = NP (2.38)

X = Asen)z + BceosAz, (2.39)

com A e B sendo constantes de integragao. (Quando combinadas, as solugoes parciais
acima conduzem a

C = (AsenAz + Bcoshz)e NPt (2.40)

que satisfaz a equacao da difusao para uma dimensao. Contudo, uma solugao mais geral

escreve-se como uma soma de solucoes do tipo anterior, como segue:

C=> (Anseni,z + BucosAma)e nPt (2.41)

m=1
em que A,,, B,, e \,, dependem das condi¢oes de iniciais e de contorno para cada pro-

blema.

2.2.2 Transformadas de Laplace

Originario do Célculo Operacional, o método das transformadas de Laplace permite
simplificar a equacao da difusao, transformando-a numa equacao diferencial ordinaria em

funcao das variaveis espaciais.

2.2.3 A integral de Laplace
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Considere uma funcao f(t) definida na regiao entre 0 < t < +o0, sendo f(t) e t reais.

Entao a fungao F'(s), definida pela integral de Laplace

[e.9]

F(s) = / e~ f(£)dt
0
é denominada transformada de Laplace de f(t) e representada por

F(s) =2{f1)}.

(2.42)

(2.43)

As transformadas de Laplace de fun¢ées comuns podem ser facilmente obtidas integrando-

as conforme a definicao. Por exemplo,

F) =1 20} = [ =,

S

FO) =t — 2L} = 7testdt _ 5_12

7 n!

F(6) =" = L{f(t)} = /tne—stdt =
0

f(t) = senwt — ZL{f(t)} = /e‘“senwtdt =

, §% + w?’
f(t) = coswt - Z{f(t)} = /e‘“coswtdt = ﬁ

0

2.2.4 Aplicagoes da transformada de Laplace

(2.44)

(2.45)

(2.46)

(2.47)

(2.48)

Comentaremos aqui alguns exemplos da utilizacao da transformada de Laplace na

resolucao de problemas envolvendo a equacao da difusao para uma dimensao. Na verdade,

encontraremos as solugoes para dois casos ja citados, entretanto fazendo uso da técnica

exposta.

2.2.5 Meio semi-infinito

Consideramos novamente aqui o caso do cilindro semi-infinito. A concentracao em x = 0

é constante, igual a Cj. Inicialmente, consideramos C' = 0 para todo x > 0. Desejamos

obter uma solucao para a equacao

oC o0%C
o~ Por
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Primeiramente, multiplicamos ambos os lados da equacao anterior por e™*¢

_C ., 9C
e taze tDw (250)

e integramos ambos os lados da equagao com respeito a t entre 0 < t < 400,

700 7 02C
~st % gy / D . 9.51
/ ot 0r? (2.51)
0 0
que pode ser reescrita como
T 9C by 02C
—st —st 2 2
0/6 3x2d ox? /Ce dt = 2’ (2:52)

que ¢ a derivada segunda em relacao a x da transformada de Laplace da concentracao.

Integrando por partes a integral anterior, obtemos

/%Ce“dt = Ce’ptdt‘zo +s / Ce dt = sC, (2.53)
0 0

que nos permite reescrever a equagcao inicial em termos das transformadas obtidas. Fica-

mos entao com
o*C
O

Basta agora aplicarmos as condicoes de contorno para obtermos C":

= sC. (2.54)

o0

/ eStdt = r =0, (2.55)
S
0

que é a transformada de Laplace da solucao desejada. Note que a transformada reduziu
a equacao diferencial inicial a uma equacao diferencial ordindria mais simples. A solucao

para a nova equacao ¢

C=—e (2.56)

onde ¢* = %. Para chegarmos a solugao da equagao que tinhamos no inicio, uma tabela
de transformadas é suficiente. Disso concluimos que a solugao para a equacao da difusao
num meio semi-infinito é

C' = Cyerfe (2.57)

X
2v/Dt’

tal como se verificou anteriormente por método diferente.

19



Capitulo 3

Processos estocasticos

3.1 Introducao
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Figura 3.1: Representacao esquemdtica do movimento browniano: moléculas da

substancia se chocam com a particula, produzindo o seu movimento erratico.

Pequenas particulas imersas em solugao realizam um movimento aleatério conhecido
popularmente como movimento browniano, pois fora descrito originalmente pelo botanico
ingles Robert Brown, em 1828. Esse movimento erratico que se deve a intmeras co-
lisoes sofridas pela particula com outras menores, permite uma descricao mais elegante
do fenomeno da difusdo, que serd tratada com mais detalhes abaixo. As continuas co-
lisdes com particulas menores como as esbocadas na figura (3.1) fazem com que a particula
maior execute um movimento de trajetdria semelhante a mostrada na figura (3.2). A curva
extremamente irregular resultante deste processo quase nao apresenta tangentes, isto é,

nao é diferenciavel. Experimentos também demonstraram que o movimento nunca cessa,
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ficando mais intenso quando se reduz a viscosidade do meio ou o tamanho das particulas,

ou também quando se aumenta a temperatura.

Figura 3.2: Trajetéria browniana tipica de uma particula em duas dimensoes.

3.1.1 Passeio aleatério

| EE O 7P X P s Y s B Y )

pr—

Figura 3.3: O exemplo do bébado

Para compreendermos o que vem a ser passeio aleatorio, sera 1til conhecer um exemplo
classico de sua aplicacao. Nesse, um bébado caminha a partir de um poste ao longo de
uma rua, conforme ilustra a figura (3.3). Cada passo tem o mesmo comprimento .
Consideramos aqui que de tao bébado, cada passo dado pelo homem independa do passo
anterior. Assim, tudo o que podemos dizer é que a cada passo, ha uma probabilidade p

que o homem ande para a direita e ¢ que ande para a esquerda, onde ¢ = 1 — p. Note que
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p nao necessariamente deve ser igual a ¢, pois a rua pode estar inclinada, de tal forma
que um passo rua abaixo seria mais provavel que outro rua acima. Se escolhermos o poste
como origem e a rua como o eixo das abcissas, a localizacao do bébado se escreveria como
x = nl, onde n é um inteiro (positivo, negativo ou zero).

Desejamos descobrir qual a probabilidade do bébado, apés N passos, estar a uma
distancia = ml da origem (poste). Ao analisarmos estatisticamente esse problema,
consideramos um numero muito grande de casos similares, onde um bébado parte da
origem e aleatoriamente da cada passo, ou para a direita, ou para a esquerda. A distancia
do homem ao poste pode ser representada por um vetor, e é justamente esta ideia que
torna bastante til a situacao idealizada nesse exemplo em vérios ramos da fisica, como

no magnetismo ou no estudo da difusao de substancias.

3.2 A equacao de Langevin

Vejamos agora o caso de uma particula de massa m imersa num liquido. Tal particula
estard sujeita a forcas de carater aleatério devido a impactos com moléculas do liquido,
além de uma forga viscosa proporcional a sua velocidade. Segundo Paul Langevin (1872-
1946), o movimento dessa particula na auséncia de um campo de forga conservativo pode
ser descrito por uma equacao diferencial estocastica. Considerando o caso simples de um
movimento unidimensional ao longo do eixo z, a equagao sera

dv
R F 1
m— av + F(t), (3.1)

dzx

% que é a velocidade da particula e x sua posicao. A primeira parcela do

com v =
lado direito da equacao representa a forga viscosa, sendo o uma constante e F(t) a forga

aleatoria, que possui a seguinte propriedade:
(F(t)) =0, (32)

que ilustra o fato de a forca média exercida pelas moléculas sobre a particula ser nula,

além de

(F(t)F(t)) = Bi(t —t), (3.3)

ja que consideramos os impactos como sendo independentes. A equacao citada acima,

em conjunto com as propriedades que a seguem, é conhecida como Equacao de Langevin.
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Divindindo-se ambos os membros da equacao pela massa m, a equacao de Langevin é

escrita na forma

dv

S =t ¢(t), (3.4)

em que v = a/m e ((t) = F(t)/m. As varidveis ((t) e ((t’) sao independentes se conside-
rarmos t # t'. Quando a varidvel aleatéria em questao possui tais propriedades, recebe o

nome de ruido branco, ja que a transformada de Fourier de (¢(0)((t)) escreve-se como

[ oy =, (35)

que independe da freqiiéncia w. Ela apresenta as propriedades

{€() =0, (3.6)

(C(B)C(E)) =Tt —t), (3.7)

onde I' = B/m?.

3.2.1 Velocidade quadratica média

A determinagao da solucao genérica da equacao diferencial (3.1) é obtida como segue.
Primeiramente, escrevemos v(t) = u(t)e™ ", em que u(t) é uma funcao de ¢ que queremos

determinar. Substituindo v(¢) na equagdo em questao, obtemos

d
Zrlu)e ] = —yfu(t)e ™ + (1), (3.8)
que nos da
du .
N OF (3.9)
que tem como solugao
du = e ((t)dt. (3.10)

Integrando ambos os lados da equagao anterior, obtemos u(t)

O/du = /ew C(t)dt

0
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0
t
w(t) = uo + / O C(t)dE . (3.11)
0
Como v(t) = u(t)e, utilizando o resultado anterior obtemos
t
v(t) = voe " 4 e / et dt, (3.12)
0

em que vy é a velocidade inicial da particula, sendo v(t) valida para qualquer ((t). A
média e a variancia da velocidade podem ser calculadas utilizando-se as propriedades do

ruido. Como (((t)) = 0, a velocidade média pode ser escrita como
(v) = voe ", (3.13)

ja que a segunda parcela do lado direito da equacao da velocidade é nada menos que

prépria média de ((t), que é nula. Assim sendo, podemos escrever

v— () = e / ()t (3.14)
0

donde se obtém
¢

(v — ()2 = e 2t / / c( WA g gy (3.15)

0 0

Calculando a média da equagao anterior e fazendo uso da propriedade (((¢)((t')) para o

ruido, temos
t

((v— = e 2" / / " ar (3.16)
0 0
que pode ser reescrita como

(v — (v))?) = D2t / / St — ") dt"e dt. (3.17)

Resolvendo a integral em dt”, ficamos com

(0 — (0))?) = T2 / It (3.18)

donde podemos obter a variancia o?

resolvendo a integral restante e simplificando, ou
seja,

(0?) — (V)2 = —(1 — ™). (3.19)



Para tempos longos, a equagao anterior se reduz a

r

(%) = %, (3.20)

ja que (v) = 0 (regime estaciondrio). Para determinarmos a constante I', levamos em
conta o teorema da equiparticao, que nos garante ser a energia cinética média de uma

particula em movimento correspondente a %k:BT para cada grau de liberdade, isto é,

1 1
§m<02> = §]€BT7 (321)

em que kg é a constante de Boltzmann e T a temperatura absoluta. Substituindo (v?)

nessa equacao, obtemos
2vkpT
r— 2L (3.22)

m

Lembrando que B = I'm? e o = ym, podemos escrever a relacao entre B e a temperatura
absoluta, isto é,

B = 2akgT. (3.23)

3.2.2 Deslocamento quadratico médio

Uma vez obtida a variancia da velocidade, convém determinar também o desloca-
mento médio quadrético, haja vista se tratar duma grandeza experimental mensuravel.

Comegamos por calcular x(t),
t
r =z + / o()dt, (3.24)
0

em que x( ¢ a posicao da particula no instante ¢t = 0. Substituindo na integral da equacgao
anterior o valor de v(t) ja obtido, ficamos com

t t

t
T = 1 +v0/e’“’tldt’ + /e"yt/ /e'yt//g(t”)dt”dt/. (3.25)
0 0 0

Resolvendo a primeira integral, temos

t

/ 1
! Y Vo
vo/e WAt = —vg—e | = =
0

e (1—e). (3.26)

Invertendo a ordem das integrais restantes da equacao que tinhamos, obtemos
t/

t
, P t " t /
/e—wt /evt g(t”)dt”dt’:/ C(t")e / e "dt'dt”, (3.27)
0
0 0

t//
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que ao se integrar em t', nos déd

t t t
1" / ]_ 1" !
/ C(t")e / et dt’ = = / C(t") (1 — )", (3.28)
0 t 7Y
Substituindo os resultados obtidos na equacao de partida, ficamos com

1 —t 1 / " —y (" =)\ g4
x:x0+vo—(1—ev)+—/g(t)(1—ev Vi, (3.29)

Y Y

0

vélido para qualquer fungao temporal ((¢). Como a média do ruido é nula, isto é, (¢) = 0,

o deslocamento médio da particula se reduz a
1
() =29 +vo— (1 —e ). (3.30)
~(1=e)

Para obtermos o desvio quadréatico médio, primeiramente calculamos a diferenca = — (z):

x—(z) = % O/ C(t") (1 — 0 ar” (3.31)
obtendo
. 2 _ i [ / " =t (=) dt' di"
(z— () qﬂ!!<@x@X1 OC0) (1 — D)t . (3.32)
Da propriedade (((t)((t'))) =T'o(t' —t”), chegamos a
_ 2 :i / tl—\a g (' —-t) _ (1) dt' di”
(o= ) = O/O/ (t — )1 — D)1 —e V't (3.33)
ou seja,
(le = @) = 55 [ (1= @)1= O (3.31)

0

Calculando-se a integral restante, obtemos

(@ — (@) = = [t 2 4o (1 ew)] | (3.35)

Y Y gl

Assim como se observa na equacdo acima, para tempos longos o termo dominante é o

primeiro, fazendo com que fiquemos tao somente com

((z = (x))?) = Dt, (3.36)

T B

em que D = E T . é o coeficiente de difusao. Das relagoes obtidas acima, podemos

entao escrever

T _2kpT _ 2kpT
_72_ ym o«

(3.37)
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Essa relacao é conhecida como relacao de Einstein-Smoluchowski, que apesar de ter sido
obtida para uma dimensao, também pode ser estendida para o caso de particulas imersas
num fluido. Para particulas esféricas de raio a imersas num fluido de viscosidade 7, o

coeficiente o é dado pela lei de Stokes
a = 6mna, (3.38)

de forma que a relagao de Einstein-Smoluchowski pode ser reescrita como

 2%kyT kT

D = .
ym 3mno

(3.39)

As equacOes acima permitem a determinacao da constante de Boltzmann com base em
medidas do desvio quadratico médio, experiéncia realizada por Jean Perrin examinando

o movimento browniano de particulas imersas num fluido.

3.2.3 Balanco energético

Os impactos das moléculas do fluido sobre a particula browniana transferem energia
cinética para esta, que a dissipa devido a forca viscosa e, ao mesmo tempo, sofre alteracao
em sua prépria energia cinética. Com isso, a taxa com que a energia ¢ transferida a
particula deve ser igual a taxa com que ¢é dissipada somada a variacao de energia cinética
da particula. O balango energético pode entao ser obtido multiplicando-se ambos os
membros da equagao de Langevin por v e fazendo uso da igualdade vdv/dt = (1/2)dv?/dt.

Temos entao

d
%%02 = —av® + vF, (3.40)
que podemos reescrever como
d /m
= (502) +Fy, = uF, (3.41)

em que I, = av é a forga viscosa ou forca de atrito. Calculando a média da equacao

acima, obtemos

dE,
¢ 4 Py, = P, 3.42
o + La ( )
em que F, = %UQ) é a energia cinética média, Py, = (vF,;) = (av?) é a taxa de dissipacao

de energia (poténcia dissipada) e P = (vF') é a taxa de transferéncia de energia para a
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particula (poténcia transferida). As parcelas do membro & direita da equacao acima

podem ser reescritos levando em conta a igualdade (v?) — (v)? = %

p_ml_ B _aksT
2 2m  m

1 — e 2). ou seja
( : ja,

(3.43)

0 que nos permite concluir ser a poténcia transferida independente do tempo. No regime
estacionario a variacao da energia cinética é nula e P = Py, sendo dissipada toda energia

transferida para a particula.

3.2.4 Distribuicao de probabilidades

Discutiremos nessa se¢ao distribuigoes de probabilidade tanto para a velocidade quanto
para a posicao da particula sujeita ao movimento browniano. Primeiramente, quanto a
distribuicao das velocidades, vimos que a velocidade das particulas livres quando sujeitas a
forgas aleatérias num meio viscoso podem ser descritas pela equagao de Langevin. O termo
((t) presente na equacao é uma variavel estocastica dependente do tempo; a velocidade
v(t) também, embora essa seja desconhecida. Assim, se desejamos encontrar a distribuigao
de probabilidades associada a wv(t), primeiramente precisamos discretizar o tempo em

intervalos 7, de forma que
t =nr. (3.44)
Dessa forma, a equagao de Langevin pode ser reescrita da forma aproximada
Upi1 = av, + \/7'_F£n, (3.45)

em que a = (1 — 7). As varidveis £; possuem as seguintes propriedades:

(&) =0,
(&€k) = Ojk- (3.46)

Calculando sucessivamente os valores de v, 1, chegamos a seguinte relacao
n—1
Up =Y wy, (3.47)
1=0

em que w; = a'\/7L€,_1_; e vy é considerada nula por simplicidade. Como v,, é uma soma

de variaveis aleatorias independentes, sua funcao caracteristica escreve-se da forma

n—1

gn(k) = (") = T[ (™). (3.48)

=0
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Supondo que a distribuicao de probabilidades da varidvel z;; seja gaussiana de média zero
e variancia 1, concluimos que a distribuicao de w; também sera uma gaussiana de média
zero, porém com variancia a?7I. Assim sendo,

) GQZTFICQ
<ezkwl> = exp <— 5 ) , (349)

sendo que esta relacao é obtida expandindo-se o exponte em séries de Taylor. Podemos,

entao, escrever

gn(k) = exp <_b;k2> , (3.50)

em que

n—1 1 2n

b, =70 a = I y (3.51)

— a2
1=0 l—a

Conhecida a fungao caracteristica g, (k), para calcularmos a densidade de probabilidades

da varidvel v, basta aplicar a antitransformada de Fourier & equagao (3.50), isto é,

Po(v) = ——— exp {_”—3} | (3.52)

Para o limite em que 7 — 0 e n — oo com n7 = t fixo, a densidade de probabilidades

p(v,t) da varidvel v no instante t escreve-se

1 v?
p(v,t) = m exp {_Qb(t) } : (3.53)

onde b(t) é o limite de b, dado por

kT

b(t) = % (1—e) = = (1—e). (3.54)

kT

Para o regime estaciondrio, quando ¢t — oo, b(t) — “£=. Podemos, entdo, escrever

m va
P =\ T P {_QkBT}’ (3:55)

que é a distribuicao de velocidades de Maxwell para o caso unidimensional.

Uma vez determinada a distribuicao para as velocidades, falta-nos ainda encontrar a
das posicoes. Para obté-la, seguiremos um pensamento andlogo ao anterior, comecando

por discretizar a equagao da posicao, o que nos da
Tpp1 = Tp + TU,, (3.56)
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[gualmente, podemos escrever

n—1
T =T ) u, (3.57)
=1

em que, por simplicidade, consideramos vy = 0 e o = 0. Diferentemente do caso anterior,
as varidveis v; ndo sao independentes. Para calcularmos a fungao caracteristica de x(t),
primeiramente faz-se necessario reescrever v;. Chamaremos de w; as novas variaveis, como

segue

n—1
0= u, (3.58)
=1

com
1 (1—a') VT 1 (3.59)
Y

Dessa forma, z,, é agora uma soma de variaveis aleatérias independentes. Isso nos permite

escrever sua funcao caracteristica como o produtério

Gn(k) = (e**n) H (etkury (3.60)

Assim como para a distribuicao das velocidades, suporemos que & possui distribuicao

gaussiana de média zero e variancia 1, de forma que a variavel u; também tera a mesma
2

distribuicao, diferindo na variancia, que sera de (1 — al) 7T /2. Reescrevemos a fungio

caracteristica como

d,k?
G, (k) = exp <— 5 ) ) (3.61)
com
RS ! T l1—a" 1—a*™ 9

No limite em que 7 — 0 e n — oo com n1 = t fixo, obtemos a densidade de probabilidade

p1(x,t) da varidvel x na forma de uma gaussiana

S o 3.63
pl(x’t)_\/me}q)(_Qd(t))' ( )

3.2.5 Conjunto de equacgoes de Langevin
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Primeiramente, suponha um sistema descrito por um conjunto de N variaveis x, o,

x3, ..., Ty. A equacao do movimento desse sistema serd dada pelo conjunto de equacoes
d.Ti
P filzr, 2, s xn) + G(t) (3.64)

para i = 1,2,..., N, em que as varidveis estocasticas (;(t), (s(1), ..., (n(t) possuem as se-

guintes propriedades:

(Gi(t)) =0 (3.65)

(G(t)¢G () = Tyyo(t — 1), (3.66)

em que I'11,119, 99, ... s@0 constantes. A equacao de Langevin descrita no inicio deste
capitulo é uma equagao estocéastica em que o ruido é aditivo. Frequentemente as equagoes
de Langevin constituem um conjunto acoplado de equacoes. No caso mais simples, quando

as f; sao lineares, as equacoes de Langevin sao dadas por

d N
j=1

que pode ser escrita na forma matricial

d
pri Az + ¢, (3.68)

em que x e ( sdo matrizes colunas com elementos x; e (;, respectivamente, e A é a matriz
quadrada N x N cujos elementos sao A;;. Para resolver a equacao matricial anterior,

determinamos inicialmente a matriz M que diagonaliza a matriz A, isto é, M tal que
MAM™" = A, (3.69)

em que A é a matriz diagonal cujos elementos A; sdo os autovalores de A. Em seguida,

construimos a matriz R(t) cujos elementos sao
Rij(t) =" Mye ™ (M), (3.70)
k
isto é,
R=MD@t)M™, (3.71)
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em que D(t) é a matriz diagonal cujos elementos sdo D, = exp At. Diferenciando ambos

os membros de equacdo (3.71) com relagao ao tempo, obtemos

d -1
ZR(t) = MAD(H)M ™. (3.72)

Como MA = AM, a equagao anterior se reduz a

d
- R() = AR(1). (3.73)

A solugao da equagao matricial que inicialmente apontamos se déd com o auxilio de R(t).

Para condigao inicial z(0) = x¢, a solu¢ao é dada por
t
#(t) = R(t)ao + / R(t — ¢)C(t)dt, (3.74)
0

que pode ser facilmente verificada se levarmos em conta as propriedades ja enunciadas e

o fato de que R(0) = I (I é a matriz identidade).

3.2.6 Simulacao do movimento aleatorio

Para simularmos o movimento de uma particula cujo movimento obedece a equagao

de Langevin

dx
o = fl@) + (), (3.75)
em que ((t) possui as propriedades
(¢(t) =0 (3.76)
(C)C(t)) =To(t —t), (3.77)

comecamos por discretizar o tempo em intervalos 7 e denotamos por x, a posicao da
particula no instante ¢ = n7. Com isso, a equagao de Langevin pode ser reescrita de

forma aproximada como

Tpi1 = Tp + 7f(20) + VTTE,, (3.78)
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em que os &, (&, &1, &2, ...) formam uma seqiiéncia de varidveis aleatérias independentes

tais que

(€n) =0 (3.79)

(&) =1. (3.80)

Uma vez gerado uma sequéncia de niimeros aleatérios &, &1, &, ... € sendo dada a posicao
inicial xy, podemos gerar a seqiiéncia de pontos i, Zs,... que corresponde a trajetoria

discretizada da particula.

3.2.7 Equacao de Fokker-Planck

Primeiramente, consideremos P, (x,) a distribuigdo de probabilidades da variavel z,,

e gn(k) a fungdo caracteristica relacionada dada por
Gu(k) = (eon) = / ¢hen P (2, ) dan. (3.81)
Usando a equagao de Langevin discretizada, dada por
Tpi1 = Tp +7fn + \/E‘Sn (3.82)
Desta forma, podemos escrever g, 1(k) como
(eikene1) = (eiklontr/(@n)+7Cnly

: (3.83)

em que x,; foi substituido pela forma discretizada ja vista na equagao (3.56). Como as

variaveis z,, e (, sao independentes, podemos escrever
<6ilmn+1> _ <eik[mn+rf(a:n)}><eikfr<n>. (384)
Expandindo g¢,,+1(k) em série de Taylor até termos de primeira ordem em 7, obtemos
(e{ikz {1 + ikt f(2,)}) = (*) + ikt {f(x,)e™**n) (3.85)
para o primeiro termo e
: Lo 9,09 L
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Como ((,) =0 e (¢2) = L, chegamos entdo a

G () = ga k) + 7 {ik{Fm)e) — DR ) (3.57)

Duas propriedades sao entao utilizadas,

R @)e) = (F() e = — [ L (1) Py(a)] e (359)
—R () = <%e“ﬂv> -/ eim%Pn(:p)d:p, (3.89)

para obtermos, entao

Poii(x) — Py(x) = —T% [f(z)P,(x)] + T%%Pn(:c) (3.90)

Dividindo ambos os lados da equagao por 7 e tomando o limite quando 7 — 0, obtemos

2 r@pan+ L P, (3.91)

0
ol 1) = 2 Ox2

ot
que é conhecida como equacao de Fokker-Planck, que nos da a evolucao temporal da

distribui¢ao P(x,t).

3.2.8 Solucgao estacionaria

Desejamos agora obter a solugao estacionaria para a equacao de Fokker-Planck

9 Pa,1) =~ [F@)P@)] + gaa—;P(x, 0. (3.92)
Comegamos por escrever a equagio acima da forma
%P(az,t) = —%J(az,t), (3.93)
em que J(z,t) é dada por
J(z,t) = f(x)P(x,t) — EgP(x,t). (3.94)
2 Ox

A equagao (3.93) é uma equagao de continuidade, sendo J(z,t) a corrente de probabili-
dade. Supomos, entdo, que a variavel x tome valores entre [a, b] (sendo que tanto a como
b podem ser infinitos). Integrando ambos os lados da equacao (3.93), temos

P

y / P(z,t)dz = J(a,t) — J(b,1). (3.95)

a
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A densidade de probabilidade P(z,t) deve estar sempre normalizada. Por isso mesmo, o

valor da integral no termo a esquerda da equacao anterior é nulo. Assim, ficamos com
J(a,t) — J(b,t) =0. (3.96)

Como podemos observar, a conservacao da probabilidade nao depende somente da equagao
de Fokker-Planck, mas também das condigoes de contorno x = a e x = b. A condicao
para a qual a corrente de probabilidade é nula chama-se refletora. No regime estacionario,
a densidade de probabilidades torna-se independente do tempo t. A equagao (3.93) tem
seu lado esquerdo anulado e a corrente J(z,t) é também independente de x. Isto significa
que seu valor sera constante para qualquer valor de x; como ela é nula nos extremos do
intervalo [a, b], concluimos entao que serd nula para qualquer x. A solugdo estaciondria

deve, portanto, satisfazer

I'd
P(x) — =——P(z) = .
f@)P(@) = 5 P(x) =0, (3.97)
que pode ser reescrita como
d 2
—InP(x) == ) )
I P(e) = 5 f(z) (3.98)

Considerando V' (z) o potencial da for¢a f(x):

flr) =~V () (3.99)
escrevemos

In P(z) = —%V(m) el (3.100)
que nos conduz a

P(r) = Aexp{—2V(2)}, (3.101)

em que foi adicionada a constante A de normalizacao. Dependendo da forca em questao,

obtemos a constante A integrando a densidade de probabilidade para todo o intervalo.

3.2.9 Operador de evolugao
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Para demonstrar que a solu¢do P(z,t) tende para a solugdo estaciondria P(x) em
tempos longos, introduziremos na equacao de Fokker-Planck o operador de evolucao W

Como segue

s,
aP(SL’, t) = —WP(x,1). (3.102)

O operador age sobre fungoes ¢(x) e é tal que

Wo(x) = [f(@)p(@)] + 5 55 ¢(x). (3.103)

Oz

As funcoes sobre as quais atua o operador de evolucao sao tais que
r,
~F@)é(e) + 50'(x) (3.104)
se anulam nos dois extremos x = a e x = b. Vale também a propriedade
b
/ Wo(z)dz = 0. (3.105)

Isso significa que a distribuicao que satisfaz a equacao de Fokker-Planck estara sempre
normalizada para t > 0, uma vez que estiver normalizada para t = 0. A distribuicao

estaciondria P(x) satisfaz:
WP(z) = 0. (3.106)

A solucao formal da equacao de Fokker-Planck pode, entao, ser escrita em termos do

operador de evolu¢ao VW como segue

P(z,t) = ™ P(z,0), (3.107)
em que eV é o operador definido por
2 3
e =1+1W+ 5W2 + 5Wi"’ + ... (3.108)

Diferenciando ambos os membros da equagao (3.107) com rela¢do ao tempo e usando a
definigao anterior, podemos perceber que a equacao (3.106) fica satisfeita. Supomos agora

que W possua um espectro discreto. Assim

Waoi(z) = Mign(z), (3.109)
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com [ =1,2, ..., em que ¢(x) sao as autofungoes e A; sdo os autovalores de WW. Também

consideramos que P(z,0) admita a expansao

P(x,0) = > aidi(z), (3.110)
1=0
que, pela equacao (3.107), permite-nos escrever

P(z,t) = ialemlqﬁl(x). (3.111)

As autofuncoes devem satisfazer a equacgao

A /(bl(a:)dx —0. (3.112)

Este resultado se obtém a partir de equacao (3.106) e equacao (3.109). Podemos mostrar
que, de fato, uma das autofuncoes de W deve ser a distribuicao de probabilidade esta-
ciondria. P(z) é a autofungao de valor nulo. Com ¢g(x) = P(z), Ag = 0 e considerando

ag = 1, temos
P(x,t) = P(z) + Y aie™ ¢y(x) (3.113)
=1

O comportamento da solu¢ao P(z,t) serd exponencial quando ¢t — oo e caracterizado pelo

segundo autovalor dominante A,

P(x,t) = P(x) + aydy(x)e Ml (3.114)

1

A grandeza tp = i

é denominada tempo de relaxagao (para a solugao estaciondria). A
solugao da equacgao de autovalores deve respeitar as condigoes de contorno expostas de

inicio, isto é, —f(z)p(x) + (I'/2)¢'(z) =0 em z =a e x = b.

3.2.10 Equacao adjunta

Associamos a equacao de Fokker-Planck unidimensional escrita na forma

%P(w,t) = WP(z,t) (3.115)
a equacao adjunta
9 T
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em que W' é o operador adjunto de W, definito por:

/¢(WTX)*d:c = /X*(W¢)d:c, (3.117)

para quaisquer fungoes ¢(x) e x(z) que pertengam a classe de fungdes sobre a qual atua

o operador W. Das definicoes dadas, podemos concluir que:

Wik(z) = Fa)2x(x) + 52 () 3.113)

O operador W é auto-adjunto (hermitiano) somente quando f(x) = 0. Se denotarmos

por x;(z) as autofuncoes de W', podemos escrever
Wiy = A (3.119)

uma vez que o operador adjunto W deve ter os mesmos autovalores de W. Os conjuntos
das autofuncoes desses dois operadores formam um conjunto ortonormal, possuindo as

seguintes propriedades

[ xi@)an(@)de = o (3.120)

> xu(@)du(x) = 6(x — ). (3.121)

l

Podemos relacionar as autofunces de YW e W' pela seguinte equacio

¢ = P(x)xi, (3.122)

que ao ser substituida em W¢; = Aj¢; e usando

Wolz) = - [(@)o(w)] + & 2 56(x) (3.123)
TT Ty VIO 2 902\ '
e WP(z) = 0, obtemos
F 62 0P 8)(1
Por meio da relagao
rd
f(z)P(x) — §%P(x) =0 (3.125)

chegamos & equacdo de autovalores para o operador adjunto W1

0 r o2
f Xt 5 = Ay (3.126)
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3.2.11 Operador hermitiano

Uma vez que, em geral, o operador WW nao é hermitiano, seria interessante poder fazer
uma transformacao sobre YW de modo a obter um operador que o seja. Denotamos tal

operador por K e o definimos como

Ko(x) = [o(x)] " Wt (2)¢(x)], (3.127)

em que Yo(x) = /P(x). O operador K apresenta os mesmos autovalores que W e suas

autofungdes sio
i) = [tho(@)] " du(), (3.128)
pois temos
Kby = g "Wer = ¢ N = M, (3.129)

em que observamos que de fato os autovalores sao os mesmos. A forma explicita de KC

obtemos aplicando-o numa funcao qualquer ¢(x) com o auxilio da defini¢ao de W

0 r o2
Kty = ¢g W(thot) = ¢+ {—%(fw(ﬂ/}) + 5@(%1/1)} ; (3.130)
que por meio da equacao
0 10 1
nos permite obter
_Lfof 1, I 0%
Kw——i{%ijf }w_'_E@ (3.132)

3.2.12 Equacao em varias variaveis

Nessa secao estenderemos o caso anteriomente tratado da equacao de Fokker-Planck
para uma dimensao para o caso de mais de uma variavel. Para isso, suponha que possa-
mos descrever um sistema por um conjunto de N variaveis xi, s, ...,zy. A equacao do

movimento para esse sistema é dada pelo conjunto de equacgoes

d!L‘Z‘
dt

= filz1, w2, ..., n) + Gi(1), (3.133)
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com¢=1,2 ..., N e tal que as varidveis estocésticas (1, (s, ..., (y apresentam as seguintes

propriedades:

(Gi(t)) =0 (3.134)

(G()G() =Tyt = 1) (3.135)

em que I';; sao constantes. A equagao da evolucao temporal da distribuigao de probabi-
lidades para multiplas varidveis é obtida de modo semelhante a do caso de uma variavel.

A equacao que se obtém é denominada equagao de Fokker-Planck em muitas variaveis

0 N9 1 XX 0?

—P=>» —(f;P)+ = I, ————FP. 3.136
Se considerarmos o caso duma particula se movendo ao longo do eixo x, que realiza
movimento browniano e esteja sujeita a uma for¢a externa F,(z) e uma forga viscosa,

descrito por

d
md—: = —av+ F.(2) + F(t) (3.137)

e tal que (F'(t)) =0, (F(t)F(t')) = Bi(t —t') e dx/dt = v, podemos obter uma equagao
na forma da equagao (3.136):

0 0 1 0 a 0 r o2
EP = —'Ua—xP — EFE(ZL‘)%P+ E%(’UP) + E%P, (3138)

que é denominada equagao de Kramers. Podemos escrever também a equacao de Fokker-

Planck na forma de uma equacao de continuidade
0 N9
—P == —J, 3.139
em que J; é a i-ésima componente da corrente de probabilidade, dada por
Ji = fiP 1%1“ 8P (3.140)
T (3 2 J:1 1] 81‘] . .

As solugoes da equacao de Fokker-Planck dependerao das condicoes de contorno dadas.
No caso seguinte, consideraremos somente aquelas condigoes tais que a corrente de pro-
babilidade normal a superficie se anule e o contorno se situe no infinito. No regime

estacionario a densidade de probabilidade independe do tempo e satisfaz
1 N N 62

N
0
_izzla—m(fip)+5zznjmp:0' (3.141)

i=1j=1
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Escrevendo na forma de equacao de continuidade, temos

N9
= J =0. (3.142)
; Ox;

No presente caso, diferentemente do que tinhamos quando era apenas uma a variavel,
a corrente de probabilidade estaciondria nao é necessariamente constante. Temos que
analisar as condicoes que tanto f; quanto I';; precisam satisfazer de modo que, no regime
estacionario, a corrente se anule em todos os pontos. Nessa situacao temos equilibrio

termodinamico. Se J; = 0 no regime estacionario, entao
f 1if‘ o In P (3.143)
i =5 ij n.i-. .
2 j=1 J &rj

Definimos a matriz quadrada G cujos elementos sao I';; e construimos a grandeza F; dada

por
N

F =23 (G Yirfr, (3.144)
k=1

sendo (G71);; os elementos da matriz inversa de G. Assim, podemos escrever

0

F, =
8x,~

In P. (3.145)

Dessa equacao resulta a condi¢ao procurada

0 0
i 7

que deve ser satisfeita para todos os pares 7, j. Sistemas que nao obecedem a essa condi¢ao

sao chamados irreversiveis. Sendo satisfeita a condicao, entao F; deve ser o gradiente de

um potencial ®(xq, xs, ..., Tx), OU seja,

0
F,=——9. 3.147
o (3.147)
Determinando ®, escrevemos
In P = —® + constante, (3.148)

tomando a exponencial da equacgao anterior, temos
P = Aexp (—9), (3.149)

em que A é uma constante de normalizacao.
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Capitulo 4

Equacao de difusao fracionaria

Apesar de muito menos conhecido, o calculo fracionario é tao antigo quanto o préprio
calculo diferencial e integral usual. Poderiamos enxergé-lo como uma extensao do célculo
de ordem inteira, sendo este uma parte daquele. Uma caracteristica marcante do célculo
fraciondrio é que tanto as derivadas quanto as integrais de ordem fracionaria relacionam-
se nao somente com pontos especificos, mas adquirem um comportamento nao-local. O
nascimento do calculo fracionéario nos remete ao século XVII, quando numa carta a Leib-
nitz, L’Hospital o indagou quanto a notagao que havia usado para a n-ésima derivada de

uma funcao,

D f(x)
o (4.1)

caso n = 1/2. Uma solugao satisfatéria para a questdao sé seria dada anos depois. O
Caélculo Fracionario deve ser entendido como uma generalizacao do calculo de ordem

inteira, de forma semelhante ao que ocorre entre o fatorial
n!=1.23...(n—1)n, (4.2)
em que n é um inteiro, e sua versao definida pela funcao Gama
n!l=T(n+1), (4.3)

em que n é um real qualquer. A equagao (4.3) é nada mais do que uma extensao da
equagao (4.2). Mesmo que nos pareca dificil de visualizar quanto vale, por exemplo,
w!, o resultado existe e de forma semelhante ocorre com o Calculo Fracionario quando

comparado com o calculo de ordem inteira.
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4.1 Equacao de difusao fracionaria linear unidimen-

sional

Nessa secao, vamos abordar algumas equacoes de difusao que envolvem derivadas
fracionarias na variavel temporal ou na variavel espacial, usualmente empregadas na des-
cricao de processos difusivos anomalos. Como veremos, a aplicacao de derivadas fra-
ciondrias na variavel temporal nos leva a uma difusao anomala com o segundo momento
finito, ou seja, (z?) oc %, em contraste com a derivada fraciondria aplicada na varidvel
espacial, que resulta em uma difusao anomala cujo segundo momento nao ¢ finito. Nesse
contexto, usaremos o formalismo de caminhantes aleatorios para explorar as implicacoes

obtidas pelo uso de derivadas fracionarias na equacao de difusao.

4.2 Derivadas fracionarias aplicadas a variavel tem-

poral

Comecaremos nosso estudo considerando a seguinte equagao fracionaria de Fokker-
Planck
07 0? 0
o0 P& t) =Dy 5@ t) — o [F(z,t)p(, t)] (4.4)
na qual 07/0t” representa o operador de derivada fraciondria de Caputo, aplicado neste

caso a variavel temporal. Esse operador é definido como
toal ;P (z, P ()
% (.T},t) = n — / dt f}/ y+1-n (45)

comn—1< v < ne p™(x,t)éan-ésima derivada de p(x,t) em relacio ao tempo.
Temos ainda a presenca do termo de forga externa F'(x,t) e do coeficiente de difusdo D,
que inicialmente consideraremos constante. Mais adiante veremos situagoes nas quais D
podera apresentar uma dependéncia, por exemplo, com o espaco e com o tempo. Ainda
com relagao a equagao (4.4), vale comentar que ela generaliza a equagao usual de difusao,
conforme vimos acima, mediante a presenca do operador fraciondrio atuando na variavel

temporal, e que para v = 1 recuperamos a equacao usual de difusao. Com o intuito de
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mostrar que a distribui¢ao p(z,t) na equagao (4.4) é normalizavel, vamos reescrevé-la na

forma

" 0

ou seja, na forma de uma equagao de continuidade, com

J(z,t) = D%p(x, t) — F(x,t)p(x,t) (4.7)

A normalizagao é verificada quando integramos a equagao (4.6) sobre todo o espago e
consideramos que J(z = +oo,t) = 0, pois estamos admitindo que p(x = Fo00,t) = 0.
Assim, essa importante propriedade das densidades de probabilidades continua valida
mesmo com a presenca do operador de derivada fracionaria do tipo Caputo.

Voltando a andlise das solugoes da equagao (4.4), faremos desenvolvimentos para essa
equacao considerando diferentes situacoes para o coeficiente de difusao D, para a forca
externa F(z,t) e para as condi¢oes de contorno. Inicialmente, consideraremos uma si-
tuacao caracterizada pela auséncia de forca externa, com D constante e a condicao inicial
p(x,0) = p(x). Como condic¢ao de contorno vamos tomar inicialmente p(z = +o0,t) = 0.
Devido a essas consideragoes, a equacao a ser resolvida é

o i

pre (x,t) = D%p(w,t) (4.8)

sujeita as ja referidas condigoes de contorno e inicial. Tal situacao é melhor trabalhada
se fizermos uso de transformadas integrais. Realmente, empregando as transformadas de

Fourier e Laplace na equagao (4.8), obtemos

p(k,0)
Pk s) = D (49)
com 0 < v < 1, na qual empregamos o resultado
Gl i1 [
L {% (z, t)} = s"p(x,s) + )8 [Gtv‘l‘ip(x’ t)] , (4.10)
=0 t=0

que é valido para n — 1 < v < n. Agora, para obtermos a solucao desejada temos que
inverter ambas as transformadas. Realizando inicialmente a inversdo da transformada de

Fourier e levando em conta o teorema de convolucao obtemos

iz, s) = /_ O; dr'f(z — )G(', 5), (4.11)
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com

G(z,s) = 2_13 (%)% exp [— (%)% |x|] (4.12)

Em particular, observando a equacao (4.11) vemos que G(z,s) é a funcao de Green as-
sociada a condicao inicial considerada. Por sua vez, para invertermos a transformada de
Laplace faremos uso do seguinte procedimento: relacionaremos a transformada de La-
place com a transformada de Mellin, inverteremos essa transformada (Mellin) mediante a
identificacao do integrando da operacao inversa dessa transformada com o integrando das
fungoes H de Fox, obtendo entao p(x,t). Observamos que as fungoes de Fox sado definidas

como [?]

H;an {SL’

(a 7A )7(0' 7A )7"'7(0' 7A ) _ 1 S
(b117Bll)7(b227322)7"'7(qujB¢5 :| o 2—7” /L dS X<S)x

;il T (bz — BZS) ?:1 r (1 —a; + AZS)
[T T (L= b + Bis) [Ty, T (@i — Ais)

x(s) = (4.13)

Assim, aplicando o procedimento discutido acima, é possivel mostrar que as transformadas

de Laplace e de Mellin estao relacionadas uma com a outra por meio de

1 0o
no_ - _s
p<x’s)_r(1—sf)/o ds s

onde p(z,s’) representa a fungao transformada em Mellin e p(z, s) representa a fungao

’

p(x,s), (4.14)

transformada em Laplace. Lembrando que a transformada de Mellin é definida como

p(x,s) = /OOO dt t5 1 p(z, t) (p(:p,t) = L/Lp(:zc, s')t_slds') : (4.15)

2me
Assim, utilizando a relagdo (4.14) na equagao (4.12), obtemos
1 (| T (1 — 25’)
Gz, s') = 7 ) 4.16
w070 (18) Ta 10

A partir da equagao (4.16), apds a inversao da transformada de Mellin, obtemos

_ 1 20 [_2* |(1-37)
G(z,t) = P HMLW (10) (071)] : (4.17)

Esse resultado é obtido mediante a comparacao direta entre a integral de inversao de

Mellin
G(x,t) = 1 / G(x, s )t ds' (4.18)
’ 2 Jr T ’ '

e a forma integral das fungoes H de Fox anteriormente representadas pela relagao (4.13).

Com base nesses resultados, concluimos que nossa solucao é
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(x —a')?

o 1 & I ~( 20
p('x’t) - /471_,13_[:,y /_Oodxp<x) Hl?l 4Dt’y

A figura (4.1) ilustra o comportamento da equagao (4.17) para alguns valores de 7, evi-

EIS ﬁ)(o,D] : (4.19)

denciando o comportamento nao gaussiano de G(x,t) para v # 1.

1.6
rrrrr 'y =0.5
i y =0.8
y =1.0
1.2+

(4mot)"? 6 (x)

: : — — .
-2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
x / (4Dt )'"?

Figura 4.1: Comportamento de (47Dt")Y/2G(x,t) vs. x/(4Dt7), para a equacio (4.17)

para alguns valores tipicos de ~ indicados no grafico.

Vamos agora considerar situacoes nas quais ha a presenca de barreiras absorventes
e refletoras no sistema. Para estes casos a aplicacao de transformadas integrais nao é,
ao contrario do caso anterior, apropriada. De fato, a imposicao de condicoes de con-
torno finitas faz necessario o emprego de outros métodos para encontrarmos a solucao
desejada. Considerando inicialmente o caso de barreiras absorventes, ou seja, situacao na
qual p(0,t) = p(L,t) = 0, faremos uso de uma transformada finita no intervalo 0 < z < L.
Com a condicao de contorno em mente, vamos considerar que a solucao procurada possa

ser escrita em termos de uma série em senos de Fourier. Assim, a série

nm

plx,t) = 2 B,.(t)sen (fx) (4.20)
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com

B,.(t) = %/OL dx sen (n%x) px,t) (4.21)

é apropriada para o tratamento desse caso, pois satisfaz a condicao de contorno. Substi-
tuindo a equagao (4.20) na equacao (4.8), multiplicando ambos os lados por sen(nzm/L),
integrando desde 0 a L e identificando B,,(t), obtemos

dY n2m?
%Bn(t) =73

DB, (1) . (4.22)

Para resolver a equacgao acima aplicaremos uma transformada de Laplace, permitindo-
nos uma clara identificacao do resultado a ser invertido com as fungoes de Mittag-Leffler

E.(z). Isto deve-se ao fato de que

Bo(—t%) = £ {——}

s+ sl
= (=)
= _—. 4.23
nz:% I' (14 na) (4.23)
Entao, podemos mostrar que
n?n?

Agora, considerando uma condi¢ao inicial do tipo p(z,0) = p(z) e utilizando o resultado

acima na equagao (4.20), temos

plz,t) = /0 ' dr' G(x,2',t)p(2’),

com

2 X n n n?m?
G(z,2',t) = 7 nz::l sen (%x') sen <%x> E, (— LZ th) : (4.25)
Por outro lado, para o caso de barreiras refletoras, em cujo contorno devemos ter 0, p|,—o =

Opple=r, = 0, consideramos que a solugao possa ser expressa em termos de uma série em

cossenos de Fourier. Assim, aplicando o procedimento do caso anterior, obtemos
1 /L L
plx,t) = E/ dx'p(z") +/ dr'G(x, o' t)p(a),
0 0

com

92 2.2
G(z,2') = 7 > cos (%x') cos (%x) E, (—RLZ Dt”) . (4.26)

n=1
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Nesse ponto, é interessante observar que para essa situacao podemos obter uma solucao

estacionaria. De fato, considerando ¢ — oo na solugao acima chegamos em
1 /L
p(z,t — 00) ~ E/ dx'p(z')
0

pois E,(—n?m*Dt7/L?) — 0 quando t — oo . Isto se verifica porque a fungio E,(z) no
intervalo de v considerado é uma funcao que decai de forma monotonica sem apresentar
oscilagoes. O fato de termos uma solucao estacionaria nos permite também o calculo da
fungao de autocorrelagao estaciondria [5], que mostra de que forma as soluges geral e

inicial estao relacionadas. Esta funcao é definida como

(x(t)2(0)), = /0 " /0 " ar e ol )pa(a) (4.27)

em que ps(z) é a solugdo para o regime estacionario. Considerando, por simplicidade,
p(x,0) = d(z —2') como nossa condicao inicial, obtemos ps(z) = 1/L. Com este resultado
e a solucao (4.26), encontramos

a0, = % + 25 3 e, |2 e (1.25)

Se tomarmos o limite de tempos longos na equagao acima verificaremos que (x(t)x(0)) ~
L?/4. Esse resultado foi obtido em [5] para a equacao de difusdo usual, indicando que
a derivada fracionaria somente farda com que o sistema relaxe de forma anomala até a
situacao de equilibrio.

Voltemos nossa atencao agora para a forma do segundo momento obtido para a equagao
(4.8), a partir da qual discutimos os trés casos precedentes. O segundo momento rotula
um processo difusivo como anomalo ou usual. Para a situagao que aqui estd em considera-
¢ao, ou seja, aquela na qual ha a presenca de derivadas nao inteiras na variavel temporal
de uma equacao de difusao, o segundo momento se mostra na forma de uma poténcia de
t, ou seja, (z?) oc t7. Além disso, ¢ marcante a forma com que a presenca do operador
de Caputo altera a distribuigdo de tempo de espera w(t). Nesse sentido, utilizando os
conceitos de caminhantes aleatoérios, chegamos em uma distribuicao de probabilidades

para a parte temporal da forma

w(t) = Tio (%)“EW (-%) , (4.29)

na qual 7y é uma constante e E, 5(t) é a funcdo de Mittag-Leffter generalizada

Eos(t) = i F(#:B) . (4.30)
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Vemos que agora a distribui¢ao apresenta uma dependéncia com o parametro v, que pode
dar forma tanto a processos subdifusivos quanto a superdifusivos. Assim, a presenca de
operadores diferenciais fracionarios na equacao de difusao representa uma situacao na
qual as distribuicoes de probabilidades para o tempo e para o espaco, que emergem da
abordagem de caminhantes aleatérios, sao alteradas, ou seja, a difusao ocorre de forma
anomala. Nesse caso em particular, a alteracao ocorreu apenas na distribuicao de tempos,
ja que a derivada fracionaria foi aplicada na variavel temporal. Mais a frente veremos a
alteracao causada na distribuicao de saltos quando da aplicacao de derivadas fracionarias

na variavel espacial.

4.3 Equacao de difusao: derivadas fracionarias no

espaco

Até o presente momento tratamos apenas de situagoes em que foram empregadas deri-
vadas fracionarias na variavel temporal, de modo que, a luz da abordagem de caminhantes
aleatérios, obtivemos alteragoes somente na fungao distribuigao de tempos de espera w(t).
Além disso, vimos que as solugoes obtidas forneciam segundos momentos finitos, embora
nao fossem, como no caso usual, lineares com o tempo. O emprego de derivadas fra-
cionarias na variavel espacial é representativo de uma situacao onde o segundo momento
diverge. Este comportamento é caracteristico de distribuicoes do tipo Levy, as quais tém
sido aplicadas, por exemplo, no estudo de sistemas cadticos [7], na descri¢ao de transporte
em plasma turbulento [6], no movimento bacteriano [8, 9, 10] e também em estudos de
Econofisica [11, 12].

Iniciaremos com a observagao de que a distribuicao de Levy

o dk . u
L,(z) = n %e_’m_“ﬂ bt (4.31)

é solucao da equagao de difusao

ap otp 0
— =D ——|[F 4.32
5 = D~ 5 (Pl olat)] (132

quando consideramos a auséncia de forca externa. Para demonstrarmos esse resultado
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basta utilizarmos o fato de que {0}, p(z,t)} = —|k|*p(k,t), onde

Flple.t)} = [ S p(a.) (4.33)

é a transformada de Fourier. Essa consideracao conduz a p(x,t) = L,(x), confirmando
nossa afirmacao inicial. Nesse contexto, aplicando o procedimento do capitulo anterior re-
lativo a caminhantes aleatérios na equagao (4.32), obtemos que a distribuigao relacionada
ao comprimento dos saltos é agora dada por A(k) = 1 — o#|k|*, com o = D/7H para a
qual recuperamos o caso usual com p = 2. Essa distribuicao apresenta comportamento
assintotico de cauda longa, ou seja, saltos longos possuem uma maior probabilidade de
ocorrerem quando comparados com o caso usual.

Ainda na auséncia de forga externa, vamos considerar agora que o coeficiente de difusao
apresenta uma dependéncia temporal do tipo D(t) = Dt*~!/T'(«). Utilizando transfor-

madas integrais e propriedades das funcgoes de Mittag-Leffler e de Fox pode-se mostrar

que
(13) (L) (13)
T 21 €T I 13
plx,t) = WHss [% ] (4.34)
M (Dtet1)i ) (1,1) (1)
Se, por outro lado, considerarmos D constante e F(x) = —kz obtemos, empregando
método semelhante ao do caso anterior, a solugao
00
1 929 au H ( I 2
oty = H (——) o , (435)
,u|:1c| H D<t> (1,1) (17%)

com D(t) = D[l —exp(—aput)] . A figura (4.2) ilustra o comportamento dessa distribuigao
para alguns valores de . Vamos analisar agora a equacao (4.32) para uma condigao inicial
do tipo p(z,0) = p(x). Repetindo o procedimento empregado acima obtemos, tomando a

transformada de Laplace e Fourier da equagao (4.32), que

ok, 5) = % . (4.36)
Invertendo a equacao anterior obtemos
p(,t) = /_ O:O dr'G,(x — o', t — ¢)p(x') | (4.37)
com G,(z,t) = L,(x,t). E a equagao integral associada a equacao (4.32) é
e, 1) = 1O, 0) — | Lt [ e @~ = )R )l ) (4.38)
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o= 0.5
0.6 : somemme = 1.0
n=2.0
0.5
= 0.4+
=
-
a

T =

Figura 4.2: Comportamento de (Dt)TILLM(x,t) vs. z/(Dt)%, para a equagao (4.34) para

alguns valores tipicos de p indicados nos graficos.

com
Gz, t) = 4 (ot
P (SL’, ) - _% H<x7 )
o dk
= /0 ?ksin(k;x)e’m‘k'“. (4.39)

A equacgao (4.38) é justamente a equagao integral correspondente a equagao (4.32) que
pode ser usada para calcular perturbativamente a influéncia de uma forca externa qualquer
aplicada ao sistema.

Discutimos, nesse capitulo, as consequéncias do emprego de derivadas fracionédrias na
equacao de difusao, considerando também dependéncia espacial e temporal para o coefi-
ciente de difusao, além da presenca de uma forca externa. Vimos que, quando aplicadas
a variavel espacial, a derivada fracionaria nos conduz as distribuicoes de Levy, que apre-

sentam comportamento superdifusivo.

51



Capitulo 5

Conclusao

Inicialmente buscamos melhor compreender o fenomeno da difusao, sendo que para
isso nos utilizamos tanto da histéria do desenvolvimento dessa area, quanto da resolucao
de problemas simples envolvendo as Leis de Fick. Terminada essa fase inicial, dedicamo-
nos ao estudo de vérios casos envolvendo a equacao de difusao usual, destacando-se as
solucoes para uma dimensao referentes a uma fonte instantanea no plano, aos casos em que
ocorre reflexao numa borda, distribuicoes iniciais extendidas e sistemas finitos. Dando
prosseguimento ao estudo, seguiram-se os métodos utilizados na resolucao de equagoes
diferenciais parciais do tipo da equacao da difusao. Nesse passo, situacoes envolvendo o
método de separacao das variaveis e das transformadas de Laplace foram analisadas. A
abordagem estocastica da difusao foi também estudada, tendo sido deduzida da equacao
de Langevin a equacao de Fokker-Planck, que nos da a evolugao temporal da distribuicao
de probabilidades. Ressaltando que a equacao de Fokker-Planck tem a equacao de difusao
como uma situacao particular. Na segunda parte do trabalho, partiu-se para o estudo das
equacoes de difusao fracionarias, que se diferenciam do caso usual por apresentar o segundo
momento (z?) oc t*, em que @ > 1 ou a < 1. Foi entao analisado primeiramente o caso
mais simples, da difusao unidimensional, seguindo-se aquele em que a derivada fracionaria

atua na derivada temporal.
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