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Resumo

A compreensão da difusão anômala tem atráıdo a atenção de vários pesquisadores

devido ao grande número de situações ligadas à f́ısica, à engenharia, à biologia e à eco-

nomia que ela se encontra relacionada. De fato, ela esta presente em várias situações

tais como difusão em meios fractais, na relaxação ao equiĺıbrio em sistemas com memória

temporal longa, no transporte através de um meio poroso, nas flutuações de sistemas

financeiros, nas batidas do coração de um indiv́ıduo, em semicondutores amorfos, em

micelas dissolvidas em água salgada. Particularmente, nas situações em que temos uma

difusão anômala, podemos ter o segundo momento finito ou não. A difusão anômala com

o segundo momento 〈x2〉 finito geralmente tem como caracteŕıstica 〈x2〉 ∼ tα (α < 1 e

α > 1 correspondendo a sub- e superdifusão, respectivamente). Nesse contexto, algumas

equações representativas na descrição desse fenômeno são as equações de difusão que em-

pregam derivadas fracionárias temporais, a equação de meios porosos (que é não linear)

e a equação usual de difusão com coeficientes dependentes de variáveis de posição ou do

tempo. Por sua vez, a difusão anômala quando não possui o segundo momento finito é

caracterizada pelas distribuições de Lévy. Para este caso, temos a equação de difusão

com derivadas fracionárias na variável espacial, cuja solução é dada em termos das distri-

buições de Lévy. De um ponto de vista formal, a partir da discussão acima, vemos que

a difusão anômala pode ser investigada por meio de diferentes tipos de equações diferen-

ciais parciais. Assim, nesse trabalho investigaremos soluções (anaĺıticas ou numéricas)

para equações de difusão que estendem a equação de difusão usual por levarem em conta

a presença de derivadas fracionárias na variável temporal e/ou espacial e a presença de

termos não lineares.

Palavras-chaves: equação de difusão, movimento browniano, difusão anômala, equações

de difusão não lineares.
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3.1 Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
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3.2.2 Deslocamento quadrático médio . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
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3.2.8 Solução estacionária . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

3.2.9 Operador de evolução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

3.2.10 Equação adjunta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

3.2.11 Operador hermitiano . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
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Caṕıtulo 1

Introdução

A difusão é um fenômeno de transporte pelo qual ocorre transferência de matéria entre

diferentes regiões do espaço devido ao movimento molecular aleatório, isto é, embora não

seja posśıvel dizer para que direção uma determinada molécula se moverá, podemos saber

pelo simples fato de existirem mais moléculas numa certa região do meio que noutras,

que haverá um transporte ĺıquido de moléculas para áreas de menor concentração, como

resultado dos movimentos já citados. Um exemplo simples desse fenômeno pode ser ve-

rificado colocando-se um frasco aberto de perfume num ambiente fechado. O perfume

que evapora tenderá a ocupar todo o volume do local, difundindo-se através do ar. Esta

difusão se explica pela diferença de concentração entre o ar próximo à boca do frasco e

seus arredores. Fato análogo se verifica no caso de um recipiente contendo água em que

é colocada uma pequena quantidade de tinta. Após um tempo suficientemente grande,

toda a tinta terá se dissolvido pela água, distribuindo-se uniformemente. A difusão é

fenômeno onipresente. O comportamento coletivo das part́ıculas envolvidas é macrosco-

picamente regular, seguindo uma dinâmica determińıstica. A partir dáı, podemos obter o

comportamento para um conjunto de elementos (por exemplo, átomos, moléculas e ani-

mais). O primeiro estudo importante sobre o fenômeno da difusão se deve ao qúımico

escocês Thomas Graham. Graham, além de ter sido o inventor da diálise, realizou expe-

rimentos que resultaram nas primeiras determinações do coeficiente de difusão. Contudo,

foi com o alemão Adolf Fick que tivemos o surgimento da primeira equação de difusão

propriamente dita. Fick, embora tenha inicialmente visado estudar matemática e f́ısica,

acabou por cursar medicina. Suas contribuições no campo da f́ısica restringem-se aos anos
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por volta de 1855, quando publicou trabalhos sobre difusão, estabelecendo a equação que

hoje conhecemos por equação de difusão (primeira e segunda leis de Fick). Baseado nos

resultados obtidos por Graham, Fick identificou uma profunda analogia entre a difusão

e a condução de calor (Joseph Fourier, 1822). Assim sendo, ele concluiu que o fluxo de

matéria seria proporcional ao gradiente de concentração, com um fator de proporciona-

lidade k, chamado por ele de “uma constante dependente da natureza das substâncias”.

Além da abordagem macroscópica desenvolvida especialmente por Adolf Fick, surgiu no

ińıcio do século XX, com Albert Einstein, uma nova visão dos processos difusivos. Es-

tudando flutuações de sistemas termodinâmicos, Einstein desejava encontrar uma forma

de determinar experimentalmente a constante de Boltzmann e a constante de Avoga-

dro. Tendo-se convencido de que isso seria posśıvel, Einstein se interessou pelo estudo de

part́ıculas suspensas em fluidos, pois estas poderiam oferecer aux́ılio na compreensão dos

movimentos moleculares. Tais part́ıculas moviam-se de forma irregular quando imersas

numa solução, fato observado inicialmente pelo botânico inglês Robert Brown em 1828.

A este movimento errático deu-se o nome de movimento browniano em homenagem ao

seu descobridor. Em sua pesquisa, Einstein basicamente descreveu a segunda lei de Fick

com a difusividade descrita microscopicamente.

Desde esse peŕıodo até o presente momento, muitos modelos e situações f́ısicas envol-

vendo processos difusivos têm sido investigados [1]. Entretanto, investigações recentes de

várias situações presentes na natureza têm mostrado que muitos fenômenos difusivos (ou

relacionados à difusão) podem possuir um comportamento difusivo diferente do observado

usualmente, i.e., o segundo momento 〈x2〉 não varia linearmente com o tempo. Tais pro-

cessos difusivos são considerados anômalos e têm despertado muito interesse, ocorrendo

em situações tais como o crescimento de superf́ıcies [14], transporte de um fluido através

de um meio poroso, na análise do histograma obtido a partir das batidas do coração de um

indiv́ıduo saudável [15], na difusão através de uma superf́ıcie ĺıquida e nas flutuações de

sistemas financeiros [16]. Na maioria das situações em que difusão anômala está presente

(por exemplo, nas mencionadas acima), podemos ter o segundo momento finito ou não.

A difusão anômala com o segundo momento finito geralmente tem como caracteŕıstica

〈x2〉 ∼ tα ( α < 1 e α > 1 correspondendo a sub- e superdifusão, respectivamente). Algu-

mas equações representativas na descrição deste fenômeno são as equações de difusão que

empregam derivadas fracionárias temporais [13], a equação de meios porosos (que é não
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linear), a equação usual de difusão com coeficientes dependentes de variáveis de posição

ou temporais. Em particular, essas equações de difusão têm sido aplicadas em várias si-

tuações de interesse f́ısico, tais como, na relaxação ao equiĺıbrio em sistemas com memória

temporal longa (por exemplo, cadeias de poĺımeros e membranas) [17], na descrição de

transporte anômalo em sistemas desordenados [18], para modelar processos dinâmicos não

markovianos em protéınas [19], transporte de substancias através de membranas [25], lei

de Richardson [20] e a lei de Kolmogorov [21] (estas duas leis aplicam-se ao estudo de

turbulência) e para modelar sistemas hidrológicos [22]. Por sua vez, a difusão anômala

do tipo Lévy, em contraste com a difusão anômala do tipo correlacionada, não tem o

segundo momento finito, sendo caracterizada pelas distribuições de Lévy [23, 24]. Dentro

deste contexto, temos a equação de difusão com derivadas fracionárias na variável espacial

[23, 13] cuja solução é dada em termos das distribuições de Lévy [23, 13], que satisfazem

o teorema de Lévy-Gnedenko, uma generalização do teorema central do limite.

Cabe mencionar que as situações ressaltadas aqui poderiam ser analisadas por proce-

dimentos alternativos como caminhadas aleatórias, equação mestra e equações generaliza-

das de Langevin. Entretanto, o emprego de equações diferenciais na descrição da difusão

anômala nos proporciona um tratamento mais simples quando temos campos externos

aplicados ao sistema. Devido a esse fato, vamos empregar em nosso trabalho essencial-

mente equações de difusão e quando se fizer necessário abordaremos a conexão entre estas

equações e outros formalismos.
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Caṕıtulo 2

Equação de difusão usual

2.1 Diferentes formas de difusão usual

Para obtermos a equação diferencial de difusão, primeiramente devemos considerar

que o fluxo de substância que atravessa uma unidade de área de uma seção transversal é

proporcional ao gradiente de concentração, isto é,

F = −D∂C
∂x

, (2.1)

onde F é a densidade de corrente (taxa de transferência por unidade de área da seção),

C a concentração da substância a se difundir, x a coordenada espacial normal à seção e

D o coeficiente de difusão (o fator de proporcionalidade k citado por Fick). Esta relação

é comumente conhecida como Primeira Lei de Fick e é válida para meios isotrópicos,

isto é, meios em que a estrutura e propriedades difusivas são as mesmas nas vizinhanças

de qualquer ponto e em todas as direções. Num meio anisotrópico, nem sempre isso é

verdade, uma vez que as propriedades difusivas dependem da direção em que são medidas.

Consideremos um elemento de volume na forma de um paraleleṕıpedo com lados

paralelos aos eixos coordenados, medindo 2dx, 2dy, 2dz, e com centro posicionado em

P (x, y, z), onde a concentração é igual a C. Chamemos de ABCD e A’B’C’D’ as faces

perpendiculares ao eixo x, como mostra a figura (2.1): Então, a taxa com que a substância

penetra no elemento de volume pela face ABCD no plano x− dx é dada por

4dydz

(

Fx −
∂Fx

∂x
dx

)

, (2.2)
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Figura 2.1: Elemento de volume de dimensões 2dx, 2dy, 2dz centrado em P (x, y, z).

onde Fx é a densidade de corrente correspondente ao plano que passa por P . A taxa com

a qual a substância sai pela face A’B’C’D’ é dada por:

4dydz

(

Fx +
∂Fx

∂x
dx

)

. (2.3)

Podemos também encontrar a contribuição das faces para a taxa de incremento da

substância a se difundir no elemento de volume. Para cada face, obtemos

−8dxdydz
∂Fx

∂x
, (2.4)

−8dxdydz
∂Fy

∂y
, (2.5)

−8dxdydz
∂Fz

∂z
. (2.6)

A taxa com que a quantidade total de substância presente no elemento de volume aumenta

é dada por

8dxdydz
∂C

∂t
. (2.7)

Adicionando a variação da quantidade total de substância no elemento às contribuições

individuais das faces, o resultado será nulo, já que deve haver conservação da quantidade

total, isto é,
∂C

∂t
+
∂Fx

∂x
+
∂Fy

∂y
+
∂Fz

∂z
= 0. (2.8)

Para o caso em que os coeficientes de difusão são constantes, podemos substitúı-los pela

relação estabelecida pela 1ª Lei de Fick, produzindo

∂C

∂t
−D

∂2C

∂x2
−D

∂2C

∂y2
−D

∂2C

∂z2
= 0, (2.9)
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o que pode ser reescrito como

∂C

∂t
= D(

∂2C

∂x2
+
∂2C

∂y2
+
∂2C

∂z2
), (2.10)

que se reduz a
∂C

∂t
= D

∂2C

∂x2
, (2.11)

nos casos em que a difusão é unidimensional, ou seja, quando só ocorre paralelamente ao

eixo x.

2.1.1 Soluções em uma dimensão

Inúmeras soluções podem ser obtidas para a equação da difusão com diferentes condições

de contorno e condições iniciais. Considerando-se constante o coeficiente de difusão, foram

estudadas algumas situações, que serão discutidas abaixo.

2.1.2 Fonte instantânea num plano

Figura 2.2: Cilindro de extensão infinita

Consideremos o caso de um cilindro de comprimento infinito. Uma situação que se

aproxima deste caso é a de um cano muito longo de pequeno diâmetro cheio de água. No

instante t = 0, introduzimos no cano uma certa quantidade de substância - um sal, por

exemplo - num dado ponto x0, longe das extremidades. A substância irá se difundir com

o passar do tempo e desejamos descobrir sua concentração em um instante qualquer após

t = 0. Como o diâmetro do cano é pequeno, o caso citado pode ser tratado em função

apenas de duas variáveis, x e t, como um caso de difusão em uma dimensão, conforme a

figura (2.2).
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No problema proposto, consideramos as seguintes condições de contorno e valores

iniciais, descritas por meio da função delta de Dirac:

C(x, 0) = (M/A)δ(x− x0), (2.12)

em que A é a área da seção transversal do cano e M a massa de substância a se difundir,

ou seja.

M =

+∞
∫

−∞
C(x, t)Adx. (2.13)

A curva C(x, t) é muito suave, isto é, possui segunda derivada em relação a x. Além disso,

é absolutamente integrável. Por isso, deve possuir transformada de Fourier dada por:

R(k, t) = F{C(x, t)} =
1√
2π

+∞
∫

−∞
C(x, t)eikxdx. (2.14)

Diferenciando ambos os lados da igualdade, temos

dR(k, t)

dt
=

1√
2π

+∞
∫

−∞

∂C(x, t)

∂t
eikxdx. (2.15)

A propriedade F{∂2C
∂x2 } = −k2R(k, t) permite-nos reescrever a equação acima da forma

dR(k, t)

dt
= −Dk2R(k, t), (2.16)

que é satifeita por R(k, t), isto é,

R(k, t) = R(k, 0)e−Dk2t (2.17)

é solução da equação (2.16). Resta-nos, agora, aplicar a equação acima às condições

iniciais e de contorno desejadas. Fazendo isso, obtemos:

C(x, t) =
M

A

1√
4πDt

e−(x−x0)2/Dt, (2.18)

que por simples substituição verifica-se ser a solução da equação (2.11) da difusão para

uma dimensão.

Considerando a solução simplificada

C =
A

t
1

2

e−x2/4Dt, (2.19)

onde A é uma constante arbitrária, podemos encontrar a quantidade total de substância

M a se difundir integrando-se a equação anterior com relação a x, ou seja,

M =

∞
∫

−∞
Cdx =

∞
∫

−∞

A

t
1

2

e−x2/4Dtdx. (2.20)
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A integral pode ser resolvida por substituição de variáveis. Fazendo-se

x2

4Dt
= ξ2, (2.21)

e conseqüentemente

dx = 2
√
Dtdξ, (2.22)

o que nos permite reduzir a equação (2.20) a

M =
A

2t
√
D

∞
∫

−∞
e−ξ2dξ = 2A

√
πD. (2.23)

2.1.3 Reflexão na borda

Consideremos agora o caso de um cilindro que, diferentemente daquele descrito an-

teriormente, é infinito apenas para valores positivos de x. Em x = 0, há uma borda

impermeável. A situação é esboçada na figura (2.3).

Figura 2.3: Cilindro semi-infinito, não há difusão em x = 0.

Neste caso, podemos considerar que o fluxo que existiria no sentido negativo do eixo

x para antes da origem é refletido na borda e se soma ao fluxo positivo. Sendo a solução

para um cilindro infinito simétrica em relação à origem, a distribuição para o cilindro

semi-infinito pode ser obtida somando-se as duas soluções parciais para x > 0 e x < 0,

como segue:

C = 2

[

M

2
√
Dtπ

exp(−x2/4Dt)
]

=
M√
Dtπ

exp(−x2/4Dt) (2.24)

Esta equação satisfaz as condições de contorno ∂C
∂x

= 0 para x = 0.

2.1.4 Distribuições iniciais extendidas
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Consideremos agora o caso em que a substância está inicialmente confinada numa

determinada região do espaço e não num único plano. Esse é o caso, por exemplo, de uma

coluna longa de água que repousa sobre uma longa coluna de solução, conforme ilustra

a figura (2.4). Para resolver esse problema, consideremos que a solução final é composta

por um número infinito de linhas de fonte sobrepostas, cada linha correspondendo a uma

solução para cada elemento de comprimento δξ, com força δξC0. Substituindo os dados

Figura 2.4: A imagem ilustra o caso em que a substância se encontra inicialmente confi-

nada à esquerda da origem.

na equação obtida para o cilindro infinito, podemos escrever:

C0δξ

2
√
Dtπ

exp(−x2/4Dt), (2.25)

que é a concentração num ponto P qualquer a uma distância ξ do elemento. Neste caso,

a concentração em x < 0 é sempre constante. Além disso, inicialmente temos C = 0

para todo x > 0. Somando as soluções para os sucessivos elementos δξ obtemos a solução

completa:

C(x, t) =
C0

2
√
Dtπ

∞
∫

x

exp(−ξ2/4Dt)dξ, (2.26)

que pode ser simplificada se fizermos ξ

2
√
Dt

= α. Note que a equação acima nos fornece a

quantidade total de substância difundida entre x (que corresponde a uma distância ξ do

elemento de comprimento δξ) e +∞, que é, na verdade, a quantidade total de substância

que se difundiu até o ponto P (ver área hachurada da figura 2.4). Assim, ficamos com

C(x, t) = C0

∞
∫

x/2
√
Dt

exp(−α2)dα, (2.27)
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que pode ser reescrita em termos das funções erro e erro complementar. A solução acima

se torna então

C(x, t) =
1

2
C0erfc

x

2
√
Dt

. (2.28)

Esse caso pode ser utilizado para se estudar a difusão de uma substância inicialmente

confinada num intervalo −h<x< + h. Neste caso, devemos modificar os intervalos de

integração da solução completa, substituindo-os por x+ h e x− h, conduzindo a

C(x, t) =
1

2
C0

{

erfc
h− x

2
√
Dt

+ erfc
h+ x

2
√
Dt

}

. (2.29)

2.1.5 Sistemas finitos

A equação anterior aplica-se ao caso em que um cilindro contém uma camada de

solução coberta por uma coluna infinita de água. Na prática, as mudanças de concentração

nunca atingem o topo da coluna. No caso de um sitema finito, isto não é verdade.

Consideramos, então, que não há fluxo de substância se difundindo através da parte

superior do cilindro. A figura (2.5) ilustra esta situação. A condição de borda citada

Figura 2.5: Cilindro semi-infinito em que o fluxo na parte superior é zero.

acima pode ser resumida como
∂C

∂x
= 0, x = l (2.30)
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e
∂C

∂x
= 0, x = 0. (2.31)

Esse caso envolve novamente reflexão na borda, como vimos anteriormente. Contudo,

agora é necessário considerar não só a reflexão em x = 0, mas também em x = l. A

solução é obtida considerando-se uma soma infinita de soluções tais como a obtida na

seção anterior, envolvendo funções erro. O resultado é uma série infinita da forma

C =
1

2
C0

∞
∑

n=−∞

{

erf
h+ 2nl − x

2
√
Dt

+ erf
h− 2nl + x

2
√
Dt

}

. (2.32)

Essa solução é mais útil nos primeiros momentos da difusão, pois nesses casos a série con-

verge rapidamente e poucos termos nos oferecem uma boa aproximação da concentração.

2.2 Métodos de solução

O estudo dos processos difusivos faz uso frequente de alguns métodos que permitem simpli-

ficar os problemas, reduzindo a complexidade das equações diferenciais que os descrevem.

Comentaremos aqui brevemente, o método de separação das variáveis e as transformadas

de Laplace.

2.2.1 Método de separação das variáveis

Há vários casos em que as condições impostas sobre nosso problema envolvem duas

variáveis distintas. No caso da difusão, podeŕıamos agrupar os termos envolvendo x e e

envolvendo t, como segue:

C(x, t) = X(x)T (t), (2.33)

em que X(x) é uma função somente de x e T (t) somente de t. Substituindo o resultado

anterior na equação da difusão
∂C

∂t
= D

∂2C

∂x2
, (2.34)

temos
1

T

dT

dt
=
D

X

d2X

dx2
, (2.35)

em que X = X(x), T = T (t) e D é o coeficiente de difusão. Com isso, um lado da equação

depende somente de x e o outro de t. Se a igualdade vale para todos os valores de x e
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t, então ambos os lados devem ser iguais a uma constante. Essa constante, representada

por λ′, é denominada constante de separação. Ficamos, assim, com:

1

T

dT

dt
= −λ2, (2.36)

e
1

X

d2X

dx2
= −λ2D. (2.37)

Neste caso, tomamos a constante λ′ como −λ2 de maneira a simplificar os cálculos. As

soluções individuais das equações acima são, respectivamente:

T = e−λ2Dt (2.38)

e

X = Asenλx+Bcosλx, (2.39)

com A e B sendo constantes de integração. Quando combinadas, as soluções parciais

acima conduzem a

C = (Asenλx+Bcosλx)e−λ2Dt, (2.40)

que satisfaz a equação da difusão para uma dimensão. Contudo, uma solução mais geral

escreve-se como uma soma de soluções do tipo anterior, como segue:

C =
∞
∑

m=1

(Amsenλmx+Bmcosλmx)e
−λ2

mDt, (2.41)

em que Am, Bm e λm dependem das condições de iniciais e de contorno para cada pro-

blema.

2.2.2 Transformadas de Laplace

Originário do Cálculo Operacional, o método das transformadas de Laplace permite

simplificar a equação da difusão, transformando-a numa equação diferencial ordinária em

função das variáveis espaciais.

2.2.3 A integral de Laplace
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Considere uma função f(t) definida na região entre 0 ≤ t ≤ +∞, sendo f(t) e t reais.

Então a função F (s), definida pela integral de Laplace

F (s) =

∞
∫

0

e−stf(t)dt (2.42)

é denominada transformada de Laplace de f(t) e representada por

F (s) = L {f(t)}. (2.43)

As transformadas de Laplace de funções comuns podem ser facilmente obtidas integrando-

as conforme a definição. Por exemplo,

f(t) = 1 → L {f(t)} =

∞
∫

0

e−stdt =
1

s
, (2.44)

f(t) = t→ L {f(t)} =

∞
∫

0

te−stdt =
1

s2
, (2.45)

f(t) = tn → L {f(t)} =

∞
∫

0

tne−stdt =
n!

sn+1
, (2.46)

f(t) = senωt→ L {f(t)} =

∞
∫

0

e−stsenωtdt =
ω

s2 + ω2
, (2.47)

f(t) = cosωt→ L {f(t)} =

∞
∫

0

e−stcosωtdt =
s

s2 + ω2
. (2.48)

2.2.4 Aplicações da transformada de Laplace

Comentaremos aqui alguns exemplos da utilização da transformada de Laplace na

resolução de problemas envolvendo a equação da difusão para uma dimensão. Na verdade,

encontraremos as soluções para dois casos já citados, entretanto fazendo uso da técnica

exposta.

2.2.5 Meio semi-infinito

Consideramos novamente aqui o caso do cilindro semi-infinito. A concentração em x = 0

é constante, igual a C0. Inicialmente, consideramos C = 0 para todo x > 0. Desejamos

obter uma solução para a equação

∂C

∂t
= D

∂2C

∂x2
. (2.49)
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Primeiramente, multiplicamos ambos os lados da equação anterior por e−st

e−st∂C

∂t
= e−stD

∂2C

∂x2
(2.50)

e integramos ambos os lados da equação com respeito a t entre 0 ≤ t ≤ +∞,

∞
∫

0

e−st∂C

∂t
dt =

∞
∫

0

e−stD
∂2C

∂x2
dt, (2.51)

que pode ser reescrita como

∞
∫

0

e−st∂
2C

∂x2
dt =

∂2

∂x2

∞
∫

0

Ce−stdt =
∂2C̄

∂x2
, (2.52)

que é a derivada segunda em relação a x da transformada de Laplace da concentração.

Integrando por partes a integral anterior, obtemos

∞
∫

0

∂

∂t
Ce−stdt = Ce−ptdt

∣

∣

∣

∞

0
+ s

∞
∫

0

Ce−stdt = sC̄, (2.53)

que nos permite reescrever a equação inicial em termos das transformadas obtidas. Fica-

mos então com

D
∂2C̄

∂x2
= sC̄. (2.54)

Basta agora aplicarmos as condições de contorno para obtermos C̄:

C̄ =

∞
∫

0

C0e
−stdt =

C0

s
, x = 0, (2.55)

que é a transformada de Laplace da solução desejada. Note que a transformada reduziu

a equação diferencial inicial a uma equação diferencial ordinária mais simples. A solução

para a nova equação é

C̄ =
C0

s
e−qx, (2.56)

onde q2 = s
D
. Para chegarmos à solução da equação que t́ınhamos no ińıcio, uma tabela

de transformadas é suficiente. Disso concluimos que a solução para a equação da difusão

num meio semi-infinito é

C = C0erfc
x

2
√
Dt

, (2.57)

tal como se verificou anteriormente por método diferente.
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Caṕıtulo 3

Processos estocásticos

3.1 Introdução

Figura 3.1: Representação esquemática do movimento browniano: moléculas da

substância se chocam com a part́ıcula, produzindo o seu movimento errático.

Pequenas part́ıculas imersas em solução realizam um movimento aleatório conhecido

popularmente como movimento browniano, pois fora descrito originalmente pelo botânico

inglês Robert Brown, em 1828. Esse movimento errático que se deve a inúmeras co-

lisões sofridas pela part́ıcula com outras menores, permite uma descrição mais elegante

do fenômeno da difusão, que será tratada com mais detalhes abaixo. As cont́ınuas co-

lisões com part́ıculas menores como as esboçadas na figura (3.1) fazem com que a part́ıcula

maior execute um movimento de trajetória semelhante à mostrada na figura (3.2). A curva

extremamente irregular resultante deste processo quase não apresenta tangentes, isto é,

não é diferenciável. Experimentos também demonstraram que o movimento nunca cessa,
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ficando mais intenso quando se reduz a viscosidade do meio ou o tamanho das part́ıculas,

ou também quando se aumenta a temperatura.

Figura 3.2: Trajetória browniana t́ıpica de uma part́ıcula em duas dimensões.

3.1.1 Passeio aleatório

Figura 3.3: O exemplo do bêbado

Para compreendermos o que vem a ser passeio aleatório, será útil conhecer um exemplo

clássico de sua aplicação. Nesse, um bêbado caminha a partir de um poste ao longo de

uma rua, conforme ilustra a figura (3.3). Cada passo tem o mesmo comprimento l.

Consideramos aqui que de tão bêbado, cada passo dado pelo homem independa do passo

anterior. Assim, tudo o que podemos dizer é que a cada passo, há uma probabilidade p

que o homem ande para a direita e q que ande para a esquerda, onde q = 1− p. Note que
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p não necessariamente deve ser igual a q, pois a rua pode estar inclinada, de tal forma

que um passo rua abaixo seria mais provável que outro rua acima. Se escolhermos o poste

como origem e a rua como o eixo das abcissas, a localização do bêbado se escreveria como

x = nl, onde n é um inteiro (positivo, negativo ou zero).

Desejamos descobrir qual a probabilidade do bêbado, após N passos, estar a uma

distância x = ml da origem (poste). Ao analisarmos estatisticamente esse problema,

consideramos um número muito grande de casos similares, onde um bêbado parte da

origem e aleatoriamente dá cada passo, ou para a direita, ou para a esquerda. A distância

do homem ao poste pode ser representada por um vetor, e é justamente esta ideia que

torna bastante útil a situação idealizada nesse exemplo em vários ramos da f́ısica, como

no magnetismo ou no estudo da difusão de substâncias.

3.2 A equação de Langevin

Vejamos agora o caso de uma part́ıcula de massa m imersa num ĺıquido. Tal part́ıcula

estará sujeita a forças de caráter aleatório devido a impactos com moléculas do ĺıquido,

além de uma força viscosa proporcional à sua velocidade. Segundo Paul Langevin (1872-

1946), o movimento dessa part́ıcula na ausência de um campo de força conservativo pode

ser descrito por uma equação diferencial estocástica. Considerando o caso simples de um

movimento unidimensional ao longo do eixo x, a equação será

m
dv

dt
= −αv + F (t), (3.1)

com v = dx
dt
, que é a velocidade da part́ıcula e x sua posição. A primeira parcela do

lado direito da equação representa a força viscosa, sendo α uma constante e F (t) a força

aleatória, que possui a seguinte propriedade:

〈F (t)〉 = 0, (3.2)

que ilustra o fato de a força média exercida pelas moléculas sobre a part́ıcula ser nula,

além de

〈F (t)F (t′)〉 = Bδ(t− t′), (3.3)

já que consideramos os impactos como sendo independentes. A equação citada acima,

em conjunto com as propriedades que a seguem, é conhecida como Equação de Langevin.
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Divindindo-se ambos os membros da equação pela massa m, a equação de Langevin é

escrita na forma
dv

dt
= −γv + ζ(t), (3.4)

em que γ = α/m e ζ(t) = F (t)/m. As variáveis ζ(t) e ζ(t′) são independentes se conside-

rarmos t 6= t′. Quando a variável aleatória em questão possui tais propriedades, recebe o

nome de rúıdo branco, já que a transformada de Fourier de 〈ζ(0)ζ(t)〉 escreve-se como

∫

eiωt〈ζ(0)ζ(t)〉dt = Γ, (3.5)

que independe da freqüência ω. Ela apresenta as propriedades

〈ζ(t)〉 = 0, (3.6)

〈ζ(t)ζ(t′)〉 = Γδ(t− t′), (3.7)

onde Γ = B/m2.

3.2.1 Velocidade quadrática média

A determinação da solução genérica da equação diferencial (3.1) é obtida como segue.

Primeiramente, escrevemos v(t) = u(t)e−γt, em que u(t) é uma função de t que queremos

determinar. Substituindo v(t) na equação em questão, obtemos

d

dt
[u(t)e−γt] = −γ[u(t)e−γt] + ζ(t), (3.8)

que nos dá
du

dt
= eγtζ(t), (3.9)

que tem como solução

du = eγtζ(t)dt. (3.10)

Integrando ambos os lados da equação anterior, obtemos u(t)

t
∫

0

du =

t
∫

0

eγt
′

ζ(t′)dt′
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u(t)− u0 =

t
∫

0

eγt
′

ζ(t′)dt′

u(t) = u0 +

t
∫

0

eγt
′

ζ(t′)dt′. (3.11)

Como v(t) = u(t)eγt, utilizando o resultado anterior obtemos

v(t) = v0e
−γt + e−γt

t
∫

0

eγt
′

dt′, (3.12)

em que v0 é a velocidade inicial da part́ıcula, sendo v(t) válida para qualquer ζ(t). A

média e a variância da velocidade podem ser calculadas utilizando-se as propriedades do

rúıdo. Como 〈ζ(t)〉 = 0, a velocidade média pode ser escrita como

〈v〉 = v0e
−γt, (3.13)

já que a segunda parcela do lado direito da equação da velocidade é nada menos que

própria média de ζ(t), que é nula. Assim sendo, podemos escrever

v − 〈v〉 = e−γt

t
∫

0

eγt
′

ζ(t′)dt′, (3.14)

donde se obtém

(v − 〈v〉)2 = e−2γt

t
∫

0

t′
∫

0

ζ(t′)ζ(t′′)eγ(t
′+t′′)dt′′dt′. (3.15)

Calculando a média da equação anterior e fazendo uso da propriedade 〈ζ(t)ζ(t′)〉 para o

rúıdo, temos

〈(v − 〈v〉)2〉 = e−2γt

t
∫

0

t′
∫

0

〈ζ(t′)ζ(t′′)〉eγ(t′+t′′)dt′′dt′, (3.16)

que pode ser reescrita como

〈(v − 〈v〉)2〉 = Γe−2γt

t
∫

0

t′
∫

0

δ(t′ − t′′)eγt
′′

dt′′eγt
′

dt′. (3.17)

Resolvendo a integral em dt′′, ficamos com

〈(v − 〈v〉)2〉 = Γe−2γt

t
∫

0

e2γt
′

dt′, (3.18)

donde podemos obter a variância σ2 resolvendo a integral restante e simplificando, ou

seja,

〈v2〉 − 〈v〉2 = Γ

2γ
(1− e−2γt). (3.19)

24



Para tempos longos, a equação anterior se reduz a

〈v2〉 = Γ

2γ
, (3.20)

já que 〈v〉 = 0 (regime estacionário). Para determinarmos a constante Γ, levamos em

conta o teorema da equipartição, que nos garante ser a energia cinética média de uma

part́ıcula em movimento correspondente a 1
2
kBT para cada grau de liberdade, isto é,

1

2
m〈v2〉 = 1

2
kBT, (3.21)

em que kB é a constante de Boltzmann e T a temperatura absoluta. Substituindo 〈v2〉
nessa equação, obtemos

Γ =
2γkBT

m
. (3.22)

Lembrando que B = Γm2 e α = γm, podemos escrever a relação entre B e a temperatura

absoluta, isto é,

B = 2αkBT. (3.23)

3.2.2 Deslocamento quadrático médio

Uma vez obtida a variância da velocidade, convém determinar também o desloca-

mento médio quadrático, haja vista se tratar duma grandeza experimental mensurável.

Começamos por calcular x(t),

x = x0 +

t
∫

0

v(t′)dt′, (3.24)

em que x0 é a posição da part́ıcula no instante t = 0. Substituindo na integral da equação

anterior o valor de v(t) já obtido, ficamos com

x = x0 + v0

t
∫

0

e−γt′dt′ +

t
∫

0

e−γt′
t′
∫

0

eγt
′′

ζ(t′′)dt′′dt′. (3.25)

Resolvendo a primeira integral, temos

v0

t
∫

0

e−γt′dt′ = −v0
1

γ
e−γt′

∣

∣

∣

∣

∣

t

0

=
v0
γ
(1− e−γt). (3.26)

Invertendo a ordem das integrais restantes da equação que t́ınhamos, obtemos

t
∫

0

e−γt′
t′
∫

0

eγt
′′

ζ(t′′)dt′′dt′ =
∫ t

0
ζ(t′′)eγt

′′

∫ t

t′′
e−γt′dt′dt′′, (3.27)
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que ao se integrar em t′, nos dá

t
∫

0

ζ(t′′)eγt
′′

t
∫

t′′

e−γt′dt′dt′′ =
1

γ

t
∫

0

ζ(t′′)(1− eγ(t
′′−t′))dt′′. (3.28)

Substituindo os resultados obtidos na equação de partida, ficamos com

x = x0 + v0
1

γ
(1− e−γt) +

1

γ

t
∫

0

ζ(t′′)(1− e−γ(t′′−t))dt′′, (3.29)

válido para qualquer função temporal ζ(t). Como a média do rúıdo é nula, isto é, 〈ζ〉 = 0,

o deslocamento médio da part́ıcula se reduz a

〈x〉 = x0 + v0
1

γ

(

1− e−γt
)

. (3.30)

Para obtermos o desvio quadrático médio, primeiramente calculamos a diferença x− 〈x〉:

x− 〈x〉 = 1

γ

t
∫

0

ζ(t′′)(1− eγ(t
′′−t)t)dt′′ (3.31)

obtendo

(x− 〈x〉)2 = 1

γ2

t
∫

0

t
∫

0

ζ(t′)ζ(t′′)(1− eγ(t
′−t))(1− e−γ(t′′−t))dt′dt′′. (3.32)

Da propriedade 〈ζ(t)ζ(t′)〉〉 = Γδ(t′ − t′′), chegamos a

〈(x− 〈x〉)2〉 = 1

γ2

t
∫

0

t
∫

0

Γδ(t′ − t′′)(1− eγ(t
′−t))(1− e−γ(t′′−t))dt′dt′′, (3.33)

ou seja,

〈(x− 〈x〉)2〉 = Γ

γ2

t
∫

0

(1− eγ(t
′−t))(1− e−γ(t′−t))dt′, (3.34)

Calculando-se a integral restante, obtemos

〈(x− 〈x〉)2〉 = Γ

γ2

[

t− 2

γ

(

1− e−γt
)

+
1

2γ

(

1− e−2γt
)

]

. (3.35)

Assim como se observa na equação acima, para tempos longos o termo dominante é o

primeiro, fazendo com que fiquemos tão somente com

〈(x− 〈x〉)2〉 = Dt, (3.36)

em que D = Γ
γ2 = B

α2 é o coeficiente de difusão. Das relações obtidas acima, podemos

então escrever

D =
Γ

γ2
=

2kBT

γm
=

2kBT

α
(3.37)
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Essa relação é conhecida como relação de Einstein-Smoluchowski, que apesar de ter sido

obtida para uma dimensão, também pode ser estendida para o caso de part́ıculas imersas

num fluido. Para part́ıculas esféricas de raio a imersas num fluido de viscosidade η, o

coeficiente α é dado pela lei de Stokes

α = 6πηa, (3.38)

de forma que a relação de Einstein-Smoluchowski pode ser reescrita como

D =
2kBT

γm
=

kBT

3πηα
. (3.39)

As equações acima permitem a determinação da constante de Boltzmann com base em

medidas do desvio quadrático médio, experiência realizada por Jean Perrin examinando

o movimento browniano de part́ıculas imersas num fluido.

3.2.3 Balanço energético

Os impactos das moléculas do fluido sobre a part́ıcula browniana transferem energia

cinética para esta, que a dissipa devido à força viscosa e, ao mesmo tempo, sofre alteração

em sua própria energia cinética. Com isso, a taxa com que a energia é transferida à

part́ıcula deve ser igual à taxa com que é dissipada somada à variação de energia cinética

da part́ıcula. O balanço energético pode então ser obtido multiplicando-se ambos os

membros da equação de Langevin por v e fazendo uso da igualdade vdv/dt = (1/2)dv2/dt.

Temos então

m

2

d

dt
v2 = −αv2 + vF, (3.40)

que podemos reescrever como

d

dt

(

m

2
v2
)

+ vFat = vF, (3.41)

em que Fat = αv é a força viscosa ou força de atrito. Calculando a média da equação

acima, obtemos

dEc

dt
+ Pdis = P, (3.42)

em que Ec =
m〈v2〉

2
é a energia cinética média, Pdis = 〈vFat〉 = 〈αv2〉 é a taxa de dissipação

de energia (potência dissipada) e P = 〈vF 〉 é a taxa de transferência de energia para a
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part́ıcula (potência transferida). As parcelas do membro à direita da equação acima

podem ser reescritos levando em conta a igualdade 〈v2〉 − 〈v〉2 = Γ
2γ

(1− e−2γt), ou seja,

P =
mΓ

2
=

B

2m
=
αkBT

m
, (3.43)

o que nos permite concluir ser a potência transferida independente do tempo. No regime

estacionário a variação da energia cinética é nula e P = Pdis, sendo dissipada toda energia

transferida para a part́ıcula.

3.2.4 Distribuição de probabilidades

Discutiremos nessa seção distribuições de probabilidade tanto para a velocidade quanto

para a posição da part́ıcula sujeita ao movimento browniano. Primeiramente, quanto à

distribuição das velocidades, vimos que a velocidade das part́ıculas livres quando sujeitas a

forças aleatórias num meio viscoso podem ser descritas pela equação de Langevin. O termo

ζ(t) presente na equação é uma variável estocástica dependente do tempo; a velocidade

v(t) também, embora essa seja desconhecida. Assim, se desejamos encontrar a distribuição

de probabilidades associada a v(t), primeiramente precisamos discretizar o tempo em

intervalos τ , de forma que

t = nτ. (3.44)

Dessa forma, a equação de Langevin pode ser reescrita da forma aproximada

vn+1 = avn +
√
τΓξn, (3.45)

em que a = (1− τγ). As variáveis ξj possuem as seguintes propriedades:

〈ξj〉 = 0,

〈ξjξk〉 = δjk. (3.46)

Calculando sucessivamente os valores de vn+1, chegamos à seguinte relação

vn =
n−1
∑

l=0

wl, (3.47)

em que wl = al
√
τΓξn−1−l e v0 é considerada nula por simplicidade. Como vn é uma soma

de variáveis aleatórias independentes, sua função caracteŕıstica escreve-se da forma

gn(k) = 〈eikvn〉 =
n−1
∏

l=0

〈eikwl〉. (3.48)
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Supondo que a distribuição de probabilidades da variável xij seja gaussiana de média zero

e variância 1, conclúımos que a distribuição de wl também será uma gaussiana de média

zero, porém com variância a2lτΓ. Assim sendo,

〈eikwl〉 = exp

(

−a
2lτΓk2

2

)

, (3.49)

sendo que esta relação é obtida expandindo-se o exponte em séries de Taylor. Podemos,

então, escrever

gn(k) = exp

(

−bnk2
2

)

, (3.50)

em que

bn = τΓ
n−1
∑

l=0

a2l =
1− a2n

1− a2
τΓ. (3.51)

Conhecida a função caracteŕıstica gn(k), para calcularmos a densidade de probabilidades

da variável vn basta aplicar a antitransformada de Fourier à equação (3.50), isto é,

Pn(vn) =
1√
2πbn

exp

{

− v2n
2bn

}

. (3.52)

Para o limite em que τ → 0 e n → ∞ com nτ = t fixo, a densidade de probabilidades

ρ(v, t) da variável v no instante t escreve-se

ρ(v, t) =
1

√

2πb(t)
exp

{

− v2

2b(t)

}

, (3.53)

onde b(t) é o limite de bn, dado por

b(t) =
Γ

2γ

(

1− e−γt
)

=
kBT

m

(

1− e−γt
)

. (3.54)

Para o regime estacionário, quando t→ ∞, b(t) → kBT
m

. Podemos, então, escrever

ρ(v) =

√

m

2πkBT
exp

{

− mv2

2kBT

}

, (3.55)

que é a distribuição de velocidades de Maxwell para o caso unidimensional.

Uma vez determinada a distribuição para as velocidades, falta-nos ainda encontrar a

das posições. Para obtê-la, seguiremos um pensamento análogo ao anterior, começando

por discretizar a equação da posição, o que nos dá

xn+1 = xn + τvn, (3.56)
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Igualmente, podemos escrever

xn = τ
n−1
∑

l=1

vl, (3.57)

em que, por simplicidade, consideramos v0 = 0 e x0 = 0. Diferentemente do caso anterior,

as variáveis vl não são independentes. Para calcularmos a função caracteŕıstica de x(t),

primeiramente faz-se necessário reescrever vl. Chamaremos de ul as novas variáveis, como

segue

xn =
n−1
∑

l=1

ul, (3.58)

com

ul =
1

γ

(

1− al
)√

τΓξn−1−l. (3.59)

Dessa forma, xn é agora uma soma de variáveis aleatórias independentes. Isso nos permite

escrever sua função caracteŕıstica como o produtório

Gn(k) = 〈eikxn〉 =
n−1
∏

l=1

〈eikul〉. (3.60)

Assim como para a distribuição das velocidades, suporemos que ξl possui distribuição

gaussiana de média zero e variância 1, de forma que a variável ul também terá a mesma

distribuição, diferindo na variância, que será de
(

1− al
)2
τΓ/γ2. Reescrevemos a função

caracteŕıstica como

Gn(k) = exp

(

−dnk
2

2

)

, (3.61)

com

dn =
τΓ

γ2

n−1
∑

l=1

(

1− al
)2

=
τΓ

γ2

{

n− 2
1− an

1− a
+

1− a2n

1− a2
− (1− a)2

}

. (3.62)

No limite em que τ → 0 e n→ ∞ com nτ = t fixo, obtemos a densidade de probabilidade

ρ1(x, t) da variável x na forma de uma gaussiana

ρ1(x, t) =
1√
2πDt

exp

(

− x2

2d(t)

)

. (3.63)

3.2.5 Conjunto de equações de Langevin
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Primeiramente, suponha um sistema descrito por um conjunto de N variáveis x1, x2,

x3, ..., xN . A equação do movimento desse sistema será dada pelo conjunto de equações

dxi
dt

= fi(x1, x2, ..., xN ) + ζi(t) (3.64)

para i = 1, 2, ..., N , em que as variáveis estocásticas ζ1(t), ζ2(t), ..., ζN(t) possuem as se-

guintes propriedades:

〈ζi(t)〉 = 0 (3.65)

e

〈ζi(t)ζj(t′)〉 = Γijδ(t− t′), (3.66)

em que Γ11,Γ12,Γ22, ... são constantes. A equação de Langevin descrita no ińıcio deste

caṕıtulo é uma equação estocástica em que o rúıdo é aditivo. Frequentemente as equações

de Langevin constituem um conjunto acoplado de equações. No caso mais simples, quando

as fi são lineares, as equações de Langevin são dadas por

d

dt
xi =

N
∑

j=1

Aijxj + ζi, (3.67)

que pode ser escrita na forma matricial

d

dt
x = Ax+ ζ, (3.68)

em que x e ζ são matrizes colunas com elementos xi e ζi, respectivamente, e A é a matriz

quadrada N × N cujos elementos são Aij . Para resolver a equação matricial anterior,

determinamos inicialmente a matriz M que diagonaliza a matriz A, isto é, M tal que

MAM−1 = Λ, (3.69)

em que Λ é a matriz diagonal cujos elementos Λi são os autovalores de A. Em seguida,

constrúımos a matriz R(t) cujos elementos são

Rij(t) =
∑

k

Mike
−Λkt(M−1)kj, (3.70)

isto é,

R =MD(t)M−1, (3.71)
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em que D(t) é a matriz diagonal cujos elementos são Dk = expΛkt. Diferenciando ambos

os membros de equação (3.71) com relação ao tempo, obtemos

d

dt
R(t) =MΛD(t)M−1. (3.72)

Como MΛ = AM , a equação anterior se reduz a

d

dt
R(t) = AR(t). (3.73)

A solução da equação matricial que inicialmente apontamos se dá com o aux́ılio de R(t).

Para condição inicial x(0) = x0, a solução é dada por

x(t) = R(t)x0 +

t
∫

0

R(t− t′)ζ(t′)dt′, (3.74)

que pode ser facilmente verificada se levarmos em conta as propriedades já enunciadas e

o fato de que R(0) = I (I é a matriz identidade).

3.2.6 Simulação do movimento aleatório

Para simularmos o movimento de uma part́ıcula cujo movimento obedece à equação

de Langevin

dx

dt
= f(x) + ζ(t), (3.75)

em que ζ(t) possui as propriedades

〈ζ(t)〉 = 0 (3.76)

e

〈ζ(t)ζ(t′)〉 = Γδ(t− t′), (3.77)

começamos por discretizar o tempo em intervalos τ e denotamos por xn a posição da

part́ıcula no instante t = nτ . Com isso, a equação de Langevin pode ser reescrita de

forma aproximada como

xn+1 = xn + τf(xn) +
√
τΓξn, (3.78)
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em que os ξn (ξ0, ξ1, ξ2, ...) formam uma seqüência de variáveis aleatórias independentes

tais que

〈ξn〉 = 0 (3.79)

e

〈ξ2n〉 = 1. (3.80)

Uma vez gerado uma sequência de números aleatórios ξ0, ξ1, ξ2, ... e sendo dada a posição

inicial x0, podemos gerar a seqüência de pontos x1, x2, ... que corresponde à trajetória

discretizada da part́ıcula.

3.2.7 Equação de Fokker-Planck

Primeiramente, consideremos Pn(xn) a distribuição de probabilidades da variável xn

e gn(k) a função caracteŕıstica relacionada dada por

gn(k) = 〈eikxn〉 =
∫

eikxnPn(xn)dxn. (3.81)

Usando a equação de Langevin discretizada, dada por

xn+1 = xn + τfn +
√

ζΓξn (3.82)

Desta forma, podemos escrever gn+1(k) como

〈eikxn+1〉 = 〈eik[xn+τf(xn)+τζn]〉, (3.83)

em que xn+1 foi substitúıdo pela forma discretizada já vista na equação (3.56). Como as

variáveis xn e ζn são independentes, podemos escrever

〈eikxn+1〉 = 〈eik[xn+τf(xn)]〉〈eikτζn〉. (3.84)

Expandindo gn+1(k) em série de Taylor até termos de primeira ordem em τ , obtemos

〈e{ikxn{1 + ikτf(xn)}〉 = 〈eikxn〉+ ikτ〈f(xn)eikxn〉 (3.85)

para o primeiro termo e

1 + ikτ〈ζn〉 −
1

2
k2τ 2〈ζ2〉 = 1− 1

2
k2τΓ. (3.86)
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Como 〈ζn〉 = 0 e 〈ζ2n〉 = Γ
τ
, chegamos então a

gn+1(k) = gn(k) + τ
{

ik〈f(xn)eikxn〉 − Γ

2
k2〈eikxn〉

}

. (3.87)

Duas propriedades são então utilizadas,

ik〈f(x)eikx〉 = 〈f(x) d
dx
eikx〉 = −

∫

eikx
d

dx
[f(x)Pn(x)] dx (3.88)

e

−k2〈eikx〉 = 〈 d
2

dx2
eikx〉 =

∫

eikx
d2

dx2
Pn(x)dx, (3.89)

para obtermos, então

Pn+1(x)− Pn(x) = −τ d
dx

[f(x)Pn(x)] + τ
Γ

2

d2

dx2
Pn(x). (3.90)

Dividindo ambos os lados da equação por τ e tomando o limite quando τ → 0, obtemos

∂

∂t
P (x, t) = − ∂

∂x
[f(x)P (x, t)] +

Γ

2

∂2

∂x2
P (x, t), (3.91)

que é conhecida como equação de Fokker-Planck, que nos dá a evolução temporal da

distribuição P (x, t).

3.2.8 Solução estacionária

Desejamos agora obter a solução estacionária para a equação de Fokker-Planck

∂

∂t
P (x, t) = − ∂

∂x
[f(x)P (x)] +

Γ

2

∂2

∂x2
P (x, t). (3.92)

Começamos por escrever a equação acima da forma

∂

∂t
P (x, t) = − ∂

∂x
J(x, t), (3.93)

em que J(x, t) é dada por

J(x, t) = f(x)P (x, t)− Γ

2

∂

∂x
P (x, t). (3.94)

A equação (3.93) é uma equação de continuidade, sendo J(x, t) a corrente de probabili-

dade. Supomos, então, que a variável x tome valores entre [a, b] (sendo que tanto a como

b podem ser infinitos). Integrando ambos os lados da equação (3.93), temos

d

dt

b
∫

a

P (x, t)dx = J(a, t)− J(b, t). (3.95)
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A densidade de probabilidade P (x, t) deve estar sempre normalizada. Por isso mesmo, o

valor da integral no termo à esquerda da equação anterior é nulo. Assim, ficamos com

J(a, t)− J(b, t) = 0. (3.96)

Como podemos observar, a conservação da probabilidade não depende somente da equação

de Fokker-Planck, mas também das condições de contorno x = a e x = b. A condição

para a qual a corrente de probabilidade é nula chama-se refletora. No regime estacionário,

a densidade de probabilidades torna-se independente do tempo t. A equação (3.93) tem

seu lado esquerdo anulado e a corrente J(x, t) é também independente de x. Isto significa

que seu valor será constante para qualquer valor de x; como ela é nula nos extremos do

intervalo [a, b], conclúımos então que será nula para qualquer x. A solução estacionária

deve, portanto, satisfazer

f(x)P (x)− Γ

2

d

dx
P (x) = 0, (3.97)

que pode ser reescrita como

d

dt
lnP (x) =

2

Γ
f(x). (3.98)

Considerando V (x) o potencial da força f(x):

f(x) = − d

dx
V (x), (3.99)

escrevemos

lnP (x) = − 2

Γ
V (x) + C, (3.100)

que nos conduz a

P (x) = A exp{− 2

Γ
V (x)}, (3.101)

em que foi adicionada a constante A de normalização. Dependendo da força em questão,

obtemos a constante A integrando a densidade de probabilidade para todo o intervalo.

3.2.9 Operador de evolução
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Para demonstrar que a solução P (x, t) tende para a solução estacionária P (x) em

tempos longos, introduziremos na equação de Fokker-Planck o operador de evolução W
como segue

∂

∂t
P (x, t) = −WP (x, t). (3.102)

O operador age sobre funções φ(x) e é tal que

Wφ(x) = − ∂

∂x
[f(x)φ(x)] +

Γ

2

∂2

∂x2
φ(x). (3.103)

As funções sobre as quais atua o operador de evolução são tais que

−f(x)φ(x) + Γ

2
φ′(x) (3.104)

se anulam nos dois extremos x = a e x = b. Vale também a propriedade

b
∫

a

Wφ(x)dx = 0. (3.105)

Isso significa que a distribuição que satisfaz a equação de Fokker-Planck estará sempre

normalizada para t > 0, uma vez que estiver normalizada para t = 0. A distribuição

estacionária P (x) satisfaz:

WP (x) = 0. (3.106)

A solução formal da equação de Fokker-Planck pode, então, ser escrita em termos do

operador de evolução W como segue

P (x, t) = etWP (x, 0), (3.107)

em que etW é o operador definido por

etW = 1 + tW +
t2

2!
W2 +

t3

3!
W3 + ... (3.108)

Diferenciando ambos os membros da equação (3.107) com relação ao tempo e usando a

definição anterior, podemos perceber que a equação (3.106) fica satisfeita. Supomos agora

que W possua um espectro discreto. Assim

Wφl(x) = Λlφl(x), (3.109)
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com l = 1, 2, ..., em que φl(x) são as autofunções e Λl são os autovalores de W. Também

consideramos que P (x, 0) admita a expansão

P (x, 0) =
∞
∑

l=0

alφl(x), (3.110)

que, pela equação (3.107), permite-nos escrever

P (x, t) =
∞
∑

l=0

ale
tΛlφl(x). (3.111)

As autofunções devem satisfazer a equação

Λl

b
∫

a

φl(x)dx = 0. (3.112)

Este resultado se obtém a partir de equação (3.106) e equação (3.109). Podemos mostrar

que, de fato, uma das autofunções de W deve ser a distribuição de probabilidade esta-

cionária. P (x) é a autofunção de valor nulo. Com φ0(x) = P (x), Λ0 = 0 e considerando

a0 = 1, temos

P (x, t) = P (x) +
∞
∑

l=1

ale
tΛlφl(x) (3.113)

O comportamento da solução P (x, t) será exponencial quando t→ ∞ e caracterizado pelo

segundo autovalor dominante Λ1

P (x, t) = P (x) + a1φl(x)e
−t|Λl|. (3.114)

A grandeza tR = 1
|Λl| é denominada tempo de relaxação (para a solução estacionária). A

solução da equação de autovalores deve respeitar as condições de contorno expostas de

ińıcio, isto é, −f(x)φ(x) + (Γ/2)φ′(x) = 0 em x = a e x = b.

3.2.10 Equação adjunta

Associamos à equação de Fokker-Planck unidimensional escrita na forma

∂

∂t
P (x, t) = WP (x, t) (3.115)

a equação adjunta

∂

∂t
Q(x, t) = W†Q(x, t), (3.116)
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em que W† é o operador adjunto de W, definito por:

∫

φ(W†χ)∗dx =
∫

χ∗(Wφ)dx, (3.117)

para quaisquer funções φ(x) e χ(x) que pertençam à classe de funções sobre a qual atua

o operador W. Das definições dadas, podemos concluir que:

W†χ(x) = f(x)
∂

∂x
χ(x) +

Γ

2

∂2

∂x2
χ(x). (3.118)

O operador W é auto-adjunto (hermitiano) somente quando f(x) ≡ 0. Se denotarmos

por χl(x) as autofunções de W†, podemos escrever

W†χl = Λlχl. (3.119)

uma vez que o operador adjunto W† deve ter os mesmos autovalores de W. Os conjuntos

das autofunções desses dois operadores formam um conjunto ortonormal, possuindo as

seguintes propriedades

∫

χ∗
l′(x)φl(x)dx = δl′l (3.120)

e

∑

l

χl(x
′)φl(x) = δ(x− x′). (3.121)

Podemos relacionar as autofunções de W e W† pela seguinte equação

φl = P (x)χl, (3.122)

que ao ser substitúıda em Wφl = Λlφl e usando

Wφ(x) = − ∂

∂x
[f(x)φ(x)] +

Γ

2

∂2

∂x2
φ(x) (3.123)

e WP (x) = 0, obtemos

−Pf ∂

∂x
χl +

Γ

2
P
∂2

∂x2
χl + Γ

∂P

∂x

∂χl

∂x
= ΓΛlPχl. (3.124)

Por meio da relação

f(x)P (x)− Γ

2

d

dx
P (x) = 0 (3.125)

chegamos à equação de autovalores para o operador adjunto W†

f
∂

∂x
χl +

Γ

2

∂2

∂x2
χl = Λlχl (3.126)
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3.2.11 Operador hermitiano

Uma vez que, em geral, o operador W não é hermitiano, seria interessante poder fazer

uma transformação sobre W de modo a obter um operador que o seja. Denotamos tal

operador por K e o definimos como

Kφ(x) = [ψ0(x)]
−1W[ψ0(x)φ(x)], (3.127)

em que ψ0(x) =
√

P (x). O operador K apresenta os mesmos autovalores que W e suas

autofunções são

ψl(x) = [ψ0(x)]
−1φl(x), (3.128)

pois temos

Kψl = ψ−1
0 Wφl = φ−1

0 Λlφl = Λlφl, (3.129)

em que observamos que de fato os autovalores são os mesmos. A forma expĺıcita de K
obtemos aplicando-o numa função qualquer φ(x) com o aux́ılio da definição de W

Kψ = ψ−1
0 W(ψ0ψ) = ψ−1

0

{

− ∂

∂x
(fψ0ψ) +

Γ

2

∂2

∂x2
(ψ0ψ)

}

, (3.130)

que por meio da equação

∂

∂x
lnψ0 =

1

2

∂

∂x
lnP (x) =

1

Γ
f(x) (3.131)

nos permite obter

Kψ = −1

2

{

∂f

∂x
+

1

Γ
f 2

}

ψ +
Γ

2

∂2ψ

∂x2
(3.132)

3.2.12 Equação em várias variáveis

Nessa seção estenderemos o caso anteriomente tratado da equação de Fokker-Planck

para uma dimensão para o caso de mais de uma variável. Para isso, suponha que possa-

mos descrever um sistema por um conjunto de N variáveis x1, x2, ..., xN . A equação do

movimento para esse sistema é dada pelo conjunto de equações

dxi
dt

= fi(x1, x2, ..., xN) + ζi(t), (3.133)
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com i = 1, 2, ..., N e tal que as variáveis estocásticas ζ1, ζ2, ..., ζN apresentam as seguintes

propriedades:

〈ζi(t)〉 = 0 (3.134)

e

〈ζi(t)ζj(t′)〉 = Γij(t− t′) (3.135)

em que Γij são constantes. A equação da evolução temporal da distribuição de probabi-

lidades para múltiplas variáveis é obtida de modo semelhante à do caso de uma variável.

A equação que se obtém é denominada equação de Fokker-Planck em muitas variáveis

∂

∂t
P =

N
∑

i=1

∂

∂xi
(fiP ) +

1

2

N
∑

i=1

N
∑

j=1

Γij
∂2

∂xi∂xj
P. (3.136)

Se considerarmos o caso duma part́ıcula se movendo ao longo do eixo x, que realiza

movimento browniano e esteja sujeita à uma força externa Fe(x) e uma força viscosa,

descrito por

m
dv

dt
= −αv + Fe(x) + F (t) (3.137)

e tal que 〈F (t)〉 = 0, 〈F (t)F (t′)〉 = Bδ(t− t′) e dx/dt = v, podemos obter uma equação

na forma da equação (3.136):

∂

∂t
P = −v ∂

∂x
P − 1

m
Fe(x)

∂

∂v
P +

α

m

∂

∂v
(vP ) +

Γ

2

∂2

∂v2
P, (3.138)

que é denominada equação de Kramers. Podemos escrever também a equação de Fokker-

Planck na forma de uma equação de continuidade

∂

∂t
P = −

N
∑

i=1

∂

∂xi
Ji, (3.139)

em que Ji é a i-ésima componente da corrente de probabilidade, dada por

Ji = fiP − 1

2

N
∑

j=1

Γij
∂

∂xj
P. (3.140)

As soluções da equação de Fokker-Planck dependerão das condições de contorno dadas.

No caso seguinte, consideraremos somente aquelas condições tais que a corrente de pro-

babilidade normal à superf́ıcie se anule e o contorno se situe no infinito. No regime

estacionário a densidade de probabilidade independe do tempo e satisfaz

−
N
∑

i=1

∂

∂xi
(fiP ) +

1

2

N
∑

i=1

N
∑

j=1

Γij
∂2

∂xi∂xj
P = 0. (3.141)
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Escrevendo na forma de equação de continuidade, temos

N
∑

i=1

∂

∂xj
Ji = 0. (3.142)

No presente caso, diferentemente do que t́ınhamos quando era apenas uma a variável,

a corrente de probabilidade estacionária não é necessariamente constante. Temos que

analisar as condições que tanto fi quanto Γij precisam satisfazer de modo que, no regime

estacionário, a corrente se anule em todos os pontos. Nessa situação temos equiĺıbrio

termodinâmico. Se Ji = 0 no regime estacionário, então

fi =
1

2

N
∑

j=1

Γij
∂

∂xj
lnP. (3.143)

Definimos a matriz quadrada G cujos elementos são Γij e constrúımos a grandeza Fi dada

por

Fi = 2
N
∑

k=1

(G−1)ikfk, (3.144)

sendo (G−1)ij os elementos da matriz inversa de G. Assim, podemos escrever

Fi =
∂

∂xi
lnP. (3.145)

Dessa equação resulta a condição procurada

∂

∂xj
Fi =

∂

∂xi
Fj , (3.146)

que deve ser satisfeita para todos os pares i, j. Sistemas que não obecedem a essa condição

são chamados irreverśıveis. Sendo satisfeita a condição, então Fi deve ser o gradiente de

um potencial Φ(x1, x2, ..., xN), ou seja,

Fi = − ∂

∂xi
Φ. (3.147)

Determinando Φ, escrevemos

lnP = −Φ + constante, (3.148)

tomando a exponencial da equação anterior, temos

P = A exp (−Φ), (3.149)

em que A é uma constante de normalização.
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Caṕıtulo 4

Equação de difusão fracionária

Apesar de muito menos conhecido, o cálculo fracionário é tão antigo quanto o próprio

cálculo diferencial e integral usual. Podeŕıamos enxergá-lo como uma extensão do cálculo

de ordem inteira, sendo este uma parte daquele. Uma caracteŕıstica marcante do cálculo

fracionário é que tanto as derivadas quanto as integrais de ordem fracionária relacionam-

se não somente com pontos espećıficos, mas adquirem um comportamento não-local. O

nascimento do cálculo fracionário nos remete ao século XVII, quando numa carta a Leib-

nitz, L’Hospital o indagou quanto à notação que havia usado para a n-ésima derivada de

uma função,

Dnf(x)

Dxn
, (4.1)

caso n = 1/2. Uma solução satisfatória para a questão só seria dada anos depois. O

Cálculo Fracionário deve ser entendido como uma generalização do cálculo de ordem

inteira, de forma semelhante ao que ocorre entre o fatorial

n! = 1.2.3...(n− 1)n, (4.2)

em que n é um inteiro, e sua versão definida pela função Gama

n! = Γ(n+ 1), (4.3)

em que n é um real qualquer. A equação (4.3) é nada mais do que uma extensão da

equação (4.2). Mesmo que nos pareça dif́ıcil de visualizar quanto vale, por exemplo,

π!, o resultado existe e de forma semelhante ocorre com o Cálculo Fracionário quando

comparado com o cálculo de ordem inteira.
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4.1 Equação de difusão fracionária linear unidimen-

sional

Nessa seção, vamos abordar algumas equações de difusão que envolvem derivadas

fracionárias na variável temporal ou na variável espacial, usualmente empregadas na des-

crição de processos difusivos anômalos. Como veremos, a aplicação de derivadas fra-

cionárias na variável temporal nos leva a uma difusão anômala com o segundo momento

finito, ou seja, 〈x2〉 ∝ tα, em contraste com a derivada fracionária aplicada na variável

espacial, que resulta em uma difusão anômala cujo segundo momento não é finito. Nesse

contexto, usaremos o formalismo de caminhantes aleatórios para explorar as implicações

obtidas pelo uso de derivadas fracionárias na equação de difusão.

4.2 Derivadas fracionárias aplicadas à variável tem-

poral

Começaremos nosso estudo considerando a seguinte equação fracionária de Fokker-

Planck

∂γ

∂tγ
ρ(x, t) = D ∂2

∂x2
ρ(x, t)− ∂

∂x
[F (x, t)ρ(x, t)] (4.4)

na qual ∂γ/∂tγ representa o operador de derivada fracionária de Caputo, aplicado neste

caso à variável temporal. Esse operador é definido como

∂γ

∂tγ
ρ(x, t) =

1

Γ (n− γ)

∫ t

0
dt′

ρ(n)(x, t′)

(t− t′)γ+1−n
(4.5)

com n − 1 < γ < n e ρ(n)(x, t) é a n-ésima derivada de ρ(x, t) em relação ao tempo.

Temos ainda a presença do termo de força externa F (x, t) e do coeficiente de difusão D,

que inicialmente consideraremos constante. Mais adiante veremos situações nas quais D
poderá apresentar uma dependência, por exemplo, com o espaço e com o tempo. Ainda

com relação à equação (4.4), vale comentar que ela generaliza a equação usual de difusão,

conforme vimos acima, mediante a presença do operador fracionário atuando na variável

temporal, e que para γ = 1 recuperamos a equação usual de difusão. Com o intuito de

43



mostrar que a distribuição ρ(x, t) na equação (4.4) é normalizável, vamos reescrevê-la na

forma

∂γ

∂tγ
ρ(x, t)− ∂

∂x
J (x, t) = 0 (4.6)

ou seja, na forma de uma equação de continuidade, com

J (x, t) = D ∂

∂x
ρ(x, t)− F (x, t)ρ(x, t) (4.7)

A normalização é verificada quando integramos a equação (4.6) sobre todo o espaço e

consideramos que J (x = ±∞, t) = 0, pois estamos admitindo que ρ(x = ±∞, t) = 0.

Assim, essa importante propriedade das densidades de probabilidades continua válida

mesmo com a presença do operador de derivada fracionária do tipo Caputo.

Voltando à análise das soluções da equação (4.4), faremos desenvolvimentos para essa

equação considerando diferentes situações para o coeficiente de difusão D, para a força

externa F (x, t) e para as condições de contorno. Inicialmente, consideraremos uma si-

tuação caracterizada pela ausência de força externa, com D constante e a condição inicial

ρ(x, 0) = ρ̃(x). Como condição de contorno vamos tomar inicialmente ρ(x = ±∞, t) = 0.

Devido a essas considerações, a equação a ser resolvida é

∂γ

∂tγ
ρ(x, t) = D ∂2

∂x2
ρ(x, t) (4.8)

sujeita às já referidas condições de contorno e inicial. Tal situação é melhor trabalhada

se fizermos uso de transformadas integrais. Realmente, empregando as transformadas de

Fourier e Laplace na equação (4.8), obtemos

ρ(k, s) =
ρ(k, 0)

s+ Ds1−γk2
(4.9)

com 0 < γ < 1, na qual empregamos o resultado

L
{

∂γ

∂tγ
ρ(x, t)

}

= sγρ(x, s) +
i−1
∑

i=0

sγ−i−1

[

∂γ−1−i

∂tγ−1−i
ρ(x, t)

]

t=0

, (4.10)

que é válido para n − 1 < γ < n. Agora, para obtermos a solução desejada temos que

inverter ambas as transformadas. Realizando inicialmente a inversão da transformada de

Fourier e levando em conta o teorema de convolução obtemos

ρ̂(x, s) =
∫ ∞

−∞
dx′ρ̃(x− x′)G(x′, s), (4.11)
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com

G(x, s) = 1

2s

(

sγ

D

)

1

2

exp



−
(

sγ

D

)

1

2

|x|


 (4.12)

Em particular, observando a equação (4.11) vemos que G(x, s) é a função de Green as-

sociada à condição inicial considerada. Por sua vez, para invertermos a transformada de

Laplace faremos uso do seguinte procedimento: relacionaremos a transformada de La-

place com a transformada de Mellin, inverteremos essa transformada (Mellin) mediante a

identificação do integrando da operação inversa dessa transformada com o integrando das

funções H de Fox, obtendo então ρ(x, t). Observamos que as funções de Fox são definidas

como [?]

Hm n
p q

[

x
∣

∣

∣

(a1,A1),(a2,A2),···,(ap,Ap)
(b1,B1),(b2,B2),···,(bq,Bq)

]

=
1

2πi

∫

L
ds χ(s)xs

χ(s) =

∏m
i=1 Γ (bi − Bis)

∏n
i=1 Γ (1− ai + Ais)

∏q
i=m+1 Γ (1− bi +Bis)

∏p
i=1+n Γ (ai −Ais)

. (4.13)

Assim, aplicando o procedimento discutido acima, é posśıvel mostrar que as transformadas

de Laplace e de Mellin estão relacionadas uma com a outra por meio de

ρ(x, s′) =
1

Γ (1− s′)

∫ ∞

0
ds s−s′ρ(x, s) , (4.14)

onde ρ(x, s′) representa a função transformada em Mellin e ρ(x, s) representa a função

transformada em Laplace. Lembrando que a transformada de Mellin é definida como

ρ(x, s′) =
∫ ∞

0
dt ts

′−1ρ(x, t)
(

ρ(x, t) =
1

2πi

∫

L
ρ(x, s′)t−s′ds′

)

. (4.15)

Assim, utilizando a relação (4.14) na equação (4.12), obtemos

G(x, s′) = 1

γ|x|

(

|x|√
D

)
2

γ
s′ Γ

(

1− 2
γ
s′
)

Γ (1− s′)
. (4.16)

A partir da equação (4.16), após a inversão da transformada de Mellin, obtemos

G(x, t) = 1√
4πDtγ

H2 0
1 2

[

x2

4Dtγ
∣

∣

∣

∣

(1− γ

2
,γ)

( 1

2
,1) (0,1)

]

. (4.17)

Esse resultado é obtido mediante a comparação direta entre a integral de inversão de

Mellin

G(x, t) = 1

2πi

∫

L
G(x, s′)t−s′ds′, (4.18)

e a forma integral das funções H de Fox anteriormente representadas pela relação (4.13).

Com base nesses resultados, conclúımos que nossa solução é
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ρ(x, t) =
1√

4πDtγ
∫ ∞

−∞
dx′ρ̃(x′) H2 0

1 2

[

(x− x′)2

4Dtγ
∣

∣

∣

∣

(1− γ

2
,γ)

( 1

2
,1) (0,1)

]

. (4.19)

A figura (4.1) ilustra o comportamento da equação (4.17) para alguns valores de γ, evi-

denciando o comportamento não gaussiano de G(x, t) para γ 6= 1.
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Figura 4.1: Comportamento de (4πDtγ)1/2G(x, t) vs. x/(4Dtγ), para a equação (4.17)

para alguns valores t́ıpicos de γ indicados no gráfico.

Vamos agora considerar situações nas quais há a presença de barreiras absorventes

e refletoras no sistema. Para estes casos a aplicação de transformadas integrais não é,

ao contrário do caso anterior, apropriada. De fato, a imposição de condições de con-

torno finitas faz necessário o emprego de outros métodos para encontrarmos a solução

desejada. Considerando inicialmente o caso de barreiras absorventes, ou seja, situação na

qual ρ(0, t) = ρ(L, t) = 0, faremos uso de uma transformada finita no intervalo 0 < x < L.

Com a condição de contorno em mente, vamos considerar que a solução procurada possa

ser escrita em termos de uma série em senos de Fourier. Assim, a série

ρ(x, t) =
∞
∑

n=1

Bn(t)sen
(

nπ

L
x
)

(4.20)
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com

Bn(t) =
2

L

∫ L

0
dx sen

(

nπ

L
x
)

ρ(x, t) (4.21)

é apropriada para o tratamento desse caso, pois satisfaz a condição de contorno. Substi-

tuindo a equação (4.20) na equação (4.8), multiplicando ambos os lados por sen(nxπ/L),

integrando desde 0 a L e identificando Bn(t), obtemos

dγ

dtγ
Bn(t) = −n

2π2

L2
DBn(t) . (4.22)

Para resolver a equação acima aplicaremos uma transformada de Laplace, permitindo-

nos uma clara identificação do resultado a ser invertido com as funções de Mittag-Leffler

Eα(x). Isto deve-se ao fato de que

Eα (−tα) = L−1
{

1

s+ s1−α

}

=
∞
∑

n=0

(−tα)n
Γ (1 + nα)

. (4.23)

Então, podemos mostrar que

Bn(t) = Bn(0)Eγ

(

−n
2π2

L2
Dtγ

)

. (4.24)

Agora, considerando uma condição inicial do tipo ρ(x, 0) = ρ̃(x) e utilizando o resultado

acima na equação (4.20), temos

ρ(x, t) =
∫ L

0
dx′ G(x, x′, t)ρ̃(x′),

com

G(x, x′, t) =
2

L

∞
∑

n=1

sen
(

nπ

L
x′
)

sen
(

nπ

L
x
)

Eγ

(

−n
2π2

L2
Dtγ

)

. (4.25)

Por outro lado, para o caso de barreiras refletoras, em cujo contorno devemos ter ∂xρ|x=0 =

∂xρ|x=L = 0, consideramos que a solução possa ser expressa em termos de uma série em

cossenos de Fourier. Assim, aplicando o procedimento do caso anterior, obtemos

ρ(x, t) =
1

L

∫ L

0
dx′ρ̃(x′) +

∫ L

0
dx′G(x, x′, t)ρ̃(x′),

com

G(x, x′) = 2

L

∞
∑

n=1

cos
(

nπ

L
x′
)

cos
(

nπ

L
x
)

Eγ

(

−n
2π2

L2
Dtγ

)

. (4.26)
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Nesse ponto, é interessante observar que para essa situação podemos obter uma solução

estacionária. De fato, considerando t→ ∞ na solução acima chegamos em

ρ(x, t→ ∞) ∼ 1

L

∫ L

0
dx′ρ̃(x′) ,

pois Eγ(−n2π2Dtγ/L2) → 0 quando t → ∞ . Isto se verifica porque a função Eα(x) no

intervalo de γ considerado é uma função que decai de forma monotônica sem apresentar

oscilações. O fato de termos uma solução estacionária nos permite também o cálculo da

função de autocorrelação estacionária [5], que mostra de que forma as soluções geral e

inicial estão relacionadas. Esta função é definida como

〈x(t)x(0)〉s =
∫ L

0
dx
∫ L

0
dx′xx′ρ(x, t)ρs(x) , (4.27)

em que ρs(x) é a solução para o regime estacionário. Considerando, por simplicidade,

ρ(x, 0) = δ(x−x′) como nossa condição inicial, obtemos ρs(x) = 1/L. Com este resultado

e a solução (4.26), encontramos

〈x(t)x(0)〉s =
L2

4
+

8L4

π4

∞
∑

n=0

1

(2n+ 1)4
Eγ

[

−(2n + 1)2

L2
Dtγ

]

. (4.28)

Se tomarmos o limite de tempos longos na equação acima verificaremos que 〈x(t)x(0)〉 ∼
L2/4. Esse resultado foi obtido em [5] para a equação de difusão usual, indicando que

a derivada fracionária somente fará com que o sistema relaxe de forma anômala até a

situação de equiĺıbrio.

Voltemos nossa atenção agora para a forma do segundo momento obtido para a equação

(4.8), a partir da qual discutimos os três casos precedentes. O segundo momento rotula

um processo difusivo como anômalo ou usual. Para a situação que aqui está em considera-

ção, ou seja, aquela na qual há a presença de derivadas não inteiras na variável temporal

de uma equação de difusão, o segundo momento se mostra na forma de uma potência de

t, ou seja, 〈x2〉 ∝ tγ . Além disso, é marcante a forma com que a presença do operador

de Caputo altera a distribuição de tempo de espera ω(t). Nesse sentido, utilizando os

conceitos de caminhantes aleatórios, chegamos em uma distribuição de probabilidades

para a parte temporal da forma

w(t) =
1

τ0

(

t

τ0

)γ−1

Eγ,γ

(

− tγ

τγ0

)

, (4.29)

na qual τ0 é uma constante e Eα,β(t) é a função de Mittag-Leffter generalizada

Eα,β(t) =
∞
∑

n=0

xn

Γ (nα + β)
. (4.30)
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Vemos que agora a distribuição apresenta uma dependência com o parâmetro γ, que pode

dar forma tanto a processos subdifusivos quanto a superdifusivos. Assim, a presença de

operadores diferenciais fracionários na equação de difusão representa uma situação na

qual as distribuições de probabilidades para o tempo e para o espaço, que emergem da

abordagem de caminhantes aleatórios, são alteradas, ou seja, a difusão ocorre de forma

anômala. Nesse caso em particular, a alteração ocorreu apenas na distribuição de tempos,

já que a derivada fracionária foi aplicada na variável temporal. Mais à frente veremos a

alteração causada na distribuição de saltos quando da aplicação de derivadas fracionárias

na variável espacial.

4.3 Equação de difusão: derivadas fracionárias no

espaço

Até o presente momento tratamos apenas de situações em que foram empregadas deri-

vadas fracionárias na variável temporal, de modo que, à luz da abordagem de caminhantes

aleatórios, obtivemos alterações somente na função distribuição de tempos de espera ω(t).

Além disso, vimos que as soluções obtidas forneciam segundos momentos finitos, embora

não fossem, como no caso usual, lineares com o tempo. O emprego de derivadas fra-

cionárias na variável espacial é representativo de uma situação onde o segundo momento

diverge. Este comportamento é caracteŕıstico de distribuições do tipo Lèvy, as quais têm

sido aplicadas, por exemplo, no estudo de sistemas caóticos [7], na descrição de transporte

em plasma turbulento [6], no movimento bacteriano [8, 9, 10] e também em estudos de

Econof́ısica [11, 12].

Iniciaremos com a observação de que a distribuição de Lèvy

Lµ(x) =
∫ ∞

−∞

dk

2π
e−ikx−|k|µDt (4.31)

é solução da equação de difusão

∂ρ

∂t
= D ∂µρ

∂|x|µ − ∂

∂x
[F (x, t)ρ(x, t)] , (4.32)

quando consideramos a ausência de força externa. Para demonstrarmos esse resultado
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basta utilizarmos o fato de que F{∂µ|x|ρ(x, t)} ≡ −|k|µρ(k, t), onde

F{ρ(x, t)} =
∫ ∞

−∞

dx√
2π
eikxρ(x, t) (4.33)

é a transformada de Fourier. Essa consideração conduz a ρ(x, t) = Lµ(x), confirmando

nossa afirmação inicial. Nesse contexto, aplicando o procedimento do caṕıtulo anterior re-

lativo a caminhantes aleatórios na equação (4.32), obtemos que a distribuição relacionada

ao comprimento dos saltos é agora dada por λ(k) = 1 − σµ|k|µ, com σµ = D/τµ, para a

qual recuperamos o caso usual com µ = 2. Essa distribuição apresenta comportamento

assintótico de cauda longa, ou seja, saltos longos possuem uma maior probabilidade de

ocorrerem quando comparados com o caso usual.

Ainda na ausência de força externa, vamos considerar agora que o coeficiente de difusão

apresenta uma dependência temporal do tipo D(t) = Dtα−1/Γ(α). Utilizando transfor-

madas integrais e propriedades das funções de Mittag-Leffler e de Fox pode-se mostrar

que

ρ(x, t) =
π

µ|x|H
2 1
3 3





|x|
(Dtα+1)

1

µ

∣

∣

∣

∣

∣

(1, 1µ) (1,
α+1

µ ) (1, 12)

(1,1) (1, 1µ) (1,
1

2)



 . (4.34)

Se, por outro lado, considerarmos D constante e F (x) = −kx obtemos, empregando

método semelhante ao do caso anterior, a solução

ρ(x, t) =
1

µ|x|H
2 2
1 1





(

αµ

D(t)

)
1

µ

|x|
∣

∣

∣

∣

∣

(1, 1µ) (1,
1

2)

(1,1) (1, 12)



 , (4.35)

com D(t) = D[1−exp(−αµt)] . A figura (4.2) ilustra o comportamento dessa distribuição

para alguns valores de µ. Vamos analisar agora a equação (4.32) para uma condição inicial

do tipo ρ(x, 0) = ρ̃(x). Repetindo o procedimento empregado acima obtemos, tomando a

transformada de Laplace e Fourier da equação (4.32), que

ρ(k, s) =
ρ(k, 0)

s+D|k|µ . (4.36)

Invertendo a equação anterior obtemos

ρ(x, t) =
∫ ∞

−∞
dx′Gµ(x− x′, t− t′)ρ̃(x′) , (4.37)

com Gµ(x, t) = Lµ(x, t). E a equação integral associada a equação (4.32) é

ρ(x, t) = ρ(0)(x, t)−
∫ t

0
dt′
∫ ∞

−∞
dx′G(2)

µ (x− x′, t− t′)F (x′, t′)ρ(x′, t′) (4.38)
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Figura 4.2: Comportamento de (Dt) 1

µLµ(x, t) vs. x/(Dt) 1

µ , para a equação (4.34) para

alguns valores t́ıpicos de µ indicados nos gráficos.

com

G(2)
µ (x, t) = − d

dx
Lµ(x, t)

=
∫ ∞

0

dk

π
k sin(kx)e−tD|k|µ . (4.39)

A equação (4.38) é justamente a equação integral correspondente à equação (4.32) que

pode ser usada para calcular perturbativamente a influência de uma força externa qualquer

aplicada ao sistema.

Discutimos, nesse caṕıtulo, as consequências do emprego de derivadas fracionárias na

equação de difusão, considerando também dependência espacial e temporal para o coefi-

ciente de difusão, além da presença de uma força externa. Vimos que, quando aplicadas

à variável espacial, a derivada fracionária nos conduz às distribuições de Lèvy, que apre-

sentam comportamento superdifusivo.

51



Caṕıtulo 5

Conclusão

Inicialmente buscamos melhor compreender o fenômeno da difusão, sendo que para

isso nos utilizamos tanto da história do desenvolvimento dessa área, quanto da resolução

de problemas simples envolvendo as Leis de Fick. Terminada essa fase inicial, dedicamo-

nos ao estudo de vários casos envolvendo a equação de difusão usual, destacando-se as

soluções para uma dimensão referentes a uma fonte instantânea no plano, aos casos em que

ocorre reflexão numa borda, distribuições iniciais extendidas e sistemas finitos. Dando

prosseguimento ao estudo, seguiram-se os métodos utilizados na resolução de equações

diferenciais parciais do tipo da equação da difusão. Nesse passo, situações envolvendo o

método de separação das variáveis e das transformadas de Laplace foram analisadas. A

abordagem estocástica da difusão foi também estudada, tendo sido deduzida da equação

de Langevin a equação de Fokker-Planck, que nos dá a evolução temporal da distribuição

de probabilidades. Ressaltando que a equação de Fokker-Planck tem a equação de difusão

como uma situação particular. Na segunda parte do trabalho, partiu-se para o estudo das

equações de difusão fracionárias, que se diferenciam do caso usual por apresentar o segundo

momento 〈x2〉 ∝ tα, em que α > 1 ou α < 1. Foi então analisado primeiramente o caso

mais simples, da difusão unidimensional, seguindo-se aquele em que a derivada fracionária

atua na derivada temporal.
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