Universidade Estadual de Maringa
® Centro de Ciéncias Exatas

' 4 Departamento de Fisica

Trabalho de Conclusao de Curso

Dinamica estocastica: Um estudo sobre processos
markovianos

Académico: Gabriel Marino de Oliveira

Orientador: Prof. Dr. Renio dos Santos Mendes

Maringa, 22 de fevereiro de 2024



Universidade Estadual de Maringa
® Centro de Ciéncias Exatas

' 4 Departamento de Fisica

Trabalho de Conclusao de Curso

Dinamica estocastica: Um estudo sobre processos
markovianos

Trabalho de Conclusdao de Curso entregue ao
Departamento de Fisica da Universidade Esta-
dual de Maringda, sob orientacdo do Professor
Dr. Renio dos Santos Mendes, como parte dos
requisitos para obtencao do titulo de Bacharel
em Fisica.

Académico: Gabriel Marino de Oliveira

Orientador: Prof. Dr. Renio dos Santos Mendes

Maringa, 22 de fevereiro de 2024



Agradecimentos

Em primeiro lugar, gostaria de agradecer a minha familia, principalmente meus pais, por todo
o suporte e compreensao que me deram ao longo de toda minha vida e que foram essenciais para

que eu pudesse chegar aonde cheguei.

Também agradeco aos meus amigos que me aguentaram, apesar de todas as boas ideias e
por todo suporte e encorajamento que me deram. Em particular, ao Bandeira, Brenno e Jhonatan
por todas a discussoes frutiferas sobre Fisica ¢ Matematica; ao Travain, Lucax, Jodo, Vic, Piza
e Renan pelos bons momentos, principalmente pelas sessdes de Dungeons & Dragons. Além
disso, agradego aos 15 minutinhos de Rust por me manter sdo, principalmente durante o periodo

da pandemia. Também ao Branco por todas as partidas de Rainbow Six Siege.

Meus agradecimentos ao Prof. Dr. Renio pela orientagdo e ajuda que me permitiram con-
cluir esse trabalho. Agradeco imensamente por compartilhar sua experiéncia e conhecimentos
comigo e pela disponibilidade para esclarecer minhas diividas. Também agradeco aos professo-
res da banca que dedicaram um tempo para a leitura, e pelas sugestdes de aprimoramento deste
trabalho.

Agradego também a todos os professores do DFI/UEM por contribuirem com a minha for-
magdo, em especial aos Professores: Prof. Dr. Renio dos Santos Mendes, Prof. Dr. Luis C.
Malacarne, Prof. Dr. Haroldo V. Ribeiro, Prof. Dr. Nelson G. C. Astrath, Prof. Dr. Vitor S.
Zanuto ¢ ao Prof. Dr. André Marino Gongalves.



A agita¢do molecular escapa a nossa percepgdo direta como o movimento
das ondas do mar para um observador muito distante. Entretanto, se hou-
ver alguns barcos a vista, o mesmo observador podera ver um movimento

oscilante que lhe revelara a agitacdo da qual ele ndo suspeitava.

Jean Baptiste Perrin, traducao livre.



Resumo

Neste trabalho foi feita uma revisao bibliografica introdutdria ao tema Dinamica Estocastica.
O trabalho inicia recordando alguns conceitos de Fisica Estatistica e depois entra em Dinadmica
Estocastica, passando pelas equagdes de Langevin, de Fokker-Planck e até, finalmente, a equa-
¢do Mestra. Também ¢ introduzido o conceito de Cadeias de Markov. Além de alguns exemplos
trabalhados ao longo do texto, ele ¢ finalizado com uma breve apresentag¢do da teoria de transi-

coes de fase aplicando os conhecimentos apresentados.

Palavras-chave: Equacdo Mestra, Transicao de Fases, Mecanica Estatistica.



Abstract

This work provides an introductory literature review on the subject of Stochastic Dynamics.
The work begins by recalling some concepts from Statistical Physics and then moves on to
Stochastic Dynamics, passing through the Langevin equations, the Fokker-Planck equations
and finally the Master equation. The concept of Markov Chains is also introduced. In addition
to some examples worked on throughout the text, it ends with a brief presentation of the theory

of phase transitions applying the knowledge presented.

Keywords: Master equation, Phase transition, Statistical Mechanics.
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Capitulo 1

Introducao

A Mecanica Estatistica ¢ a area de concentragao da Fisica que se preocupa em obter as pro-
priedades da matéria macroscopica emergentes a partir da estrutura atomica e da dindmica mi-
croscopica. Nesse contexto, emergente significa que essas propriedades, em geral, ndo existem
para corpos microscopicos e sao caracteristicos de sistema de muitos corpos. Tais proprieda-
des sdo, por exemplo, temperatura, pressao, fluxo médio — que pode ser de massa, particulas,
cargas, entre outros —, etc. Esta area de estudo se preocupa principalmente em introduzir pro-
babilidades a Fisica, uma vez que se trata de muitos corpos, € conectar as mesmas a quantidade

fisica fundamental dita Entropia [1].

A importancia da introdugdo destes conceitos, se baseia no fato de que quando se fala de
sistemas de muitos corpos pensamos em sistemas com um numero de particulas muito grande,
da ordem do nimero de Avogadro [2], o que pela abordagem usual da Dinamica Classica ou
Quantica levaria a um conjunto de equagdes diferenciais acopladas da mesma ordem do nimero
de particulas, além dos graus de liberdades, o que por si s6 ja seria insoluvel, porém ainda ha a
nossa ignorancia quanto as condigdes iniciais e de contorno. Assim, utilizando de probabilidades
ao contrario de trajetorias, obtemos a dindmica das probabilidades. E importante notar que os
processos microscopicos devem ter uma descri¢do pouco rigorosa, uma vez que € impossivel
observar a trajetoria de todas as particulas em um sistema de muitos corpos € como a Dindmica
microscopica é permissivel com a reversdo temporal, com uma descrigao rigorosa do estado de

cada particula entdo corpos macroscopicos poderiam violar a Segunda Lei da Termodinadmica

[3].

O Movimento Browniano fora primeiro observado pelo médico escocés Jan Ingenhousz em
1785, porém nao fora relatado para a comunidade internacional até 1827 quando o botanista
Robert Brown, que estudava os mecanismos de fertilizagdo de plantas, observava particulas de
pblen imersas em agua notou que elas tinham um movimento erratico que primeiro atribui a
natureza viva do pdlen. Sendo cauteloso Brown replicou suas observagdes em particulas de
polen que haviam ficados imersas em alcool, pois o dlcool supostamente deveria extinguir a

caracteristica de natureza viva das particulas. Além de ter experimentado utilizando particulas



ndo-organicas em quais mais uma vez Brown observou o mesmo movimento erratico.

Autores contemporaneos de Brown acreditavam que o movimento observado sé poderia
ser de origem térmica. Em 1899 Gouy [4] por meio de estudos qualitativos encontrou que o
fenomeno nao era influenciado por outros fatores — como vibragdes ou campos externos — e
que a magnitude do movimento era proporcional apenas ao tamanho da particula e a temperatura
do meio. Por sua vez, em 1900 Exner realizou os primeiros estudos quantitativos relacionando

esses dois parametros com o movimento Browniano [5].

Einstein e Langevin foram os pioneiros a explorarem o campo teodrico de tal fendmeno, cada
um com uma abordagem propria com o devido refinamento fisico e matemadtico que, atual-
mente, servem como principais instrumentos de descricdo de processos no e fora do equilibrio
de corpos mesoscopicos. Enquanto Einstein abordou o fendmeno com equagdes deterministicas
para as densidades de probabilidade, Langevin recorreu a uma descri¢ao estocastica do processo

partindo diretamente da Segunda Lei de Newton.

O trabalho a seguir ¢ uma revisao bibliografica baseada a partir do livro “Dinamica Estocés-
tica e Irreversibilidade” escrito por Tania Tomé e Mario José de Oliveira [6]. O trabalho esta
organizado da seguinte forma, inicia-se recordando alguns conceitos basicos de Fisica estatis-
tica e depois passa diretamente para a dinamica estocastica. O tema de dindmica estocastica ¢
abordado inicialmente pela equagdo de Langevin, em seguida passa-se para a equagao de Fokker-
Planck. Ha ainda um capitulo dedicado a cadeias de Markov, no qual também ¢ introduzida a

equagao Mestra, finalizado com uma breve apresentacdo da teoria de transi¢do de fases.




Capitulo 2

Dinamica Estocastica

2.1 Conceitos Fundamentais

Uma variavel aleatoria pode ser entendida como uma fun¢do que mapeia os possiveis resul-
tados de um evento aleatorio de um espago amostral para um espago mensuravel. Por exemplo,
para um evento aleatorio referente ao langamento de uma moeda ao ar, o espaco amostral sera
composto pelos possiveis resultados: cara ou coroa, € o espaco mensuravel sera —1, +1 tal que

a variavel aleatoria associa coroa ao valor —1 e cara ao valor +1.

Uma varidvel aleatéria pode ser discreta, isto ¢, uma variavel [ que assume apenas valores
inteiros com uma distribui¢do de probabilidade associada p;. A varidvel também pode ser con-
tinua, ou seja, uma variavel x que pode assumir valores reais e que tem a ela associada uma
densidade de probabilidade p(x). Para tal afirmagdo ser verdade é necessario que a distribuigdo

(densidade) seja nao negativa e esteja normalizada, como

Zpl =1, p; > 0 (Caso discreto); / p(z)dr =1, p(x) > 0 (Caso continuo). (2.1)
1 —00

Daqui em diante neste capitulo serd focado em variaveis aleatorias continuas, mas todos os
conceitos apresentados possuem seu equivalente para as variaveis aleatorias discretas. Em sua
maioria, os analogos discretos podem ser obtidos apenas fazendo a troca de uma integral para
um somatorio. Dito isso, a probabilidade de encontrar a variavel aleatoria = no intervalo [a, b]

¢ definida por

b
Pla<zxz<b)= / p(z)dx = P, (2.2)

e, em seguida, define-se a média de uma fun¢ao da variavel aleatoéria x por

(f(x)) = / f(@)p(z)d. 2.3)



Em particular, o n-ésimo momento x,, da varidvel aleatoria ¢ dado pela média de x", isto &,

py = (2™)*.
Define-se também a fungdo caracteristica g(k) da variavel aleatoria x:

g(k) = (e*®) = /Reikxp(x)dx. (2.4)

Que pode ser entendida como a Transformada Integral de Fourier da densidade de probabilidade
p(x), no caso discreto o equivalente é conhecida como fungao geratriz. Como ela ¢ definida pela
transformada de Fourier, uma vez dado g(k) € possivel obter a densidade de probabilidade p(x)

pela transformada inversa de Fourier, expressa por

1

p(r) = -

/g(k)e_ik‘rdk:. (2.5)
R

A funcao caracteristica, além de dar acesso aos beneficios do uso das transformadas integrais,
ainda nos permite definir facilmente os momentos da variavel aleatoria. Via expansdo da fungao

caracteristica em Séries de Taylor, obtém-se tal conexao:

O (i)
glk) =1+ < ,> - (2.6)
n=1

n.

Importante notar que a fungdo caracteristica sempre existe, porém, nem sempre ¢ possivel
expandi-la em Taylor, isso implicara que os momentos da variavel aleatoria nao existem. Como

pela defini¢ao de Série de Taylor, dada por

n

> d"f x
= — — 2.7
J@) =2 Garl, 27)
e comparando-a com a equac¢ao (2.6), encontramos
~ d"g(k
M = (_Dn SI ) ) (28)
dk™ |, _,

que da a relag@o explicita entre os momentos ¢ a fungdo caracteristica.

Outra defini¢do ainda possivel para a funcdo caracteristica ¢ feita por meio dos cumulantes

* Aqui sera usado essa defini¢do, que pode ser entendido como o n-ésimo momento bruto, pois de forma
mais geral o n-ésimo momento é definido por ((x — ¢)™). Importante notar que para n = 1 temos simplesmente
a média da variavel aleatéria e no contexto do momento central, isto €, quando ¢ = (x) paran = 2 temos a
variancia da variavel aleatdria.




k,,, dada por,

g(k) = exp {f} @fu)“} - (2.9)

n=1
Se tomamos o logaritmo natural da equagado (2.9), teremos algo semelhante a equacao (2.6),
apenas trocando g(k) por In[g(k)]. Se fazemos uma comparagdo entre as equagdes (2.9) e (2.7),
obtemos, uma relacao para os cumulantes semelhante aquela da equagao (2.8), tal relagdo ¢

expressa por

n 4" In[g(F)]

Ky, = (—1) Tin (2.10)

k=0

E possivel ainda tomar o logaritmo natural da equago (2.6) e utilizando a expansio em série para
In(1 + x) que quando comparada com o logaritmo natural da equagdo (2.9) permite estabelecer
uma relagdo direta entre os cumulantes ~,, € os momentos ji,,. Usando os cumulantes pode-se

determinar os coeficientes de simetria v, e de curtose -, definidas pelas equagdes:

((z — (x))*) ((x — (=))*)

o3 o

Ky
= — 2.11
T 0_47 ( )

K

3 —
73 T2 =
em que 02 = ((z — (z))?) € denominada a variancia da variavel aleatoria.

Outro beneficio que a fungdo caracteristica proporciona ¢ a possibilidade de mudanga de
variavel aleatoria, isto ¢, quando existir uma relagdo do tipo y = f(x) para as variaveis aleatorias
y e = ¢ possivel encontrar a densidade de probabilidade de y dado p(z) apenas aplicando a

definicdo da funcao caracteristica e utilizando a transformada inversa de Fourier.

Muitos fendmenos aleatorios sdo regidos por conjuntos ou sequéncias de eventos aleatorios.
Assim quando tais eventos sao independentes, tratamos de variaveis aleatorias independentes e
definimos a soma delas que representara a variavel aleatoria associada ao fendmeno, explicita-
mente representada por

N
z= g ¢, (2.12)

n=1
Nesse contexto vemos que sendo independentes € possivel facilmente encontrar as propriedades
de z dado as propriedades de cada uma das (,,. Primeiro vemos que dado as fungdes caracte-
risticas g,,(k) de cada (,, ou suas respectivas densidades de probabilidades p,,((,,) é possivel
encontrar a fungdo caracteristica G (k) de z apenas pelo produto das g,, (k) como € explicitado

por

3 . N N . N . N
G(k) = () = (H X tn) = <H C> =L () =1la®). @13

Caso as variaveis aleatorias ndo fossem independentes, haveria a0 menos uma densidade de pro-




babilidade que dependeria de duas ou mais varidveis aleatdrias e, portanto, a média do produto
diferiria do produto das médias <<H7]j:1 eik§n> * ngl (et*Cn >) . isto € valido nesse contexto,
pois a funcdo caracteristica ¢ definida via uma integragao, as varidveis a serem integradas sao
todas independentes, e € possivel reescrever a integral do produto como o produto das integrais.
Prosseguindo, determinado G(k) ¢ possivel encontrar a densidade de probabilidade o(z) da va-
ridvel aleatoria z e assim pode-se obter qualquer informacao desejada de z. Mais particularmente
ainda tem-se o caso das variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas, isto &,
todos os (,, possuem a mesma densidade de probabilidade p(() e, portanto, também a mesma

fung¢do caracteristica g(k). Portanto, a equagdo (2.13) se torna

G(k) = [g(k)]". (2.14)

Também possivel estabelecer relacdes entre os momentos € os cumulantes de z e os de ¢,
apenas por substituir a equacao (2.13) nas equagdes (2.8) e (2.10). Para os cumulantes, como

expresso pela equagao:

K2 = (—i)" d ld[an(k)] = (—i)" j%ln [H gm(kr)]
k=0 m=1 k=0
dm N N dn
— o Sl ] = S g @)
m=1 k=0 m=1 =

vemos que o n-ésimo cumulante 7, da varidvel aleatdria z ¢ dado apenas pela soma dos n-
ésimos cumulantes «* de cada variavel (,,,. Essa propriedade ¢ obtida, aplicando a propriedade
do logaritmo do produto, o que permite que o logaritmo do produto seja trocado pela soma dos
logaritmos e também utilizando da propriedade de linearidade da derivada. No caso particular de
variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas, os cumulantes x;* serdo todos

iguais e, portanto, ficamos com x7 = Nk,,.

2.1.1 Lei dos Grandes Numeros

Considere, um conjunto de varidveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas
¢,- A Lei dos Grandes Numeros diz que, no limite no qual o nimero de elementos desse
conjunto de variaveis tende ao infinito, o tnico resultado possivel para uma variavel aleato-
riaz = N1 ij:l ¢,, € o primeiro momento (ou a média) da variavel (,,. Aqui, os valores

médios ((,,) possuem o mesmo valor para qualquer n, uma vez que os (,, sio independentes e

10




identicamente distribuidas, explicitamente expresso por

1 N
lim =) ¢ =p (2.16)
=1

N—)ooNZ

A validade dessa lei depende apenas da existéncia da média u = ((,,).

Esse resultado ¢ demonstrado como se segue, primeiro define-se a fungao caracteristica G (k)
da variavel aleatdria z, mas como z ¢ a soma de variaveis aleatdrias independentes e identica-

mente distribuidas aplicamos o resultado da equacdo (2.14) e obtemos

N

6t = ) =TT (<) = [o (%] 1)

Em seguida, usaremos a expansao da funcdo caracteristicas pelos momentos (equacao (2.6))

para g (£) resultando em

kN X (k" ik k2
g<ﬁ>_1+;(ﬁ> Ba gy & +0(N) , (2.18)

na qual se considera que O(z)™ contém todos os termos de ordem igual e superior a n.

. . 2 o

Como consideramos aqui N — o0, se despreza termos de ordem (%) e a fun¢do caracte-

ristica de z passa a ser considerada neste limite, proporcionando
1k N
G(k) = lim [1 —] = ek, 2.19

( ) N—o00 + N ( )

Tal limite ¢ bem conhecido e resulta no nimero de euler e, porém como o numerador da fragao no

limite difere do nimero um resulta-se na fun¢do exponencial. Por fim, tomando a transformada

inversa de Fourier (expressdo (2.5)), obtemos a densidade de probabilidade para a variavel z,

isto €,
1

p(z) = o

/ e 1k dE = §(2 — p). (2.20)
R

Aqui foi usada uma forma bem conhecida de se expressar a fungdao Delta de Dirac, pois se
tem que a transformada de Fourier da Delta ¢ o nimero um, logo a transformada inversa do
nimero um deve resultar na fun¢do Delta. Assim, a interpretacdo que se da a tal densidade de

probabilidades é que z deve assumir o valor p com probabilidade maxima (1 ou 100%).

11



2.1.2 Teorema Central do Limite

Considere novamente um conjunto de variaveis aleatorias independentes e identicamente

distribuidas (,,. Definimos a variavel z por

N
\/]\1[_02{;4”—]\7#}. (2.21)

Na qual  é a média da varidvel (,, e 0% ¢ a variancia da mesma. O Teorema Central do Limite

z =

diz que, no limite no qual o nimero de elementos desse conjunto de variaveis tender ao infinito
e, portanto, a densidade de probabilidade de z tenderd a uma distribuicdo gaussiana de média
nula e variancia unitaria. A variavel z ¢ escolhida dessa forma para no final ser encontrada uma

distribuicdo ja normalizada de média nula e variancia unitaria.

Assim, dado a variavel z, comegamos por definir sua fungfo caracteristicas G(k), assim

como
. S ik(pn _ iENp
G(k) = (%) =[] <e¢me N02>
n=t (2.22)

ikCp __ikp N k __dikp N
= {<e\/No'2>e Ncr2} = {gn < ) (& Noz} s
No?

a qual ¢ obtida utilizando o resultado (2.14), ja que se trata de uma soma de variaveis aleatorias

independentes e identicamente distribuidas. Em seguida tomaremos a expansao da fung¢ao ca-

;- ~ . ~ k
racteristicas g(k) em cumulantes k,, (equagdo (2.9)) das variaveis ¢,, com o parametro NG

resultando em:

()~ {5 () 5}

= ex (—Zk )/-f +<—ik )2@—#(9( i )3
P vV No? ! No? 2 No? .

E substituindo a expressao (2.23) em (2.22), resultando em:

ik ik O\’ AN T
ot ={oo{ (i) () 30 () |2} - o

Identificando o primeiro cumulante como a média e o segundo como a variancia e tomando o

(2.23)

limite de N — oo obtém-se finalmente a funcdo caracteristica para a variavel z, expressado,

12



por

3
G(k) = lim N0 ) (2.25)

N—o0

Aqui ¢ considerado que ¢ (%) vai a zero mais rapido que N diverge quando tomado o limite.

Por fim, calcula-se a inversa de Fourier (expressao (2.5)) para se obter a densidade de pro-

babilidade para z, expressa em:

1 . 1 . 72
p(2) /ek;”“zdk = —/eé{(’f“z)2+z2}dk = ﬂ /et2dt. (2.26)
R R

:% 27 Jp 27

Para realizar tal integracdo primeiro completa-se os quadrados e aplica-se a substitui¢do ¢t =
\%(l{: + iz). Essa substitui¢do ndo modifica os limites de integracdo e permite remover z da
integragdo, assim como torna bem mais facil de notar que ¢ uma funcao simétrica permitindo
trocar os limites de integragdo de (—o0, o) para [0, 00) e com a substituigio t — /¢ identifi-
camos a integral que resta como a fungdo Gamma com o argumento de %, isto¢, I’ (%) que tem
resultado /7. Substituindo o valor de I'(1/2) em (2.26) obtemos finalmente a forma explicita
da densidade de probabilidade da variavel z, expressa por

1 2
ez (2.27)

M)

que era o resultado esperado pelo Teorema Central do Limite.

E possivel ainda reescrever a equagio (2.21) utilizando | = Z;V:l ¢, = VNo?z+ Npue
pelo mesmo processo que fora encontrada a equagao (2.27) pode-se encontrar a distribui¢do de

probabilidades de [, dada por

1 2 2
_ ~(I-Nu)?/2No
Pyl 2nNo? ‘ 7 (2.28)

para quando N > 1.

2.1.3 Caminhada Aleatoria Unidimensional

Para demonstrar uma aplicacdo dos conceitos apresentados até o momento, tomemos o
exemplo da Caminhada Aleatéria Unidimensional. Considere um caminhante que parte da ori-
gem, a cada intervalo de tempo 7 ele pode dar um passo a direita com probabilidade p ou um
passo a esquerda com probabilidade ¢ = 1 — p, os passos sao igualmente espagados de tamanho

h. A posi¢cdo do caminhante no instante t = n7 sera x = hm = h 22:1 §;> em que §; € uma

13



variavel aleatoria que assuma o valor +1 caso o passo seja para a direita e —1 caso o passo seja

para a esquerda.

A fungdo caracteristica g(k) para &; serd dada por

g(k) = () = / ¢ p(€;)dE; = pe® + ge Tk, (2.29)
R

na qual foi utilizado que a densidade de probabilidade ¢ dada por p(§;) = pd(§;—1)+qd(§;+1).

Como m ¢ a soma de variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas, utili-

zamos o resultado (2.14) e temos que a fungdo aleatoria G(k) de m é dada por

G(k) = [g(k)]" = [pe™* + ge—*]" = Z (7) pleiklgn—le—ik(n-1)
1=0

<n> plqn—leik(2l—n) (230)
=0 l

e, fazendo a substituicdo m = 2l — n, reescrevemos (2.30) como

— - n (n+m)/2 (n—m)/2 ikm
G(k) m_z_n ((n n m)/2)p q ernm, (2.31)

Comparando (2.31) com a defini¢io da fungdo caracteristica’, encontramos que a distribui-

¢do de probabilidades de m ¢ dada por

n

P = ()P

|
(n—m)/2 _ n: (n+m)/2
q - /n+tm n—m p
(P (!

n+m)/2 q(nfm)/2. (2.32)

Pelo resultado (2.28) do teorema central do limite (se¢do 2.1.2), podemos reescrever (2.32),
como )
— —(m—np)?/2no? (2 33)
m e , :
(m) V2mno?
valida para n > 1 e em que ny = (m) = n(p — q) e no? = (m2) — (m)” = 4npq, sendo 1 e
o2 as médias e variancias dos & ;» respectivamente. Encontramos a densidade de probabilidades

da posigdo p(x,t) = P,(m)/htomando m = x/hen =t/T:

1
VAar Dt

"No caso de uma varidvel discreta a fungdo caracteristica (isto é, a funcio geratriz ao invés de (2.4)), fica
definida por g(k) =Y., P, (l)e'*!.

e~ (@vt)?/4Dt, (2.34)

p(il?,t) =
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Aqui, v a velocidade média do caminhante e D o coeficiente de difusdo, definidos como

h 2 2
v:—'u, D:hg.
T 2T

(2.35)

Note que (2.34) satisfaz a equagao diferencial:

p op 0%p

a qual ¢ uma equacgdo de difusdo, a que ¢ um caso particular da equagdo de Fokker-Planck que

serd abordada em sec¢des seguintes.

2.2 Equacao de Langevin

Em 1908[7], P. Langevin propds que uma particula que se movesse conforme o movimento

browniano deveria ter sua dindmica descrita por

md—: = —av+ F, (1), (2.37)

a qual ¢ derivada da dindmica newtoniana na qual a particula deveria estar sob a a¢ao de duas
forcas, uma forga aleatoria F,(t) e uma forca de arraste devido a viscosidade do meio dada por

—aw. Além disso, sao tomadas as consideragoes:

= (F)=0, (F,(OF,))=DBit—1), (2.38)

na qual a primeira diz respeito a relacdo entre a velocidade v e a posicao x, a segunda diz respeito
a ndo haver uma dire¢do preferencial pela forca aleatéria, garantindo que ela seja aleatéria e a
ultima diz respeito a auséncia de correlagdo temporal da forca aleatoria com ela mesma em

instantes diferentes.

A equagdo (2.37) muitas vezes se escreve na forma:

dv

a +¢(1), (2.39)

na qual usa-se v = a/m e ((t) = F,(t)/m e para qual fazem-se as consideragdes:

(€(t) =0, (L)) =Tt —t), (2.40)
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em que se considera I' = B/m?.

Chama-se de equacao de Langevin qualquer equacao da forma:

dx

— = [f(z) + (@), (2.41)
dt

a ela atribui-se o nome de equagdo de Langevin generalizada e ela deve satisfazer as condi¢des

(2.40). De forma geral qualquer equacdo diferencial com variaveis aleatorias ¢ comumente

chamada de equagdo de Langevin.

2.2.1 A Solucao de Langevin

Langevin originalmente resolveu a equagdo (2.39) criando a variavel z = dd—gf = 2xv e
tomando sua derivada temporal, encontrando:
dz dv
— =202 4 20— 242
a =T (242)
Substituindo (2.39) no segundo termo a direita de (2.42), chega-se a
dz 9 9
i 207 4 2z (—yv + ((t)) = 2v* — vz + 2z((t). (2.43)
Tomando a média das variaveis e utilizando da linearidade da operagao, obtemos
d(z
§t> =2(v?) — v (z) (2.44)
em que considera-se que (x((t)) = 0.
De forma geral pode-se obter como solucao para a equacao diferencial (2.44) como
92 2
(2) = 207) +Ce ', (2.45)
Y

em que C é uma constante. No estado estacionario, utilizando que v = «/m e o teorema de
equiparti¢io de energia m (v?) = kT, obtemos de (2.45) que:

(2) = 2 (o) = T =

(% (e

2D. (2.46)
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Utilizando que z = %, encontramos o resultado obtido por Langevin em 1908:

(x) — (zy) = 2Dt. (2.47)

2.2.2 Velocidade Quadratica Média

De forma geral é possivel solucionar a equacdo de Langevin (2.39). A solucdo para tal
equacao diferencial pode ser encontrada utilizando o método de fator integrante; nesse método ¢
feita uma simplificagdo na equacao diferencial substituindo a derivada da funcao ser encontrada
pela derivada do produto da fungdo a ser encontrada com o fator integrante. Aqui usaremos o
fator integrante sendo a fung@o p(t), primeiro reescrevemos a equacdo (2.39) multiplicada por

este fator integrante, obtendo

dv
pult) o + plt)yo = p(t)C(t). (2.48)
Em seguida, a comparamos com:
d dv d
(u(t)o(t) = e + v, (2.49)

dt Mt dt

a qual ¢ a substituicdo que gostariamos de realizar e € facilmente observavel que a substitui¢ao

sera possivel desde que encontremos a solugdo para

an _

— . 2.50
primilal (2.50)

Assim, como ~y ¢ constante, vemos que ju(t) = e7°.

Como encontramos o fator integrante, podemos escrever a equagao de Langevin na forma

d

S (ult)o(t) = p(t)C(0) @51)

e, portanto, se integramos em relagdo a uma variavel ¢’ no intervalo de 0 ate ¢, encontramos

mmwww@mm:/uwmww. (2.52)
0

Reorganizando os termos, finalmente encontra-se a solugdo para v(t), dada por

t
v(t) = v(0)e " + e”t/ e C(t)dt . (2.53)
0
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Se tomamos a média de v(t), utilizando o Teorema de Fubini encontramos que:
(v) = v(0)e . (2.54)

O que nos permite encontrar facilmente a diferenga entre a velocidade e sua média, isto &,

o(t) — (u(t)) = z ()0 g (2.55)

Tomando o quadrado dessa expressao e com um pouco de algebra, chegamos a

(v(t) — (v(t)))? = (/O C(t/)@’Y(t’—t)dt’>
= t / e'Y(t/*t) / t ” e'y(t”ft) ”
(/C(w dt)(/oc(t) dt)

/ /g C(t")er "+ =20 gy’ gt (2.56)

Finalmente se tomamos a média desse quadrado da diferenca e encontramos a variancia da

velocidade. Utilizando da propriedade (2.40) temos, portanto, que a variancia ¢ dada por

o) = [ [ v e

r
= / e Wt = — (1 —e 1), (2.57)
0 2y

A . , . 2
Como a variéncia também pode ser escrita como (v?) — (v)”, encontramos que no estado es-

tacionario t — oo, teremos (v 2> — I'/2~. E possivel fazer o mesmo processo para a posicdo

dz

utilizando apenas que v = ¢

e realizar as integragoes.

2.2.3 Evolucao Temporal dos Momentos

Partindo da equacdo de Langevin generalizada, equagdo (2.41), vamos discretizar o tempo.
Reescrevendo a derivada pela sua defini¢cdo, temos
dx x(t+ 1) —x(t)

= lim
dt 7—0 T

(2.58)
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e, em seguida, consideramos 7 representado intervalos pequenos e iguais de tempo, em que o

instante ¢ ¢ escrito como ¢ = n7 e substituindo z(t) por x,,, ficamos com

Tnid Ton _ gy \/?én- (2.59)
T T
em que f(x,) = f, e ((t) = /T/7€,

Reorganizando os termos e tomando a [-ésima poténcia em ambos lados da igualdade, fica-
mos com
i1 = {2y + 710 + VITE (2.60)

Podemos expandir o lado direito da equagdo (2.60) usando a série binomial e logo temos

que
l

{w, +7f +VTEY =) (;) 2 {7 f, +VTTE N, (2.61)

=0

Novamente expandindo o que esta entre colchetes utilizando a série binomial,

l—j

(h+ VATEY T = Y (V) VT ) 2.62)

k=0

Mais adiante desejamos retomar o limite de 7 — 0. Nesse passo podemos ignorar todas as
poténcias de T maiores que a primeira, uma vez que adiante elas se anulariam de qualquer modo.

Isso feito, obtemos
{Tfo+ VITEN T = (7f,)1 7 + (VTTE,) . (2.63)

Retornando esse termo na equagdo (2.61) com as devidas simplificagdes, ficamos com
!
\ . :
(ot h + VTGN = 3 (el )+ (VTG o

=0

E possivel notar aqui que apenas trés termos contribuirdo, pois mais uma vez quando tomarmos

O fator \/T'/7 ¢é encontrado fazendo ((t = n7) = a’¢,, e utilizando da propriedade de que o ruido é
ndo correlacionado no tempo, isto ¢ (¢(¢)¢(t")) = T'é(¢ — t’). E utilizando também que as fungdes delta de
Kronecker e Dirac se relacionam por meio de S (t — ') = g onecker(T> ™M) /T, sendo que se considera aqui
que t = n7. E assim conclui-se que a’? = T'/.
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o limite de 7 — 0 os demais termos se anularam, e eles s3o j = (I — 2,1 — 1,1). Logo, temos

{z, +7f, + VTLE M = ol +
[

(=D —=(—-1))
il

(I =2)!(—(—2))

Realizando as devidas simplificagdes e substituindo esta tltima na equagao (2.60) e tomando a

b (T f) + (VITE )b+ (2.65)

()7 + (VITE)?)

média, verificamos que

(@l y) = (b)) +1 {(27H{(f,) + (VTTE)})
)

D 2,2 4 (VT ). (266)

Reorganizando essa equacao, finalmente obtemos que

xl _ l‘l _
< n+1> < n> l<$l71fn>—|—l<l 1)F <xl—2 2>

T n 2 n n
iy T ey + T e

No limite de 7 — 0, identifica-se o lado esquerdo da equacdo (2.67) como a derivada do
[-ésimo momento e utilizando a propriedade de (¢,,€,,) = §,,,,, (e, portanto (£2) = 1), obtém-se
a relacdo de recorréncia para os momentos
nr

= 1 (ot flay) + 2T —

d{z)

ph (z72) (2.68)

2.2.4 Conjunto de Equacées de Langevin

Considere agora um sistema definido pelo conjunto de IV variaveis aleatorias x, x,, ..., T y;
a sua evolucao temporal serd dada pelo conjunto de equagdes:
dx;

7 = Ji@) + (), = (2,09, 2y), Vie L, N]EN. (2.69)

em que o ruido ¢;(t) possui as propriedades?:

(G(1) =0, {G;(t)¢;(t")) =T;0(i, j)d(t —t'), Vi € [1, N] € N, (2.70)

Ao longo deste trabalho, serd empregado §(x, y) para representar a fungdo Delta de Kronecker, enquanto
d(x — y) é empregado para representar a fungdo delta de Dirac.
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sendo I'; constantes.

Consideremos agora o caso mais simples em que f; sdo lineares e dadas por

N
fi=)_ Ay (2.71)

=1

Quando utilizando (2.71) € possivel ainda reescrever a equagao de Langevin como o produto de
Matrizes, isto €,

% =AX+ 7, (2.72)
em que X € a matriz coluna dos elementos z;, A € uma matriz quadrado dos elementos 4;; ¢ Z

¢ uma matriz coluna dos elementos , ().

Para se solucionar o sistema primeiro devemos determinar a matriz M que diagonaliza a

matriz A, isto é, encontrar a matriz que satisfaga
M—1TAM = A, (2.73)

na qual A é uma matriz diagonal com os autovalores de A. Determinamos a matriz R(t) definida
por
R(t) = MD(t)M1, (2.74)

Ak

em que D(t) é a matriz diagonal cujos elementos sdo e*+?, sendo A\, os autovalores da matriz

A. Por fim, tomando a derivada temporal de R(t¢), vemos que deva satisfazer:

% — MAD()M~' = AMD(t)M~" = AR. (2.75)

E ¢ possivel obter a solugdo geral para (2.72) com o auxilio de R(t). Se impormos a condi¢do

de que X (t) = X,;, nossa solugdo sera:

X(t) = R() X, + / tR(t—t’)Z(t’)dt’. (2.76)

2.3 Equacao de Fokker-Planck

Da equagdo de Langevin generalizada (equagdo (2.41)), podemos obter a dindmica para um
variavel estocdstica qualquer x, porém podemos fazer uma abordagem diferente e obter a di-

namica da distribui¢do de probabilidades P(z,t) associada a variavel estocastica z. Para isso
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partiremos da fungdo caracteristica da variavel aleatéria, definida pela equacdo (2.4). Substi-
tuindo a equacdo de Langevin discretizada (equagdo (2.59)), obtemos a fun¢do caracteristica

discretizada, dada por
g(k) = () — g, .1 (k) = (eF®ni1) = <exp{ik (xn +7f,+ \/ﬁﬁn> }> . (2.77)

Separamos em dois termos e expandimos as exponenciais utilizando sua série de Taylor. O termo
com apenas £ ¢ movido para outra média por ser independente de x, assumimos a ergodicidade
do sistema e assim, trocamos a média de ensemble na variavel x pela média temporal na variavel
t. Termos com alguma poténcia de 7 maior que a primeira sao ignorados, pois futuramente
tomaremos o limite de 7 — 0, e assim, esses termos se anularam de qualquer forma. Em
seguida, usando da linearidade da média, trocamos a média da soma pela soma das médias e
fazemos a distribui¢do dos termos, utilizando das condi¢des da expressao (2.38), temos que

(€,) = 0e (£2) = 1. Essas operagdes proporcionam

9n+1(k’) _ <€ikmneikrfn> <eikﬁ§n>

= (e**@n (1 4 ikt f, + O(ikTf,)?)) <1 + ikV/TTE, — szrgg + 0(¢k\/ﬁ§n)3>

2
ikx . ikx . ]{JZTF 9
= ((e""n) + ikT (f, ")) ((1>+zk\/TF (€,) — 5 <5n>>
°7 k372 :
=g, (k) + ikt <fneikatn> B k 2F9n<k) _ ik ! r <fnezkxn> ‘

(2.78)

E possivel identificar que ik e —k? sdo provenientes da primeira e segunda derivada da

exponencial e?**» em relagio a x,,, respectivamente, e reescrevemos a expressio (2.78) como

gn—i-l(k) _gn<k> - aeikfrn E 826ik1:n
T =\ ) T2\ e ) (2.79)

n

Tomando o limite de 7 — 0 ¢ possivel identificar o lado esquerdo da expressdo (2.79) como a
derivada da fung@o caracteristica g(k) em relagdo ao tempo, enquanto no lado direito trocamos
as variaveis discretas por continuas, isto é, z,, — z e f,, — f(z) e, por fim, usamos g(k,t) ao
invés de g(k). Assim, obtemos

ikx 2 ikx
Og(k.t) _ <f<$>8e >+g<%>_ (2.80)

Aplicamos a definigdo da média (expressao (2.3)) para obtermos

2/P(:lc t)eFrdy = /f(:z:)P(a: t)ge““‘dx+ E/P(:L’ t)a—zeikxd:ﬂ (2.81)
ot Jg ’ k T Ox 2 Jp T Ox? ' '
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Podemos utilizar do Teorema de Leibniz para trocar a ordem de integra¢ao com a de derivagao do
lado esquerdo da equacdo. No lado direito, podemos empregar a técnica de integragao por partes
para trocar o termo que esta sendo derivado, considerando que a densidade de probabilidade

P(x,t) se anula nos extremos do intervalo. Isso feito, constatamos que

ke O, 1) ine 0L (2) P2, )} 0*P(x,1)
/Rek wa-—fRek 9 dx + 2/R Wd:l;, (2.82)

E possivel deixar todos os integrandos sob um tnico sinal de integrag@o, o que implica reescrever

a equacao como

e [OP(x,t)  0{f(x)P(x,t)} [ 0?P(x,t) B
/Rek{ o Oz 2 92?2 }dx_().

Como e*** forma uma base, isto é, é o niicleo da transformada e, portanto, pode ser escolhido
arbitrariamente, se o resultado da transformada ¢ nula entdo resta que o termo entre chaves
também deve ser nulo, isto €

0 I 92

0
EP(IB t) = %{f(:c)P(x,t)} + E@P@ t), (2.83)

a qual ¢ a chamada Equacao de Fokker-Planck.

A equacdo (2.83) também ¢é conhecida como equagdo de Smoluchowski. De forma geral,
a equacao de Fokker-Planck pode ser escrita para N equacgdes como as equacdes de Langevin
(2.69) e, por um processo similar feito para obter-se a equagao (2.83), ¢ possivel de obter a

equacdo correspondente para vdrias varidveis. Nesse caso, tem-se
) N ) r, 02

—P — )P (%t ———=P(x,t) ;. 2.84

5P =3 {5 @ P@E0) + 3 5o PlE0 | @:84)

E digno de nota que ¢ possivel escrever a Equagio de Fokker-Planck na forma de uma Equagdo

de Continuidade, isto &,

9, 0 ) e B,
valida para varias variaveis, na qual J;(Z, t) representa a corrente de densidade de probabilidade.
Por simplicidade as manipulagdes algébricas a seguir serdo realizadas para as equagdes em uma

unica variavel.
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2.3.1 Operador de Evolucio e a Solucao Estacionaria

Define-se o operador de evolug@o temporal W que atua em uma fungio qualquer ¢(x) por

I d?

Wole) =~ {f(2)o(@)} + 5 (). (2.86)

O operador de evolucao temporal nos permite reescrever a equagao de Fokker-Planck (2.83),

como

0
aP(m,t) = WP(x,t). (2.87)

Da equagao (2.87) ¢ facil de encontrar a sua solugdo dada por
P(x,t) = e P(x,0), (2.88)

isto ¢, dada a distribuigdo inicial de probabilidades P(x,0) é possivel determinar a distribui¢do
P(x,t) para qualquer instante ¢ > 0. Para realizar os calculos da equagdo (2.88) é necessario en-
tender que a exponencial do operador deve possuir expansao em série, isto ¢, ele é representado

por
oo

tl
e =3 ﬁwl. (2.89)
=0 "

Se integramos a equagdo (2.87) em relagdo a coordenada espacial, temos que do lado es-

querdo da igualdade seré nulo e, portanto, para o lado direito temos que

b
/ WP(z,t)dz = —f(b)P(b, t) + gP’(b, t) — (—f(a)Pla,t) + gP’(a, £) =0. (2.90)

Da equagdo (2.90) conclui-se que — f(x)P(x,t) + (I'/2) P’ (z,t) deve possuir o mesmo valor
na fronteira do espaco estudado e isto ¢ valido para qualquer func¢ao ¢(z) a qual W possa atuar

sobre.

No caso estacionario escrevemos a equagao (2.87) como
WP(z) =0, (2.91)
uma vez que no estado estaciondrio ndo ha dependéncia temporal.

Para resolvermos a equagao de Fokker-Planck estacionaria, vamos escrever o operador W/
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pela sua definicao da equacdo (2.86) e fatorar uma das derivadas, conduzindo a

I'd

s {f@P@ -5 P@} =0, (2.92)

a qual podemos identificar como a derivada da corrente de probabilidade J(x). Porém, essa
equagdo também nos diz que a corrente J () deve ser uniforme, isto ¢, independe da coordenada

espacial.

Devido as condigdes de contorno, as quais devem ser escolhidas de modo a conservar J(x),
temos que nos extremos da regiao espacial estudada a corrente deve se anular e, portanto, como

J ¢ uniforme, ele serd nulo em todo espago e ficamos com

f(x)P(x) — E%P(m) =0. (2.93)

Por ultimo, se reorganizamos os termos e integrar em relagdo a coordenada espacial, encon-

tramos:

P(x) = Aexp{%/f(x)dm}, (2.94)

que da a distribuigdo de probabilidades estacionario P(x), em que A é uma constante obtida

pela condi¢do de normalizagdo.

Se f(z) for uma forga conservativa, ela pode ser determinada por meio de seu potencial

V(x) e a solugdo pode ser escrita na forma

P(z) = Ae 2V@)/T, (2.95)

Podemos ainda expandir a solu¢do P(z,t) em relagdo as autofungdes ¢;(z) do operador de

evolugdo temporal, isto ¢, como

W (z) = Mgy (z). (2.96)
Suponha a expansao:
P(z,0) =Y Ayy(x). (2.97)
1=0

Assim, substituindo a equagao (2.97) na equacao (2.88), obtemos a expansio para a distribui¢ao

de probabilidades em relagao as autofunc¢des de W dada por

P(x,t) = i a,ethig) (). (2.98)
1=0

25



Conhecer as autofungdes e autovalores do operador de evolugdo temporal W ¢ de grande
importancia, uma vez que o operador nem sempre ¢ Hermitiano, no geral pode-se verificar se
um operador ¢ hermitiano por meio de

b b
/ ¢*(WTix)dr = / xWe)dx. (2.99)
Contanto, se substituimos a definicdo do operador de evolucdo temporal dado pela equagao

(2.86) na equacao (2.99) e realizando a integragao por partes, encontramos que o conjugado de

W ¢ dado por

ox T 0%y

Wiy = AL -7 A
X =) ox 2 0x%’

e conclui-se que W ndo é hermitiano. Por outro lado, quando houver reversibilidade microsco-

(2.100)

pica, isto ¢, quando a corrente de probabilidade for nula, podemos escrever um novo operador

que ¢ hermitiano a partir de . Esse novo operador ¢ denotado por X e definido por

Ko(w) = U5 W ()6 (0)
= U @) g L@ )6} + 05 ()5 g @6}, (210D

e as suas autofungdes sdo ¥, (x) = 1(z)¢,(x) com os mesmos autovalores A;. Aqui, 1), ¢ a

solucao estacionaria.

2.3.2 Forcas Solenoidais

Vimos que a solu¢do estacionaria para uma for¢a conservativa ¢ dada pela equagdo (2.95),

no caso de vdrias varidveis o resultado continua valido quando sdo satisfeitas as condigdes:

of. Of;
=T, Ji = i (2.102)
Oz; O,
E, portanto, f ¢ gerada por um gradiente de um potencial, isto €, como
oV
fi=—5. (2.103)
Ox;

Ainda que f ndo seja conservativa, podemos utilizar tal solug@o. Para isso, primeiro escre-
vemos a forga f; como a soma de uma parte conservativa fC e uma parte dissipativa f. A
parte conservativa deve satisfazer a condi¢ao da derivada da equagao (2.102) o que implicara

que f¢ é o gradiente de um potencial V. Para a parte dissipativa é necessario que a forga seja
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solenoidal, isto €, seu divergente seja nulo:

N
> %J;D = 0. (2.104)

i=1 Ui
Além disso, € necessario que as forgas sejam ortogonais entre si, isto €, como

N

> fefP=o. (2.105)

=1

Dessa forma, quando essas condigdes sao satisfeitas temos uma solugao estacionaria do for-
mato da equagao (2.95), em que o potencial ¢ o potencial da parte conservativa. Logo, se substi-
tuimos a solucdo na equacgdo estacionaria, vemos que a solucdo ¢ valida desde que as condigdes

impostas sejam satisfeitas, pois se chega em:

& 9 5?
S { oAU+ P+ 55 | -

i=1 %
3 0 9 r2 0

i_zl {_axi{fiDP} B 3xl{fZCP} + Efaxl{ffjp}} =
o~ f_off oP
Z{_ ox )

=1 ; xz}

N o(afP 2 B

=1

S [ofP 2.0
;{a_xi+ffi S }_0. (2.106)

P—fP

Note que, para a for¢a ser conservativa todos os pares (i,j) devem satisfazer a condi¢do da
derivada da equacao (2.102), portanto, se apenas um dos pares nao satisfaz a condigdo, a forca

sera dissipativa.
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Capitulo 3

Processos Markovianos

3.1 Cadeias de Markov

Uma cadeia de Markov ¢ um modelo estatistico que descreve uma sequéncia de eventos
aleatorios, em que a probabilidade de ocorréncia de um evento depende unicamente no estado

atribuido ao evento anterior [8—10].

3.1.1 Processos Estocasticos e a Matriz Estocastica

Uma varidvel estocastica ¢ uma varidvel aleatoria que tem como pardmetro o tempo ¢. Um

processo estocastico € definido até o instante [ pela distribuicdo de probabilidade conjunta
j)l (n()?nla--'anl) (31)

da variavel estocastica z, tomar o valor ny no instante ¢ = 0, o valor n; no instante t = 1 e
assim por diante, até que x, tome o valor n; no instante ¢ = [; sendo x,,n, € Zet € Ny*.

Considere agora a probabilidade condicional

Pria (ngalng, nys.ny) (3.2)

de que x, assuma o valor 7, no instante ¢ = [ + 1, dado que tenha assumido os valores n, no
instante ¢ = 0, o valor n; no instante ¢ = 1 e assim por diante até que no instante ¢ = [ ele tenha

assumido o valor n;. Se a probabilidade de (3.2) for igual a probabilidade condicional

P () (3.3)

0 processo estocastico € dito um Processo Markoviano.

*Neste trabalho N, ¢ usado para referenciar o conjunto dos niimeros naturais quando ele contém também o
numero 0.
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Assim, determina-se que um Processo Markoviano € um processo estocastico, o qual a pro-
babilidade condicional de uma varidvel estocastica que qualifica o processo tomar um valor num
determinado instante depende apenas do valor que essa varidvel tomou em um instante anterior.

O processo fica definido por
Pr(ng,nysesmy) = Prnglni_y) X x Py (nglng) x Py (nq|ng) x Py (ng) - (3.4)

Essa formula pode ser obtida da defini¢do de probabilidade condicional, portanto, o processo
fica definido completamente pela probabilidade (3.3) e pela probabilidade inicial P (ny). A
probabilidade de x, tomar o valor n; no instante ¢ = [ ¢ dada por

P(n;) = Z Py (ngsMyy ey ) - (3.5)

LT TR

Utilizando a férmula (3.4), encontra-se a relacao de recorréncia

P(ny) = Z P () Py (ny—q)- (3.6)

N1

A probabilidade condicional ; (n;|n; ;) é interpretada como a probabilidade de transi¢éo
do estado n;_; para o estado n;. A principio, ela pode depender explicitamente do tempo, mas
aqui consideraremos apenas processos em que isso nao ocorre. Nesse caso, definimos a matriz

de transi¢ao 1" em que seus elementos sdo determinados por
T(ng,myy) = Py (nylng_y) - (3.7)
Determinada a matriz de transig¢do 7', reescrevemos a equagao (3.6) como

Py(n) => T(n,m)P,_,(m). (3.8)

E importante notar que os elementos T°(n;, n, ;) da matriz de Transicio T° possuem as propri-
edades
T(n,m)>0VY(n,m); ZT(n,m) =1 (3.9)
n

Qualquer matriz quadrada que possuam as propriedades (3.9) ¢ denominada uma matriz esto-

castica.

Podemos definir uma matriz coluna P, na qual os elementos sdo P;(n) e reescrever a equagao

(3.8) como um produto de matrizes dado por

P =ThH = TZP(), (3.10)
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em que se obtém a relagdo com T" apenas aplicando a relagio da primeira igualdade recursiva-

mente.

O elemento T"(n,m) da matriz T" é interpretado como a probabilidade de transigdo do
estado m para o estado n ap6s [ passos (instantes), isto ¢, a probabilidade da varidvel x, tomar

o valor n num instante ¢ = k sendo que ela tomou um valor m num instante t = k£ — (.

Podemos ainda imaginar uma cadeia com um alcance maior, o alcance ou ordem da cadeia
¢ o numero de estados nos quais a probabilidade dela depende, inicialmente consideramos que
um processo de Markov seria aquele em que a probabilidade da equagdo (3.1) fosse igual a da
equagdo (3.3). Neste caso teriamos uma cadeia com alcance um ou de primeira ordem. Agora,
suponha que a cadeia seja de alcance dois, isto €, a probabilidade da equagao (3.1) deve ser igual
a

Pr(mlng_q,m ) - (3.11)

No geral, uma cadeia de alcance a ¢ aquele que a probabilidade conjunta da equacdo (3.1) é

igual a probabilidade condicional que depende até o (I — a) — ésimo estado, isto é, como em

‘SDl (nl’nl—la ny_o2, --'7nl—a> : (312)

De maneira geral, ¢ possivel obter uma relacdo como a da equacgao (3.6) e demais relagdes
derivadas dela para as cadeias de ordem superior. Aqui por simplicidades, mostrarei apenas para

uma cadeia de segunda ordem. Equivalente a equagdo (3.6), temos

P(ng,nyq) = Z Pr(lng_1smi—2) Py (ng_q,my2), (3.13)

L)

que da a probabilidade de no instante ¢ = [ o estado n; ocorrer e no instante ¢ = [ — 1 o estado
n;_,. Quando as probabilidades de transi¢ao P, (n;|n;_;,n;_) ndo depende explicitamente do

tempo, equivalentemente a equacao (3.7) que define os elementos da matriz de transi¢do, temos
T(n,n";m,m") =P, (nln,m")é(m,n’), (3.14)

que define os elementos da Matriz de Transi¢ao de processos de segunda ordem. Da mesma
forma como se reescreve a equagao (3.6) como a equagao (3.8), podemos reescrever a equagao
(3.13) como
P(n,n") = Z T(n,n";m,m")P,_;(m,m") (3.15)
o

e, analogamente como se t€ém as condicdes da equacao (3.9) para cadeias de ordem superiores,

30



ha as condicoes
T(n,n";m,m") >0, Z T(n,n";m,m’) = 1. (3.16)

De forma geral pode-se representar uma Cadeia de Markov por um diagrama como o da

figura 3.1 que estard associada a uma determinada matriz de trnasicao 7'.

(2) 0 00001 p0

© 1000000
y 0100000

\ (7) == T=|00a0000
b 0000

O 8801000
‘5 (©) 00000¢q 1

Figura 3.1: A esquerda, um diagrama genérico de transi¢ao de uma cadeia de Markov e a di-
reita a matriz de transigdes associada ao diagrama.

Note que os estados 3 e 6 podem transicionar para dois possiveis estados. Na Matriz de
transi¢do T vemos que para cada estado ha uma probabilidade diferente de transicdo e devido as
condigdes da equacdo (3.9) é necessario que a + b = 1 e que p + ¢ = 1. Ainda, deve-se dizer
que os estados 1 a 6 sdo denominados transientes enquanto o estado 7 ¢ denominado absorvente.

O estado absorvente ¢ aquele que uma vez atingido ¢ impossivel escapar dele.

Consideremos o caso em que temos dois estados n e m quaisquer para sabermos se ¢ pos-
sivel alcangar n a partir de m. Para tal basta olharmos para o elemento 7'(m,n) da Matriz T'
de transi¢do, por outro lado, se pensarmos na possibilidade de n ser alcan¢ado apos [ passos,
devemos olhar para T"(m, n). Assim, sabemos que n é alcangado a partir de m quando esses
elementos da matriz de Transi¢do forem ndo nulos. O expoente [ ndo precisa ser 0 mesmo para
todos os pares m, n, porém isso s6 ¢ valido para matrizes ndo redutiveis. Uma matriz redutivel

¢ aquela da forma
A B

O C

M= (3.17)

em que A ¢ C sdao matrizes quadradas, B e O sdo matrizes retangulares, sendo que todos os
elementos da matriz O sdo nulos. Uma matriz também ¢é considerada redutivel se for possivel

atingir a forma da equagao (3.17) por meio da permutacao de seus indices. Uma matriz redutivel
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vai sempre manter sua forma original para qualquer poténcia p, como representado em

AP B/
mr=1 (3.18)

Assim para qualquer poténcia [ sempre existira um par de estados tal que T"(m, n) = 0, portanto
se um estado ¢ alcancavel a partir de qualquer outro, logo conclui-se que a matriz de transi¢cao

de tal cadeia ndo é redutivel.

Em particular, destacaremos as matrizes regulares. Uma matriz estocastica ¢ denominada
regular se todos os elementos de alguma poténcia sdo estritamente positivos. E importante notar
que toda matriz irredutivel que tenha ao menos um elemento ndo nulo na diagonal € regular. As
matrizes regulares também sdo classificadas como irredutiveis e aciclicas, denominando que as

matrizes ndo regulares sdo as matrizes ciclicas.

Ressalta-se que Matrizes Estocasticas satisfazem as condigdes do Teorema de Perron-Frobenius.
Como a matriz estocastica sempre terd um autovalor igual a unidade, podemos afirmar que de-
mais autovalores em valor absoluto serdo sempre menores que a unidade € que esse autovalor
igual a unidade também serd ndo-degenerado. O autovalor unitario ndo ser degenerado ¢ de
grande importancia, pois assim podemos garantir que a solucdo estacionaria para uma cadeia de
Markov seja unica. E dada essas propriedades garante-se que a probabilidade estacionaria seja

igual a probabilidade ndo-estaciondria quando o niimero de passos tender ao infinito.

Uma forma simplificada de obter a matriz T ¢ fazer uma expansio de T utilizando seus
autovalores e autovetores. Admitimos que 7" possua o conjunto {\,} de autovalores nao-
degenerados e os conjuntos {t;. }, {¢;} de autovetores a direita e a esquerda, respectivamente,
isto é,

Ty =N O T = M@y (3.19)
Note que 7, deve ser uma matriz coluna, enquanto ¢, deve ser uma matriz linha e admiti-se

que eles formam um conjunto completo e ortonormal, isto €, eles possuem as propriedades
b =604, k); Y b =1, (3.20)
k
na qual 1 representa a Matriz Identidade.

Nota-se que a probabilidade estacionaria € um autovetor a direita, ja que satisfaz a equacao
TP = P e, portanto, tem o autovalor unitario. Assim escolhe-se que ¢, = P e tem-se \j = 1.
O ¢, correspondente ¢ um autovetor com todas as entradas iguais a unidade, que denominaremos

como vetor de referéncia. Logo se multiplicamos 7" a esquerda pela unidade, isto é, pela matriz
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identidade e utilizando a matriz identidade da equagao (3.20), obtemos
Zwml ZA Yydy, = T'(m, ) ZA n) (321

sendo a expansao da [ — ésima poténcia da Matriz T' de transi¢do pelos autovalores e autovetores

de T'. Assim, reescrevermos a equacao (3.10) como

=T'P, = Z Nbpdr Py = P+ Y My, Py (3.22)

k>1

com o auxilio da equacdo (3.21).

Como ¢ garantido pelo Teorema de Perron-Frobenius que o valor absoluto dos autovalores
¢ menor que um para k # 0, isto é, |A\;| < 1 (n # 0), entdo é garantido que lim; , P, = P
independente da condig@o inicial. Em outras palavras, a solu¢do geral para a probabilidade da
variavel aleatoria x, tomar o valor n no instante ¢ = [ tende a probabilidade estacionaria quando

o numero de passo [ tender ao infinito.

3.1.2 Reversibilidade Microscopica e Recorréncia

Para uma cadeia de Markov cujas probabilidades de transi¢do sdo independentes do tempo,

a probabilidade de uma trajetoria qualquer ny — n; — -+ — n; € dada por
P(ng,nqy...,ny) =T(n;,mn_q) X xT(ny,ng) x P(ng). (3.23)

A seguir, admiti-se que 7' teja uma Matriz Estocastica regular e que a trajetoria ocorra no regime

estacionario, de modo que a probabilidade estacionaria seja uma solucao de

= T(n,m)P(m). (3.24)

Consideremos agora a trajetoria reversa n; — n;_; — - — n, a probabilidade desta

trajetoria ¢ dada por
P(ng,ny,y...;ny) = T(ng,ny) X - x T(n;_y,n;) X P(ny). (3.25)
Podemos ainda reescrever a probabilidade da trajetoria reversa na forma

P(ng,nq,....,n;) = T(nl,nlfl) X e X T(nl,no) x P(ng) (3.26)
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na qual se utiliza da relagdo

T(n,m) = T(m,n) (3.27)

Dessas equacdes vemos que a trajetoria reversa também ¢ um processo markoviano desde que
T seja uma matriz estocastica o que pode ser visto com facilidade a partir da equagdo (3.27),
pois uma vez que P(n) > 0 e T(n,m) > 0 vemos que 1" devera ser nio-negativo. Se for feita
a soma sobre n na equagdo (3.27) vemos que o numerador por defini¢do sera igual a P(m) e,

portanto, temos que - T(n,m) = 1.

Um processo markoviano possuira reversibilidade microscopica quando a Matriz de transi-
¢do de uma trajetdria for igual a Matriz de transicao da trajetdria reversa, isto ¢, quando 7' = T'.

Utilizando a equagdo (3.27), verifica-se que:
T(m,n)P(n) =T (n,m)P(m), (3.28)

denominada como a condi¢do de balanceamento detalhado. Quando tal condicdo ¢ satisfeita
para todos os pares (m,n) o processo tem reversibilidade microscopica. Podemos utilizar a

condicdo de balanceamento detalhado para reescrever a equagao (3.24) como
> AT (n,m)P(m) —T(m,n)P(n)} =0, (3.29)

denominada de condigdo de balanceamento global. Nesse caso, pode-se tratar P(n) como a pro-
babilidade de ocorrer equilibrio Termodinamico. Ressalva-se que as matrizes estocasticas que
possuem reversibilidade t€ém somente autovalores reais e que a existéncia da reversibilidade nao
¢ uma propriedade das matrizes estocéstica, em geral, ela depende fortemente com o processo

considerado.

Vemos que o elemento T (m, n) da matriz de transi¢io nos diz a probabilidade de partindo
do estado n de alcancar o estado m apos [ instantes. Essa probabilidade, entretanto, considera
todas as possiveis trajetorias, até mesmo aquelas que passam por m antes de ocorrer [ instantes.
Agora consideremos apenas as trajetdrias que ndo passem por m antes dos [ instantes e, neste

sentido, determinaremos T (m, n).

Denotamos por R;(m,n) a probabilidade da primeira passagem pelo estado m partindo de
n apds [ instantes. Segundo Kac[11], existe uma relacdo entre a Probabilidade de primeira

passagem R,(m,n) e a probabilidade de transi¢io em [ passos 17" (m, n) dada por

l
T'(m,n) =Y T (m,m)R;(m,n), (3.30)

J=1
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vélida para [ > 0 e utilizando que T°(m, n) = §(m,n). Essa relagdo pode ser entendida como
se segue. Comegando no estado n, o estado m pode ser alcangado em [ instantes de / maneiras
mutualmente excludentes, que corresponde a cada uma das parcelas do somatério na equagao
(3.30) rotulada pelo indice 5 que indica quantos passos foram necessarios para atingir o estado
m pela primeira vez. Assim, o estado m ocorrera em [ instantes se primeiro ocorrer em j passos,

voltando ao estado m apos [ — j instantes.

Para resolver a equagdo (3.30) primeiro definem-se as funcdes geratrizes G ¢ H dadas por

G(n,m,z) = iTl(n,m)zl +d(n,m), H(n,m, z) ZRZ n,m)z (3.31)

=1

Multiplicando a equagdo (3.30) por z!, somando sobre [ e utilizando as fungdes G e H, obtemos
G(m,n,z) = G(m,m,z)H(m,n,z) + d(m,n). (3.32)

Podemos deixar a fungdo geratriz H em evidéncia e estabelecer uma relagdo entre as duas fun-

¢Oes geratrizes dada por

B G(m,n,z) —d(m,n) B G(m,m,z)’ ’
H(m,n,z) = Glm.m.2) = . ] - (3.33)
G(m,m, z) men

Para obtermos a probabilidade 9R(m) da recorréncia do estado m, partiremos de
R(m) = H(m,m,1) }:zaynyn (3.34)

Assim, com o auxilio da equacdo (3.33) temos finalmente que a probabilidade de recorréncia do

estado m ¢ dada por
1

G(m,m,1)

Vemos que, se G(m, m, 1) diverge, R(m) = 1 e o estado é recorrente; caso contrario a proba-

R(m)=1— (3.35)

bilidade de recorréncia € menor que a unidade e, portanto, o estado nunca mais sera atingido.

No primeiro caso, podemos definir o tempo médio de recorréncia (I):

)y = ilRl(m,m) = lim %H(m,m, 2). (3.36)

z—1

Utilizando a expansdo da [ — ésima poténcia da matriz de transicdo 7' dada pela equacao
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(3.21), e a defini¢do da fun¢do geratriz G, podemos escrever a fungdo geratriz G como

(m,n, 2) Zwk ZAll Z¢k1—zA . (3.37)

Aqui foi utilizada a propriedade das séries geométricas para reescrever a soma em [ como (1 —
zA;) ! que € vélido enquanto |2),| < 1. Assim, usando |z| < |[A\,|7' e [A\;| < 1, temos
finalmente que |z| > 1. Para sabermos se o estado é recorrente, basta tomarmos o limite de
z — 1de:

G(m,m,z) = Pim Zw’“—” (3.38)

]_—Z =1 1_Z)\]€

3.1.3 Modelo de Ehrenfest

Considere duas caixas A e B e um namero NN de fichas enumeradas de 1 a V. Inicialmente,
todas as fichas sdo colocadas na caixa A e a cada intervalo de tempo um das fichas é sorteada
e movida para a outra caixa. Em seguida, suponha que em um determinado instante a caixa
A tenha n fichas, a probabilidade de sorteamos uma ficha de A e mové-la para B é de n/N
ao ocorrer essa transi¢do, a caixa A vai passar do estado n para n — 1. Da mesma forma, a
probabilidade de sortearmos uma ficha de B e mové-la para A é de 1 — n/N e, neste caso, a
caixa A passa de n paran+ 1. Dadas essas informacdes podemos definir os elementos da matriz

de transicao 7" pelo conjunto de equagdes

n
T(n—1,n)=—
(n 7n) N?
n
T I,n)=1—— 3.39
(n+1,n) N (3.39)
T(m,n) =0,

validas para n inteiro e no intervalo [0, IV].

Um modelo mais geral, dado pelo conjunto de equagdes

n
T(n—1.n) = g—
(n—1,n) I

T(n—f—l,n):q{l—%}, (3.40)

T(m7 n) = p?

em que n ¢ um numero inteiro no intervalo [0, N]e ¢ =1 — p.

O modelo de Ehrenfest usual ¢ recuperado quando p = 0. Consideramos também as con-
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digdes de contorno Pj(—1) = FP,(N + 1) = 0 e a condigdo inicial que Py(n) = d(n, N).
Substituindo os elementos de 1" que foram definidos na equagdo (3.40) na equacao de recorrén-

cia para a probabilidade (equacao (3.8)), encontramos

Pl+1<”) = Z T(n,m)P,(m)
=T(n,n—1)P(n—1)+T(n,n)P(n)+T(n,n+1)P(n+1)

n—1 n+1
—q{1- "} A=)+ pR) + 0"

Py(n+1). (3.41)

Note que da segunda para a terceira linha na equagdo (3.41) € necessario considerar que n =
nF 141 = n, 41, 0 que nos permite escrever que 7'(n,n+1) = T'(n,_ F1,n, ), implicando,
por exemplo, que T'(n,n + 1) = T'(n, —1,n,) = ¢q(n,/N) = q((n + 1)/N). Podemos
encontrar a solucdo para a equagdo (3.41) utilizando a equagdo de autovetores

> T(m,n)ib(n) = Mb(m),
n=0
que gera a equacao
q{1_n&1}¢mf4)+mﬂm+q2%iwmwﬂ):Awm% (3.42)

que ¢ analoga a equagdo (3.41). Essa equagdo tera como condigao de contorno ¢(—1) = (N +

1) = 0. A seguir, definimos a fungdo

multiplicamos a equacdo (3.42) por z" e somamos em 7 para obtermos a equacao

d
a1 =220 = N(A—p - g2)g(2). (3.43)

Deixando g(z) de um lado da igualdade e os demais termos do outro lado, obtemos

1 dg _NA—-p—gqz)

glz)dz  q(1=2%)

que apoOs uma integragdo em 2z nos proporciona

In {@} :§{)\;pln Hij +gln[1—z2]}.

Rearranjando os termos, utilizando operagoes basicas de logaritmo, considerando que p = 1 —gq

e lembrando que 1 — 22 = (1 + 2)(1 — 2), verificamos que a solugdo para a equagdo (3.43) é
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dada por
gp(2) = a1+ 2)N k(1 — )k, (3.44)
Em que o é uma constante e k = —N (A — 1)/2q. Se rearranjamos os termos dessa constante

k, encontramos a forma para os autovalores A dada por

2qk
Ap=1— %, para k inteiro e no intervalo [0, N]. (3.45)

Podemos identificar que cada \;, corresponde a um autovetor v, que sdo os coeficientes da

fun¢do g(z) e, portanto, a reescrevemos como

N
n=0

e assim, identificamos g, (z) como a fungdo geratriz dos autovetores da matriz de transicao.
Como 1), deve ser identificado com a probabilidade estacionaria (que estd normalizado), temos
que go(1) = 1. Substituindo k£ = 0 € z = 1 na equagio (3.44), encontraremos que o« = 2~ e a

solucdo da equacao (3.43) fica completamente dada por
gi(2) =27 N1 + )N k(1 — 2)k. (3.46)

Utilizando a propriedade que os autovetores a direita e a esquerda de 7' formam um conjunto

completo e ortonormal (equagdo (3.20)), encontramos que ¢, (n) = 2Ny, (k).

Por ultimo, podemos expandir a equacdo (3.46) em série de Taylor em torno de z = O e
comparar com a defini¢do que demos para g, (z) para encontrarmos a forma explicita de 1. (n).
Utilizando a equacao (3.22) e lembrando que Py(n) = d(n, N), determinamos a distribui¢do de

probabilidade de encontrar um nimero n de fichas na caixa A no instante [ por
N N N
=D > Nty(n = Nt(n)g,(N), (3.47)
k=0 m=0 k=0

bastando substituir nelas a forma explicita para ¥, (n) e ¢ (n).

Calculando a média de 2", ficamos com

N N N
(z") = Z Py(n)z" Z Z chjk Z )‘kgk N).
n=0 k=0

Se substituirmos £ = N na equagdo (3.46) e expandi-la em série binomial, encontraremos
que ¥y (n) = 27N (=1)"(Y) e se utilizarmos que ¢, (n) = 2V, (k) obtemos que ¢, (N) =
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(—l)k(],:f ). Substituindo isso, a equagdo (3.45) e a equagdo (3.46) na equagdo para a média de

z", temos que
=2 S (V) (12 s o
ou ainda
(2m) = 2N (1 4 2)N 42N g(—m (]D (1 _ %)l (14 2)N—k(1 — 2)F,

Tomando a derivada de (2™) em z = 1, temos que

<n>:g+g<1—zﬁq>.

uando a derivada ¢ efetuada, encontraremos para k = 1 o termo (1 — 1), o qual considera-
p q

remos ser igual a um[12] e, portanto, restardo os dois termos.

3.2 Equacao Mestra

Suponha a matriz estocastica 7'(n, m) de um processo de Markov na qual as transi¢des

ocorram a cada intervalo de tempo 7 sendo dada por

T(m,n) =1W(m,n), (m # n)
T(n,n)=1—7160(n). (3.48)

Suponha também que 7 < 1 de modo que T'(m,n) < T'(n,n). A condi¢ao de normalizagdo

> T(m,n)=1, (3.49)
leva a defini¢do de ©(n) dada por
O(n)= > W(m,n). (3.50)
m(+#n)

A partir da condi¢do de normalizagdo, primeiro se seleciona o termo de indice m = n e se

substitui a matriz de transi¢ao suposta, sao feitas as simplificagdes possiveis e finalmente obtém-

se ©O(n).
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Agora, utilizando a condi¢do de recorréncia para a probabilidade dada pela equagao (3.8)

para [ + 1 e utilizando a matriz estocastica suposta, chegamos a
Pra(n) = S Tn,m)Pm) = S 7W(n,m)Py(m) + {1 — r0(m)}P(n).  (3.51)
m m(#n)

Em seguida, separamos em cada lado da igualdade os termos que ndo s3o e os multiplicados por

T, dividimos toda a equacdo por 7 e, por fim, utiliza-se a equagdo (3.50) par chegar a

Pl+1<”) — P(n)

= 3" {W(n,m)Py(m) — W(m,n)P(n)}. (3.52)
m(#n)

Finalmente, toma-se o limite de 7 — 0, fazendo com que seja possivel identificar o lado
esquerdo da equagdo (3.52) como a derivada em relagdo ao tempo da probabilidade, em que se
considera que o indice [ discretiza o tempo, isto é, t = I77. Portanto, chega-se na definicdo da

equagao mestra dada por

%P(n,t): > AW (n,m)P(m,t) — W(m,n)P(n,t)} . (3.53)
m(#n)

A grandeza W (m,n) é denominada probabilidade, ou taxa, de transi¢do do estado n para o
estado m por unidade de tempo. A equacdo (3.53) expressa que uma cadeia de Markov em
tempo continuo em um espago discretizado de estados fica completamente definida pelas taxas
de transi¢do W (m,n) e pela distribuigdo inicial de probabilidades P(n,0), a partir dos quais
obtém-se P(n,t).

Vemos que W (n, n) ndo contribui para a soma na equagao (3.53) e, portanto, vamos defini-lo

arbitrariamente impondo a condig¢ao
> W(m,n)=0. (3.54)
m

Assim, a partir da equagao (3.54), separa-se o termo de indice m = n e obtém-se

W(n,n)=— Y _ W(m,n)=-0(n). (3.55)
m(#n)

Agora que as taxas de transi¢@o estdo definidas para todo par (m,n) de estados torna-se

possivel determinar a matriz W de elementos W (m, n), denominada Matriz de Evolugdo. A

TAo considerar o limite de 7 — 0 é necessario também considerar que I — o0, pois também é possivel
escrever que [ = /7.
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Matriz de Evolugdo por defini¢do tem todos os elementos fora da diagonal ndo negativos, pois
probabilidades devem ser nulas ou positivas; e a condi¢ao (3.54) (isto ¢, a soma de uma coluna

deve ser nula) implica que os elementos da diagonal devam ser negativos.

Se considerarmos uma matriz coluna genérica 1) ¢ tomarmos o produto a direita da matriz
de evolucao com v (e pelo mesmo processo utilizado nas equagdes (3.50) e (3.55)), chegamos
na relagao

=Y Wnym)p(m) = Y {W(n,mpp(m) —W(m,n)p(n)}; (3.56)
que nos permite reescrever a equagao (3.53) como

—Pnt an m)P(m,1). (3.57)

Se considerarmos que P(n, t) sdo os elementos de uma matriz coluna P(t), podemos reescrever

a equacao mestra como
d

ZP(t) =WP(1). (3.58)

A solugdo para a equacao (3.58), dada a condigdo inicial P(0), pode ser escrita como
P(t) = " P(0). (3.59)

Aqui, P(0) é uma matriz coluna de elementos P(n,0) ¢ a expansdo em série de Taylor da
exponencial,

ti
etW =1 - —'WJ
— )

€ usada, sendo 1 como a matriz identidade.

No caso do estado estacionario, a matriz P(t) se torna a matriz P, de elementos P,(n) ¢ a
equagdo mestra se reduz a
WP, =0. (3.60)

No geral, dada a matriz de evolugdo W, deseja-se encontrar as condig¢des para impor a W que
a solugdo da equagdo (3.60) seja tnica e, no limite de ¢ — oo, a solugdo P(t) da equagdo
mestra retorne a solucdo estaciondria. Note, a solugdo estaciondria P, ¢ um autovetor de W

com autovalor nulo.

Dada a solugdo da equagdo (3.58), podemos somar e subtrair ¢ do tempo e obter a matriz
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K(t,t):

P(t) = eWP(0) = eIV P(0) = IV P(t) = K(t, /) P(t');
K(t,t') = et=tOW, (3.61)

Podemos também escrever a relagio entre os elementos das matrizes dada pela equacao

= K(n,t;m,t')P(m,t), (3.62)

em que K (n,t;m,t") é denominada a probabilidade de transi¢do e interpretada como a proba-
bilidade condicional do estado n ocorrer no instante ¢t dado que o estado m tenha acontecido em

t". Note que a matriz K (t,t") satisfaz a equagdo mestra:

8 AN a TRy
S KGY) = WKL) & o K(n,t;n/, 1) ZWnn K(n”,t;n/,t").  (3.63)

Além disso, da equacgdo (3.61), podemos somar e subtrair ¢” em ¢’ para obter

K(t,t) =Kt t")K{t" )« Kn,t;n',t) ZK n,t;n” )K" t";n 1),

(3.64)

a qual ¢ denominada a equagdo de Chapman-Kolmogorov.

3.2.1 Expansiao em Autovetores, Série Temporal e Perturbativa

Da mesma forma que fora feito para a matriz estocastica, podemos determinar uma expansao
para a probabilidade em termos dos autovalores e autovetores da matriz de evolu¢do. Supomos
que a matriz de evolugdo W possua um conjunto {\, } de autovalores e os conjuntos {1} e
{¢}.} de autovetores a direita e a esquerda, respectivamente. As equagdes que relacionam os

autovetores a seus respectivos autovalores sao

ka = )‘k'(plm ¢kW = )\k¢k- (3.65)

Admitimos que os autovetores formam um conjunto completo e ortonormalizado, isto €, pos-

suem as propriedades:

by =003, k), Yyt =1 (3.66)
k

em que 1 ¢ a matriz identidade.

Como dito anteriormente, devido a equacao mestra estacionaria ¢ possivel identificar a pro-
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babilidade estacionaria como um autovetor da matriz de evolugdo: ¢y = P, com A\ = 0. Como
Poy = 1, vemos que ¢, deve ser o vetor de referéncia, isto ¢, uma matriz linha com todas as
entradas iguais a unidade. Isso pode ser visto pensando que o produto de uma matriz linha com
uma matriz coluna deve ser um nimero, e a soma do produto dos respectivos componentes deve
ser igual a um. De fato, como 1), ¢ igual as componentes da probabilidade estacionéria e a
soma das componentes da probabilidade estacionaria devem ser igual a unidade, basta multi-
plicar essas componentes para que a condi¢do ¢,¢, = 1 seja satisfeita. Vemos que a equagao
de autovalor também fica satisfeita para ¢, sendo o vetor de referéncia devido a condicdo da

equagao (3.54), uma vez que

doW =) _ do(m)W(m,n) =Y W(m,n)=0.

Portanto, para obtermos a expansdo da probabilidade em autovetores da matriz de evolugao,
basta pegarmos a exponencial da equagdo (3.59) e multiplicarmos pela matriz identidade que

pode ser escrita utilizando a propriedade da equacgdo (3.66). Como se pode conferir na equacao

eW =eW1=>"eWy, 6, = e*ny,0, (3.67)

m m
a expansdo ¢ trivial, basta usarmos a expansao da exponencial em Taylor e encontraremos o
produto Wk ou ¢, W que resultara em ¥+ ou A\F ¢ . respectivamente. E, portanto,
constata-se que a série manterd o mesmo formato, assim retornando na exponencial e‘*=. Com
a expansdo da exponencial da matriz de evolucado, basta substituirmos o resultado da equacao

(3.67) na equacao (3.59) para obter

P(t) =™ P(0) =) e*ny,,0,,P(0) = P+ Y e*mi,.6,,P0). (3.68)
m m>1
Nessa ultima equacdo, tiramos em evidéncia o termo de indice m = 0 (como A\, = 0,

Yy = P, e ¢, P(0) = 1); fica explicito que no limite de t — oo temos P(t) = P.. Note que o
Teorema de Perron-Frobenius garantira que todos os autovalores para m =+ 0 sejam negativos e,
portanto, a exponencial se anulara para tempos muitos grandes. Observe ainda que ¢, P(0) = 1

so ¢ valido se a distribuicao inicial de probabilidade estiver normalizada e, portanto, temos que

0P (0) =D _ 60()P(5,0) =Y _P(j,0) = 1.

Na equacdo (3.68), temos a forma matricial da expansdo, cada elemento da matriz pode ser
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representada pela equacao

P(n, +ZZ€”W ¢, (n')P(n',0). (3.69)

m>1 n’

Se ainda supormos uma condigdo inicial do tipo P(n,0) = §(n,n,), a equagio (3.69) torna-se

P(n,t) = P,(n) + > _ e*mi), (n)g,,(ng). (3.70)
m>1
Também podemos obter a forma explicita para a probabilidade de transi¢do K (n,t;n’,t") utili-
zando a expansdo da exponencial da matriz de Evolu¢do em autovalores e autovetores, a forma
explicita é

K(n,t;n/ t') = = Amy (n)g,,(n'). (3.71)

m>0

Quando for possivel determinar a forma geral da n-ésima poténcia da matriz de evolugdo
(isto é, de W™), podemos realizar a expansao em série temporal, que consiste simplesmente em
determinar de forma explicita a expansdo em série de Taylor da fun¢do exponencial na equagao
(3.59):

oo tn
tW __ R v v4()
e _]1+Zln!W . (3.72)

Um exemplo para visualizar a expansdo em série temporal ¢ dada pela matriz de evolucao

de n x n dada por

_(n=la a a
a _(TL*l)CL a
W = n B " (3.73)
a a _(n—l)a

em que os elementos da diagonal sdo —(n — 1)a/n e os elementos fora da diagonal séo n/a.

Utilizando a definicao de multiplicagdao de matrizes, encontramos

=Y W, OW(l,j) = {2W(i,4) + (n = 2)W (i, )} W (i, j)
l

_ {2 (_M> + (n— 2)%} Wi, j)={2—2n+n—2} %W(z’,j)

- —n%W(i,j) = —aW (i, j). (3.74)
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Conhecendo o valor de W2, conseguimos calcular W? para p > 1. De fato,
W3 =WW?2=W(—aW) = —aW? = (—a)*W;
W4 =WW3 =W((—a)*W) = (—a)*W? = (—a)3W;
WS = WW* = W((—a)*W) = (—a)W? = (—a)*W;

a

WP = WWPL = W((—a)P2W) = (—a)P2W?2 = (—a)P"1WW. (3.75)

Assim, substituindo a poténcia arbitraria da matriz de evolu¢ao W? na equagao (3.72), ob-

temos

:1+1{—i(_mp+1—1}W:1+2{1—e—at}w, (3.76)

na qual somamos e subtraimos o numero um para podermos obter a série de Taylor de uma
exponencial novamente. Em seguida, substituindo o resultado da equagdo (3.76) na equacao

(3.59), chegamos a
P(t) = P(0) + i {1— e WP(0), (3.77)

ou seja,
P(n,t) = P(n,0) + 3 é (1= e} W(n, m)P(m,0). (3.78)

Do ponto de vista pratico, para qualquer W, ¢ impossivel obter uma forma geral para W?
ou sequer calcular todos eles. Nesses casos, se possivel, pode-se calcular uma certa quantidade
desses WP’s para extrapolar uma série truncada, pois a série temporal ¢ uma ferramenta muito

util quando se deseja analisar as propriedades temporais qualitativamente.

Para uma fung@o F'(m) qualquer dos estados ¢ possivel escrever sua média como
(F) =Y F(m)P(m,t) = Q(m)F(m)P(m,t) = QFP(t), (3.79)

em que foi inserido o vetor de referéncia na defini¢do da média para podemos escrever a média
como o produto de matrizes. Isso feito, o vetor de referéncia ndo alterara o produto ja que todos
os seus elementos sdo iguais a unidade. Defini-se a matriz F' como uma matriz quadrada com
os elementos da diagonal iguais a F'(m) e os demais elementos nulos. Assim o produto de uma

matriz linha (coluna) com uma matriz quadrada resultard em outra matriz linha (coluna) e, entao,
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o produto dessa matriz com uma matriz coluna pela direita (linha pela esquerda) resultara em
um niimero. Em seguida, podemos determinar a expansio temporal da média substituindo P(t)

dado pela equacao (3.59) na equagdo (3.79), resultando em
tl
(F) = QF W P(0) = QF {11 +) ﬁwl} P(0) = fy+ Y _t'f;, (3.80)
o 1

em que fy = QFP(0) e f; = QFW'P(0)/1!, sendo esta Gltima vélida para [ > 1.

Agora, quando queremos solucionar a equacao mestra estaciondria, podemos realizar uma
expansao perturbativa para a probabilidade. A partir da equagdo mestra estaciondaria, primeiro
supomos que a matriz de evolugdo possa ser escrita como W = W, + AV, em que W, ¢
uma parte ndo perturbada, \ € um parametro que determina a intensidade da perturbacdoe V' ¢ a
perturbacdo. Determinaremos as propriedades do sistema como séries em poténcias de A. Nesse
contexto, supomos conhecer os autovalores A, e autovetores ¢, e 1;,. de W, e consideramos que

os autovetores de W, formem um conjunto completo e ortonormalizado.

Em seguida, empregamos uma expansao em poténcias de A para a probabilidade estaciona-
ria como uma série infinita de elementos \! P, e substituimos essa expansdo da probabilidade

estacionaria e a matriz de evolugdo escrita na forma W, + AV na equagdo mestra estaciondria:
WP, ={W,+ AV} {Z )\lPl} ={Wy+ AV} {Py+ AP, + N>P, +--} =0. (3.81)
1=0

Da equacdo (3.81), considerando que cada termo que acompanha uma poténcia de A deve se

anular obtemos o conjunto de equagdes

(AP {WyP, + VP, } =0.

Do conjunto de equagdes (3.82), obtém-se para cada poténcia p que

WoP, = VP, ,. (3.83)
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A seguir, definimos a matriz inversa de W, denotada por R:

R=Y" Ainmn. (3.84)

n>1

Note que RW, = 1 — ¢y¢, = 1 — F,{2. Essa propriedade decorre que ao realizar o produto
RW, ira restar uma soma no produto dos autovetores, porém como na defini¢do de R descarta-
se o termo n = 0 ja que A, = 0, a soma fica a menos do valor v,¢, para ser igual a identidade

€ por tanto aparece o termo 1 — 1, @,.

Para finalmente obter o termo P, da expansao, basta multiplicar a equagao (3.83) pela matriz
R o quenos levaa
RW,P, = (1—PQ)P,=—RVP_,. (3.85)

Note que P, = 0, pois como QP = 1 e QP, = 1 proporcionam AQP; + A\2QP, + - =0,
portanto, 2P, = 0 para [ > 1. Usando esse fato, a equagao (3.85) conduz a
P,=—RVP_,. (3.86)

Aplicando recursivamente a equacao (3.86) obtemos

P, = (—RV)'P,; (3.87)
P, = —RVP, = (—RV)2P,;
Py = —RVP, = (—RV)*P,;

P, = (—RV)PP,, (1> 1). (3.88)

Assim, determina-se a expansao perturbativa para a probabilidade estacionaria, bastando subs-

tituir a equacao (3.88) na série que supomos inicialmente para chegar a

P,=) A"P, =\Py+ > MN(—=RV)"Py =Py + Y (-ARV)"F,. (3.89)

n>0 n>1 n>1
Se a perturbag@o é muito pequena de modo que |[ARV| < 1, podemos utilizar a propriedade de

convergéncia da série geométrica para escrevermos

1+ ) (=ARV)" = (1 +ARV)™!

n>1

€ constatarmos que
P, = (1+ARV)7'P,. (3.90)
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3.2.2 Reversibilidade e Entropia

A equagdo mestra estacionaria, equagao (3.60), também pode ser escrita na forma
> AW (n,m)P,(m) = W(m,n)P,(n)} = 0.
m
Quando as taxas de transi¢ao forem tais que a probabilidade estacionaria satisfaga

W(n,m)P,(m) — W (m,n)P,(n) =0, (3.91)

e e

dizemos que ocorre reversibilidade microscopica.

Se a condigdo (3.91) ¢ satisfeita para todo par (m, n) de estados, dizemos que P, além de
ser a probabilidade estaciondria ¢ também a probabilidade de equilibrio termodindmico, pois
com tal condi¢do satisfeita também ¢ satisfeito a condi¢cdo de balanceamento detalhado. Aqui
a reversibilidade ¢ uma propriedade devido a matriz de evolugdo e, portanto, nem todos os

processos possuiram tal propriedade.

Pode-se determinar se W possui tal propriedade de maneira muito simples e sem a neces-
sidade de se conhecer a probabilidade estaciondria. Primeiramente, considere que a probabi-
lidade de transi¢do de um estado m para um estado n durante um intervalo ot de tempo seja
0tW (n, m)P,(m). Em seguida, suponha uma trajetoria fechada genérican — n’ — n” — n.

A probabilidade dessa trajetoria ocorrer sera
0tW (n,n”)5tW (n”,n")otW (n’,n)P,(n).

Para ocorrer a reversibilidade essa probabilidade deve ser igual a da trajetoria reversa, isto &,
deve ser igual a
0tW (n,n")otW (n',n")6tW (n”,n)P,(n).

Essa igualdade conduz a
W(n,n" YW (n",n YW (n',n) =W(n,n" YW(n',n" YW (n",n). (3.92)
a qual ¢ a condicdo para que W possua reversibilidade microscopica.

Observa-se que quando houver reversibilidade microscopica, W tera todos os seus autova-

lores reais. Para verificar isso, definiremos a matriz




-1 ~
Assim, se multiplicarmos a equacao (3.91) por { \/ P( \/ P( } , encontraremos que W (m,n) =

W(n m). Como a matriz W & simétrica e real, segue que todos seus autovalores sdo reais. Se

1
também multiplicarmos a equacao de autovalores e autovetores de W por { \/ P.( \/ P( } ,
encontraremos que 1% possui os autovetores 1(n)/1/ P.(n) com os mesmo autovalores de W e,

portanto, os todos os autovalores de W sdo reais quando houver reversibilidade microscopica.

Uma das formas de caracterizar sistemas que seguem a dindmica estocastica ¢ por meio das
médias de funcdes de estado como, por exemplo, a energia do sistema. Denota-se uma funcao

de estado genericamente por F) . Para a energia, define-se sua média, como
=Y E,P,(t). (3.93)

Em que P,(t) = P(n,t). Outra grandeza comumente utilizada ¢ a entropia, mas ela ndo pode

ser considerada uma média. De acordo com Boltzmann e Gibbs[13] ela ¢ definida por

= —kp Z P, (t)In[P,(t)]. (3.94)

Determinaremos as derivadas temporais dessas quantidades, notando que no estado estaci-
onario dU /dt = dS/dt = 0. Tomando a derivada de U, obtemos

dU

e’

na qual utilizamos a equagdo mestra para substituir a derivada de P, e, a seguir, redefinimos
as variaveis da soma do primeiro termo (n — m e m — n). Note ainda que ®_ ¢ o fluxo por
unidade de tempo de energia do sistema para o ambiente, pois a energia ¢ uma quantidade que

S€ conserva.

Em seguida, determina-se a variagao temporal da Entropia:

s _ dpP,
= _kB Z 11’1 anPm mn n}
:—k321 { } JPo=T—a (3.96)

Aqui, foi considerado que a soma das derivadas de P, se anulam, que segue de | P, = 1.
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Além disso, foi feita uma mudanga de varidveis da soma do primeiro termo da segunda igualdade
(n — m e m — n). Denomina-se II como a taxa de produgdo de entropia e ¢ ¢ o fluxo de
entropia do sistema para o ambiente. Como a Entropia ¢ uma quantidade que deve ser constante

ou crescer, além do fluxo sempre podera haver uma produgdo interna.

Multiplicando o argumento do In no somatério da equagdo (3.96) por W, W, /W,

e utilizando das propriedades do In, obtém-se
T—®=—kg» In Loy p
- B £ Pn mn. n
w,..P. W,
=—k In | "2 W,..P
B ; |:WmnPn W ] men
%%
el il
= kBZIn{ mn ”] kBZm{ }WmnPn, (3.97)

que fornecem identificagao do fluxo ¢ e da taxa II contribuem para a variacao da entropia.

Nota-se que a taxa de producao de entropia fica definida por

W, P,
M=kpy In {W—P}W P,. (3.98)

Essa taxa IT obedece a duas propriedades fisicas importantes: quando em equilibrio termodi-
namico nao ha producdo de entropia e II ¢ sempre igual ou maior que zero. O termo restante

define o fluxo de entropia do sistema para o ambiente por

_kBZm[

} W, P, (3.99)

Como foi dito, € possivel ver que a equagdo (3.98) ¢ sempre igual ou maior que zero: i)
W... > 0eP, > 0,ii) devido ao seu caracter probabilistico e fora do equilibrio termodinamico
sempre haverd uma trajetdria que serd favorecida devido a propria configuragdo do sistema, de
modo que podemos escolher W, .. P, > W, P  implicando que o In seja sempre positivo e
iii) no caso de equilibrio a equacao (3.91) fica satisfeita para todo par (m, n) de modo que o In se
anule para todos os pares (m, n) e, portanto, a taxa de produgdo ¢ nula. No estado estacionario
a taxa de producao e o fluxo do sistema para o ambiente serdo sempre iguais, isto ¢, [I = ®; no
caso do sistema estar fora do equilibrio, haverd producao de entropia, mas a taxa de produgdo

ainda serd igual ao fluxo e, portanto, II = & > 0.

Um sistema em contato com um reservatorio térmico a uma temperatura 7' € descrito pela

50




taxa de tranSi(;ﬁO
W (E,,—E,)/2ksT
A e ( m n)/ B ,

emque A4,,, = A4,,, de modo que escrevamos a equacao (3.99) como

B by Y WPl | S

1 1 1dU
=— P,(E, —E,)==®, = ———.

Substituindo esse ultimo resultado na equacao (3.97), temos que

dS_H+1dU
dT T dt’

que, se multiplicarmos tudo por 7' e rearranjando os termos, escrevemos como

au  _dS
— T2 = _TIL
dt di

Se recordarmos a Energia Livre de Helmholtz, definida por ' = U — T'S, podemos finalmente
escrever que
dF
— =TI
dt ’
da qual pode-se concluir que F' é uma funcao que decresce monotonicamente no tempo, ja que

foi verificado que o fluxo II é sempre igual ou maior que zero e, portanto, dF'/dt < 0.

3.2.3 Caminhada Aleatoria Assimétrica

Aqui trataremos de um passeio aleatdrio discretizado ao longo de uma reta que chamemos
de eixo-z, as possiveis posigdes sao z = an com « € N. O caminhante ele pode sempre se
mover apenas para posicao ineditamente posterior an + 1 com taxa p ou imediatamente anterior
an — 1 com taxa ¢, portanto os elementos da matriz de evolugdo sdo W(n + 1,n) = pe
W(n — 1,n) = ¢. Utilizaremos também condigdes periddicas de contorno de modo que as
posicdes an e an + N coincidam, com N sendo o nimero de posi¢des possiveis. Substituindo

as taxas de transicdo W (n + 1, n) na equagdo mestra (equagdo (3.53)), obtemos

%P(n, 1) = pP(n—1,8) + qP(n + 1,£) — (p + ) P(n. £). (3.100)

Utilizando a defini¢ao de fungao geratriz (2.4) na equagao (3.100), isto €, multiplicando toda
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a equagdo por e’*” e somando em n, encontramos

L6k, 1) = (4 + e —p— )Gk 1) (3.101)

A solugdo ¢ encontrada uma vez que y(t) = y(0)e® € a solugdo da equagdo §y = ay e que

e+ = cos(¢p) + i sin(¢). Assim, escrevemos a solugdo da equagdo (3.101), como
G(k,t) = G(k,0)etlo” costk)—ipsin(k)=c?), (3.102)

em que 02 = p+qe i = p—q. Supondo que a condigdo inicial seja do tipo P(n,0) = d(n, 0),
temos que G(k,0) = 1, pois como a fungéo caracteristica pode também ser definida como a
transformada de Fourier da probabilidade P(t) e a transformada integral de uma delta é sempre

igual a unidade. Finalmente, escrevemos a solugdo como

G(k}, t) — et(a2 cos(k)—ipsin(k)—o?) (3.103)
Se tomamos a transformada inversa de Fourier (equacdo (2.5)) da equagdo (3.103), encontramos
que a solucao para a equacgao (3.100) ¢ dada por

—o?t

P(n,t) — 627T / et(az cos(k)—ipsin(k))+ikn Jl. (3.104)

Utilizando as séries de Taylor para o cosseno e seno, para tempos longos podemos aproximar a

equagao (3.104) por
|
P(n,t) = 2—/ e~ Kt/ 2kt rikn g (3.105)
™ —0oQ

Tal integral pode ser resolvida completando o quadrado do argumento da exponencial para ficar

com uma integral na forma de uma integral gaussiana usual e, portanto, apds integracao, tem-se

1
V2mo?t

P(n,t) = e (n—pt)*/20%t (3.106)

Podemos calcular a média da distribuicdo de probabilidades da equagdo (3.106) de uma
forma bem simples. Primeiro calculamos a média de n— it utilizando a substituicdo n’ = n—ut

de modo que temos

72 2
e 2% gy

1 56 2 1
wa®=/m—m) ewmw%wn=/w
R

V2mo2t R V2mo2t

Essa integral se anulara, ja que o fator integrante ¢ impar e, portanto, (n — ut) = 0. Como ut é

constante, podemos mover ele para fora da operacdo de média e, rearranjando os termos, temos
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finalmente que

(n) = ut.

O passeio aleatorio tratado aqui ¢ chamado de assimétrico, quando p # q e, se p = ¢,
recuperamos o caso mais simples que ja fora tratado anteriormente na se¢do 2.1.3. Em particular,
quando p ou ¢ € nulo temos o caso chamado de Processo de Poisson. Se escolhermos ¢ = 0 a

equagao (3.100) se torna

d
EP(n, t) =pP(n—1,t) —pP(n,t). (3.107)
Multiplicaremos a equagao (3.107) por 2™ e somaremos em n. Assim, utilizando que uma fungao

geratriz ¢ definida por g(z,t) = > P(n,t)2", reescrevemos a equagio (3.107) como

d
Sg(z,1) = —p(1 — 2)g(5,1), (3.108)

que pode ser solucionada da mesma forma que solucionamos para o passeio assimétrico. Tam-
bém empregando a mesma condi¢do inicial utilizada no passeio assimétrico, a solu¢do da equa-
¢ao (3.108) ¢é dada por

g(z,t) = e P21, (3.109)

Se reescrevemos rearranjarmo a soma do argumento da exponencial em duas novas exponenciais

e expandirmos a exponencial com z em seu argumento utilizando série de Taylor, temos que

g(z,t) =e P f: MZ’”.

|
=0 n:

Comparando com a definicao de fungdo geratriz encontramos que a distribui¢cdo de probabili-

dades para o processo de Poisson ¢ dado por

n4n

p"t
n!

P(n,t) = e Pt (3.110)

Outro caso particular interessante sdo os processos de criacdo e aniquilacdo. Esses proces-
sos sao similares a caminhada aleatoria assimétrica, porém os coeficientes p e ¢ dependem da

posicao do caminhante. Nesse processo, a equagdo (3.100) tomaria a forma

%Pm, B = p()P(n—1.1) + q(n)P(n + 1,1) — (p(n) + q)) P(n, 1), G.111)

Essa equacao diferencial ¢ mais complicada de se solucionar, nos limitaremos a considerar a
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evolucdo temporal da média de uma fun¢ao de n, dada por

3 ) =5 S P, =
= 37 £0) ()Pl = 1.0) ()P +1.1) = (n) + 4() P, 1)
—Zp U n-41) = S0P 1)+ 3 gl = 1) = S} Pt
= (p(m){f(n+ 1) — F(m)) + {a(m) {Fn — 1) — ()} (112)

Para f(n) = n, ficamos com

Para f(n) = n?, temos

L2y = {(2n-+ Dpn)) + (=20 -+ a(n)) = 2 (n(p(n) — g(m) + p(m) + a(m).

Para a variancia, obtemos

=2(n(p(n) — (p(n)) —q(n) + {¢(n)))) + (p(n) + q(n))

Ainda ha dois casos particulares que podem ser tratados, o caso da parede absorvente posici-
onada em z = 0 em que se impde a seguinte taxa de transi¢do W (41,0) = 0 e o caso da parede
refletora também em z = 0 que se emprega W(—1,0) = 0, W(1,0) = 1. Em ambos casos,
havera um conjunto de equagdes diferenciais a serem resolvidos. No caso da parede absorvente

o sistema terd a sua dinamica descrita pelo conjunto de equagdes

d
—P(0,t) = qP(1,t);
dt (07) q())a

L p(1,t) = qP(2,1) — (p + ) P(L, 1)

dt

%P(n,t) =pP(n—1,t)+qP(n+1,t) — (p+ q)P(n,t), Vn > 2. (3.113)
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Ja no caso da parede refletora, o sistema serd descrito pelo conjunto de equagdes

CP(0,1) = gP(1,1) ~ pP(0,);
%P(n,t) =pP(n—1,t)+qP(n+1,t) — (p+ q)P(n,t), Vn > 1. (3.114)

Falando brevemente sobre o processo de solug¢do desses conjuntos de equagdes diferenciais, o
processo consiste em determinar os autovalores e autovetores de Matriz de Evolugao e utilizar
a equacao (3.70) com os valores encontrados, considerando que inicialmente o caminhante se

encontrava em uma posi¢ao n, # 0.

3.2.4 Um Modelo para Transicao de Fase

Transigdes de fase sdo processos em que ocorrem a mudanga entre estados de um sistema
devido a mudanga de seus parametros, na termodinamica uma transi¢ao de fase ocorre quando
variamos parametros como Temperatura, Volume e Pressdo e o sistema transita entre as fases
da matéria. No magnetismo, em particular, uma transi¢ao de fase pode ocorrer, por exemplo,
quando um sistema muda da fase ferromagnética para a paramagnética cruzando a temperatura
de Curie do material. Outro tipo de transi¢cao de fase, a chamada de transi¢ao ordem-desordem,
ocorre em ligas metalicas compostas por dois atomos diferentes. Podemos considerar que na
liga os atomos se dividem sobre duas sub-redes, em temperaturas baixas cada sub-rede concentra
um tipo de 4&tomo e conforme a temperatura aumenta as distribui¢des dos atomos entre as redes
tendem a se igualar. Assim, denomina-se que em altas temperaturas a liga esta em um estado
de menor ordem, ou maior simetria, ¢ em baixas temperaturas um estado de maior ordem. Ao
variar a temperatura ocorrem as transi¢oes de ordem-desordem. Nesse cenario de transi¢des de
fase quando ha um decréscimo na temperatura, ocorre também a chamada quebra espontanea de
simetria. Quando tratamos desse assunto € conveniente determinarmos um parametro de ordem,
que deve ser nulo na fase desordenada, ou de maior simetria, € ndo nulo na fase ordenada, ou de
menor simetria. Esse pardmetro de ordem, no sistema ferromagnético € a propria magnetizagao
do sistema; no sistema binario de atomos ¢ a diferenca de concentracao de um dos atomos em
cada sub-rede; no caso de transicao entre as fases liquido-gas o parametro ¢ a diferenca entre as

densidades de cada fase.

Um caso importante quando se trata de transi¢des de fase estd relacionado ao ponto critico.
Ele ocorre quando duas fases coexistem e sao indistinguiveis. Um exemplo comum ¢ o ponto
critico do liquido-vapor. Existe uma linha de transi¢ao que separa o estado de liquido do estado
de vapor, sobre a linha de transi¢do os dois estados do fluido podem coexistir em quaisquer

proporg¢des e esses estados ficam caracterizados por suas densidades que dependem apenas da
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temperatura. E dito que a linha de transi¢do tem uma inclinagio positiva quando a temperatura
de transi¢do cresce com o aumento da pressao, pois aqui estamos tratando um diagrama P-T.
Quando a inclinag¢do da linha de transi¢do for positiva, conforme a temperatura aumentar, a
diferenca entre as densidades vai diminuindo até que eventualmente a diferenca se torna nula e
nesse momento o ponto critico € atingido. Ambas fases coexistem, mas a quantidade fisica que
distinguia elas se tornam iguais e, portanto, as fases sao indistinguiveis. Além desse ponto, as

fases continuam sendo indistinguiveis mesmo com o aumento a temperatura.

Para uma transicao entre duas fases coexistentes, podemos usar um modelo entendido como
uma extensdo do Modelo de Ehrenfest, que foi apresentado na se¢do 3.1.3. Relembrando, no
modelo de Ehrenfest podemos considerar que inicialmente todas as particulas se encontram em
um determinado estado e a cada intervalo de tempo uma particula ¢ escolhida para transitar
entre os estados. No caso da liga bindria, podemos considerar cada sub-rede sendo como uma
das caixas do modelo de Ehrenfest e sortearemos um atomo do primeiro tipo para ir da sub-rede
A para a sub-rede B, enquanto um atomo do segundo tipo faz trajetoria inversa. No caso do
sistema ferromagnético, esse modelo pode ser usado desde que consideramos que o numero de
particulas em uma caixa ou outra € o nimero de dipolos em uma dire¢ao ou na oposta. Veremos
que este modelo ¢ muito simples e ele consegue apenas prever o estado desordenado desses

sistemas.

No modelo de Ehrenfest, para cada intervalo de tempo uma particula pode transitar entre
os estados A e B, denotamos por n o nimero de particulas no estado A e as taxas de transi¢ao
por W(n +1,n) = a(n) e W(n — 1,n) = b(n). Pelo mesmo processo feito na se¢do 3.1.3,

encontra-se

0

aP(n, t)y=a(n—1)P(n—1,t)+b(n+1)P(n+1,t) —{a(n) + b(n)}P(n,t), (3.115)
a qual ¢ a equacdo mestra do sistema descrito. Podemos reescrever a equacao (3.115), introdu-
zindo a variavel z = n/N, como

8[)59? ) é {a(z —e)p(z —&,t) + b(z +&)p(z +¢,t) — {a(z) + b(z)}p(z, 1)}, (3.116)

em que p(z,t) = NP(n,t) e = 1/N. Quando ¢ for muito pequeno, ¢ possivel identificar a
equagao (3.116) como uma equagao de Fokker-Planck (secao 2.3) dada por

dp(x,t) 0 € 02

5 = 5a [a(z) —b(x)]p(z,t)} + 2@{[@(&’) + b(x)]p(x,t)}. (3.117)
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A equacdo (3.117) € associada a equacdo de Langevin (secdo 2.2) dada por

O = lata) — b)) +la(e) + b)) (1) (3.118)

Para o modelo de Ehrenfest, sabemos que as taxas de transi¢ao sao dadas por

a, = a(N —n),

b, = an,

sendo que na sec¢do 3.1.3 utilizamos @ = ¢/N e N o numero total de particulas. A solugdo
estaciondria ¢ dada pela distribuicdo de probabilidades

P(n) =27V <N>

n

que pode ser encontrada usando a funcao geratriz
g(z) = ZP(n)z”.
n

Essa distribui¢do possui apenas um Unico pico que fisicamente diz haver apenas uma fase ter-

modinamica, que neste caso ¢ a fase desordenada.

Agora, considere 0 mesmo modelo, mas com as seguintes taxas de transi¢ao,

a, =a(N—n)p, n<N/2;

a, =a(N—n)q, n>NJ/2;

b, =anp, n>N/2;
b, =anqg, n<N/2.

Nesse caso, antes de sorteamos se, a particula muda de estado ou ndo precisamos determinar
em qual estado ela se encontra. Se ela estiver no estado de maior densidade ela muda de estado
com probabilidade ¢, caso contrario ela muda de estado com probabilidade p = 1 — q. Quando
p < 1/2 o estado com maior numero de particulas é favorecido para crescer. O processo tem
dindmica determinada pela equagdo (3.115) que deve ser resolvida com as condigdes de contorno
P(—1) = P(N + 1) = 0. A distribuigdo estacionaria de probabilidade ¢ dada por

P(n) = %(Z) exp{QC"n— %‘}, (3.119)
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em que Z ¢ uma constante de normalizagdo e

_ Ll [ize
C—2ln[ p }

Nota-se que a distribui¢@o ¢ invariante sobre a transformacdo n — N — n. Observa-se também
que,sep > 1/2, C' < 0 e adistribuigo tera apenas um pico emn = N /2, em particular quando
p =1/2 (C = 0) recupera-se o modelo de Ehrenfest; quando p < 1/2, C' > 0 e, consequente,

a distribuicdo possui dois picos,umem n; = Np — C'/2 e o outroem n, = N — n;.

O parametro de ordem m desse modelo ¢ dado pela distancia entre os dois picos,

m = N(1 —2p)+ C, valido parap < 1/2.

Ainda existem outros modelos em que p e g dependem do niimero de particulas em cada
estado, todos tém a dinamica dada pela equagao (3.115), apenas mudando as taxas de transi¢oes
para

a, = a(N —n)p,;

b, = ang,.

Com as formas de p,, e g, a serem definidas pelo sistema estudado, por exemplo, pode ser

escolhido as probabilidades de transi¢ao:

1 K
pn:§{1+tanh [N(Zn—N+1)]};

QHZ%{l—tanh [%(zn—]\f_w]}' (3.120)

Nesse caso, encontraremos a distribuicdo correspondente ao modelo de equilibrio de Bragg-

Williams, em que K ¢ uma constante proporcional ao inverso da temperatura absoluta.

Cada um dos picos das distribui¢des de probabilidade representa um dos estados estaciona-
rios. Quando existir apenas um pico, temos apenas o estado desordenado, quando houver mais
do que um, teremos um estado ordenado. Se a distancia entre os picos for grande suficiente para
o ponto médio entre eles possuir uma probabilidade nula, € possivel encontrar o sistema em um
dos dois estados. Nessas condi¢des, podemos dizer que ocorre uma quebra espontanea de sime-
tria. Pelo Teorema de Perron-Frobenius, sabemos que para um numero finito de estados, em que
um estado pode ser alcancado a partir de qualquer outro, havera apenas um estado estacionario
e, portanto, ndo ha quebra de simetria. Assim, ¢ necessario, mas nao suficiente, que o sistema

possua um nimero infinito de estados para poder ocorrer quebra espontanea de simetria.
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Consideracoes Finais

Neste trabalho foi estabelecida uma base matemadtica e conceitual da teoria da Dindmica
Estocéstica, bem como algumas aplicagdes na Fisica estatistica. Em particular, mostrou-se sua

utilidade na descri¢ao de eventos estocasticos, como a caminha aleatoria.

Foi apresentada a equacao de Langevin, um dos primeiros modelos da Dinamica Estocastica
que surgiu motivado pela busca de uma descricdo matematica para o movimento browniano, em
que se determina a dinamica de uma variavel estocastica. Foi também apresentada a equagao
de Fokker-Planck que da a dinamica da distribuicdo de probabilidades daquela mesma varia-
vel estocastica da equagdo de Langevin. Essas equacdes sdo de grande utilidade na descri¢@o
de sistemas estocasticos, como na caminhada aleatdria, mas suas aplicacdes sdo bem mais vas-
tas, principalmente na termodinamica estatistica. Em particular, a equacao de Fokker-Planck
pode ser identificada como uma equagdo da difusdo. Esse fato pode auxiliar no momento na

solucionar a equagdo ja que ha muitas solucdes conhecidas para a equacdo da difusdo.

Foram apresentadas as cadeias de Markov, teoria que descreve sistemas governados por
uma sequéncia de eventos aleatorios que dependem apenas do estado anterior, com essa teoria
conseguimos tratar de modos de caminhada aleatoria ainda mais especificos como a caminha
aleatoria assimétrica ou o processo de Poisson. Da teoria de Markov, obtemos a equacdo Mestra
que serve de um mesmo propdsito, mas com uma equacdo diferencial no tempo determinando
a dinamica daqueles mesmos sistemas. Um assunto proeminente no qual podem-se utilizar as

equagoes Mestre € no estudo de transi¢des de fases.
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