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Resumo

A descricao dinamica de objetos foi alvo da ciéncia desde a antiguidade. A mecéanica
classica consegue descrever os movimentos de corpos macroscopicos somente dentro um
limite de validade. No entanto, para uma descri¢ao completa é necessario a incorporagao de
outras teorias, como a mecanica quantica e relatividade geral. Nessa direcao, a gravitagao
sempre foi um fenémeno que despertou muita curiosidade entre as pessoas. Neste trabalho,
apresentamos um estudo de revisao tedrica das duas maiores teorias de gravitagao, uma
proposta por Isaac Newton em 1713 e a outra mais recente proposta por Albert Einstein
em 1915.
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Introducdo

Isaac Newton, em seus estudos de mecéanica classica, elaborou a primeira mais
conhecida teoria da gravitacao que é utilizada até hoje. Em meados do século XIX as
ideias de Albert Einstein modificaram o pensamento da época, trazendo uma nova visao
para a atracao gravitacional. Com sua teoria da Relatividade Geral, Einstein conseguiu
descrever o fenomeno da gravitacao de uma maneira mais completa, trazendo a ideia de

campo gravitacional no espago-tempo.

Os campos gravitacionais passaram a nao ser mais retratados apenas como mais uma
componente do espago e do tempo - como os campos elétricos e magnéticos - mas a fazer
parte da propria estrutura do espago e do tempo [1]. Uma das propriedades fundamentais
de um campo gravitacional é que, diferentes corpos de prova, sujeitos as mesmas condigoes
iniciais, caem com a mesma aceleracao independentemente de suas massas. Isso leva a
identificar localmente os efeitos fisicos da gravitacao dos corpos que nao estao em um

referencial inercial [2].

Em conjunto com Marcel Grossman em 1913, Einstein compreendeu que o campo
gravitacional deve ser identificado com os 10 componentes do tensor métrico da geometria
do espago-tempo Riemanniana. O principio de equivaléncia é incorporado a este formalismo
através da exigéncia de que as equacoes fisicas sejam invariaveis sob transformacoes de

coordenadas gerais [3].

O objetivo principal deste trabalho é obter uma formagao em uma area da fisica
que nao faz parte do curriculo principal do bacharelado em fisica. Nao se tem a pretensao
de uma compreensao total do assunto, visto a complexidade do mesmo, mas sim uma visao

inicial deste tema. De tal forma que este trabalho esté estruturado como segue.

Este trabalho esta divido em 4 capitulos, no qual cada um aborda os passos
necessarios para o estudo do campo gravitacional. No Capitulo 1 é introduzido o conceito
de gravidade em sua forma tedrica. Partimos das observacoes feitas por Isaac Newton
até os principios que Albert Einstein estudou para formular sua teoria, como o principio
da equivaléncia. E também discutido brevemente sobre algumas das principais diferencas
entre as duas teorias. No Capitulo 2 é iniciado o estudo de célculo tensorial e apresentado
as técnicas matematicas necessarias para aprofundar a teoria da Relatividade Geral. E
introduzido a ideia de vetores covariantes e contravariantes, tensores, e a derivada covariante.
No Capitulo 3 é feito uma breve contextualizagao historica sobre a Relatividade Geral e é
aplicado os conhecimentos vistos no capitulo 2 para estudar a teoria matematicamente. O
Capitulo 4 é onde é encontrado de fato a equacao de campo gravitacional da teoria de

Einstein e é feito uma discussao sobre a equacao e o que ela representa.



1 Fundamentacdo: Teoria da Gravitacdo de

Newton e de Einstein

Para conhecer mais a fundo as teorias de gravitacao propostas por Isaac Newton e
Albert Einstein, sera introduzido neste capitulo a base necesséria para a compreensao das

duas teorias.

1.1 Gravitacdo por Newton

A mecéanica newtoniana tem como base o uso dos conceitos de espaco e tempo
absolutos. De acordo com Newton, os objetos se interagem entre si por meio de grandezas
fisicas chamadas forcas. As forgas sao representadas por um vetor, possuindo intensidade,

diregao e sentido. Matematicamente, uma for¢a pode ser expressa como

F=mad (1.1)

em que m é a massa inercial, definida pela capacidade do objeto a resistir ao movimento [4].

Essa lei de movimento é valida dessa forma somente em um referencial inercial,
de modo que para um sistema acelerado deve ser introduzido as forgas ficticias. Newton
acreditava na existéncia de espaco absoluto e na possibilidade de definir uma aceleracao
absoluta |[2].

Newton se dedicou no estudo de uma interacao em particular: gravitacao. Ele
postulou uma lei que descreve esse fendmeno, expressa por

.M
F,=G—" (1.2)

r2

Por esta lei, ¢ descrito como dois corpos de massas M e m no universo se atraem de
forma proporcional ao produto de suas massas e ao inverso do quadrado da distancia entre
eles. O vetor F; representa a forca gravitacional e r o mdédulo do vetor que representa
a distancia entre os dois corpos. A constante de proporcionalidade G é conhecida como
constante gravitacional e tem o valor de G = 6,67384 x 10~ "'m?kg~!s~2. Newton postulou

que essa lei de forca deve estar sempre presente entre corpos massivos.

E possivel notar por meio desta lei que a forca de atracdo parte da interacdo entre

objetos que possuam massa gravitacional.

A teoria de gravitagao proposta por Newton tem sido extremamente bem sucedida

na descrigdo dos movimentos planetarios [5|. Anterior ao modelo de Newton da gravitagao,
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os movimentos e a natureza dos corpos celestes ja eram discutidos entre filosofos da época.
Entretanto, todas as teorias foram feitas por meio de suposicoes e crengas e nao podem

ser considerados modelos que descrevem a gravitagao de forma fisica [6].

O que se entende de espago e tempo é que é que nao ha espago sem coisas, e nao ha
tempo se nada acontece, sendo tempo uma contagem de acontecimentos. Newton rompe
com essa tradicao, trazendo o conceito de “espaco absoluto” e “tempo absoluto” como

sendo entidades que existem por si mesmas.

Filésofos como Berkeley [7], e Mach [8], questionaram a ideia de espago absoluto de

Newton e Einstein foi fortemente influenciado por suas criticas a concep¢ao newtoniana.

No inicio do século XX, a relatividade restrita modificou os conceitos e ideias da
fisica. Os conceitos de espaco e tempo absolutos foram rejeitados pela relatividade restrita
e ficou claro que a teoria newtoniana - apesar de seus numerosos sucessos - deveria ser

substituida. A nova teoria proposta utilizou espaco-tempo de Minkowski'.

O comego para a formulagao da relatividade geral é a aboligao do espago absoluto.

1.2 Gravitacdo por Einstein

Embora a mecanica newtoniana tenha sucesso ao descrever movimentos em baixas
velocidades, ela nao se torna tao relevante quando aplicada a particulas cujas velocidades
se aproximam da velocidade da luz. Devido a isso surge em 1905 a Teoria da Relatividade
Restrita (TRR). Seu principal feito foi utilizar as transformagées de Lorentz para relacionar
um evento ocorrendo em dois referenciais distintos, diferente da mecanica newtoniana que

utiliza as transformagées de Galileu para relacionar os dois referenciais dado um evento [9.

No final de 1915, Albert Einstein, com sua nova teoria da relatividade voltou sua
atencao para a questao da gravitacao. Era obvio para os contemporaneos que a teoria
de Newton precisava apenas de pequenos ajustes para ficar de acordo com a teoria da
relatividade. Entretanto, os primeiros trabalhos publicados de Einstein sobre a questao
ignoram completamente a possibilidade de somente simples ajustes. Em vez disso, ele via
a gravitagao como o caminho para estender o principio da relatividade ao movimento
acelerado. Einstein desenvolveu essas primeiras ideias em seu maior sucesso cientifico, a

teoria geral da relatividade, e com esse feito, a teoria da gravitagdo mudou para sempre [1].

A Teoria da Relatividade Geral (TRG) formulada por Einstein é uma teoria da
gravitagao que é puramente geométrica em que a dindmica da matéria é descrita pela

geometria, e da mesma forma, a geometria do espaco é determinada pela matéria. Dessa

I Hermann Minkowski foi um mateméatico aleméo que apresentou o chamado espaco de Minkowski, que

é uma configuragao matemaética na qual é comum formular a teoria de relatividade restrita. Nesta
configuracdo, as dimensoes de espaco sdo combinadas com a dimensao de tempo representando-o um
espago quadridimensional para o espago-tempo.
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forma, a ideia de espago absoluto da mecénica classica é abandonada. O conceito de espaco
e tempo absoluto traz o conceito de aceleragao absoluta, que é um traco carateristico
da relatividade restrita. Na TRG, a aceleracao perde seu significado absoluto. Isso é
equivalente & afirmacao de que nao ha sistemas de coordenadas inerciais ou preferenciais:
Todos os sistemas de coordenadas sao equivalentes. Esta é realmente a razao pela qual
a teoria ¢ chamada de relatividade geral [6]. De certa forma, a relatividade geral ¢ a

generalizacao da relatividade restrita.

Do ponto de vista matematico, a equivaléncia de todos os sistemas de coordenadas
exigidos pela relatividade geral é obtida de maneira direta. O espago de Minkowski da
relatividade restrita ¢ um espago riemanniano em sua forma mais simples, ou seja, &€ um
espaco plano. Na relatividade geral é feita uma substituicao do espaco de Minkowski
por um espago riemanniano curvo, no qual geralmente nao ha sistemas de coordenadas

preferidos.

Do ponto de vista fisico, a transicao do espaco riemanniano plano para o curvo se
mostrou necessaria para obter uma descricao quantitativa do campo gravitacional. Ou
seja, na relatividade geral, o campo gravitacional é apenas a expressao do fato de que na
realidade, o que temos de fato é um espaco riemanniano curvo e nao o espaco plano de
Minkowski. Portanto, pode-se dizer que o trago caracteristico da relatividade geral é a

descricao geométrica ou simplesmente a geometrizacao do campo gravitacional.

2

Ao contrério da teoria newtoniana que é uma teoria escalar, a relatividade geral é
uma teoria tensorial do campo gravitacional. Serd mostrado que o campo gravitacional é

descrito pelo tensor métrico do espago riemanniano.

Dois principios servem como base conceituais para a teoria da relatividade geral, o
primeiro é chamado de principio de equivaléncia, que traz um experimento mental proposto

por Albert Einstein.

1.2.1 Principio de Equivaléncia

O experimento mental pode ser brevemente descrito como um sujeito em uma caixa
viajando no espago com uma aceleragao g e que esta sob o mesmo efeito caso o mesmo
sujeito esteja na caixa na superficie da Terra sob efeito da forca da gravidade g. De acordo

com Einstein os dois sistemas sao equivalentes.
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(@) (b)

Figura 1 — Iustragao para explicar o Principio da Equivaléncia. Figura (a) o sujeito estéa
em uma caixa com acelera¢do a = g no espago. Figura (b) o sujeito esté na
superficie da Terra parado sob agao da gravidade g.

Em outras palavras, um sujeito na presenca de um campo gravitacional experimenta
a mesma forga que um sujeito em movimento acelerado, contanto que eles sejam idénticos.
Este principio traz a discussao de massa inercial e massa gravitacional, que por meio deste

principio, Einstein conclui que as duas massas sao iguais.

A massa inercial é a resisténcia de um objeto & mudancga de movimento e a massa
gravitacional é responsavel por produzir atragao gravitacional. Ao comparar a equacao
(1.1) com a forga peso dada por P = ma, como a aceleracao a deve ser igual a g, as massas

devem ser equivalentes [4].

1.2.2  Curvatura do espaco-tempo

Outro principio importante para o estudo da relatividade geral é mostrar que um

raio de luz se curva devido a agao de um campo gravitacional.
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g: X

1 o

¥;

Figura 2 — Feixe de luz indo de uma extremidade a outra em uma caixa sob agao de uma
aceleracao @ = ¢ deve ser equivalente a mesma caixa na superficie sob agao da
gravidade. Note-se que se considera um referencial externo a caixa.

A partir do principio da equivaléncia sabe-se que um objeto deve sentir a mesma
for¢a quando sujeito a uma aceleracao inercial de médulo igual a gravidade e quando
sujeito ao campo gravitacional. Da mesma forma, um feixe de luz deve apresentar a mesma
trajetoria quando acelerado e quando esté sob o efeito do campo gravitacional. O feixe de
luz apresenta uma trajetoria curvilinea quando sujeito a uma aceleragao |@| = |g|, portanto,
de acordo com o principio proposto por Einstein a mesma acao deve acontecer quando
sujeito a um campo gravitacional. Assim, para ter uma trajetoria curvilinea, o espaco deve
ser curvo. Esse fendmeno pode ser observado quando uma estrela que se localiza atras do
Sol pode ser vista ao lado dele. O que acontece é que a luz da estrela é curvada pelo campo

gravitacional do Sol [10]. Uma demonstragao do fenémeno pode ser observado na Figura 3.
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Figura 3 — Demonstragao de como uma estrela localizada atras do Sol pode ser vista ao
lado dele devido ao campo gravitacional do Sol. Fonte: Adaptado de BBC News
Brasil (2019) [11].

A lei de gravitagdo newtoniana, dada pela equagao (1.2) nao se aplica a este
fendmeno, pois na equagao ha a presenga de duas massas (M e m). No exemplo do Sol e da
luz da estrela, a massa do Sol é representada pelo M e a massa m seria a luz. Entretanto,
o féton - particula que representa a luz - nao tem massa, isso torna a teoria newtoniana
invalida para este caso. Com isso, Einstein considerou outra teoria, de que movimento é

devido a um espacgo-tempo curvo.

Figura 4 — Curvatura de um pano esticado com duas massas, sendo a amarela maior que
a azul.

Isso pode ser observado pela Figura 4. Se ha um corpo de maior massa sobre um
tecido esticado e uma bolinha de gude, Newton postula que o que atrai a bola de gude
para proximo do corpo de maior massa € a forca gravitacional. De acordo com Einstein, o
que acontece é que a bola menor se move pelo menor caminho possivel na curvatura do

espaco-tempo.

A curvatura do espaco-tempo e o principio de equivaléncia constituem as bases

conceituais da teoria da relatividade geral de Einstein.



2 Base Matematica para a TRG

Para o estudo da fisica basica normalmente as grandezas escalares e vetoriais sao
suficientes para descrever o sistema. Para Gravitacao e Relatividade Geral é apresentado
uma notagao mais ampla de escalares e vetores chamada de tensores. Um tensor de ordem
0 é, na verdade, um escalar e um vetor é simplesmente um tensor de ordem 1 [12|. O
calculo tensorial é uma ferramenta muito usada para o estudo de diversos outros fenémenos
na Fisica, tendo como exemplo eletrodinamica, cristais liquidos e teoria de campos. E ela
permite também postular as leis fisicas de tal forma que elas nao mudem sua forma sob

rotacoes.

O motivo de introduzir esse célculo tensorial é devido a algumas grandezas fisicas
necessitarem de mais informagoes para serem representadas além daquelas que um vetor
pode apresentar, como por exemplo na curvatura do espaco. Dessa forma, o tensor é
uma ferramenta matematica que permite armazenar mais informagoes das grandezas
estudadas [12].

2.1 Vetores covariantes e contravariantes

A partir deste ponto as coordenadas serao expressas como z* com y podendo assumir
os valores de 0,1,2,3. Com isso, a representacao de coordenadas no plano cartesiano
tridimensional, por exemplo, fica expressa como z!, 2%, 2% para x,y, z respectivamente. O

0

equivalente a z" seria a componente tempo t. Vamos supor um sistema de referenciais x e

um '

Em um referencial de coordenadas chamado de x'* é possivel representar um ponto
nas coordenadas novas em termos da base antiga x*. Na forma diferencial um comprimento

infinitesimal dz’" pode ser escrito seguindo a relagao

da' = ——dx", (2.1)

havendo um somatoério implicito! em v. Para um vetor, podemos seguir a mesma ideia,

escrevendo-o da forma

ox'"
=2y, (2.2)
oxrv
Neste trabalho usaremos a notagao de Einstein, em que se pode deixar o somatorio implicito quando
representando equagoes com indices repetidos, como é o caso de v.

1



Capitulo 2. Base Matemdtica para o TRG 9

Esse é o chamado wvetor contravariante. Sendo V# um vetor de 4 componentes V# =
(VO V1 V2 V3) que para ser contravariante deve seguir a regra de transformagao descrita

na equagao (2.2).

Digamos que ¢ é uma fungao escalar qualquer, o gradiente da fungao é escrito como

¢ 0¢ Ozt  0¢ Ox?
o™ drl ozt + ox? Ox'* te (2:3)
0o ox” 0¢

= . 2.4
ox'* ox'™ Oxv (2:4)
O wetor covariante ¢ um vetor V,, com 4 dimensoes V,, = (Vp, V4, V2, V3) que para

ser chamado de covariante deve seguir a transformagao dada na equagao (2.4),

ox”

~ ort

|78 V.. (2.5)

Nota se que a representagao do vetor covariante é dada com o indice na parte inferior
direita da letra, ao contrario da representacao do vetor contravariante que é dado com
o indice na sua parte superior direita. Seré utilizado essa representacao para diferenciar
vetores covariantes e contravariantes.

Para ver a diferenca geométrica entre componentes covariantes e contravariantes,

~ ~

consideramos dois vetores unitarios €; e é; no qual seus modulos sao iguais a 1 e eles

2 em um plano. As componentes contravariantes (A, A%) de um

definem dois eixos 2! e
tor sao entdo dadas pelas projecoes do vetor A paralelas ao eixo z! e 2 t
vetor sao entao dadas pelas projecoes do vetor A paralelas ao eixo x* e x°, enquanto as
componentes covariantes (A, As) sdo fornecidas pelas projegoes ortogonais do vetor A
em relacao aos eixos. Se os vetores unitarios €; e €5 forem perpendiculares entre si, as

componentes covariantes e contravariantes serao iguais, ou seja, A; = Al e Ay = A? [2].
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Figura 5 — Representagao dos vetores covariantes e contravariantes.

2.2 Tensores de ordem superiores

Uma equagao entre tensores é chamada de equagao tensorial. Se uma equagao
tensorial vale em um sistema de coordenadas, valera em todos sistemas de coordenadas,
ou seja, um tensor que é zero em um sistema de coordenadas é zero em todos os sistemas
de coordenadas. Isso ocorre devido a linearidade da transformacao de um tensor. Ao
tomar uma relagao verdadeira em um determinado sistema de coordenadas, podemos
utilizar o mesmo resultado em qualquer outro sistema de coordenadas. Podemos entao
dizer que a equagao tensorial ¢ uma relagao que nao depende de um determinado sistema

de coordenadas.

Para entender melhor, veremos como exemplo um sistema com dois vetores que
pode ser observado na Figura 6. Considerando que a forca F e a distancia 7 sao dois
vetores, entao, o trabalho serd dado pelo produto escalar dos mesmos. Supondo que a
forga seja na direc¢ao perpendicular a mesa de modo a fazer um angulo de 90 graus em
relacao a mesa, ao realizar o produto escalar o resultado sera zero. Dessa forma, o trabalho
seré zero. Nao importa o referencial escolhido pois o bloco nao vai se mover, ou seja, nao
importa o referencial, o valor do trabalho sempre sera zero. Com isso, vemos na pratica o
que foi explicado acima: a relagao entre dois vetores em que se o tensor tiver o valor de
zero em um referencial, serd zero em qualquer referencial [13]. Por isso que tensores sao

tao importantes no estudo da teoria proposta por Eistein.
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Figura 6 — Exemplo de um sistema com dois vetores. Bloco sobre uma mesa com uma

forca perpendicular a mesa sendo aplicada. 6 é o angulo formado entre o vetor
Fed

Como um tensor é a combinacao de dois vetores, podemos escrever um tensor como

T = AMBY. (2.6)

Sabendo que um vetor pode ser escrito seguindo a relacao da equacao 2.2, substituindo

essa representacao de vetores no tensor, ele podera ser expresso como

’ ’ aﬂf/” 81:/”
gy v v o B
T = A*BY = _8xaA 50 2 (2.7)
oz’ oz’
™ = T 2.
ox® OxP (28)

Sendo o tensor T = A*BP. A equacio (2.8) é a chamada transformagao contravariante.

Ha uma transformagao equivalente, chamada de transformagao covariante para tensores,
expressa com os indices subescritos

L, 0x® 0z
Ty — r—T 3. (2.9)
ozt Oxv
Existe também a possibilidade de um tensor misto, que é a juncao de um tensor covariante

e um tensor contravariante. Sua representagao é com um dos indices sobrescrito e outro
subescrito,

ox®™ 92"
o __ B8
h= g T (2.10)
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2.2.1 Contragdes

Uma propriedade de tensores que sera bastante usada neste trabalho ¢ a ideia de
13 ~ 79 2 .
contragoes”, que é quando um tensor reduz o namero da sua ordem. Isso ocorre quando
os indices covariantes e contravariantes de um vetor se igualam e os termos acabam se
anulando. Essa manipulagao é necessaria para se poder dividir os tensores em partes

menores, como por exemplo, tornar um tensor de ordem 2 em um escalar.

2.3 O tensor métrico

Comecemos analisando o Teorema de Pitagoras para a geometria euclidiana. O

comprimento ds pode ser escrito como

ds* = (dz")? + (dx?)?. (2.11)

De modo geral, podemos escrever essa expressao com uma somatoria de todas as

dimensoes de dx’

ds* = dx'dx’. (2.12)

Neste ponto, introduzimos a fungao Delta de Kronecker que é definido como

0 se i#j

1 se i=7.

51’]’ -

Com isso, o comprimento ds pode ser escrito como

ds® = 6;;dx’dx?. (2.13)

Considerando o diferencial de dx’ e dz/ dado pela equagao (2.1), temos

oz* . Ox’

ds* = 5ijwdx’ G da' (2.14)
oz 07

2 T k
ds = 5ijWagL‘/k d.’ﬂl dﬂf,
ds® = gy da"da'™, (2.15)
no qual definimos o tensor métrico como sendo
Ozt Ox’

95 = S ot (2.16)
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Encontramos como o tensor métrico se comporta, mas o que isso significa fisicamente?
Para a geometria euclidiana, ou seja, para um plano, a Delta de Kronecker se faz suficiente
para descrever o comprimento ds na equacao (2.13). Entretanto, para espagos curvos a
equagao (2.13) nao satisfaz o comprimento ds a ser calculado, de forma que deve haver
um termo que leve em conta a curvatura da superficie analisada, papel esse do tensor
métrico. Um exemplo é a superficie de uma esfera. O tensor métrico é responsével por
fazer a corregao em uma superficie curva. Note que para espagos planos, o tensor métrico

é a delta de Kronecker podendo somente ser 0 ou 1.

Por exemplo, na Figura 7, considerando um espaco bidimensional, para o espago
plano ds* = §;;dz'dy’ = (dz')? + (dz?)? em contrapartida, para o espago curvo ds® =
gijdxidxj = gndztdzt + gradatda® + godadat + geda®dx?, em que o tensor métrico Gij

soma valores que dependem da curvatura.

ds
ds

2
dx 2
docl

dx!

Figura 7 — Representagao do deslocamento ds para o caso de espaco plano e espago curvo.

Para um exemplo da métrica, tomemos o espaco euclidiano em que o tensor métrico

pode ser representado na forma de matriz como

G = N = s (217)

o o O

o O = O
o = O O
_ o O O

no qual o termo 7, ¢ chamado de métrica de Minkowski, que é a entidade geométrica
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quadridimensional que descreve a estrutura do espaco-tempo na Relatividade Restrita?

A ideia de Einstein é, portanto, sair da aproximacao onde o campo gravitacional é
descrito pelo espaco de Minkowski, substituindo a métrica fixa de Minkowski 7,,, por um
campo ¢,,. O campo g, descreve a geometria variando no espago-tempo sendo ao mesmo
tempo, o campo gravitacional. Como o espago de Minkowski é apenas uma aproximagao
valida quando a gravidade é desprezivel, ou seja, é tao pequena que pode ser considerada

uma reta, em geral, a geometria do espago tempo nao é Minkowskiano.

Algumas propriedades que valem a pena mencionar é que se pode introduzir o

tensor métrico inverso g em que o elemento de linha fica

ds® = g"dz,dz,. (2.18)

O tensor métrico introduzido e seu inverso pode ser um fator utilizado para subir ou
descer indices, em outras palavras, relacionar componentes covariantes com contravariantes
para qualquer tensor, incluindo o préprio tensor métrico. Eles se relacionam da seguinte
forma, [12]

Vi = g™V, (2.19)
V, = gV’ (2.20)

Além disso, desde que V#A, =V, A", temos

9" gux = Ok, (2.21)

2.4 A derivada covariante

Antes de entrar em detalhes sobre a derivada covariante serd apresentado um
conceito chamado deslocamento paralelo. Ao transportar um vetor em paralelo em uma
superficie plana em um contorno fechado qualquer, o vetor final coincide com o vetor
inicial, como mostrado na Figura 8.a. Entretanto, o mesmo nao ocorre quando se realiza
um transporte paralelo em uma superficie curva. Como observado na Figura 8.b, o vetor
inicial nao coincide com o vetor que foi transportado ao longo do caminho fechado. Essa

ideia é importante para permitir caracterizar superficies como sendo planas ou curvas.

2 Lembrando que na Relatividade Restrita o espaco-tempo é dado pela equacio

ds? = —c2dt? + da? + dy? + d2>.

A Relatividade Restrita nao foi entrada em detalhes neste trabalho porém se o leitor tiver interesse
pode encontrar na referéncia [14].
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De forma geral, a maneira que o transporte paralelo ¢é realizado permite caracterizar a

curvatura de uma superficie [15].

(@) (b)

Figura 8 — Transporte paralelo de um vetor Vecv em um contorno fechado em (a) um
plano; e (b) em uma superficie curva.

Dessa forma, para um espaco curvo, vemos que a derivada nao se comporta da
forma usual, ou seja, ela nao parte de V,,(z+dx) —V,,(x). Isso se da porque no espaco curvo
nao se pode comparar diretamente V,,(z) com V,(z + dz). O deslocamento de um vetor V,
do ponto z para o ponto x + dr depende da curvatura do espaco em que o deslocamento
ocorre e, nao somente, do vetor e do deslocamento dx. Dessa forma, podemos escrever que

o vetor segue a seguinte relac¢ao [12]

Vi(x) — Vi(x) + T, V() da”. (2.22)

Os coeficientes representados pela letra grega “gama’” se chamam conexao afim ou Simbolos
de Christoffel® e serao vistos com mais detalhes na secao 2.5 do trabalho. A derivada

covariante pode ser escrita como

Vi + dz) — [V(z) + T, Va(z)dz®]
dzv ’

DV, = (2.23)

no qual podemos notar que os termos
Vi(r+dx) = V,(z) 0V,
dzv ~ Ozv’

se reduzem a uma derivada comum. Dessa forma a derivada covariante pode ser escrita

(2.24)

como oV
DV, = a_:cs — I, V(). (2.25)

3 Do matemaético, Elwin Bruno Christoffel.
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Utilizando uma notacao mais compacta que é bem utilizada, escrevemos

Vi = Viw — Fzyv)\<x>7 (2.26)

em que o ‘ponto e virgula’ simboliza a derivada covariante e a 'virgula’ simboliza a derivada
comum. Generalizando a derivada para tensores de ordem superiores os indices permutam

havendo dois simbolos de Christoffel. Com isso, temos

Tuvia = Tywa — TnaTrw — oo Tin. (2.27)

2.4.1 Propriedades da derivada covariante

A derivada covariante segue algumas propriedades especificas. Primeiramente, a
derivada covariante de um tensor de ordem zero, também conhecido como escalar, coincide

com a derivada usual, ou seja,

G = O - (2.28)

A derivada covariante de um produto tem a mesma regra da derivada de um produto
de uma derivada usual. Para verificar, tomemos dois vetores V,(z) e A, (x). Como a relacao

entre dois vetores ¢ chamada de tensor de ordem 2, utilizamos a equagao (2.27) [12].

(Vi(@) Ay (2))ia = (Vi(2)As(2)) 0 = ThaVal@) Ay (2) = T3, V() Ax(2). (2.29)
Colocando os termos V,, e A, em evidencia, chegamos a
(V@) Au(@))ia = (Via = ThaVa)Av + Va(Ava = ThaAN) = Visa Ay + ViAyia,  (2.30)

que é igual a regra do produto para uma derivada comum.

E possivel obter a derivada covariante de um vetor contravariante a partir de
um escalar V#A,,. Combinando as propriedades descritas pelas equagdes (2.28) e (2.30),

encontramos

(VHA;L);V - (VHAM),V ( )

VA 4+ VA, = VR A +VFA,, (2.32)

VM;VAH/ + VH (A — F;\;VAA) = VH,VAM + VI AL ( )
VM;VAN = (VM,V + FKVAA>AM' ( )
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Desta relagao, tiramos a derivada covariante de um vetor contravariante como

VE, =VHE T VA (2.35)

Sabemos que a derivada covariante deve ser um tensor de segunda ordem, logo,
transforma-se seguindo a relacao de transformacao para tensores descrita pela equagao
(2.9). Entretanto nao temos conhecimento de como a conexao afim se transforma, que ¢ o
que iremos apresentar a seguir. A derivada covariante de uma coordenada ’linha’ pode ser

escrita como

ov',
ox'

Como V), e a derivada em relacao a v sao tensores, podemos escrevé-los seguindo a

V' = — T Vs, (2.36)

transformagao de tensores descritas pela equagao (2.5), e para a derivada a relagao

0x° OxP

Vi = Iy A (2.37)
Substituindo na equagao (2.36), ficamos com
0x° Ox” Oz Oxv IV, 0z~ oz
Sy = a v, — 17 V. 2.38
oz oz’ " O™ Ox'” dxv - Ox'MOx’” m o8 (2.38)

Utilizando a expressao da derivada (2.26) para substituir o termo V., a equacao se torna

ox® OzP [0V, ox® Oz¥ oV,  O*x® ox®
TV, ) = o ox'"V, — 1" ==V 2.39
o't dx’” (&UP 7P ) 00" 0 9> 0w " " Ox'P (2:39)
se reduzindo a
ox° Oxf _, o 5 Ox”
~au g 0 = gV " UV (240)

Como V,, é um vetor arbitrario e esta presente em todos os termos ele pode ser cancelado

na equacao, dessa forma, chegamos a

,5 0z® _ 0x” Oxf ,  Oa° | (2.41)
Yo' Ozt ox’v 7P Qa'tox”
Multiplicando a equacao por dz'*/dx® ficamos com

e oz 9z dxr Oz O*a” (2.49)

m Qg Q™ 9 0P Qx@ Ozt ox’] .

em que o termo do lado esquerdo é obtido com

8x”\ oz® 8 al‘M kel A3 A

"= " = 6ﬂF’W = F/w/' (2.43)

ora ax/ﬁ py al‘/ﬁ 2%
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A equagao (2.42) mostra como a conexao afim deve se transformar. Pela transfor-
macao, notamos que ha um termo que o impede de se transformar como tensores, ou seja,
tem um termo homogéneo na transformacao da conexao que o impede de ser um tensor.
Isso significa que se todos os componentes da conexao forem zero em um referencial, eles
nao sao necessariamente zero em outro referencial [16]. A conexao afim é considerada um

pseudo-tensor.

De modo geral, para os estudos das aplicagoes da Relatividade Geral, a conexao
afim é considerada simétrica. Ha os chamados espagos com tor¢ao que consideram uma

contribuicao da parte antissimétrica que nao sera detalhado neste trabalho®.

2.5 Derivada do tensor métrico e simbolo de Christoffel

No caso do tensor métrico, qual sera o resultado para a derivada, ou seja, (Dg,,)?
Para espacgos planos, os valores possiveis para g,, sao 1 ou 0, ou seja, uma constante.
Portanto, a derivada para espacos planos deve ser igual a zero. Entretanto, pela defini¢ao

de tensores, se for zero em um referencial, deve ser zero em todos os referenciais.
Isso pode ser mostrado tomando a derivada covariante do tensor. Considerando A,
como um tensor, com a ajuda do tensor métrico podemos escrever

A, = g A, (2.44)

que ¢é passar de um tensor contravariante para um covariante. Se tomarmos a derivada

covariante dos dois lados da expressao A, = gH,\A)‘, pela derivada do produto, encontramos

DA, = DgnA* + gnDA™. (2.45)

Ao comparar o resultado da equagao (2.44) com a (2.45), concluimos que a derivada
do tensor métrico deve-se de fato ser zero. Esse resultado equivale ao comprimento ser

preservado no transporte paralelo.

Dado este resultado, usando a expressao da derivada covariante de um tensor (Eq

(2.27)) para o tensor métrico, serd escrito como

aagp,u - Fi:ag)\u - Fi\aguk =0. (246)

Podemos ainda tomar permutagoes entre os indices, variando-os ciclicamente

4 A teoria da gravitacdo se torna bem mais complexa ao considerar espacos com torcdo. Caso o leitor se

interessar pode encontrar de forma mais completa em [2].
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augcx,u - F?wg)\,u - Fzyga)\ - 07 (247)
8uguoz - Fi\#gka - Fi\y”gu)\ - 07 (248)

no qual d, = d/0z". E entao obtendo 3 equacoes no total. Ao multiplicar a equacao (2.46)

por —%, multiplicar por % as equagoes (2.47) e (2.48) e entao somar os resultados temos

1
_§(aa9/w - 8ugocu - augua) - Ff;z/gow\ = 0, (2'49)
1
i(aag;w - a,ugua - auga,u) + F,uz/a = 0. (250)

Com isso, podemos obter

1
Fuua = —5(80[9“” - a,ugmx - 8Vgau)a (251)

que é o chamado simbolo de Christoffel de primeira ordem. Ao multiplicar a equagao por

g ficamos com

1 o
F/)J\,I/ = 59)\ (avgau + 8#91/01 - aag,uzx); (252)

que é o chamado simbolo de Christoffel de segunda ordem. Para obter estes resultados
consideramos a simetria do tensor métrico e de I". A partir destas equacoes mostrou-se que

o simbolo de Christoffel pode ser escrito em termos do tensor métrico e suas derivadas.

Note que o simbolo de Christoffel nao é um tensor e sim um termo de corregao.
Outra propriedade é que deve ser igual a zero em espagos planos e é diferente de zero em

espacos curvos.
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3 Teoria da Relatividade Geral

A Teoria da Relatividade Geral é a teoria que melhor descreve a interagao gravitaci-
onal e os aspectos geométricos do espaco-tempo. A base da teoria consiste na ideia de que
a gravidade é descrita por uma teoria de campo, que também determina as propriedades

geométricas do espago-tempo.

A Relatividade Geral nao descreve a gravidade como uma forga entre as massas
separadas por uma distancia - assim como Newton propos -, mas trata a gravidade como
uma interagao local transportada em velocidade finita por um campo chamado de campo

gravitacional.

De acordo com a relatividade restrita, a lei de Newton para a gravitagao, dada
pela equagao (1.2) ndo pode ser considerada uma lei universal, sendo vélida apenas para o
caso nao relativistico, ou seja, quando as massas nao se movem rapidamente em relacao
a outras. Sendo assim, fora do limite estatico, a gravidade deve ser descrita por uma
teoria de campo, capaz de lidar com a velocidade finita de propagacao de interagao. A

relatividade geral é uma dessas teorias de campo [17].

Pode-se definir a relatividade geral por: (i) um campo: campo gravitacional; (ii)
uma lei que descreve como as massas se movem sob a acao do campo gravitacional, que
¢ a chamada equacao da geodésica, a qual serd vista mais a frente; e (iii) equagoes de

campo: as equagoes de Einstein [17].

E possivel dizer que a Teoria da Relatividade Geral é paralela a Teoria de Maxwell'.
No entanto, had um aspecto da gravidade que o torna muito diferente do eletromagnetismo.

O campo gravitacional também esta relacionado a estrutura geométrica do espago-tempo.

O campo gravitacional determina a taxa em que um reldgio funciona, ou a separacao
entre as pontas de uma haste (porque atomos e partes moveis do relogio interagem com
o gravitacional campo). Portanto, o que se chama de geometria do espago-tempo é a

manifestacao de um campo fisico real e dinadmico: o campo gravitacional.

Algumas diferencas dretas entre a teoria de Newton e a Relatividade Geral podem

ser observadas no Quadro 3.1.

L James Clerk Maxwell propds uma teoria sobre o eletromagnetismo. Sua teoria assim como da Relativi-

dade Geral é definida por um campo e equagoes de campo.
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Newton Einstein

Particulas livres se movem em | Particulas livres seguem geodésicas
linhas retas pelo espaco pelo espago tempo

Para cada ac@ao ha uma reagao | A interacao entre dois corpos nao é simples,
igual oposta cada corpo produz uma curvatura no espago tempo

Quadro 3.1: Comportamento de particulas livres e interacao entre corpos na mecanica
classica e na relatividade geral.

3.1 Matematica da Relatividade Geral

Como dito anteriormente, a Relatividade Geral é uma teoria que descreve a geome-
tria do espago-tempo. Neste capitulo, apresentaremos as equagoes que descrevem como a

Relatividade Geral funciona matematicamente.

3.1.1 Tensor de curvatura

Para encontrar o tensor de curvatura, também conhecido como Tensor de Riemann
partiremos do comutador de duas derivadas covariantes de um tensor. Para um tensor

qualquer, o comutador é definido como
D,D,T§ — D,D,Tg. (3.1)

No caso de um vetor V,, por exemplo, tomando a derivada covariante definida como (2.26),

temos

Vi = 0,V + T8 V3. (3.2)

Tomando a segunda derivada covariante é necessario intercalar os indices como na

equagao (2.27)

Va;V;p = 0p(8,,Va - Ffavﬁ) - F/B)a(&/vﬁ - Fgﬁva) - Fgu(aé’va - %aVa)- (3-3)

De forma analoga podemos escrever a equacao para Vi, como

Va;p;u = al’(ap‘/a o Fgavﬁ) - Ffa(apvﬁ o FZBVU) - Ffu(aﬁVa - FgaVU)7 (34)
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considerando a simetria dos indices inferiores do simbolo de Christoffel em um espago sem

torcao, e assumindo que

8pauva = auapva (35)

podemos subtrair a equagao (3.4) de (3.3), obtendo

Va;ll;p - Va;p;v = apavvoz - apFEaBﬁ - Ffaapvﬂ - Fga(?vvﬁ + Pfa Zﬁva (3-6)
0,0,V + 0,10V +T0,0,Vs + T0,0,Vs — T, T,V

+ T0,(05Va — T3, Vo) = T0,(05Va — T3, Va).

excluindo os termos iguais encontramos

Va;l/;p - Va;p;v =R’ Vs, (3-7)

avp

em que R, & o chamado Tensor de Riemann, que é definido como

R, =000, — 0,0, +To. 0 —T17.1" (3.8)

pat vo va™ po*

3.1.2 Propriedades do tensor de Riemann

Com o resultado expresso na equagao (3.8), vemos que R, depende diretamente

Brp
da métrica e da sua primeira e segunda derivada, considerando a equagao (2.52)

Da definicao vemos diretamente que o tensor é antissimétrico nos dois tltimos

indices “vp”, de forma que

Ra/jyp — _Raﬂpy. (39)

Pela conexao ser simétrica temos a relacao

Raﬁ,}p + Ra + Raypﬁ - 0 (310)

pBY

E possivel também expressar o tensor de outra maneira, com todos os indices

abaixados. Realizamos isso usando o tensor métrico
ngO‘BVp = Ropup- (3.11)

Com os indices abaixados, o tensor se comporta da seguinte forma, sao simétricos
na troca de posicao dos pares sigma, beta com nu e rho, e antisimétricos na troca de

posicao entre os pares de indices individuais alfa com beta e nu com rho,
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Raﬁl/p = Rupoﬁ (312)
Ro‘ﬁyp = _Rﬁovp (313)
Raﬁup = _Raﬁpw (314)
e essa simetria satisfaz a relagao
RO’BVP + Ra’pﬂy + RUVPB - 0. (3.15)

Héa as chamadas ‘contracoes’ que podemos utilizar para manipular as equagoes com
tensores, apresentando-os como uma versao contraida. Contraindo-se o tensor de curvatura

¢é possivel encontrar o chamado tensor de Ricci que é dado por

gBVRaBVp = Rap; (316)

e que, ao realizar mais uma contracao, chegamos ao resultado de um escalar R conhecido

como Fscalar de Ricci.

Consideremos agora uma regiao no espago em que I' = 0, isto é, uma regiao plana.

Neste caso o tensor de curvatura se reduz a

S, =00, — 0, (3.17)

Brp vo

pois por mais que I' = 0 nao podemos afirmar que sua derivada sera zero. Da equacao

(3.17) a derivada covariante é dada por

(ngp);U = Daaurlﬁ)a - Daaprga (318)

Realizando as permutacoes e somando as equagoes obtemos

RS0+ B30 + R0, = 0, (3.19)

Bovip —
que ¢é a chamada Identidade de Bianchi. Essa identidade é uma equagao de tensores, logo,
se verdadeira em um referencial, deve ser verdadeira para todos os demais. Podemos

também escrever as relacoes de Bianchi com os indices abaixados como

Raﬁup;a + Ra,@pa;u + Raﬂau;p =0. (320)

Pela simetria nos dois primeiros e dois tltimos termos de R,g,, a equacao (3.20)

pode ser escrita como

Ropupo — Rapopy — Rpaovyp = 0. (3.21)
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Subindo e contraindo indices os tensores com g* ¢°V e p — v encontramos

R,—R',,—R,, =0 (3.22)
1
Ry, ~5Ra = 0. (3.23)

Multiplicando ambos os termos por g"° obtemos a relagao

1
(R" ~ 5¢" R),y = 0. (3.24)

O termo entre parénteses é conhecido como Tensor de Einstein. Dado por

1 1
GW — RW _ §g‘“’R G = Ry — §QWR- (3.25)

Na forma contravariante e covariantes, respectivamente. Da equagao (3.24) vemos
que (G").,, = 0 em que o tensor G de Einstein ¢ construido apenas com o tensor de

Riemann e a métrica do espaco-tempo.

3.1.3 Equacdo da geodésica

As geodésicas sao descritas como sendo o caminho mais curto entre dois pontos.
Para a geometria riemanniana, geodésicas sao equivalente a linhas retas utilizadas na
geometria euclidiana. Essa caracterizacao pode ser usada na geometria riemaniana com o
comprimento de curva definido, entretanto, pode apresentar dificuldades quando o tensor
métrico é indefinido - como no caso do espaco-tempo. As geodésicas satisfazem uma
equacao chamada de equacao da geodésica, que é um fator importante na relatividade

geral. A frente, veremos como a equagao da geodésica se relaciona com o tensor métrico.

A equacao da geodésica é uma consequéncia do principio variacional?

5 / ds = 0, (3.26)

em que o termo ds é a raiz quadrada do termo dado em (2.15). Para simplificar a expressao
¢ conveniente substituir ## = dz*/ds e definir y = (gW:t“jc”)l/ 2 de forma que a expressao

acima possa ser escrita como

5/ds = 5/(gw,dx“dx”)l/2 = 5/yds = 0. (3.27)

O principio variacional é um principio utilizado com o céalculo de variagoes, em que sao desenvolvidos
métodos para encontrar fungoes que minimiza ou maximiza valores que dependam das fungoes. Pode
ser visto com mais detalhes em [18].

2
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Dessa forma, podemos resolver este problema variacional seguindo as equacoes de Euler-

Lagrange [19]

d oL oL
% (a—) ~ 5 =0 (3.28)

Nesse caso para tornar os calculos mais simples é conveniente escolher uma funcao y = ds?.

Em que
6/yds =0, (3.29)

d [y oy
% (37) = 5un = O (3:30)

Lembrando que a métrica é fungao apenas de x e nao de sua derivada & a derivada

teremos entao

de y em relacao a i* fica expressa como

0 TR Vo N e 7 e
@(guaﬂﬁ“iﬂ ) = guaéux + Gua® 5M = Gual +guax = 29uaw . (331)

Sabendo que a métrica é simétrica. Dessa forma, voltando a equacao de Lagrange, temos

que

d. ., s

d_(2guax )_augaﬁm 2w = 0 (3.32)

S
200i® + 20°0Guai’ — 0,gapi®i’, = 0 (3.33)

em que

d dz? 0

ds ds do? " - (3.34)

Dividindo-se a equagao por 2 e lembrando da propriedade de simetria do tensor métrico

pode-se escrever a equagao como

w1 o
JuE" + 5 (9890 + Oafup — Ougas) %" = 0. (3.35)

Lembrando que o simbolo de Christoffel de segunda ordem é dado pela equacgao

(2.52), podemos reescrever a equagao acima como

i 4 [i%i% =0, (3.36)

que é a equacao da geodésica. Essa equacao nos diz que ao se conhecer a métrica do
sistema, é possivel determinar a trajetoria da particula. Para o caso da métrica do espago

plano, temos que ¥ = 0 que equivale a equagao da reta.
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Apos esses temas abordados podemos obter as equacoes de campo de Einstein e

apresentar com mais detalhes sobre o seu significado.
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4 O Campo Gravitacional

Para este capitulo, vamos encontrar a equagao de campo e discutir sobre algumas

de suas importantes propriedades fisicas e matemaéticas.

4.1 A equacido de campo

A teoria de gravitagao proposta por Newton é uma teoria escalar, com um potencial
escalar ¢ que corresponde com uma, fonte escalar do campo, sendo essa fonte a densidade

de massa da distribuicao do material.

Considerando o caso nao relativistico da teoria de gravitagao de Newton, em que
v << ¢, sendo ¢ a velocidade da luz igual a ¢ = 2,99 x 10® m/s, o potencial escalar de

gravitacao ¢ satisfaz a equagao de Poisson

V3¢ = 47Gp, (4.1)

no qual p descreve a densidade de matéria, e G a constante de Newton ja& mencionada no

Capitulo 1. A sua solugao geral é

G/d3 ) (4.2)

ZL‘—JZ

A generalizacao da densidade de matéria e energia é o chamado tensor de energia
e momento 7},,. Por outro lado, em um espago Riemanniano, o tensor métrico tem o
papel do potencial gravitacional. Com isso, faremos uma analogia com a teoria de Newton
seguindo a equagao de Poisson apresentada acima. Para essa equacao fazer sentido para o
caso relativistico sao necessérios alguns requisitos: nao deve conter nenhuma derivada do
tensor métrico de ordem superior a dois e deve ser linear nas segundas derivadas do tensor
métrico. As condigoes descritas sao contempladas pelo tensor de Einstein, com isso, foi

postulado a seguinte equagao [2]

G = XLy (4.3)

Note que do lado direito, a equagao contém o tensor de energia e momento e o lado
esquerdo é dado pela equacao (3.25). Tirando o trago do tensor de Einstein chegamos a

—R = xT, dessa forma, a equagao (4.3) fica [2]

1
Ry, =x(Tw — §gw/T)- (4.4)
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Falta determinar o valor da constante y, para isso, é necessario reduzir a equacao
(4.4) na forma da equagao de Poisson descrita em (4.1) no limite nao relativistico. Para

isso, tomemos o movimento de uma particula descrita pela equacao da geodésica

d?a* o dz® dzP
+ -
ds? B ds ds

~0. (4.5)

No caso nao relativistico desprezamos o termo de segunda ordem da velocidade
(dx?, dy?, dz?), de modo que o elemento de linha fica sendo ds* = c2dt? = (dz°)?. Logo, a

equacao se torna

1 d*a* , 1 [d2° ?

2dp ~ Twga (E) (46)
d*a® dz®\°
= () (47
d*a®
T = —c’Th,. (4.8)

Agora, faremos a aproximacao para campos fracos, no qual escrevemos a métrica
como a métrica de Minkowski mais um termo infinitesimal g,,, = 7., + hy. Por h,, ser
muito pequeno podemos desprezar os termos de ordem igual ou maior que h%. Assumindo

um campo estéatico, ou seja, a derivada da componente do tempo é zero, temos pelo simbolo
de Christoffel

1 1
Tgo = §gkm(—amgoo) = §3kh00- (4.9)

Os indices s6 correspondem a coordenadas espaciais, desta forma, a expressao pode ser
escrita como P )
x =
V5 = ——Vhooc. 4.10
dt? 2 (4.10)

comparando-se com a equagao de movimento de Newton dada por,

>z -
— =-V 4.11
dt2 ¢’ ( )
encontramos que o termo hgy deve ser
2

Para o caso de movimentos muito lentos, ou seja, velocidades muito menores que

a velocidade da luz, o termo principal no tensor de momento-energia é Ty = pc?, dessa
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forma, o trago do tensor ¢ dado por T' = ¢*'T,, = ¢™Tyy = n™Tyy = pc? [2]. fazendo a

aproximacgao para a métrica de Minkowski. Da equacao (4.4) temos

1
Ry = 5)(,002. (4.13)

Utilizando a equacgao (3.8), e desprezando-se as derivadas temporais e os termos de

ordem I'? ficamos com

Roo = 0Ly, (4.14)

que ao comparar com a equagao (4.9) e substituir a relacao encontrada para hgy obtemos

1
Ry = gv%. (4.15)
Enfim, chegamos ao resultado
1
Vi = §ch4, (4.16)

que ao ser comparada com a equagao de Poisson, equagao (4.1), temos

&G

1

X = (4.17)

Com isso podemos escrever as equagoes de campo de Einstein. Substituindo y em

(4.3) encontramos

871G
Gy = T, (4.18)

A
substituindo o lado direito pela equagao (3.25) a equacao de campo de Einstein fica escrita

na forma,

1 8t
RMV - §gNVR = 7TNV' (419)

A fonte situada no lado direito das equacoes de Einstein, 7},,, ¢ o tensor de momento
de energia da matéria. Este é um campo que descreve a densidade e o fluxo de energia
e momento no espago-tempo. Ele é o andlogo gravitacional da corrente eletromagnética.
O componente tempo-tempo do tensor com indices superiores da a densidade de energia,
os componentes tempo-espago dao o fluxo de energia e a densidade de momento, e os

componentes espago-espago dao o fluxo de impulso.

Note que com a equagao expressa, o lado esquerdo tem componentes que se referem
somente a geometria do espaco, envolvendo o tensor de curvatura, tensor de Ricci e escalar

de Ricci. O lado direito da equagao descreve a matéria, a densidade e energia com o
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tensor momento-energia. No lado direito tem também a constante de Newton pois sob
uma aproximagao nao relativistica, devemos voltar a teoria de Newton. Com isso, podemos
dizer que pela equacao de Einstein a matéria diz como o espago-tempo deve se comportar

e da mesma forma, a curvatura do espaco tempo descreve o movimento dos objetos.

Na Relatividade Geral chama-se 'vacuo’ uma regiao no espago sem matéria, ou seja,

uma regiao onde 7}, = 0. Assim, as equagoes de Einstein sao:

1
Ry — 5 Ry = 0. (4.20)

Contraindo com g, tem-se R = 0. Substituindo em (4.20)

R,, =0. (4.21)

Logo, na auséncia de matéria, o tensor de Ricci desaparece. Esse fendmeno nao
significa que o espaco é plano. Geralmente, o espago-tempo é curvo também na auséncia de
matéria (espago vazio). Do mesmo modo que as cargas nao sao suficientes para determinar
o campo eletromagnético, a matéria nao é suficiente para determinar o campo gravitacional.
Um espacgo-tempo onde o tensor de Ricci estéd desaparecendo em toda parte é chamado de

espaco de Einstein.

Dessa forma, pode-se dizer:

A
I, = 0 — espago plano,
R,, = 0 — espaco vazio.

A equacao de campo de Einstein em sua forma mais geral é escrita

G

1
R,u,u - §g;wR + Agp.y = 7Tuy (422)

isto é, com um termo A multiplicando o tensor métrico. Esse termo A é o chamado
constante cosmologica, que esta relacionada com a expansao do universo. A constante é

considerada ser muito pequena e s6 tem significancia quando em uma escala cosmologica.

Enfim, essas equagoes definem a relatividade geral. Eles sao suficientes para prever

ondas gravitacionais, buracos negros, a expansao do Universo, e o Big Bang.

4.2 Interpretacdo da equacdo de campo

As equagoes de campo podem ser vistas de trés formas [20]:

1. Equagoes diferenciais para determinar o tensor métrico g, a partir de um

determinado tensor momento energia. Aqui estamos lendo as equagoes da direita para a
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esquerda. O caso mais importante nesse modo de ver, ¢ quando 7}, neste caso,fornecem

as solugoes para o vacuo.

2. Equagoes a partir das quais o tensor energia-momento pode ser lido correspondente
a um dado tensor métrico. Aqui estamos lendo a equacao da esquerda para a direita.
Originalmente, se pensava que essa seria uma maneira proveitosa para encontrar os
tensores de energia-momento. Primeiramente escolhemos arbitrariamente 10 fungoes de
Juv, calculamos o valor do tensor de Einstein G, e com o resultado é possivel encontrar o
valor do tensor 7),,. No entanto, esse modo nao se faz muito 1til na pratica pois o tensor
energia-momento resultante é geralmente irreal fisicamente, como por exemplo a densidade
de energia resulta em um valor negativo que é considerado como um resultado nao fisico,

pois o carater positivo da densidade de energia faz parte da teoria da gravitagao.

3. As equagoes de campo consistem em dez equagoes que contém os dez componentes
do tensor métrico e os dez componentes do tensor energia-momento. Deste ponto de vista,
ha uma escolha simultanea de g,, e T),. Essa abordagem ¢ utilizada quando se pode
ter uma nocao parcial da geometria do espaco e da energia-momento. Dessa forma, as

equagoes sao utilizadas para tentar determinar os dois valores de fato.

421 SolucBes para equacdo de campo

Um dos problemas para encontrar solugoes para as equacoes de campo é devido ao
fato delas nao serem lineares, ou seja, se vocé tem duas solugoes nao pode simplesmente
somé-las para obter uma terceira. De maneira pratica, isso significa que nao é possivel
dividir este problema fisico em partes mais simples para poder analisi-lo. Fisicamente
temos o seguinte: o campo gravitacional produzido por alguma fonte contém energia,
logo, contém massa, e essa massa se torna ela mesma a fonte de um campo gravitacional,
podemos dizer entao que o campo gravitacional esta acoplado a si mesmo. Originalmente
Einstein previu que nunca seria capaz de encontrar uma solugao exata para suas equacoes.
Foi em menos de um ano apés a publicacao de Einstein que K. Schwarzschild! encontrou
uma solugao exata. Atualmente existem um grande ntiimero de solugoes em que quase
todas foram supostas algum tipo de simetria, devido a isso, pode ser que algumas das
solucoes nao sejam fisicas nem significativas de fato. Encontrar solugoes para as equagoes

de campo ainda é um caso em aberto.

Idealmente, queremos saber o que a teoria diz sobre situacoes fisicamente importan-
tes. Nos casos em que a simetria esta ausente, ou onde as condi¢oes de simetria nao sao
fortes o suficiente para determinar uma solucao, deve-se recorrer a métodos de aproximacao.

Esses métodos de aproximacao sao baseados na intensidade dos campos gravitacionais que

1 Karl Schwarzschild foi um astrénomo e fisico alemao, ele obteve a primeira solucio para as equacoes

de campo de Einstein em um campo estatico e com simetria esférica. A solucao de Schwarzschild é
uma aproximagao boa do campo produzido pelo Sol [2].
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sao mais frequentemente encontrados na natureza, ou em métodos assintoticos aplicados
a fontes isoladas, de modo que, novamente, os campos sao fracos muito longe das fontes.
Essa intensidade de campos fracos significa, do ponto de vista matemético, que os termos
lineares em certas equagoes sao mais importantes do que o resto, que sao os termos de

ordem superior.
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Consideracées Finais

Com este trabalho foi possivel fazer uma analise tedrica sobre os conceitos de
gravitagao propostos por dois cientistas diferentes. Foi visto que a mecénica Newtoniana
estava simplesmente incompleta por nao ter uma visao relativistica que nao era comum na
época. Além disso, foram estudados temas da “matemética pura” com a apresentagao do
calculo tensorial aplicados na Relatividade Geral. Este trabalho permitiu uma formacao
adicional a da graduacgao, visto o que o tema Relatividade Geral normalmente nao é

apresentado dentro do curriculo regular do bacharelado em fisica na UEM.
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