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Resumo

Neste trabalho estudou-se sobre a utilizagdo da programacao no ensino de fisica, mais
especificamente foram trabalhadas simulacoes de Monte Carlo utilizando a linguagem
Python como forma de trabalhar conceitos fisicos por meio da programagao. Foi anali-
sado como a programacao pode ter efeitos benéficos no aprendizado de fisica desde que
utilizada de maneira correta. Além disso, foram introduzidos os principais conceitos re-
lativos a linguagem Python, que foi escolhida para trabalhar a parte da programagao
no decorrer deste trabalho. Foram apresentados os fundamentos dos métodos de Monte
Carlo e alguns conceitos necessarios para o bom entendimento dessa abordagem. Por fim,
foram solucionados trés problemas fisico-matematicos por meio de simula¢des de Monte
Carlo em linguagem Python.

Palavras chave: fisica, programacao, ensino.
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Abstract

In this work we studied about the use of programming in physics teaching, more
specifically Monte Carlo simulations were worked using the Python language as a way
of working physical concepts through programming. It was analyzed how programming
can have beneficial effects on physics learning as long as it is used correctly. In addition,
the main concepts related to the Python language were introduced, which was chosen
to work with the programming part during this work. The foundations of Monte Carlo
methods and some concepts necessary for a good understanding of this approach were
presented. Finally, three physical-mathematical problems were solved through Monte
Carlo simulations in Python language.

Keywords: phisycs, programming, teaching.
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Introducao

O ensino de programacao promove nos alunos o desenvolvimento de habilidades como
logica, resolucao de problemas, sistematizacao, divisao de problemas em partes menores,
abstragdo, entre outras [1]. Tais habilidades sdo de especial valor para cientistas, em
especial os fisicos.

Além disso, a fisica computacional tem se mostrado um campo promissor para o futuro,
e j4 conquistou seu espaco na pesquisa cientifica, abordando problemas que requerem
solugoes sofisticadas e muitas vezes custosas para serem abordadas em laboratorios com
experimentos praticos.

Por conta desses, e de outros motivos, a programagao deve ser abordada nas salas de
aula ao se ensinar fisica. A programacgao pode ser uma ferramenta poderosa no processo
de ensino-aprendizagem de fisica. Desta maneira, neste trabalho serdao apresentados os
conceitos basicos necessarios para solucionar trés problemas por meio de simulagoes de
Monte Carlo. A escolha dos problemas que deveriam fazer parte deste trabalho foi pautada
em baixa complexidade tedrica e também baixa dificuldade de compreensao dos codigos
produzidos.

Dessa maneira, o trabalho organiza-se da seguinte forma: no capitulo 1 sera abordada
uma fundamentagao tedrica acerca da utilizacdo de programagao no ensino de fisica. No
capitulo 2 a linguagem de programacao Python serd apresentada, bem como uma introdu-
¢ao aos tipos de objeto que apresenta, sintaxe, fungoes basicas e importacao de bibliotecas.
No capitulo 3 serao apresentados os conceitos sobre os métodos de Monte Carlo, desde sua
definicao, passando por uma contextualizagdo historica, até os seus principais conceitos.
No capitulo 4 serao solucionados alguns problemas propostos, utilizando simulagoes de
Monte Carlo. Os problemas sao a estimativa do nimero 7w, o problema do decaimento
radioativo e o problema de particulas em uma caixa. Por fim, serao apresentadas algumas
conclusoes, discussoes e perspectivas futuras.



Capitulo 1

Programacao no Ensino de fisica

1.1 O atual modelo de ensino de fisica

Desde seu surgimento até sua consolidacao, a area voltada ao ensino de fisica no ensino
médio conta com a marca de notaveis docentes, porém hoje, acaba sendo marcada pela
falta de professores na area “e os que existem sao obrigados a treinar os alunos para as
provas, para as respostas corretas, ao invés de ensinar fisica”. Para além dos profissionais,
a carga horaria diminuiu em aproximadamente 3x e os conteudos sao tratados de forma
tradicional. O resultado desse conjunto de fatores e desse retrocesso no meio, acaba sendo
sentido pelos alunos em forma de grande dificuldade e indisposi¢ao & matéria de fisica [2].

O ensino e a aprendizagem de fisica tém graves problemas. O modelo de
aula expositiva e avaliacdo via prova escrita, como metodologia majoritaria ou
exclusiva de ensino, tem se mostrado desmotivador para os estudantes. A aula
tradicional ndo da ao aluno papel ativo no processo de aprendizagem. FKEssa
situagao dificulta o ensino e a aprendizagem e torna o envolvimento cognitivo

dos alunos um desafio ainda maior para o professor [3].

No modelo de aula expositivo tradicional, utilizado atualmente, os assuntos tratados
sao desvinculados com a realidade, trabalhando a partir de conceitos, leis e equagoes que
devem ser memorizados e exercitados através de listas a serem resolvidas com o objetivo
de chegar a uma resposta certa, e ndo ao questionamento do que esté sendo tratado [4].

A fisica, como a ciéncia que investiga as leis do universo, deve instigar e aflorar a
natureza questionadora dos alunos e o desejo de conhecer o universo em que vive, tentando
compreendé-lo. A forma com que a matéria é ensinada hoje estd muito distante deste
objetivo, sendo “ensinada através de teorias e abstracoes, fugindo de modelos concretos
que se baseiam em experimentos reais para desvendar tais abstragoes” [5].

Uma forma de fomentar o interesse dos alunos em fisica e ainda complementar o
processo entre ensino e aprendizagem, ¢ a utilizacdo de meios computacionais capazes
de simular experimentos através de programas computacionais ministrados pelos préprios
alunos, trabalhando como construtores [4].

Novas estratégias didaticas precisam ser estudadas e aplicadas a fim de priorizar o
raciocinio critico dos conteidos. Com a aplicagdo de novos recursos, além do maior
interesse na aprendizagem, os alunos poderao se dividir e compartilhar suas dividas e
ideias, o que facilita a compreensao dos contetdos.



1.2 Insercao de computadores no ensino

Atualmente os computadores sao indispensaveis no cotidiano, na educacao e nas ta-
refas profissionais dos cientistas e professores. Especialmente para fisicos, tedéricos ou
experimentais, os computadores sao utilizados para aquisicao e visualizagao de dados,
analises, calculos, simulagoes e modelagens, entre outros. Dessa maneira, é de certa ur-
géncia que os alunos de graduacao do curso de fisica se familiarizem formalmente com os
métodos e técnicas da fisica computacional [6].

No ambito do ensino de fisica para graduacao, a fisica computacional tem sido utilizada
de forma suplementar em disciplinas de fisica tedrica e experimental em universidades ao
redor do mundo desde meados da década de 2000 [7], entretanto seria um avango ter a
programagao em primeiro plano no ensino de fisica, por conta dos beneficios que pode
trazer ao aluno.

O pensamento computacional implica em resolver problemas, entender comportamen-
tos e projetar sistemas com base nos fundamentos da ciéncia da computagao, abordando
os problemas por meio de divisoes entre problemas menores e mais faceis de serem re-
solvidos, concebendo um algoritmo mental. Além da reducgdo, o problema também pode
ser resolvido pela incorporacao, transformacio ou simulagdo, pensando na forma mais
eficiente de resolvé-lo. Esta nao é uma habilidade exclusiva de cientistas da computacao,
mas fundamental a todos. Para ler, escrever e fazer operagoes aritméticas, a capacidade
analitica deve ser sempre acionada [8].

Na pratica, ha diversos exemplos na literatura em que a utilizacdo de programacao
no ensino de fisica se mostrou muito eficaz. Em especial, do artigo de Colpo, Faria e
Machado [9], é possivel extrair informagoes valiosas.

Segundo os autores, aprender uma nova linguagem pode levar a uma diminui¢do da
autoconfianga e motivagdo por levar muito tempo na correcao de erros de codigos para
utilizagao de sintaxes complexas. Entao, para aplicagao no ensino de fisica, foi escolhido a
linguagem de programacao em Python pela facilidade na criagao de fungoes, sintaxes mais
simples e curtas e codificacdao intuitiva, a fim de aumentar a autoconfianca dos alunos.

Além disso, os autores trabalharam a linguagem de programacao Python em uma
turma de 6 alunos de iniciacao cientifica junior na UERJ e o Colégio Pedro II - Regional
Centro. Para isso, os conceitos da linguagem (estrutura de codificacdo, sintaxes e afins)
foram ensinados alunos em 6 aulas de 1 hora cada, com base em problemas de contetidos
de fisica do ensino médio.

A ementa trabalhada tinha finalidade de oferecer conhecimento suficiente para que
os alunos saissem preparados para criar codigos capazes de resolver diversos problemas,
mesmo que tivessem relativamente pouco conhecimento de programacao.

Durante a aplicacao da linguagem, houveram alguns erros de escrita de coédigos, mas
nada que desmotivassem os alunos, acredita-se que isso ocorreu devido a simplicidade da
sintaxe da linguagem escolhida, demonstrando que Python tenha sido a escolha correta
para esse primeiro contato.

Em relagdo ao contetdo de fisica, foi “abordado utilizando a proposi¢ao de problemas
e a construcao coletiva de solugoes, elaborados em nivel crescente de dificuldade” com
intuito de fortificar a autoconfianga do aluno. Sobre a resolugao de problemas, os alunos
foram estimulados a “pensar em voz alta” sobre cada etapa para a construcao coletiva de
solugoes.

Com a aplicacao da programagao no ensino, alguns pontos foram percebidos, como a
baixa habilidade dos alunos em resolver problemas em conjunto com “equivocos na for-



mulacao de modelos mentais adequados”, dentre outras diversas dificuldades que acabam
marcando o processo de aprendizado de uma nova linguagem de programacao.

Apesar disso, segundo os autores, o resultado entre os alunos foi muito satisfatério,
pois além de aumentar a compreensao dos contetdos propostos, tanto em fisica como em
computacao, os alunos ainda demonstraram uma melhora na qualidade e dissolucao de
problemas, sendo possivel dizer entao que esse conhecimento serd ttil na vida académica
dos alunos.

Tendo em vista os resultados apresentados pelos autores, pode-se dizer que a aplicagao
da programagao no ensino de fisica pode ser benéfica tanto no ensino médio quanto no
ensino superior.

Com o conhecimento na linguagem, professores terao ferramentas para dar significado
ao contetudo, incentivar o raciocinio légico, pensamento critico e ainda demonstrar através
de experimentos computacionais o conceito fisico teodrico.



Capitulo 2

Python

Python ¢ uma das linguagens de programacao mais difundidas atualmente, tendo
alcancado a terceira posi¢ao no ranking de linguagens de programagao mais utilizadas em
uma pesquisa realizada entre desenvolvedores de software no ano de 2021 pelo site Stack
OverFlow [10], além de aparecer nas posi¢oes mais altas de diversas outras pesquisas de
popularidade de linguagens de programagao [11,12].

Esta linguagem tém sido cada vez mais popular por diversos fatores, com destaque
para a linguagem ser gratis e open source, ou seja, é de livre distribuicao e aberta para
contribui¢oes da comunidade. Ainda, Python é portavel, ou seja, pode ser escrita e
compilada basicamente em todas as maiores plataformas atualmente em uso, como Linuz,
Windows, Mac OS, Android, entre outros. Uma outra caracteristica da linguagem que
fortalece sua popularidade é que é uma linguagem de alto nivel, ou seja, sua sintaxe se
aproxima mais das linguagens humanas do que da linguagem de maquina, de forma que
seu uso é relativamente facil comparada a alguns pares como Java ou C++.

Todas estas caracteristicas apresentadas pela linguagem — e mais algumas outras
especificidades técnicas que nao cabem ser abordadas no escopo deste trabalho — a le-
vam a ter uma vasta aplicacao desde programacao de sistemas, passando por rotinas de
automagao de tarefas repetitivas, até programacao cientifica, entre outras aplicagoes [13].

Tendo em vista os objetivos do presente trabalho, a linguagem Python se alinha de
forma ideal pois por ter custo zero e de relativa facilidade de aprendizado, além dos
beneficios supracitados, tanto professores quanto alunos de qualquer instituicao podem
ter acesso a essa tecnologia sem grandes dificuldades para reproduzir as solugoes dos
problemas que serao abordados no Capitulo 4 deste trabalho.

2.1 Tipos de objetos em Python

A linguagem Python comporta nativamente diversos tipos de objetos diferentes. Os
principais tipos sdo nimeros, caracteres (strings), e listas.

Objetos numéricos ainda podem ser divididos em trés subtipos, denominados int, float
e compler. Os nimeros do tipo int sao inteiros, enquanto que os float sao nimeros reais.
Os nameros do tipo complex tém uma parte real e uma parte imaginaria, em que ambas
as partes sao do tipo float [14].

As principais operagdes que os objetos numéricos do tipo int e float suportam sao as
seguintes [14]:

e Soma —+x +y



Subtracdao — x - y

Multiplicacao — x * y

Divisao = x / y

Resto da divisao — x % y

e Potenciacao — x ** y

Os objetos do tipo caracteres, também chamados de string, podem ser entendidos como
sequéncias do tipo texto. Podem ser representados com aspas simples ou duplas. strings
podem ser concatenadas, gerando uma combinacao das strings concatenadas. Exemplo:

"Fi"+ "si"+ "ca" retorna "Fisica".

Além disso, objetos de outros tipos podem ser convertidos em string por meio do mé-
todo str(objeto). Por exemplo:

O numérico 225 convertido para string por meio de str(225) retorna a string "225".

E importante notar que com a string "225" nao é possivel realizar operagoes matema-
ticas, pois para a linguagem isso sao caracteres. Assim, se for preciso realizar operacoes
matematicas com este objeto, sera necessario transforma-lo em um objeto do tipo numé-
rico antes utilizando a fun¢ao int (argumento) quando argumento representar um nimero
inteiro ou float (argumento) quando argumento representar um ntmero real.

Por fim, as listas s@o sequéncias mutaveis, ou seja, podem ser alteradas. As listas
apresentam muitas formas de manipulagao, para mais detalhes consulte a documentacao
da linguagem [14].

Na linguagem Python vetores e listas sao diferentes porém similares. Vetores nao sao
nativos, e podem ser utilizados com auxilio da biblioteca Numpy, que sera abordada mais
a frente neste trabalho.

2.2 Sintaxe geral e operacoes basicas

Linguagens de programacao exigem uma sintaxe correta para o bom funcionamento do
c6digo. Cada linguagem pode ter sua sintaxe, que pode ser entendida como uma estrutura
de escrita de codigo especifica que é aceita pelo compilador da linguagem como sendo a
maneira correta de programar na linguagem em questao. Assim como a lingua portuguesa
— e outras — exigem uma estrutura especifica, as linguagens de programacgao também.

Nesse sentido, serd apresentada a seguir a sintaxe correta da linguagem Python para
as principais linhas de comando que serao utilizadas neste trabalho.



Declaracao Funcao Exemplo

Atribuicao Atribui valor a a = 10
variaveis f = "Fisica"
x, y = "abscissas", "ordenadas"
print Exibe objetos print("Fisica legal", 10)
em tela
if x < 10:
print("x vale menos que 10!")
if/elif/else | Condicional elif x < 20:
print("x vale menos que 20!")
else:

print("x vale mais que 20")

for Iteracao for x in lista:
print(x)
while Loops em geral while x > 20:

print("x vale mais que 20")

import Acesso a import numpy
modulos

from Acesso a from numpy.random import rand
atributos

Tabela 2.1: Apresentacao da sintaxe da linguagem Python para as suas principais fungoes
nativas.

Perceba que na linguagem Python declaragoes compostas, que sao declaracoes que tém
outras declaracoes aninhadas dentro delas, seguem um padrao de uma linha de cabecalho
finalizada com dois pontos, seguido de uma nova declaracao indentada e aninhada a
primeira declaracao, logo abaixo da linha de cabecalho. Veja o exemplo ilustrativo a
seguir:

Linha de Cabecgalho:
Declaracgdao indentada aninhada

Outro ponto importante da sintaxe da linguagem Python é que o fim da linha é o fim da
declaragao. Isso difere de outras linguagens que exigem um ponto e virgula para definir o



fim da declaracao. Além disso, o fim da indentacgdo é o fim de um bloco. Nao é necessario
abrir e fechar chaves, por exemplo, para indicar inicio e fim de um bloco de codigo. A
sintaxe natural da linguagem é que ao iniciar uma indentagao sera iniciado um bloco, e
ao finalizar a indentagao sera finalizado o bloco. Vale pontuar que no caso do Python,
indentacao significa deixar espaco em branco a esquerda de cada linha do bloco, nao
importando quanto espago e nem se foi utilizado a tecla espago ou tabulacao para fazer o
espago em branco, desde que todas as linhas do bloco tenham o mesmo espago em branco
a esquerda.

2.3 Funcoes basicas

Funcgoes podem ser entendidas como dispositivos de estruturagao de programas. Elas
tém dois principais papéis: o de maximizar a reutilizacao de codigos e minimizar redun-
dancias, e o de encapsular blocos de codigos que tem realizam agoes especificas e bem
definidas, permitindo a separagao de um sistema em subsistemas que podem ser reutili-
zados em diversas partes desse sistema. E possivel criar funcdes em Python para a tarefa
especifica desejada, mas neste trabalho serdo abordadas somente as fungoes nativas e das
principais bibliotecas da linguagem Python utilizadas para execucao dos algoritmos que
serao propostos. Fungoes nativas, também denomiandas fungoes embutidas, sao fungoes
que sempre estao disponiveis na linguagem Python, elas ja vém, como o nome sugere,
embutidas no interpretador da linguagem e para utilizd-las ndo é necessario importar
nenhuma biblioteca [15].

Primeiro serao abordadas as duas func¢oes nativas da linguagem que serao utilizadas
neste trabalho. A funcdo print (argumento) é utilizada para imprimir o valor associado
ao objeto argumento que se deseja imprimir na tela [16]. Um exemplo seria a utilizagao
da seguinte linha de comando:

print ("Eu gosto muito de ciéncia!")

Em que as aspas indicam que o argumento utilizado é do tipo texto (string). O resul-
tado dessa linha de comando seria:

Eu gosto muito de ciéncia!

Vale pontuar que o argumento, ou argumentos, da funcao print podem ser quaisquer
objetos, que serao convertidos em texto para serem imprimidos em tela.

A funcao len(argumento) retorna o comprimento do objeto passado como argumento.
O comprimento pode ser entendido como o nimero de itens contidos nesse objeto. Se o
objeto for do tipo texto, a funcao retornarda quantos caracteres formam esse texto in-
cluindo os espacos, se for uma sequéncia retornarda quantos itens estdo contidos nesta
sequéncia [17]. Segue um exemplo:

len("Eu gosto muito de Fisical!")
O resultado da linha de comando acima seria:

25



Além das fungoes nativas da linguagem, existem conjuntos de funcgdes desenvolvidas
por terceiros que sao encapsuladas no que se chama de bibliotecas. Para abordar essas
funcoes de bibliotecas serd necessario antes introduzir como importar bibliotecas.

2.4 Importacao de bibliotecas

Uma biblioteca Python pode ser definida de forma geral como um arquivo de cédigo
que define fungdes com intuito de remover a necessidade de reescrever cddigos que serao
reutilizados muitas vezes. E possivel criar novas bibliotecas, o no escopo deste trabalho
serao somente importadas (acessadas) bibliotecas produzidas por terceiros, disponiveis
gratuitamente.

A importagdo de uma biblioteca é necessaria para utilizagdo de suas fungoes no ar-
quivo em que se deseja escrever um codigo. Acompanhe o exemplo: suponha que seja
necessario tomar a média de valores. Nao existe uma fungao nativa em Python que faca
esse procedimento, entretanto para nao ter a necessidade de criar uma fungao que calcula
a média de valores toda vez que for necessério, foi criado um pacote chamado Numpy, em
que ha definigoes de diversas fun¢oes mateméticas [18], incluindo uma fungao que toma a
média de valores passados como argumento. Assim, pode-se simplesmente importar essa
biblioteca para o projeto desejado e a partir dai serd possivel obter a média de valores
com a utilizacao de uma simples fun¢ao ja pronta.

Observe o exemplo a seguir em que sao importadas varias bibliotecas:

from matplotlib import pyplot
from math import exp

import numpy
import random

Perceba que nas duas primeiras importagoes, foram especificadas quais fungoes seriam
importadas da biblioteca. Supostamente s6 se desejava utilizar as fung¢oes em especifico e
nao seria necessario importar uma biblioteca inteira para isso, assim importa-se s6 a funcao
necessaria. Nas duas ultimas linhas do exemplo acima foram importadas as bibliotecas
inteiras.

A biblioteca Numpy fornece fungdes matematicas, como citado anteriormente. Uma
de suas fun¢oes é a numpy.exp(argumento). O argumento deve ser um vetor preenchido
por numéricos. A funcao ird calcular a exponencial de cada elemento do vetor [19]. Segue
um exemplo:

numpy.exp([1, 2, 3])

O resultado da linha de codigo acima sera equivalente a um vetor que contém a
exponencial dos elementos do vetor passado como argumento para a fungdo, ou seja,
[2.71828183, 7.3890561, 20.08553692].

Ha também a fun¢do numpy.sqrt (argumento), em que ¢ esperado que o argumento
seja um vetor preenchido por numéricos. A funcao ira calcular a raiz quadrada de cada
elemento contido no vetor [20]. Veja o exemplo a seguir:



numpy .sqrt ([4, 16, 25])

O resultado da linha de cédigo acima sera equivalente a um vetor que contém a raiz
quadrada dos elementos do argumento, ou seja, [2, 4, 5].

Uma outra fungao é a numpy.mean(argumento), em que também ¢é esperado que o
argumento seja um vetor contendo numeéricos. A funcao retornara um numérico represen-
tando a média dos valores contidos no vetor [21]. Observe o exemplo:

numpy .mean([10, 20])

O resultado da linha de cédigo acima sera 15.
A biblioteca Numpy ainda comporta a fun¢ao numpy.array (argumento), que cria um
vetor do formato especificado no argumento [22]. Exemplo:

numpy.array([1, 2])

O retorno da linha de codigo acima sera um vetor com duas posi¢oes equivalente a
[1, 21.

Ja a funcdo numpy.zeros (argumento), espera que o argumento seja um inteiro, que
determina a forma de um vetor que sera criado e preenchido com o ntimero 0 em todas
as posigoes. Segue o exemplo:

numpy . zeros (2)

O resultado da linha de cddigo seria a criagdo de um objeto do tipo array (vetor) com
duas posigoes preenchidas com zero, equivalente & [0, 0] [23].

Também serd utilizada a fun¢ao numpy.append(vetor, valores) que adiciona valo-
res ao final da c6pia de um vetor. E esperado que o argumento seja um vetor ja existente
seguido dos valores que se deseja adicionar ao final do vetor especificado [24]. Veja o
exemplo:

vetor = numpy.array([1, 2])
vetor = numpy.append(vetor, 3)

Ao final das linhas de c6digo acima, o vetor vetor serd equivalente a [1, 2, 3].

Por fim também serd utilizada a funcao numpy.random.uniform(a, b, c). Esta fun-
¢ao constréi um vetor de nimero aleatdrios gerados no intervalo [a, b), e o vetor assume
a forma de c. Nao é obrigatério especificar a e b, nesse caso a fungdo assume o intervalo
padrao [0, 1) para a geragao dos valores aleatérios. A especificacao de ¢ também é opci-
onal, nesse caso serd gerado um numérico tipo float somente [25]. Exemplos:

numpy . random.uniform()
numpy .random.uniform(2, 3, 3)

O retorno das linhas de cédigo acima poderiam ser:

0.5829239836347324
[2.11861037, 2.14700914, 2.0887218 ].
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A biblioteca random também sera utilizada. Seu intuito se resume a geragao de nu-
meros aleatorios. Nesta biblioteca sao fornecidas diversas fungoes, porém nos algoritmos
que serao apresentados neste trabalho serao utilizadas duas fungdes. A funcdo random.
random() gera um numero aleatério dentro do intervalo [0, 1) [26].

A funcdo random.uniform(a, b) retorna um ntimero N do tipo floating onde a <
N<bsea<beb< N <aseb<a [26]

A 1ltima biblioteca que sera utilizada é a matplotlib, mais especificamente uma cole-
cao de funcoes dentro desta a biblioteca, chamada de pyplot. Para fazer sua importagao
é necessario executar a linha de cédigo import matplotlib.pyplot. Para facilitar, po-
demos atribuir um nome mais curto para chamar esta biblioteca em c6digo executando o
seguindo comando import matplotlib.pyplot as plt.

Desta colecao de funcgoes, serao utilizadas algumas fungoes que configuram grafico. A
primeira é a plt.plot(x, y), em que x e y devem ser vetores contendo as coordenadas
em x e y que serao configuradas para o plot respectivamente. O plot serd executado na
presenca do comando plt.show(). Exemplo:

plt.plot([1,2], [2,3])
plt.show()

A linha de c6digo acima terd como retorno o seguinte grafico:

3.0

28

26

244

224

204

10 12 14 16 18 20
Figura 2.1: Exemplo de plot usando maplotlib.pyplot.

Ha a possibilidade de customizar o grafico mudando cor da curva, adicionando legenda
a curva, espessura da curva entre outras propriedades. Para tal é necessario adicionar
argumentos a chamada da funcao plot(x, y). Para verificar as possibilidades consulte
a documentacao [27].

Para controlar o intervalo mostrado nos eixos x e y é usada a funcao:

plt.axis([xmin, xmax, ymin, ymax])

Exemplo:
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plt.plot([1,2], [2,31)
plt.axis([0, 3, 1, 4])
plt.show()

O retorno das linhas de cédigo acima sera:

40

35 4

304

254

20

15 4

10 T T T T T
0.0 05 10 15 20 25 30

Figura 2.2: Alteracao nos eixos do grafico com plt.axis.

Ha a possibilidade de configurar a legenda dos eixos x e y com as fungoes plt.xlabel
(argumento) e plt.ylabel(argumento), respectivamente. O argumento esperando é do
tipo texto (string) [28,29]. Veja o exemplo:

plt.plot([1,2], [2,3])
plt.axis([0, 3, 1, 4])
plt.xlabel("Eixo x")
plt.ylabel("Eixo y")
plt.show()

O retorno das linhas de cédigo acima sera:
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Figura 2.3: Alteracao das legendas dos eixos do grafico com plt.xlabel e plt.ylabel.

Ha a opcao de adicionar uma legenda para a curva com a funcao plt.legend(). Esta
funcao pode ser usada sem argumentos, porém é necessario configurar uma label para o
plot correspondente [30]. Veja o exemplo:

plt

plt.
.xlabel ("Eixo x")
.ylabel ("Eixo y")
.legend ()

plt
plt
plt

plt.

.plot([1,2], [2,3], label="Curva Exemplo")

axis([0, 3, 1, 4])

show ()

O retorno das linhas de cédigo acima é mostrado na figura abaixo:

40
= urva Exemplo
35 1
3.0 1

251

Eixo v

204

15 4

10 T T T T T
0.0 05 10 15 20 25 30

Eixo x

Figura 2.4: Alteragao da legenda da curva do grafico com plt.legend.

Por fim, para exibir o grafico (ou gréficos) configurados, usa-se a fungao plt.show(),
que nao necessita de argumentos em sua chamada [31].
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Capitulo 3

Métodos de Monte Carlo

3.1 O que é

Métodos de Monte Carlo sao empregados em diversas areas da ciéncia, desde a solucao
de integrais multidimensionais até a solucao de problemas fisicos e quimicos, ou ainda em
previsoes de comportamentos de bolsas de valores.

Pode-se descrever os métodos de Monte Carlo como métodos de simulacao estatistica,
em que entende-se simulacao estatistica como qualquer método que utilize sequéncias de
numeros aleatérios para executar a simulacao [32].

Em muitas aplicagoes de Monte Carlo, o fendémeno fisico é simulado diretamente, de
forma que as vezes nem ¢é necessario se utilizar das equacoes diferenciais que descrevem
o comportamento do sistema. O 1nico requisito é que o sistema fisico possa ser descrito
por fungoes distribuicdo de probabilidade. Uma vez que essas fungoes sao conhecidas, a
simulacao pode ser executada criando amostragens randémicas por meio dessas fungoes.
Dessa maneira, muitas simulagoes sao executadas e o resultado desejado é determinado
como uma média sobre o nimero de observagoes.

3.2 Uma breve histéria da simulacao de Monte Carlo

A utilizacao da probabilidade de certos eventos ocorrerem para obtencao de resultados
concretos parece nao ser muito intuitivo. Entretanto, é desta forma que simulagoes de
Monte Carlo dos mais variados tipos vém sendo utilizadas para prever clima, recessoes
economicas, dentre outras aplicagoes. A ideia de usar a aleatoriedade de uma forma defini-
tiva — no sentido de resultado definido — foi revolucionaria. No século XVIII, o cientista
francés Georges Louis LeClerc, conde de Buffon (1707-1788), utilizou métodos randémicos
em diversos estudos, sendo o mais famoso o experimento denominado de agulha de Buf-
fon. Neste experimento ele lancava agulhas repetidamente em um tabuleiro com linhas
desenhadas para estimar o valor de 7. LeClerc mostrou que para uma agulha de mesmo
comprimento que a distancia entre as linhas, a probabilidade de a agulha intersectar uma
linha seria de 2/m. Alguns consideram esse experimento como uma primeira instancia de
uma simula¢do de Monte Carlo [33].

No século XIX e comego do século XX, as simulagdes comegaram a ser cada vez mais
utilizadas como meio de confirmar teorias, analizar dados e em matematica estatistica.
Exemplos disso sao a utilizacao um baralho com cartas marcadas para tratar tabelas de
dados, ou a utilizagao de um dispositivo giratorio para um algoritmo de suavizar curvas,
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ou ainda a descricdo de um método geral para simulagdo usando um dado modificado
para gerar uma distribuigdo normal, entre outros [34].

Atualmente ha uma grande diferenca entre esses estudos iniciais e as simulagoes ti-
picas de Monte Carlo modernas, que abordam assuntos que em muitos casos seriam de
dificil investigacao por outras metodologias, como a modelagem da formacao de gala-
xias. O foco hoje em dia é encontrar um analogo probabilistico do problema, e o resolver
probabilisticamente [33].

Esta forma de simulagao foi inicialmente desenvolvida e utilizada sistematicamente du-
rante o Projeto Manhattan, um investimento americano no periodo da Segunda Guerra
Mundial a fim de desenvolver armas nucleares. John von Neumann e Stanislaw Ulam su-
geriram utilizar estas simulagoes para estudar propriedades de viagens de néutrons através
de blindagem de radiagao, e batizaram o método em homenagem ao Casino Monte Carlo,
em Monaco. Posteriormente, Neumann, Ulam e outros pesquisadores utilizaram simula-
¢Oes para muitos outros problemas nucleares e estabeleceram as bases para os métodos
de simulagoes de Monte Carlo [33].

Atualmente, simulagoes de Monte Carlo sdo muito utilizadas como ferramenta cien-
tifica para problemas que nao tém solucoes analiticas e que demandam experimentagoes
custosas, impraticaveis ou que demandem muito tempo. Pesquisadores estudam sistemas
complexos, repetem e/ou modificam experimentos e examinam quantidades ocultas em
experimentacoes.

H& de se considerar as desvantagens do uso de simulagoes também: requerem gran-
des recursos computacionais, ndo geram solucoes exatas e a qualidade dos resultados é
proporcional a qualidade do modelo e dos dados de entrada utilizados. Soluc¢oes analiti-
cas e alternativas experimentais devem ser consideradas antes de recorrer diretamente a
simulagoes [33].

3.3 Principais conceitos

Ha pelo menos quatro fatores cruciais para entender a estratégia basica de Monte
Carlo. Sao eles:

e Variaveis aleatorias;

e Funcoes de distribui¢do de probabilidade (PDFs !);
e Momentos de uma PDF;

e A variancia o2.

Numeros aleatorios, no contexto que foi apresentado neste trabalho, sdo aproximagoes
numeéricas ao conceito estatistico de variaveis estocasticas, também denominadas variaveis
aleatérias [32].

Uma variavel estocastica pode ser discreta ou continua. Neste trabalho sera definido
uma letra maitiscula para denotar uma variavel estocastica, como X, Y e Z.

Dois conceitos fundamentais sao associados as variaveis estocasticas, o dominio e a
PDF (fungoes de distribui¢do de probabilidade). O dominio é o conjunto D = {z} de
todos os valores acessiveis que a variavel pode assumir, de forma que X € D. Num

1Sigla do inglés, que significa probability distribution function.
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langcamento de dado pode-se obter seis diferentes ntimeros, neste caso o dominio discreto
para o nimero obtido é x € {1,2,3,4,5,6}.

A PDF é uma fungao p(z) no dominio que, no caso discreto, descreve a probabilidade
ou frequéncia relativa com que esses valores de X ocorrem:

p(z) = Prob(X = ).

No caso continuo, a PDF nao descreve diretamente a probabilidade, ao invés disso, a
probabilidade para a variavel estocastica — que pode assumir qualquer valor num intervalo
infinitesimal ao redor de x — é definida como p(z)dz. Nesse caso, a fungao continua p(x)
representa uma densidade de probabilidade. A probabilidade de uma variavel estocastica
assumir qualquer valor num intervalo nao infinitesimal [a, b] é dada pela integral:

b
Prob(a < X <b) = / p(z)dz.
a
Um outro conceito de interesse nesse contexto é a funcao de distribuicao de probabi-
lidade cumulativa (CDF 2) P(z), que é a probabilidade de uma varidvel estocastica X
assumir qualquer valor menor que x:

P(z) = Prob(X <z) = /:C p(x')dx'.

—0o0

A relacao entre uma CFD e a PDF correspondente é dada por:

d

= %P(x)

p(z)

H& duas condigoes que todas as PDFs precisam satisfazer. A primeira é que a PDF

precisa estar entre 0 e 1, ou seja, 0 < p(x) < 1. E de certa forma intuitivo que algum valor

do dominio tenha probabilidade de ocorrer menor ou igual a um (100%), e maior ou igual

a zero (0%). Além disso, a PDF precisa ser normalizada, ou seja, todas as probabilidades

somadas resultam em uma unidade. Para PDFs discretas e continuas essa condicao ¢é
representada respectivamente por:

Outro conceito importante é o de valor esperado de uma func¢ao. Suponha h(x) sendo
uma fungao arbitraria no dominio da varidvel estocédstica X cuja PDF é dada por p(x).
O valor esperado de h em relacao a p é definido como:

(h)x = / h(z)p(z)de

2Sigla do inglés, que significa cumulative probability distribution function.
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A partir deste momento, o X serd omitido quando for implicitamente conhecida a
PDF.

Em especial, uma classe de valores esperados é muito 1til, denominada como momen-
tos. O n-ésimo momento da PDF p é definido como:

(™) = /x"p(x)dx

O momento de ordem zero ¢ a condigdo de normalizagao de p. Observe:

(z%) = /:L‘Op(a:)dx
1= /p(x)dx.

O momento de ordem um é chamado de a média de p:

(x') = /xlp(x)dx
(x) = /xp(a:)da:.

De modo qualitativo pode-se entender o primeiro momento como o centroide, ou o
valor médio da PDF, e por isso geralmente é denominado simplesmente o valor esperado
de p. Uma PDF pode ser expandida em termos de seus momentos. Para duas PDFs serem
consideradas iguais, cada um de seus momentos devem ser iguais [32].

H& ainda uma familia de momentos denominados os momentos centrais. O n-ésimo
momento central é definido como:

(@ = @) = [(@— (@)"p(w)da

O momento central de ordem zero e de primeira ordem sao triviais, igual a 1 e 0
respectivamente. Entretanto o momento central de ordem dois é de especial importancia,
e ¢ denominado como a variancia de p. Para a variavel estocéastica X, a variancia é
representada como:

A raiz quadrada da variancia, o = /((z — (z))?), é denominada como o desvio padrao
de p, que pode ser interpretado qualitativamente como o espalhamento de p ao redor de
sua média.

Tendo em vista os conceitos abordados acima, é possivel ilustrar a utilizagdo das

simulagoes de Monte Carlo para resolver problemas, que serao apresentadas no capitulo
4.
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Capitulo 4

Problemas Propostos

Como forma de deixar mais palpaveis os conceitos até aqui apresentados, serao apre-
sentados e resolvidos um problema matematico e dois problemas fisicos por meio de simu-
lagoes de Monte Carlo. Estas solu¢des podem ser utilizadas como exemplos para o ensino
do béasico de programagao em python para a graduacao em fisica, ou simplesmente como
guia de estudo para o aluno que tenha interesse em aprender sobre este assunto.

4.1 Estimativa do niumero 7

Existem algumas maneiras de estimar o nimero 7 utilizando métodos de Monte Carlo.
Aqui serao apresentadas duas delas, o Método da Razao das Areas e o Método do Valor
Médio.

4.1.1 Método da Razao das Areas

Para estimar 7 por meio deste método deve-se iniciar assumindo um circulo unitario
inscrito num quadrado de lado também unitario. Veja a figura 4.1.

Figura 4.1: Circulo unitario inscrito num quadrado também unitario.
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O conceito geral a partir dai é gerar pontos randomicos uniformemente contidos nesse
plano cujo dominio é delimitado pelas bordas do quadrado unitario. Dessa forma, pode-se
calcular a probabilidade de um dado ponto ser gerado dentro do circulo, simplesmente
calculando a razao entre a area do ciculo e a area total do quadrado. Isso é valido pois
os pontos serao distribuido uniformemente por todo o dominio. Esta probabilidade P é
dada por:

P — Acirculo _T.r

Aquadrado l2
1
Como r = 3 el =1, ficamos com:

1
v
p=—4

1

p=".

4

Se por um lado foi encontrado esse valor para P analiticamente, por outro lado pode-
se calcular a probabilidade P simplesmente calculando a razao entre o nimero de pontos
que efetivamente foram gerados dentro do dominio do circulo e o niimero de pontos totais
gerados, desde que o nimero de pontos gerados seja muito grande.

Pode-se fazer isso utilizando um algoritmo que gera pontos randomicamente e verifica
se eles estao dentro ou fora do circulo e faz a contagem do ntiimero de pontos gerados
dentro do circulo. Em seguida o algoritmo calcula a razao entre este valor e o niimero
total de pontos gerados, resultando na mesma probabilidade P.

Deste modo, tem-se um valor numérico simulado para P, que pode-se comparar dire-
tamente ao valor encontrado anteriormente, de 7, estimando assim o valor de 7 por meio
de simulacao de Monte Carlo.

Finalmente, a estimativa de 7w serd dada da seguinte maneira:

n°® de pontos dentro do circulo

T
n° total de pontos 4

4 n°® de pontos dentro do circulo
= 7T7
n° total de pontos

em que tanto o n° de pontos dentro do circulo quanto o n° total de pontos serdo conhecidos
apoés a simulacao.

A seguir sera apresentado o c6digo do simples algoritmo descrito acima. Note que com
poucos recursos da linguagem, ja é possivel resolver problemas interessantes com poucas
linhas de cédigo.

19



import random

quantidade_pontos = 500000
pontos_circulo 0
pontos_quadrado 0

for i in range(quantidade_pontos):

rand _x = random.uniform(-1, 1)
rand_y random.uniform (-1, 1)

dist_origem = rand_x ** 2 + rand_y **x 2

if dist_origem <= 1:
pontos_circulo += 1

pontos_quadrado += 1
pi = 4 * pontos_circulo / pontos_quadrado

print ("Estimativa final de Pi =", pi)

O cbédigo acima resulta em:
Estimativa final de Pi = 3.140416

Observe que na linha 1 do cédigo, foi importada a biblioteca random. Ela fornecera
fungoes que utilizaremos para gerar as posicoes aleatérias dos pontos. Da linha 3 a 5,
foram inicializadas trés variaveis que utilizaremos no decorrer do algoritmo. O valor
inicial da varidvel quantidade_pontos ¢é totalmente arbitraria, entretanto quanto maior
seu valor, mais o resultado convergira para o valor esperado. Na linha 7 ha a chamada da
funcao for que vai repetir um ciclo iterando sobre i, iniciando em i = 0 e incrementando
até i = 499999. Para cada ciclo desse, serd gerado um valor aleatério para a posicao x
e y do ponto, como é possivel observar nas linhas 9 e 10. Logo apds, na linha 12, é
calculada a distancia do ponto em relacdo & origem do sistema. E verificado, na linha
14, se essa distancia é menor que uma unidade, se sim o ponto encontra-se dentro do
circulo e portanto a varidvel pontos_circulo é incrementada em uma unidade (linha
15). A seguir, na linha 17, a varidvel pontos_quadrado também é incrementada em uma
unidade. Note que todos os pontos estarao dentro do quadrado, entao esta variavel devera
ser incrementada em todos os ciclos. A seguir, na linha 19, é feito o calculo que resulta
na estimativa para o nimero 7. A cada ciclo o valor de 7 sera diferente e sera substituido
pelo novo valor, ja que depende do nimero de pontos dentro do circulo e do nimero de
pontos dentro do quadrado, que sao variaveis que sao modificadas a cada ciclo. Logo em
seguida, na linha 21, é chamada a funcdo print para mostrar o resultado obtido.

4.1.2 Método do Valor Médio

Outra forma para estimar o valor de m por método de Monte Carlo, é usando a fun¢ao
f(z) = v1—2a2% O gréfico desta funcdo no intervalo [0,1] é mostrado na figura abaixo:
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Figura 4.2: Grafico da fung¢do f(z) = /1 — 22 no intervalo [0,1].

Em linhas gerais, parte-se da ideia de gerar pontos randémicos no intervalo [0,1] com
intuito de estimar o valor médio da fungao f(x), que sera representado por f,,,. Isto
é feito gerando n valores para = randomicamente dentro do intervalo [0,1], calculando a
f(x) = /1 — x2 para cada x gerado e obter a média destes valores. Esse valor médio é o
que equivale ao valor de f,,,. Colocado de outra forma, o que serd feito é dado por:

1.
favg = ﬁ;f(xz%

onde n é a quantidade de nimeros randémicos gerados. Evidentemente quanto maior n
for, mais precisa sera a estimativa. Este é o Método do Valor Médio.

Se por um lado pode-se estimar o valor médio da fun¢do num determinado intervalo
gerando pontos aleatérios, por outro pode-se calcular analiticamente o valor médio da
funcao por meio de:

1 b
favg = b—a/a f(z) dx.

Em particular, temos:

1
favg = / V1—22dz.
0

E possivel encontrar o valor desta integral sem calculd-la diretamente. Observe na
figura 4.2 que no intervalo assumido, [0,1], a fungao descreve um quarto de circulo de raio
unitario inscrito num quadrado de lado também unitario, como esperado. Pode-se obter
o valor da integral calculando a area abaixo dessa curva.

A area de um circulo qualquer é dada por:
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A=7r?

onde r ¢é o raio do circulo, que nesse caso vale 1. Portanto,

A=m.

Dessa forma, para um quarto de circulo, a area relacionada a funcao sera dada por:

Ou seja, o valor médio da funcao no intervalo dado é de

™
fzwg - Z

Dessa maneira, foram obtidas duas expressoes para fu.,4, que igualadas levam a:

1 T
g ; f(xl) - Z?
ou de outra forma:
4. 1 Zn: l—22=nm
n:a '

A equagao acima podera ser resolvida para 7w executando o simples algoritmo a seguir:

import numpy as np

n = 500000

x = np.random.uniform(size=n)

fx = 4 *x np.sqrt(l - x **x 2)

pi = np.mean(fx)

print ("Estimativa final de Pi =", pi)

O cédigo acima resulta em:
Estimativa final de Pi = 3.139322

Na linha 1 foi importada a biblioteca Numpy, que fornece fung¢oes que permitem ma-
nipular dados em forma de vetores, dentre outras funcionalidades. Na linha 3 e 4 foram
inicializadas as varidaveis n e x. n assume um valor inicial arbitrario que representa o nu-
mero de pontos que serao utilizados para calcular o valor médio da fungao. x é inicializado
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como um vetor com n posi¢oes preenchidas com nimeros aleatérios, em especifico como
foi utilizado n = 500000, x é um vetor de 500000 posi¢oes em que cada posicao foi preen-
chida por um ntimero aleatério entre 0 e 1. Na linha 6, foi inicializada a variavel fx que
armazenard um vetor da mesma dimensdo, entretanto aplicard a fungao f(x) = /1 — 22
em cada valor armazenado no vetor x. Em seguida, na linha 7 é tomada a média de todos
os 500000 valores que estavam armazenados em fx, e o resultado ¢é atribuido a variavel pi.
Por fim, na linha 9, é feita a chamada da fun¢do print que imprimird na tela o resultado
obtido.

Note que ao reproduzir estes codigos, o valor resultante poderd apresentar divergén-
cias em relagao ao apresentado, como esperado, pois trata-se de estimativas baseada em
numeros aleatorios. Entretanto para intervalos grandes, a estimativa dos dois métodos
apresentados deve convergir para o valor real de 7.

4.2 Decaimento Radioativo

O problema do decaimento de particulas radioativas é um fendémeno fisico que pode
ser abordado por meio de métodos de Monte Carlo de forma razoavelmente simples e com
resultados tao precisos quanto desejado.

Suponha entao um conjunto de N particulas radioativas com um tempo de meia vida
t1/2. Sabe-se que no sistema restarao por volta de %N particulas depois de decorrido
um tempo igual a t;/5, por volta de iN depois de decorridos 2/, e assim por diante.
Entretanto, nao é simples prever analiticamente e exatamente quantas particulas restarao
em um dado tempo decorrido pois esse processo ¢ estocastico, é regido por probabilidades.

Apesar disso, é possivel simular o decaimento por Monte Carlo. Para tal, é necessario
entender alguns conceitos do processo de decaimento radioativo. Para o decaimento ra-
dioativo, a probabilidade do decaimento por unidade de tempo de uma tinica particula é
constante e é denominada constante de decaimento. Suponha que existam Ny particulas
radioativas num dado tempo t e que a constante de decaimento é A. A probabilidade
de uma particula qualquer decair num intervalo de tempo At é P = AAt. O namero
de particulas que decairao neste intervalo de tempo é PN = AAtN. Assim, o nimero
total de particulas radioativas apds esse intervalo de tempo tera decrescido de AN, como
mostra a equacao a seguir:

AN = —)AtN.

Rearranjando a equacao acima pode-se encontrar a taxa de decaimento:

AN
S0 AN
AT

E possivel tomar o limite de At — 0, obtendo:

dN
— = —AN
dt ’

que ¢ uma equagao diferencial, cuja solucao é dada por:
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N(t) = Noe™, (4.1)

em que Ny é o numero de particulas no tempo t = 0. O tempo de vida da particula é
definido como 7 =1/ e o tempo de meia vida ¢,/ = In(2)/A.

O algoritmo que serd apresentado ao final desta secao consiste na simulagdo de um
processo de decaimento radioativo de um conjunto de particulas nos moldes até aqui
apresentados. O ponto central da simulagdo é determinar se uma particula decaiu ou nao
num dado intervalo de tempo gerando um nimero aleatério entre 0 e 1. Se esse valor
for maior que a probabilidade de decaimento, considera-se que a particula decaiu ao fim
do intervalo, se o valor for menor que a probabilidade de decaimento, considera-se que a
particula nao decaiu ao fim do intervalo.

Essa abordagem ¢é repetida para cada particula contabilizando quantas particulas res-
taram ao final do intervalo, e depois repetido para o proximo intervalo, até que nao reste
mais nenhuma particula.

Ao fim da rotina é plotado um grafico para comparacgao com a solugdo exata apresen-
tada na equacao 4.1.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
import random

NO = 500

lam = 0.01

dt = 0.01
P_decaimento = lamx*dt

Nrestante = NO

N_t=np.array ([Nrestante])

while Nrestante != O:
Nparticulas = Nrestante

for N in range(Nparticulas):

r = random.random ()
if (r < P_decaimento):
Nrestante -= 1

N_t = np.append(N_t,Nrestante)
tempos = np.arange(len(N_t))*dt
plt.plot(tempos ,N_t,"r-",label="Simulacgdo")

N_ave = NO*np.exp(-lam*tempos)
plt.plot(tempos,N_ave,label="Decaimento Exponencial")

24



plt.xlabel ("Tempo")
plt.ylabel ("Namero de Particulas")
plt.legend ()

plt.show ()
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Figura 4.3: Ntumero de particulas restantes em func¢ao do tempo.

Observe que nas trés primeiras linhas do cédigo foram importadas bibliotecas que
permitirao utilizar fun¢oes matemaéticas, compor graficos e gerar niimeros aleatorios, res-
pectivamente. Da linha 5 a 8 foram inicializadas quatro variaveis. NO é o niimero inicial
de particulas cujo valor ¢ arbitrario, lam ¢ a constante de decaimento, dt sera utilizado
para definir o intervalo de tempo e P_decaimento ¢é a probabilidade de decaimento em
cada intervalo de tempo. Na linha 10 ¢ inicializada a varidvel Nrestate que representa
quantas particulas ainda restam no processo de decaimento, mas como nenhuma particula
decaiu até o momento em que essa variavel é inicializada, seu valor de inicializacao é o
valor inicial de particulas NO. Na linha 12 ¢ inicializada a varidvel N_t, que sera responsa-
vel por armazenar o numero de particulas restantes ao final de cada intervalo de tempo.
Inicialmente N_t serd um vetor de uma posi¢do que armazena o valor inicial Nrestante,
que nesse caso ¢ 1000. Mais a frente no cdédigo essa variavel N_t serd atualizada. Na
linha 14 é configurado um ciclo que executara agoes enquanto o nimero de particulas
restantes for diferente de 0. Na linha 16 a variavel Nparticulas é inicializada com o valor
da variavel Nrestante. Note que a cada ciclo, Nrestante podera ter valor diferente. Na
linha 18 ¢é inicializado um ciclo que fara iteracao em N desde 0 até Nparticulas - 1, em
que r (linha 19) receberd um valor aleatério entre 0 e 1, e se for menor que P_decaimento
(linha 20), Nrestante sera descontada de uma unidade. Se r > P_decaimento representa
o caso em que a particula nao decaiu e portanto resta o mesmo nimero de particulas que
no ciclo anterior, nao sendo necessario descontar Nrestante. Na linha 23 ¢é adicionada na
ultima posi¢do do vetor N_t o valor de Nrestante, independente se houve mudanca no
valor de Nrestante. Na linha 25 ¢ incializada a varidvel tempos que armazena um vetor
em que cada posi¢cdo guarda o tempo em cada ciclo. Esse vetor é necessario pois o valor
amarzenado em sua ultima posicao indica o tempo decorrido para o decaimento de todas
as particulas, e também para que seja possivel plotar o grafico desse decaimento. Na linha
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27 é configurado o plot da simulacdo, enquanto que da linha 29 até a 34 é configura o plot
da solucao analitica do problema.

4.3 Particulas em uma caixa

Assuma uma caixa dividida em duas partes iguais separadas por uma placa. No tempo
t = 0, ha ny particulas distribuidas na parte esquerda da caixa, quando um mintsculo
orificio é feito na placa que separa as metades da caixa, de forma que somente uma
particula consegue atravessar o orificio a cada unidade de tempo decorrido.

Depois de decorrido um certo tempo o sistema atinge um estado de equilibrio com
um nimero igual de particulas, %, nas metades esquerda e direita da caixa. A titulo de
simplificar o problema, que pode ter um valor de ng >> 1, é possivel modelar o sistema
com base em um modelo estatistico bem simples. Assume-se que todas as particulas na
metade esquerda da caixa tenham a mesma probabilidade de passar para a metade direita.
Além disso, o niimero de particulas do lado esquerdo e direito da caixa em cada tempo
sera, denominado n. e ng = ng — n,, respectivamente. A probabilidade de uma particula
passar para o lado direito da caixa em um intervalo At sera de:

p="e
no

Para solucionar esse problema utilizando Monte Carlo, é possivel desenvolver um al-
goritmo que simula o sistema seguindo os seguintes passos:

e Escolher o niimero de particulas ng;

e Montar um ciclo que incrementa sobre o tempo, em que o tempo maximo seja muito
maior que ng;

e Para cada incremento de tempo At hd uma probabilidade P de uma particula passar
para a metade direita da caixa. Comparar essa probabilidade com um nimero
aleatorio x entre 0 e 1;

e Sex < P, decrementar o nimero de particulas na metade esquerda em uma unidade.
Senao, incrementar o numero de particulas na metade esquerda em uma unidade;

e Incrementar o tempo em uma unidade de tempo At e continuar o loop;

E possivel comparar essa simulagido numérica com uma solucdo analitica para o pro-
blema das particulas em uma caixa. Assumindo n.(t) como o nimero de particulas na
metade esquerda da caixa depois de t unidades de tempo, ou ciclos como no algoritmo
desenvolvido, a mudanga em n.(t) em um intervalo de tempo At serd dada por:

An— (no —ne(t) ne(t)> At

) no

e assumindo que n. e t sdo ambas variaveis continuas, no limite de At — 0 chega-se a:

dn.(t) 1 2n€(t)’

dt No
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cuja solucao ¢é dada por:

com a condigao inicial n.(t = 0) = ng. O seguinte cddigo transpoe o algoritmo apresentado
em linguagem Python e ao final plota um grafico comparando o resultado da simulagao

ne(t) = % (1 + e’Qt/"‘)) ,

com a solucao analitica.

from matplotlib import pyplot as plt
from math import exp

import numpy as np
import random

n0 = 500000

tmaximo = 10*n0

valores = np.zeros (tmaximo)
tempo = np.zeros (tmaximo)
nesquerda = nO0

for t in range (0, tmaximo, 1):

x = random.random ()

if x <= nesquerda/n0
nesquerda -= 1
CHNSICR:
nesquerda += 1

|
ct

tempo [t]
valores [t]

nesquerda

exato = n0/2 * (1 + np.exp(-2 * tempo / n0))

plt
plt
plt

E possivel comparar o resultado exato com a simulacio proposta. O algoritmo apre-

.plot (tempo, exato, label="Resultado Exato")
.plot (tempo, valores, label="Simulagdo")
.plot ()

plt.
plt.
plt.
plt.
plt.

axis ([0, tmaximo, n0/4, nO])
xlabel ("Tempo")

ylabel ("Nimero de particulas")
legend ()

show ()

sentado ja tem como saida o seguinte grafico:
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Figura 4.4: Numero de particulas na metade esquerda da caixa em fun¢do do tempo.

Note que nas linhas 1 e 2 do c6digo foram importadas fungoes especificas de bibliotecas,
que permitirao plotar graficos e calcular a exponencial de valores, respectivamente. Nas
linhas 4 e 5 foram importadas bibliotecas que permitirao utilizar fungoes matemaéticas e
que geram numeros aleatérios, respectivamente. Da linha 7 a 11 foram inicializadas 5
variaveis. nO representa o numero total de particulas e seu valor é arbitrario, tmaximo
representa um tempo maximo, tempo esse no qual deseja-se obter informagbes sobre o
sistema. Seu valor deve ser algumas vezes maior que o nimero de particulas [32]. As
variaveis valores e tempo armazenam cada uma um vetor com nimero de posigoes igual
a tmaximo, todas elas preenchidas com o valor zero. Essas posi¢oes serao modificadas
posteriormente durante os ciclos da simulacdo de forma que tempo serd um vetor com
os tempos e valores guardard os valores respectivos a cada tempo. nesquerda ¢é a
variavel que representa o nimero de particulas que ocupam a metade esquerda da caixa.
No tempo inicial, todas as particulas estdao na metade esquerda, e portanto nesquerda
recebe inicialmente o valor de n0. Na linha 13 ¢é iniciado um ciclo em que t ¢ iterado
desde zero até tmaximo - 1, sendo incrementado em uma unidade por ciclo. Dentro desse
looping é gerado um valor x aleatério entre 0 e 1 (linha 14). Na linha 16 é verificado
se x é menor que a probabilidade P = nesquerda/n0 de passar para a metade direta
da caixa. Se sim, significa que uma particula deixou a metade esquerda da caixa e
portanto nesquerda é descontada em uma unidade (linha 17), caso contrario (linha 18),
uma particula deixou a metade direita e entrou na metade esquerda da caixa, e portanto
nesquerda ¢é incrementada em uma unidade (linha 19). Nas linhas 21 e 22 é armazenado
o tempo t no vetor tempo e o valor nesquerda é armazenado no vetor valores, ambos
na mesma posicao porém em vetores diferentes. Na linha 24 é calculado o resultado exato
para o fendmeno. Da linha 26 a linha 33 é configurado o grafico para comparagao do
resultado exato com a simulacao.

Finalmente, tendo em vista as opc¢oes de simulagoes apresentadas, que podem servir
como uma investigacao em que se aprende os conceitos tedricos aliados a novos conheci-
mentos em programacao, mas que também podem ser utilizadas por um professor em sala
de aula como ferramenta que estimula o aprendizado do aluno, fica evidente o poder da
fisica computacional e também como programacao pode ajudar a abordar de forma mais
palpéavel alguns conceitos que podem ser muito abstratos para os alunos. Além disso,
essas abordagens podem ser sementes que permitam o aluno se questionar coisas como:
aliando fisica e programacao, que tipo de coisas seria possivel simular?
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Conclusoes

Neste trabalho foi abordada a teméatica do uso da programacao no ensino da fisica. No
Capitulo 1 foi apresentada uma breve fundamentagao bibliografica do uso de programacao
no ensino de fisica em que ficaram nitidos os beneficios de sua insercao no ensino de fisica.
Além disso, o relato de professores que ja aplicaram a programacgao no ensino de fisica
mostra que essa pratica é possivel e ainda que é acessivel.

No Capitulo 2, foram discutidos os pontos que culminaram na escolha do uso da
linguagem Python no decorrer do trabalho, além de especificidades técnicas, bem como
uma fundamentacao bésica do funcionamento das principais ferramentas da linguagem
que foram utilizadas no presente trabalho. Conceitos como tipos de objetos, sintaxe geral
da linguagem, fungoes bésicas e importacao de bibliotecas foram discutidos.

Ja no Capitulo 3, foram abordados os conceitos fundamentais acerca dos métodos
e simulagoes de Monte Carlo, como varidveis estocasticas, fungoes de distribuicao de
probabilidade, momentos, entre outros.

Por fim, no Capitulo 4, foram apresentados problemas fisico-matematicos e suas res-
pectivas solugoes utilizando simulagoes de Monte Carlo, resgatando todos os conceitos
apresentados nos capitulos anteriores do trabalho. Foi estimado o valor de m por meio de
dois métodos distintos, em que ambos se utilizam de geracao de valores aleatorios para
chegar a solucao do problema, foi simulado o comportamento de um sistema de decai-
mento radioativo e um outro sistema de particulas em uma caixa, ambos por simulacao
de Monte Carlo. Além disso, no caso da estimativa do valor de 7, foi analisado o desvio
padrao de ambos os métodos utilizados, como meio de determinar qual método gerou
resultado mais acurado.

Tendo em vista todas as etapas percorridas para a realizagao deste trabalho, foi pos-
sivel concluir que a programacao definitivamente deve conquistar mais espago dentro das
salas de aulas de ensino de fisica, principalmente no nivel superior, onde espera-se que os
graduandos, ao final de seus cursos de graduacao, sejam capazes de lidar com problemas
modernos que requerem solugoes mais sofisticadas, ponto esse no qual a programagao
tem se mostrado ferramenta indispensavel. Foi possivel concluir ainda, que com pouco
conhecimento técnico e baixo custo, é possivel construir abordagens poderosas para pro-
blemas fisicos. Além disso, ao introduzir a programacao em sala de aula, sao estimuladas
diversas habilidades que fisicos necessitam desenvolver a fim de conduzir investigacoes em
laboratério ou de forma tedrica.

Entre as perspectivas de trabalhos futuros, pretendemos construir planos de aulas
e/ou atividades de conteidos especificos para aplicacao na graduagio em fisica, em que a
programagao utilizando linguagem Python tenha papel central e facilitador par ao enten-
dimento do contetdo fisico em questao.
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