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RESUMO

Com o desenvolvimento da Teoria da Relatividadeépsmologia pode desenvolver modelos
gue explicam como o Universo se comporta e reafirevisdes. Entretanto, atualmente ha
uma variedade de modelos propostos na intencaeplieae dados observacionais, que foram
obtidos com o avanco da tecnologia. Diante dissdiané ao principio cosmoldgico e 0 uso
da equacao de Friedmann—Robertson—-Walker, equacéstado e equacao do fluido perfeito
e embasada na Teoria da Relatividade e matematicaelap aplicada, este trabalho apresenta
uma revisao da literatura com o objetivo de compidee o que envolve o estudo de alguns
Modelos de Universo Cosmologicos, mais precisamestapresentados por Barbara Ryden

[1], que tomamos como referéncia base.
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Introducao

Caracteriza-se Cosmologia como uma ciéncia obsenald18, 19], cujo objetivo €,

a partir das leis da Fisica, descrever a origenlJdiverso e tornar compreensivel suas
propriedades. Modelos Cosmoldégicos sdo entendioio® @ descricdo conjunta da geometria
e do conteudo existente no Universo. Se a cosnatogima ciéncia observacional, o melhor
modelo cosmoldgico € aquele que pode ser determm@artir de observacdes [19].

A cosmologia moderna teve inicio com a Teoria datRedade Geral de Einstein [1],
publicada em 1915. Responsavel por uma mudancardedigma. A relatividade de Einstein
fornece, entre outras coisas, 0 principio de edgmeta e as equacoes da relatividade geral,
que denotam que a massa determina como 0 espago-ganturva, enquanto a curvatura do
espaco-tempo define como as massas se movem. oraisitos permitiram a explicacéo de
certos fendbmenos, como o avango no periélio de Wierca deflexdo gravitacional da luz e o
deslocamento de linhas espectrais provenientestodas [5]. Além disso, outra aplicacdo da
teoria da gravitacdo de Einstein, se refere a tdgade de modelar o conteudo de densidade
do Universo, a fim de determinar sua geometrianardica [1].

Pouco tempo apo6s a publicacdo da Teoria Geral t&iRegade, em 1917, Einstein
propds o primeiro modelo cosmoldgico relativistj2@], isotropico, homogéneo, finito, de
curvatura espacial constante positiva e estatstn, €, sem expansdo ou contracdo, um
modelo no qual o Universo € constante no tempo 221,27]. Todavia esse cenario era
instavel, a atragdo gravitacional da matéria levarum colapso dos corpos sobre si mesmos.
A solucdo encontrada foi uma pequena modificac&oed@acdes originais da gravitacao, o
proprio Einstein adicionou as equacdes relatidstimma constante, conhecida como
constante cosmoldgica [1], responsavel por conwabaar a gravidade ao agir como uma
forca repulsiva.

Ainda em 1917, Willem de Sitter propds um model@tes, plano, sem matéria ou
radiacdo, apenas com energia escuviais tarde foi mostrado que o modelo de Sitter er

“vazio”, isotropico, homogéneo, infinito, plano epansivo! Na década de 1920, Aleksander

'Alguns autores como [31, 19] tratam a constantenofigica como equivalente a energia escura ou iaatér
escura. Outros autores [1], preferem tratar a eoibstapenas como uma constante, sem atribuir uma
componente a ela.
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Milne estabeleceu um dos mais importantes conceitas cosmologia, o Principio
Cosmoldgico, que define o Universo como isotrégdmmogéneo.

Ao empregar esse principio, em 1922 surgiu a pdigsitte teérica de um Universo
em expansdo com matéria. Aleksander Friedmann,utadidata no estudo da Relatividade
Geral, derivou as primeiras solucdes expansiongas as equacoes de Einstein [20, 21]. O
modelo de Friedmann descreve um Universo em exparespacialmente homogéneo,
isotrépico, que teve inicio a partir de um cendéeodensidade de matéria divergente [9, 12].
Apesar disso seu trabalho n&o recebeu muita atgpajdd-riedmann néo se preocupou em
explorar as propriedades fisicas de suas solugéedrabalho foi eminentemente matematico.
De maneira independente, em 1927, Georges E. Lienuditeve equacdes equivalentes as de
Friedmann. Lemaitre, diferente de seu colega, huasar a Fisica e a Astronomia da época
para descrever o Universo, atraindo o interesshanidade cientifica.

Foi apenas em 1929, com observacgdes astrondmiddiz@ndo a técnica de variaveis
cefeidas como marcadoras de distancia que Edwibleldlerrubou o paradigma do Universo
estatico e os modelos expansionistas ganharam. fidigzble encontrou uma relacédo direta
entre velocidade de recessao das galaxias e déadiss provando que o Universo estava em
expansdo. Tal descoberta deu inicio a busca péa@nordo cosmos. Um Universo em
expansao implica uma origem, um Unico momento quasgaco e tempo emergiram.

Lemaitre foi o primeiro a realizar o experimentontaé para essa questdo. Ele
imaginou que se as galaxias se afastam houve umentomo passado em que elas estavam
muito proximas uma da outra, até formarem, o geelkemou de atomo primordial [5]. Até
entdo as teorias relacionadas a origem/criagdoniet$o eram destinadas a metafisica. O
atomo primordial evoluiu até se firmar como a tea® Big Bang.

A teoria do Big Bang suscita que no momento da@daima quantidade significativa
de energia tenha sido liberada. Tal energia saftemn processo de resfriamento conforme o
Universo se expande. Ao fim da década de quarentardvisto, por Ralph Alpher e Robert
Herman, que a energia remanescente ainda devesta aa forma de radiacdo micro-ondas a
uma temperatura entorno de 5K. Entretanto, foi apem 1964, que Arno Penzias e Robert
Wilson, acidentalmente, detectaram a evidéncia reas®nal do Big Bang, a chamada
Radiacdo Cosmoldgica de Fundo, fazendo com quesan@ogia fosse reconhecida como
Ciéncia.

Pelos anos seguintes dois grandes questionamemiosegram as mentes dos

cosmologos: porque o Universo era tdo uniformergumele esta no limiar entre expansao



eterna e eventual colapso. Em 1979, Alan Guth malatomo um super-resfriamento afetaria
a expansdo do Universo primordial. Guth concluie gm periodo de super-resfriamento
atribuiria uma energia potencial intensa ao Uniweespressdo causada por ela reverteria o
efeito gravitacional, ou seja, a gravidade senmilsiva [5] por aproximadamentd—3°s, o
suficiente para resultar em uma expansio de 1#&t#. A esse periodo deu-se o nome de
inflacao.

Atualmente, o Modelo Cosmoldgico Padrdo, Au- CDM (Lambda-Cold Dark
Matter; Lambda — Matéria Negra Fria), baseia-se nas pigipes doBig Bang Relatividade
Geral, Principio Cosmoldgico, constante cosmolggo@rgia escura fria, inflagéo e fisica de
particulas elementares. Rosenfeld [19] em sua tpalssbreDark Matter Survey (Pesquisa
da Matéria Escura) diz que a Cosmologia nunca doi firecisa em suas medidas e que
estamos em uma era privilegiada nas quais instiaméncriveis estdo em operacéo ou estao
sendo construidos para estudar o Universo. Sabgu@25% do Universo € matéria escura,
70% é energia escura e 5% é matéria baridnicagjaursgo sabemos do que € composto 95%
do Universo, o que mostra a importancia de se moati a testar modelos cosmoldgicos.
Além disso, a Tamara Davis [25] diz que avancogdes também sdo tdo importantes quanto
avancos observacionais, ainda € necessario o ddgemento de uma teoria fundamental, ou
gravitacdo quantica, e teorias de modelacdo, péisnhitos dados que ndo podem ser
utilizados no momento devido a falta de modelos.

Dessa forma, a presente pesquisa € justificadagoimodelos cosmoldgicos, além de
apresentarem uma teoria de como o Cosmos ter@rsado, nos permitem fazer previsoes e
entender sua dindmica a partir da modelacdo dee@dotde matéria e energia de todo o
Universo. Buscou, de maneira geral, estudar aljlodelos de Universos Cosmoldgicos e a
Fisica da qual estd embasada para compreenderamme a evolugdo do Universo e se a
expansao ocorrerad em um tempo infinito ou se esE®FS0 cessara e algum momento. De
maneira especifica, buscou-se estudar a Teoriael@iVRdade Restrita (TRR), Teoria da
Relatividade Geral (TRG), éalgebra tensorial e egéiu da densidade de energia para
compreender diferentes modelos do Universo, comdezeo significado fisico da constante
cosmoldgica, e por fim, estudar alguns Modelos dévéiso Cosmologicos isotropicos e

homogéneosrelevantes historicamente, dentre eles: Univerarid/ como uma introducao

2 O Dark Energy SurveyDES) é um esforco colaborativo internacional pmapear centenas de milhdes de
galaxias, detectar milhares de supernovas e emcqradrées de estrutura césmica que revelaraousenatda
energia escura gque esté acelerando a expansassieUiverso [19].
*Ressaltando que ha diversos Modelos Cosmoldgiots eles os anisotrépicos e ndo homogéneos [41].
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ao estudo de modelos mais complexos, Universo de wmcta componente, Universo de
multicomponentes e dgenchmark

O presente trabalho esta organizado conforme segu€apitulo 1 uma introducao
matematica aos modelos cosmolégicos, abrangend@taws, geodésicas, tensor metrico,
transporte paralelo, e a derivada covariante, coimuito de posteriormente aplica-los no
desenvolvimento da Teoria da Relatividade, que éowteddo do Capitulo 2, onde é
apresentada a base para descricdo da Relatividesteit®® e Geral, a fim de descrever o
espaco-tempo plano e um espaco com curvatura. Nibulta3 é descrita a dinamica cosmica
por meio da lei de Hubble, evolucdo da densidadersigia e equacdes essenciais para
descrever os modelos cosmologicos, sendo elas ac@gude Friedmann, equacdo da
aceleracdo, equacao do fluido perfeito, e a equdodestado. Seguida do Capitulo 4 séo
apresentados alguns modelos cosmoldgicos, entse deverso vazio, modelo Einstein-de
Sitter, s6 radiacdo, s0 constante cosmolégica [ambda), radiacdo e matéria, matéria e
curvatura, modelo ACDM Plano, modedCDM com curvatura e mode®enchmarkE por
fim, as Consideracgfes Finais e Referéncias Bildifogas. Contendo ainda um Apéndice com
o desenvolvimento de alguns calculos detalhaddi&zadas no decorrer deste estudo, que

achamos relevante apresentar.
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1

Geometria do Espaco-Tempo

Neste capitulo sera apresentada uma introducdo tmatca dos modelos
cosmoldgicos, abrangendo curvatura, geodésicasprtanétrico, transporte paralelo, e a
derivada covariante, com o intuito de posteriormeamlica-los no desenvolvimento de Teoria

da Relatividade.

1.1 Espacos Curvos

A matemética necessaria para descrever espacossctoi desenvolvida por Carl
Friedrich Gauss (1777-1855). Gauss fez distin¢dce efois tipos de curvatura: intrinseca e
extrinseca. A curvatura extrinseca é uma supeififeesa em um espaco de maior dimensao
[32], por exemplo, uma superficie 2D em um espd@p 6 as superficies intrinsecas sao
aquelas que independem do que exista fora dessafisigp [4]. Assim, as propriedades
intrinsecas sdo aquelas que dependem apenas delamelditas na superficie, tais
propriedades séo preservadas caso a superficiedebfada sem esticar ou rasgar. A
caracteristica intrinseca mais importante € aitistdé de suas geodésicas, definidas como
caminhos que minimizam a distancia entre dois @onkxui, trataremos de curvaturas
intrinsecas, visto que ndo podemos sair do esgagpet quadrimensional para fazer medidas,
OU Seja, 0 espaco-tempo ndo esta imerso em algaide dimensao.

Mas imaginar a curvatura do espaco-tempo quadrimaiseé um desafio. Tomemos
como exemplo espagos bidimensionais. O espaco éidiional mais simples € um plano, em
gue a geometria euclidiana é valida. No plano alé¢sioa é uma linha reta. Se desenharmos
um triangulo, Figura 1.1 (a), os angulos interneguem a relagéda + b + ¢ = m, se 0s
angulos forem medidos em radianos. A circunferédeiaum circulo & = 2nr. Podemos
ainda construir um sistema de coordenadas carsssimefinir coordenadas do tipg ).

No plano o Teorema de Pitdgoras é valido e é datiorplacdail? = dx? + dy? = dr? +

r? d#?, se considerarma# a distancia entre dois pontasy) e (x + dx,y + dy).
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Agora, tomeros a superficie de uma esfera, Figu.1 (b), sua geodésica é parte
um grande circulo. Se um triangulo for desenhadssaxesuperficie conectar-se trés
geodésicas, a relacdo que representa a soma dassiigerios éa + b + ¢ = m + A/R?,
em queA é a area do trianguloR € o raio da esfera. Essa equacao sempre ser@isaisire
qualquer regido da esfera que o triangulo sejanties®. A circunferéncia de um circulc
C < 2nr. Na superficie dessa esferedemos definir um sistema de coordenadas polare
r € a distanciaapolo norte 8 € o angulo medido relativo ao meridiano principaljstancie
dl entre dois pontos él?> = dr? + R?sin*r/R d#*. Vale ressaltar que a superficie eica
possui uma area finita e uma distancia maxima estfontos que formam a geodé:

Tomemos agora uma superficie borma de sela, de geetnia hiperbdlica, igura 1.1
(c). Desenhando umniangulona superficie da sela soma dos seus angulos inos segue a
relacdoa + b + ¢ = m — A/R*. Desenhando uma circunferéncia de um circulo ovadéar

C > 2mr. A distancia entre dois pontos é escrita na formd(? = dr? + R? sinh®r /R d6>.

Figura 1.1 dmagens ilustrandcuperficies bidimensionais. (a) Planackdiano com umriangulo e circulo, e a
Ultima figura é a area total esperada do um cirdblcSuperficie esférica com um triangulo e clo, seguida da
imagem representando a area total espere um circulo. (c) Superdie em formato de se com um triangulo e
circulo, dltima imagené a area total esperada do um cir(

/= 0/’

- /\

Fonte: adaptada de Rydg017 e Rindler (2006).

Exploremos melhor tais curvatis. Imagine uma esfera de rai@om duas geodésicas
(r) desenhadas, que formam entre si um ané no polo norte P, Figura.2. Por definicao
temos que a curvatuka= 1/a” [4]. A uma distancia, ao longo das geodésicas, tomem

separagdo angular como
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0 (asin2)
= asin—).
1 a
. L, , . 1
Usando geometria baa e série de Taylor pasanx = x — ;x3+..., em gue no caso

.
x = —,temos que,

1
n=0(r-chkrdt) (1.1)
a circunferéncid e a arei ficam expressas como,
C=2n(r—lkr3+---) A:]‘[(rZ_ikr‘*_l_...) (1.2)
6 ’ 12 ' '

Aplicando o limite para quana — 0, encontramos a relacao,

3 2mr—C 12 mri-—A
k=2lim——— = = lim ——— . (1.3)
Tr-0 13 T r-0 1%

Figura 1.2 — Imagem de umsfera de polo Norte P com duas geodé r separadas por uangulof.

Fonte: Rindler (2006).

A equacéo (B) permite a interpretacdo ([15]:
» regides onde C A sdo menores que seus valoruclidianos,k € positivo, enquanto
* regides onde C e possuem valores maiores que osliglianos.k € negativo; e
Universos de geometria:
* k = 0sao chamados de Unisos planos;
* k> 0 Universos fechados

e k < 0 Universos abertc
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1.2 O Tensor Métrico

Um espaco € dito métrico quando € possivel dedimistancia infinitesimads entre
dois pontos em fung¢@o de um tensor covariante ssnétenominado de tensor métrico, uma
funcdo das coordenadas [33]. O tensor métrico € femamenta utilizada para calcular o
quadrado do comprimento de um unico vetor, ou dytmescalar de dois vetores diferentes
[30].

De modo simples essa ferramenta possui dois cadgpagresentacao de vetores

g(campol, campo 2) . (1.4)

O resultado do produto escalar de dois vetoresedifes {;, v) e do quadrado do
comprimento de um Unico vetar), € um numero real,

g(u,v) = produto escalardeu e v,u.v ; (1.5)
g(u,u) = quadrado do comprimento de u, u?. (1.6)

O tensor métrico é simétrico e ndo depende danorda qual os vetores séo

apresentados,

guv) =gu) . (1.7)
Uma propriedade desse tensor € a linearidade, eumitp que resultados sejam calculados
para qualquer vetor inserido nos campos se soulsespenas o que ela faz com as bases dos
vetores em um referencial de Lorentz.

Definindo:

Juv = g(ew ev) =e,.e (1.8)
e sabendo que o vetor de separacdo entre doioevEnt Axte,,
(8s)? = (Ax%)? — [(Ax")? + (Ax*)? + (Ax®)?]
= g(Ax”eH,Ax”eV) = Ax”Ax”g(eH, e,,)
= AxHAx"n,,
Se calcularmos o produto escalar entre dois vetpraisquer,
u.v=guv)= g(u“eﬂ, v”ev) = utvVg(ey ey)
u.v=ulv’g,, . (1.9)

Podemos considerar um espaco 3D euclidiadox?, x3) no qual o tempo é absoluto
e as Leis de Newton sdo obedecidas. Nessas cosdicéempo ndo é considerado uma
coordenada e a distancia entre dois portoppde ser calculada por meio do Teorema de

Pitagoras,
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3
12=(0xNH%+ (x?)?%+ (x3)?% = Z gijxtxt, (1.10)
ij=1

sendog;;jas 9 componentes do tensor métigcague contém toda informacédo da geometria
intrinseca do espaco 3D. As componentes do tenstnicom em um plano euclidiano sé&o

representadas pelo delta de Kronedkgr

gij =6 . (1.11)
Uma forma mais generalizada de se escrever orterétaco [17, 4]
ds? = g,,dxtdx’ (1.12)

que possui a propriedade de conex&o entre as cemi@sncontravariantes e covariahigs
tensor, dada pela relacao

g’ =u (1.13)

m
Quando tal definicdo ndo pode ser definida, dizgse o espaco € afim [33]. Além
disso, podemos definir um tensor contravarigifte denominado tensor conjugado por,
Iuwg"* =68} (1.14)
De forma semelhante a (1.13), podemos elevar ioceindu seja, aplicando o tensor
contravariantgg*?, em um covariante,, e o resultado € um tensor contravariafie
g*’u, = ut . (2.15)
Algumas propriedades do espaco sao definidas pabgor métrico, como a
homogeneidade e isotropia. A homogeneidade oca@re snétrica independe do ponto
escolhido como referéncia. A isotropia ocorre quaexiste um vetor ndo nulods? = 0. O
tensor métrico € invariante, pois ndo dependestersa de coordenadas. As componentes do

tensor métrico sao diferentes em diferentes sis@ma@&oordenadas.

1.3 Geodésicas

De acordo com a Teoria da Relatividade Geral ogesfmpo € curvo e a luz nédo
viaja em linha reta, mas sim ao longo de uma gecaléSeodésica € o caminho mais reto em

um espacgo curvo que minimiza a distancia entre polgos. Tomemos um espaco plano,

*Assim como os componentes de um vetor mudam quandamos a base do espaco vetorial, 0s componentes
de um tensor também mudam sob tal transformacdontSmdice de um tensor em uma mudanca de base se
transforma como um vetor, com o inverso da transgéo de base ele é dito contravariante e é
tradicionalmente denotado com um indice (sobregcmsuperior. Um indice que se transforma com a
transformacao prépria base é chamado covariantedicddo com um indice inferior (subscrito) [36].
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como saber se o trajeto é reto? A resposta pasapesgunta repousa no vetor velocidade e
aceleragao.

Em um espaco curvo, um caminho reto possui agd@lerdangencial nula para
velocidades constantes. Isso € verdadeiro quandetar aceleracdo é perpendicular a
superficie. Para computar a equacdo da geodésicisgmos encontrar curvas para 0s quais o
vetor aceleragcdo é normal a superficie.

O vetor aceleragdo sempre contara com uma comf@nemal, e uma componente
tangencial. Considere um platw, v) capaz de curvar e formar uma superficie 2D imensa
um espaco 3Dy, z).

Rwv) =[Xwv);Ywv); Z(wv)] . (1.16)

Uma curva nessa superficie primeiro € desenhadalamm(u,v) em funcdo do

parametro de curvaturd e a colocamos na funcéo (1.16) para trazé-la pagapaco 3D.

Define-se que a derivada parcial do vetor posiééeéo vetores tangentes a superficie,

portanto,

-

oR . OR
g, =", _

T ou’ “ =

Do mesmo modo a derivada parcial do vetor posigAaduncdo de lambda nos d& o

(1.17)

vetor tangente da curva parametrizada,
dR
oA
Para calcular a equacdo da geodésica precisameostdio aceleracdo ao longo da

(1.18)

curva, dado pela derivada segunda do vetor positéfuncao de, derivando uma vez,

dR _ du(dR L R 19
dA da\ou/) da\ov) (1.19)

derivando a segunda vez,

d (dR\ d?R _ d [du(dR L4 R 120
da\dr) da?  dalda\ou) da\av)|’ (1.20)
Aqui teremos que usar a regra da cadeia pararasgelentro dos colchetes.
d’R _ d*u (9R | du d 9R L4 R L d oR o1
d?  daz\ou)  di\diou) diaz\ov/) di\diov) (121)

Vamos trabalhar o segundo e quarto termos da aquag21). Pela regra da cadeia de
multivariaveis temos que o operadbderivativo pode ser expandido como uma soma linear

dos operadores derivativase v ha forma de,
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d_dua dv 0

dl_dAou diov (1.22)
Logo temos que,
d aﬁ_duazﬁerv %R s
dA9u ~ dAou?  dAdvou (1.23 (a))
d OR _ du azﬁ+dvazﬁ s b
dA9v _ dAdvou T dAdvE (1.23 (b))

Substituindo as equacdes (1.23(a)) e (1.23(b)equmcao (1.21) e reorganizando a
ordem dos termos, temos que:

d*R _d?u(9R i R | du duazﬁ+dv 9°R L dv(du 9°R +dvazﬁ -
daz  daz\ou dAz \ ov dA\ dAou?  dAovou dA\ dAovou daov?) (1.24)
Os dois primeiros termos envolvem apenas a dexiyadneira do vetor posicéo,

portanto sabemos que esses termos estdo no playentsal, os termos restantes sdo mais

complexos e ndo podemos afirmar se sédo tangeociaisrmais ao plano.

Para facilitar nossos calculos daqui em dianteyogconsiderax® = u e x? = v.
Assim podemos generalizar a equacéo (1.24), uiiiaa convencdo de soma de EinsStaim
forma de:

d?R  d?x'OR dx'dx’ 9°R
Q2 T dz oxl T A dx axiox (1.25)

%R
axiox

espaco tridimensional. Portanto, podemos expandoioo uma combinacéo linear de bases

O ultimo termo

da equacao (1.25) representa vetores tridimerisi@m um

o . . . R 3R
3D. Ao invés de utilizar as basés, y, z), vamos utilizar os dois vetores tange%gse o

gue nos fornece uma base para o plano 2D tangem®e terceira componente utilizaremos
o vetor normah, Figura 1.3.

°A notacdo de Einstein é uma convencao introduzataAtbert Einstein em 1916 para simplificar a escde
somatorios. A notacdo de Einstein consiste em pmitsimbolo de somatério e interpretar indices see
repetem uma vez em um mesmo termo como indicadmed®matdorio (em certos contextos pode ser exigido

que estes indices aparegam uma vez em cima e un@vbaixo). indices que néo se repetem no reyieese
somatérios, mas o numero de equacgoes.
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. ~ : a2k -
Figura 1.3 — llustracéo das$es adotadas para desenvolvimento do e Em vermelho superficie 2I
em azul plano tangenfenormasiem ambas superficies € no mesmo ponto.

A~

n

dx?

Fonte: adaptada do Wikipéflia

Mas nao conhecemos componentes desses vetores nessa nova base, satémor
novas variaveis. Assim decidido podemos escre\x,
9?R oR oR

—rl 2 A~
axiaxj = Fl]ﬁ + Fl]ﬁ + Lijn . (126)

Novamente, utilizando a notacdo de Einstein podezsoever q,
0°R _ _, 0R
dxidx) — Y oxk

+ LA . (1.27)

Devido a ortogonalidade, o produto escalar e a componente normal e

componentes tangenciais € zero. Por, aplicando a equacgéo (1)2?m% ,
0°R @R _( ,0R  \OR _, OR oR
a0 ax1  \10 3k F UM 5t = g g (1:2%)
Pela definicao,
oR OR
3k gl ~ Ikt (1.29)

Utilizando a equacédo (1.14), e substitui asduas derivadaparciais pela métrica

(1.29 e logo em seguida multiplicarmos os dois ladogdaldade pog'*, temos que,

9°R oR ,
dxiax) axl9 =0 (1.30)

Podemos gpiir o0s mesmos passos, naplicando a equacdt.26) ncvetor normal,

**Disponivel emhttps:/pt.wikipedia.org/wiki/Normal_(geometr.
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?R . OR AW
axiaxfn: Fijﬁ+LUn =1L , (1.31)
pois,
621_?) e; X €j —1 (1 32)
o flerxe] |
Agora podemos reescrever o vetor tangente, equa¢Zs) como,
d’R _ [(d*x* N . dxtdxT\ OR L dx‘dx’ _ 133
arz |\'axz TUaxdx Joxk|T tiax an (1.33)

Lembremos que estamos em busca da equacao dasigap@épara tanto precisamos
encontrar curvas onde o vetor aceleracdo é normaperficie. Na equacao (1.33) o termo
entre parénteses é sempre tangente a superfgieé loulo,

d*x* dxt dx’

—+[{————=0 1.34
dA? Ty dl dA ’ (134)
e o vetor tangente, equacéao (1.33) como,
d’R _ | dxtdd L3
arZ - Udx da (1.35)

A equacdao (1.34¢ a equacdo da geodésicqgue em uma notacdo mais compacta por
se escrita como
i+ TEE ) =0 . (1.35)

Em quex € a derivada primeira deem relagédo d, ex a sua derivada segunda.

1.4 Transporte Paralelo e Derivada Covariante

Os tensores sdo objetos algébricos que descrevemnrelacdo multilinear entre
conjuntos de objetos em um espaco vetorial. Umactenistica essencial dos tensores é de
que eles séo invariantes (independente dos sisteteasoordenadas escolhido) [34].

Entretanto a derivada de um tensor ndo é um tensor.
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Figura 1.4 — Representacéo do transporte de um sebve uma superficie curva faz com que o vetssym
direces, inicial e final, diferentes.

Fonte: Moraes, 2016.

Considere que desejamos transportar um vetor di gopelo caminho ABCA. Ao
longo do percurso é feito um esfor¢o para que esgs se mantenha na mesma direcdo e
sentido. Devido a curvatura da trajetéria, o vetoaba mudando sua direcdo e sentido. A
operacao que fornece a variacao entre o vetoalradinal é a derivada covariante, em outras
palavras, a derivada covariante fornece a taxaai@gdo de um tensor em determinada

coordenada [32]. Em outras palavras, a derivadar@weV,V*pode ser definida como
V.V =0,VY + T,V (1.36)
Sobre a equacéo (1.36), ela nos informa que: “pgada direcdou, a derivada
covarianteV, sera dada pela derivada pardgl mais uma corre¢do especificada por uma

configuragdo den matrizes I);,, sendd), os Simbolos de Christoffel”. Entretanto,

tomaremos sua defini¢cdo intrinseca
v 1 vo
ur = Eg (a/lgau + aug/la - aogul) . (1'36)

Os Simbolos de Christoffel séo “objetos” matenuitiqgue descrevem como a base de
vetores muda com o sistema de coordenadas. NaaT@éarRelatividade Geral (TRG), ele
descreve mudancas na métrica pelo do espaco-teRgalerivada covariante o segundo
termo do lado direito considera as mudancas ssfpd# sistema de coordenadas.

Algumas propriedades da derivada covariante s&o [2
e Linearidade¥(T + S) = VT + VS;

* Regra do produto de LeibniZ(T® S) = (VT) ® S+ T Q (VS);

- Comutag&o com contracd®;(T%;,) = (V1) *5,;
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+ E reduzida a derivada parcial em escaldfgg: = 9, ¢;
e A derivada covariante de um vetor covariante é niidi como:
Vv, = a0, + F:Avv ; (1.37)
* Livre de torgaoT" %, = T",;
» Compativel com a métric&,g,,, = 0.
Além disso, se a derivada covariante de um vetmul& sob um caminho qualquer o
angulo entre o vetor e a tangente do caminho étanes isto €, o vetor € transportado

paralelamente [29]. A curvatura e outras propriedagstdo explicadas com maiores detalhes
nas secoes 2.51, 2.5.2 e 2.5.3.
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2

Teoria da Relatividade Geral

Nesta secéo serdo apresentadas a Teoria da RiddévEspecial (TRE) e a Teoria da
Relatividade Geral (TRG). Em relacdo a primeiraasge maneira mais conceitual. Em
relacdo a segunda, sera apresentado o Principieqdizaléncia, a equacdo de campo de

Einstein, a qual tera seus termos desenvolvidos.

2.1 Breve Historico da Teoria da Relatividade

Em escala cosmologica a forca dominante que detarmievolugcdo do Universo é a
gravidade. Mas ao referirmos a gravidade como wmga f estamos adotando a visao classica.
Com o objetivo de descrever o movimento dos cogrosfuncdo do tempo, a mecéanica
newtoniana utiliza-se do espaco euclidiano, dedim@ensdes espaciais e uma temporal, para
caracterizar trajetérias. Portanto, baseia-se emespacoR*, em que as coordenadas sdo
dadas pofx,y, z,t).

Sobre a coordenada temporal, temos que para gs3g0es tempo passa de maneira
igual para todos os observadores, em outras palavrempo € independente do referencial
em que € medido. Assim, se imaginarmos dois obderga com reldgios sincronizados, que
observam o movimento de um objeto, como um trempauie do repouso de uma estacédo A
até uma estacdo B, os dois observadores concardgtia o trem chega ao seu destino final
no mesmo horario. Mais formalmente, diz-se quenpteé absoluto.

Para que as equacfes de movimento sejam esait@s;Se a SUposicdo que elas sao
covariantes, isto é, sdo as mesmas para diferesfim®nciais inerciais. Portanto, temos a
seguinte definicdo do Principio de Galileéum referencial inercial é todo aquele no qual um
corpo livre da acdo de forcas tende a permanecergmuso ou em movimento uniforme
retilineo” [1, 12].

Tomemos como exemplo o experimento mental apr@dergor Bennett e coautores

na referéncia [6]: imagine um avido que viaja a welacidade dd.670 km/h de Nairobi,
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Quénia, a Quito, Equador.mbas aslocalizacdes estdo proximas da linha do Equ
terrestre, onde a velocidade equatorial de rotaghglaneta Terra €1.670 km/h, mas no
sentido opost@ do avido. Para um observador localizna Terra 0 avido mo-se a uma
taxa del.670 km/h em relagéo Terra, ou ao solo, dgeste para leste, conforme ilustradc

Figura 2.1.

Figura 2.1 4magem ilustrando o ovimento relativo entre o avido etaneta Terra sob o referencial de L(a)
pessoa na superficie do plan€tarae (b) um passageiro do avido (a direita).
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Para um observador localizado na Lua o avido deizghdo em Nairobi e permane
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Fonte: a autora.

estatico no ar, enquanto o planeta Terra rotaconmdeva até Quito, onca aeronave retorna
ao chdo. Se trocarmos a [¢cdo dos observadores encontraiserpretacdes ainda me
contrastantes. Considere um observador em quaeueto do Sistema Solar, ele entend
gue o avido se move a uma velocidade supe1100.000 km/h, pois essa € a taxa com (
a Terra se move ao redor do Sol. Diferentes obderea apenas concordaram com o fat
que o avido se move em relacdo a superficie terasuma velocidade ¢1.670 km/h.
Entdo,apenas faz sentido os quonamentos do tipo quem/o que se move e qual ta
descrevermos relativo a quem ou o

Na mecanica newtoniana, p-se relacionar um evento qaeorre em um referencial,
R, a outro que ocorrem um referencial, R’, que esta em moviro em rela¢cdo acrimeiro,
Figura 22, a partir das transformacdes de Galileu. Adaiaad referenciais R e R’ «
coordenadadt, x,y,z) e (t',x',y',z"), respectivamente, sendo que 0 movimento o«
apenas no eixa, temos que se suas origens coincidemt =t'= 0, em um instante

posteriort = t' # 0, as coordenadas de ambos se relacionam, de maque,
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y' =y,
z' =z,
t' =t.

Figura 2.2 — Representacém que o eferencial estatic® e referenciaR’ se movendo a uma velocidal/ em
relacao a. Aqui consideramos que ndo ha movimento nas coadiey ez.

T =1

v X -3

—
—_— Raizde luz
Y Xx=ct

Fonte: a autora baseada Figura 2.1 da referén [12].

Ao estender a covariancia das leis da mecanicagsaleis da Fisica, post-se que:
todas as leis fisicas s@o covariantes por transégies de Galile. Isso implica que
diferentes observadores em sisterde coordenadas distintos irdo sempre concorda
relacdo a massa do objeto, tempo e espaco, maspidideordar em relagdo a velocida
momento e energia cinétic

Entretanto, no final do século XIX, periodo pelaalga Fisica passava por gran
mudane@s, surgia a eletrodinam. Segundo as Leis de Maxwell, que apesar de explic
diversos fen6menos eram falhas na perspectivaiad, pois ndoeram invariante pelas
transformacdes de Galileu. Outra discrepancia exéteodindmica @ mecanica classica se
refere a constancia da velocidade da luz, ¢ Quando combinamos todas equacoe:
Maxwell temos equacdes para ondas eletromagnétiogsra a luz. Segundos as equacd
luz viaja no vacuo a velocidade constante defipiolec = 1/@~ 3.108m/s. Aluz do
som é relativa ao ar, a velocidade das ondas d& medativa a agua, mas ao que a velocit
da luz é relativa se ela viaja no vaci

Para tentar responder essa qu, fisicos da época tentaram prc a existéncia do
éter: um referencial estacionario no qual a luzavidA hipotese era que o éter

parcialmente arrastado pela Terra pelo seu movoragmtranslacdo. Michels-Morley entéo
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realizaram o experimento do interferometro em 1Bg7A expectativa era de que seriam
detectados padrdes de interferéncia, porém estefordin observados e constatou-se que a
velocidade da luz de fato era constante em todosferenciais inerciais.

Entre 1899 e 1904, H. A. Lorentz publicou dois alabs nos quais introduziu um
novo conjunto de transformacgdes, para as quaispaera medido localmente, isto é, a sua
passagem ¢€ diferente para diferentes observadm®s. mantinha as leis de Maxwell
constantes para qualquer referencial e a velocididduz constante, tornando-a uma
velocidade limite. Entretanto, as ideias de Lordotam, a principio, rejeitadas [l, 5]. De
qualquer forma havia a necessidade de se desenuaive mecéanica que obedecesse as
transformadas de Lorentz.

Apenas em 1905, com a formulacdo da TRE, por Algerstein, as hipoteses de
Lorentz foram confirmadas. Em sua teoria, Einsbeiacava escrever todas as leis da Fisica
sob uma forma que fosse a mesma para todos o<rmef@s inerciais, incluindo a
eletrodindmica, sem a necessidade do éter.

Em 1908, o Fisico Hermann Minkowski (1864-1909kei®/olveu uma interpretacao
geométrica para TRE, ao argumentar que espaco poteram entidades conectadas,
formando o espaco-tempo. Apdés 10 anos, a partigetanetrizacdo do espaco-tempo e
postulado da covariancia, Einstein generaliza se@ia para a presenca de campos
gravitacionais e a ela da o nome de Teoria da iRielatle Geral (TRG).

2.2 Teoria da Relatividade Especial

A Teoria da Relatividade Especial, também conhegidia Teoria da Relatividade
Restrita, descreve a estrutura do espaco-tempocaeratura, e a fisica do movimento na
auséncia de campos gravitacionais. Em 1905, Albarstein (1879-1955) teve seu ano
milagroso, com a publicacdo de suas descobertag sobfeito fotoelétrico, movimento
Browniano e a Teoria da Relatividade Restrita ena gérie de artigos. Dentre el&@n the
Electrodynamics of Moving Bodies, Annalen der Rhysalume 17 (1905no qual é descrito
um “paradoxo”® que o incomodava [5Pe acordo com as equacdes do eletromagnetismo
uma barra magnética se movendo no interior da beloin a bobina se movendo em relagcéo
a uma barra magnética estacionaria, apesar de deg@mem processos diferentes,

apresentam o mesmo resultado observacional, o tlexcorrente através da bobina.

’Einstein apresenta esse problema em seu trabalhotli® Electrodynamics of Moving Bodies” (Sobre a
eletrodindmica dos corpos em movimento), AnnalerPihgsik, volume 17 (1905).
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As leis do eletromagnetismo ndo eram capazes @areyual corpo, bobina ou barra
magnética, estava em movimento e qual estava eougepEinstein entdo compreendeu que
nao ha um sistema de referéncia absoluto. O prnci relatividade traduz a vontade de
encontrar uma imagem do mundo que seja independgatesituacdo dos diversos
observadores.

A partir de tais ideias Einstein enunciou doistplasios [6]:

Postulado 2.1 - Principio de Covariancia: as leis da Fisica sdormssmas para qualquer
referencial inercial.

Postulado 2.2 - Constancia da Velocidade da luz: a velocidade aa ¢ uma constante
universal e possui 0 mesmo valor em todos os mefexs inerciais de referéncia. Tal
velocidade ndo depende do movimento da fonte de &mesenta 0 mesmo valor ¢ em todas
as direcoes.

Tais postulados permitiram Einstein derivar tramafcoes entre referenciais. Essas
transformacdes ja haviam sido derivadas anos gvdes invariancia das equagfes do

Eletromagnetismo. A essas transformacdes da-see de Transformacdes de Lorentz.
2.2.1 Transformacdes de Lorentz

A relatividade, como qualquer teoria fisica, € espa por um grupo de
transformacdes as quais deixam as leis da teoramiamtes e descrevem simetrias [4]. Ao
abrir mao do tempo absoluto, o grupo de transfodemcle Galileu deixou de ser o artificio
matematico utilizado, seu lugar foi tomado pelasdformacdes de Lorentz que mantinham a
primeira lei de Newton, a geometria euclidianagspeitava o principio da relatividade em
cada referencial inercial.

Entretanto, Lorentz, quando as desenvolveu, margewnceitos de espaco e tempo
absolutos, pois as transformacdes ndo eram naoaddéum artificio matematico (seixas).
Para dois referenciais inerciais R e R’ de coordasdat,x,y,z) e (t',x',y',z"),
respectivamente, sendo que 0 movimento ocorre apenaixox, temos que se suas origens
coincidem emt = t’' = 0, em um instante posteriar=t' # 0, as coordenadas de ambos se

relacionam, sob as Transformagdes de Lorentz, como,

x' =y(x —vt);
y'=y;
z'=2z;

vXx
t :]/(t—c—z),
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em quey =1/ . A referéncia [4] possui um capitulo inteiro aolo para discussao e

derivacdo das transformacdes de Lorentz, como r@doéo deste trabalho ndo o faremos

aqui.

Na TRR, as transformacdes de Lorentz apresentano @amsequénciadilatacao
temporal, contragdo do espaco, matéria e massaceawersiveis entre si, e relatividade da
simultaneidadg6]. Vejamos sobre cada uma no seguinte exempltsidere um referencial
estaticoR e um referenciak’ que se move a uma velocidadepréxima a velocidade da luz,
em relacdo &. Neste cenario temos que,

» Dilatacdo temporal - Se observarmosRlalguém ou alguma coisa se movendo Bm
vamos concluir que o tempo passa mais lentamendegppessoa ou objeto se movendo
emR’. Isto é, quanto mais rapido no espaco um refembseimove mais lentamente ele
se move no tempo.

» Contragdo do espago - Se precisamente medirmosnpritoento de alguma coisa se
movendo em relagdo a nds, que estamoskerom uma velocidade muito proxima a
velocidade da luz, referencid’, encontraremos que o comprimento na direcdo do
movimento € menor do que o comprimento do objet&ePortanto, quanto mais rapido
um referencial se move, menor o comprimento deasongle.

» Conversibilidade entre massa e enerfia=(mc?) - Se um objeto se move em relacéo ao
seu referenciak com uma velocidade v proxima a velocidade dadu#io do seu ponto
de vista a massa daquele objeto é maior do quessant® mesmo objeto em repouso. Ou
seja, quanto mais rapido um objeto se move maisele aumento de massa. Essa
consequéncia dos postulados de Einstein justifisegundo postulado, para o qual ha
uma velocidade limite. Quanto maior a velocidade de um objeto, maiogwbaimento
de massa, isso implica que uma forca aplicadaeaddgsto terd menos efeito conforme
aumenta. A medida que aproxima-se de a massa tende a infinito, nenhuma forca
consegue acelerar um corpo de massa infinita.

* Simultaneidade - Se observarmos dois eventos dubonos que sao simultaneos no
referencialR, um observador erR’ se movendo a uma alta velocidade podera discordar
gue os dois eventos sdo simultaneos.

Com isto, a primeira parte da Teoria da Relativ\dadscou desenvolver uma nova
mecanica, baseada nas transformacdes de LorerdazimpaJniverso de referenciais inerciais,

onde o tempo e espaco ndo sao absolutos e a gta\@diesprezivel.
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2.3 O espaco-tempo de Minkowski

Hermann Minkowski, matematico alemdo, em 1907, doprimeiro a dar uma
interpretacdo quadrimensional para 0 espago e @oterm espaco-tempo, em que se
consideram trés dimensdes espaciais e uma tempopalrte espacial se refere a um espaco
euclidiano trivial, cuja caracteristica é ser geiv@mente plano [21]. A métrica de um
espacan-dimensional arbitrario € a expressdo matematica paalculo de distancias nesse
espaco.

No espaco de Minkowski, a distancia infinitesirealre dois eventos é dada por:
ds? = c*dt® — (dx* + dy* + dz*) = n,,dxtdx¥ (2.1)

em que, ¢ é a velocidade da luz, o sinal negatianlagtado por conveniéncia. 8e = 0,
temos que = +dl/dt, isto €, somente a luz pode viajar entre essesal@ntos. Ads =
0 d4-se 0 nome de geodésica nula, no caso do espadmkiowski a geodésica nula é uma

linha reta [22]. O termqg,,, € uma matriz diagonal% 4 na forma de
Nuw = diag [1,—-1,-1,-1] . (2.2)

Um ponto individual no espacgo-tempo € chamado @mtev O caminho que uma
particula descreve pelo espaco-tempo € uma cumnanpérizada em uma direcdo chamada
linha do Universo [28], Figura 2.3(a). Uma parti&cam uma localizacao fixa segue a linha do
Universo paralela ao eixo do tempo na direcdo eenogigmpo aumenta [21].

Além disso, dois eventos no espaco-tempo podesn easualmente conectados se sua
separacao espacial e temporal respeitarer dl/dt |. Diz-se entdo que a linha do Universo
esta dentro do cone de luz. O cone de luz, Fig®&32, € uma estrutura invariante do espaco
de Minkowski. Pode ser descrita como pacote deasintto Universo de todos os fotons
(particulas) que passam por um determinado evenéspaco-tempo. Sua estrutura é formada
por dois cones ligados pelo vértice, indicandotarfue passado, com o eve®mo presente
ao centro (vértice). Todos os eventos localizadoone futuro podem ser afetados por

eventos presentes.

8 Essa forma depende de quem a adota, é a chansid@as da métrica, no caso -2, No caso o printeiro
se refere ao tempo, e as demais a parte esp&ualeria ser considerada também a métrica +2, quesenta
diag[+1,+1,+1,—1], ou seja, primeiro as partes espaciais e depeinpdral.
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Figura 2.3 — Imagem represemtid (a um cone de luz e (lpnes de luz em um espaco cu

Linha do

cone de luz Universo

D 4
VN

D 4
PN

(b)

Fonte: a autora.

O espaco de Minkowski também é chamace espago pseu-riemanniano ou

lorentziano.

2.4 O Principio de Equivaléncie

Em 1907, Einstein apresentouprincipio de equivaléncigponto de partida para
TRG [6]. Para imaginar esse principicuponha que vocé seja astronauta que,
repentinamente, acorda em um quarto sem j: a prova de sons e termicamente isol
privadode qualquer informagdo do mundo exterior. Considersha a sua disposi¢ao ur
bola de ténis, vocésegura a uma determinada altuialibera, observando quea cai a uma
taxade 9,8 m/s2. Ao verificar tal informacéo chega acbasao que esno planeta Terra. De
repente enuma das paredes uma janela se evocé percebgue na verdade esta dentro
um foguete que acelera a 9,8m/s?, muito distanieda
As condi¢cOes dentro da nave permitem duas interpiet
* a bola de ténis esta em repouso @anto a nave € acedata por uméforca externa
(inercial), Figura (2.éal1)), ou
* a nave esta paradaa bola de ténis se move para baixo devi@g¢do de uma forca
gravitacional, Figur2.4 (a2).
Supondo que a aceleracao aplicina bola seja igual a aga proporcionada pelo
campo gravitacionalyocé tera a mesma descricdo do movimento para a botajo
impossivel distinguir o movimento devido a forcasrciais (1) e aquele devido a for

gravitacionais (2)O mesmo experimento pode ser executado cerand«-se um raio de luz
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gue sai de uma lanterna, Figu.4 (bl) e (b2)Suponha que vocé tenha ligado uma lante
mantendo-a paralelao chdo. Se sua nave esta acelerando para cimaayqed, o trajeto d

raio de luz ira curvase para baix (Figura 2.4(b1)).

Figura 2.4 — llustragBes derincipic de EquivalénciaPara um observador olhando de foi comportamento da
bola de ténis (al)ne uma nave aceleraé idéntico ao (a2) de uma bola de t&mndo acelerada pela gravidi
Em (b) para uma luz:(b1l) caminho seguido por um raio de luz em uma naveeemd € exatamente igual
caminho seguido por um raio de (b2) sob o efeito de um campo gravitacional.

a a

3 Uk %
) N )
| &
"!t?,-f i

/B
™
Q.
¥
-
«Q,

b2
(al) (a2) (b1) (b2)

Fonte: a autora.

Portanto,o Principio de Equivaléncia defi. “que forcas inercia e gravitacionais
sdo equivalentes do ponto de vista fisico, sengossivel disting-las experimentalmen®

A observacaoda “curvatura” da It leva a conclusdo de que gravidade aas
particulas da luz eletromagnética, fotons. Em outras palavraa,luz sofre desvio quant
sob acdo de um campo gravitaci'’. Esse fendmeno foi observi h4 103 anos, em
29/05/1919, data na qudlas equipes este de prontiddo para observar um eclipse s
total, sendo umaquipe localizac em Sobral (CE) no Brasil e a outra ilha de Principe na
Africa. A condig&oclimatol6gicanecessaria era céu limpsem nuver. No Brasil esta
situac&o foi possivel e os registros foram benoslga na Africa estava parcialmente nubl
e os resultados ndo foram tdo b A Figura 2.5(a)apresenta uma imagem ilustra do

desvio da luao passar perto do ¢, e em (b) da equipe no nordeste brasil

°A Gnica excecao a equivaléncia entre gravidadekemgado séo as forgas de maré que faz com que®bgam esticad(
na presenca de um campo gravitacional porque ditssepartes ntem diferentes forgas. Tal efeito ndo pode sesada
pela aceleracao.

%0 desvio da luz é conhecido como lente gravitadjmaaisado pela deflexdo da luz de uma estrelaytop corpo massivo
Esse efeito foi utilizado para comprovar a T}
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Figura 2.5 Hlustracdes (a) do desvio da luz em Sobral (CHpg €é) equipe expedicionaria que participou d
importante registro.

Eclipse de Sobral - 1919 -
enrlque orize
2 :

(a) (b)
Fonte: (attp://fisicaquanticaeclassicanavida.com/2020/1/Ridjandc-notempc-pela-fisica/ (b)
https://sergiorbtorres.blogspobm/2014/12/fisic-moderna-da-relatividadeestrita.htrr.

Apesar de parecer simples tal conclusdo leva eegosicias importantes. O Princi
de Fermat [4], um dos principios fundamentaisptica, estabelece que a luz viaja entre
pontos pelo camho que minimiza o tempo de viagem. No espacoidianb, ou plano,
menor caminho entre dois pontos € uma reta. Conhalpresenca de gravidade o cami

mais curto ndo € uma reta. Logo, o espaco € ndinieno e a trajetoria descrita € curvilir

2.5 Equacbes de Campo de Einste

A gravitagcdo passa a ser interpretada como umafestagao da curvatura do esg-
tempo causada pela presenca de massa ou energi@adao dindmica quescreve a forma
como a matéria e energia modifical a geometria do espa¢gempo corresponde a equar
de campo de Einstein @guacao (4),

lensor de Ricci Tensor da Métrica

e 1R | 87TGT o
,uv_z g,uv__c_4 Uy ' '

) L. Tensor Energia-Momento
Escalar de Ricci g

Em seu formato matricial, a equacao de ca(eq. (2.4))é apresentada coi [25],

RooRo1Ro2R03 900901902903 TooT01To2T03
RioR11R12R13 _1 910911912913 R = _% T10T11T12T13 (2.5)
R20R21R22R23 2 920921922923 C4’ T20T21T22T23 ) )
R39R31R3;R33 930931932933 T30131T3,T33
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O tensor energia-momento descreve a atividade éiagdo Universo, fornece
quantitativamente as densidades e os fluxos dgieneros momentos gerados pelas fontes
gue determinam a geometria do espaco tempo. Nae@ids a seguir sera apresentada uma
descricéo do significado fisico de cada termo destmacoes. A referéncia [35] apresenta a

deducéo das equacdes de Einstein.

2.5.1 Lado Esquerdo - Curvatura
O lado esquerdo das equacgdes de Einstein € daddgmslor de EinsteinG(,), de

modo que esse tensor pode ser escrito como:

1
G = Ruy — ERglw . (2.6)

O tensorR,,, € chamado tensor de Ricci, obtido contraindo sdeude curvatura de
Riemann. O tensqy,,, € o0 tensor da métrica do espacgo-tempo e faz,cuegées de Einstein,
o papel de campo [4]. O ternfé o escalar de Ricci, ou curvatura escalar, olutiaraindo
o tensor de Ricci, assim, associado ao tensor del Riao tensor da métrica. Em termos
tensoriais, a curvatura escalar € igual ao tractedsor de Ricci com relagdo ao tensor da
métrica [21, 25].

2.5.2 Curvatura de Riemann

A gravitacdo € a manifestacao da curvatura do esigagpo, tal curvatura é notada no
desvio de uma geodésica por outra geodésica proxB@p Tomemos um grupo de
geodésica® (1, n), o parametra distingue uma geodésica de outra. Para valores fien,
P(4,n) € uma geodésica com o parametro dfiemvetor tangente, tal que

. dP(A,n)
oA
Sendo queV,u = 0. A separacdo entre dois pontos de mesmo valorl dem

(2.7)

geodésicas vizinhas é definida como
_ 9P
=5

A velocidade relativa de uma particula na geodésie- 1 em relacdo a geodésica

(2.8)

n =0 é dada poW,n. Consequentemente a aceleracdo relativa é dad&,fgn em um
espaco plano. Para o espaco curvo temos, em natagammponente que
D?n”
dA?

+ R ,utnn” = 0. (2.9)
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A equacao (2.9) serve como definicdo do TensdCuteatura de Riemann, analogo a
K(x) de Gauss paraa dimensfes. Ela pode ser usada para derivar a ss&orede

componentes de Riemann em uma base de coordenadas:
Rl = (dxP,[V,V,]e,) . (2.10)

De forma que o tensor de Riemann € escrito enmoteduos simbolos de Christoffel e
suas derivadas,

R’;W = a(,r,fﬂ — avrg’ﬂ +T2TA —TOTH, . (2.11)

Sobre o significado desse tensor, os ultimos @k, sdo antissimétricos e definem
localmente um plano, os primeiros indices definena unatriz de rota(;éBpu. A curvatura
do espaco-tempo além de causar desvios na geodsicam que o transporte paralelo seja
dependente da rota, o que faz com que as dericagtagantes falhem em sua propriedade de
comutacao e previne a existéncia de um sistemaatdenadas de Lorentz global.

O Tensor de Curvatura de Riematﬁh‘Lw, possui 256 componentes independentes,
entretanto sua simetria faz com que esse numeeorsdpzido a 20 componentes. Tais
simetrias séo [32]:

Ripuiiov) = Riovlipu) Ripuov) =0, Rppuev) =0 . (2.12)

Em equacdes que envolvem tensores podemos fazdraasadas contracdes, isto é,
dividir tensores em partes menores que tenhampnetacbes fisicas ou para explorar
propriedades [28]. A partir do tensor de Riemarverdas outras formas de tensores de
curvatura podem ser formadas por contragdo, el@ssogensor de curvatura de Ricci e desse

obtém-se o escalar de Ricci, como citado anteriotepe sera apresentado com mais detalhes

na préoxima subsecao.

2.5.3 Tensor de Curvatura de Ricci e Escalar de Ric

Ao contrair o primeiro e terceiro indices do Tender Riemann, temos o chamado
Tensor de Ricci,
P —
R o = Ruy - (2.12)
O Tensor de RicciR,,, fornece como volumes mudam ao longo de geodésicas.

Imagine uma superficie esférica 2D com um circeluds transportado entre duas geodésicas
do equador até um dos polos, como apresentadoguaaF2.7 (a). Devido a curvatura da
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superficie as geodésicas sofrem um desvio que zasnfaonvergir no polo. Conforme
circulo é transportado seu volume diminui. A va@go tamanho é da pelo Tensor de
Ricci.

Figura 2.7 — llustragdes d@) Tensor de Ricci: circulo seo transportado entre geodésice (b) Escalar de
Ricci: circulo de mesmperimetro, mas areas diferentes, desenhado ndisigode uma esfera e em um ple

Fonte: adaptada de Eigenchi2620.

Tomando aequacéac(2.12) calculando seu tracgo, isto €, aplicando &ica€inversa
obtemos o escalar de Ric
R = g""Ry, . (2.13)

O escalade Ricci,R, compara o volume de uma esfera em um espaco ptan
volume da mesma esfera em um espaco curvo, Figdfla)2Novamente, consideremos
caso 2D. Um circulo sob um plano tem é4 = nr?, um circulo de mesmo perimetro sob
dos polosde uma esfera possui a4 > nr®. Essa diferenca é computada pelo Escale

Ricci.
2.6 Lado Direito - Tensor energia-momento

A parte de matéria e energia das equacOes de iB, Equacdo (2.4)é dada pelo
tensor energia-momenty,, de modo que podemos represendd equacbes na forr

compacta,

G

o = —kT

wv (2.14)
em quek = 8nG/c* é chamada de cotante gravitacional de Einstein, serG a constante

de gravitacdo universaleeé a velocidade da luz no vacuo.
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O tensor de ener¢-momento fornece quantitativamente as densidadssflexms de
energia e momento gerados pelas fontes presentspnQo que determinardo a geometri
espaco-tempo [24, 860 tensor energ-momentoT,,, pode ser entendido como o fluxo
quadrimoment,, através de uma superfic, constante, Figura 2.8.

Figura 2.8 -Representacédo esquematica de um fluxo de e-momento através de trés das quatrcerficies.
As linhas vermelhas simbolizam linhas do Unive

X
pv- i ‘ ¢ 4 4 7y 5
X

/NS e

7777

hx.

Fonte: a autora.

Tomemos a definicdo cmomento linear para 4-dimensdes
Py = mu, . (2.15)

Analisando a equacdo (2. para o fatory :j%, contido emu,, 0 fator de Lorentz,
2
c2

referente a contracdo do esy, apresentado nas transformacgfes de Lorentz no iéste
capitulo.
e Paray = 1, consider que um observador esteja em referencial inccial, bem como
uma particula por ele observada. Reescrevendo ac&guacima em termos

energia. Consideremos a componeu,, definida como velocidade da luz c, Ic

temos:
mc?
Po = (2.16)
C
ComoE = mc?, a eq. (2.16) fica escrita na for:
E
po = - . (2.17)

c
Assim, a componente temporal nos fcce informacdes sobre a energia, e se

definir que:
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ot = u,e*, em que u,(c, 0,0, 0)[velocidade do observador] ; (2.18(a))
E
p = pyet, emquep, = (;, 0,0, O) [velocidade da particula] ; (2.18(b))

—p.il = —n*pu, = —n°°pouy = E [energia] , (2.18(c))
comnt? sendo a métrica de Minkowsl Por meio da relaca@.(18(c) podemos fixar que a

energia € dada pof, = —p. .

e Paray > 1. O observador permanece em um referencial estaties a particula se
move a uma velocidacu,

u, = (c,0,0,0)[velocidade do observador], (2.19(a))
Py = Mmou, = myy(c, uq, up, uz)[velocidade da particula] . (2.19(b))

Seguindo o mesmarocesso realizado anteriormente, encontramc a energia é dada p
E = myyc? (2.20).
Pensemos a mesma situacdo, mas para um conjup@rtétilas idénticas que n
interagem quado estaticas em um referencial inercial que seensom uma velocidacu em

relacdo a um observadagmo ilustrado nFigura 2.9.

Figura 2.9 -Representacao de trés dimensfes das quatro dirsesie@spac-tempo. (a) conjunto de particul
e elemento @ volume em um referencial estacionério, (b) caojute particulas e elemento de volume em

referencial que se move a velocidade, (c) elemaateolume em um referencial estatico enquanto umuoto
de particulas se move a uma velocidade genéria direcaox,.

Xz R Xl R’ u )(3 R
T B
. T'_fpj}ﬁ ,_ng B Nl sl ;}AN ¢
A)h Lms Ai!. ® .——-—.V \
T Y T 7 K
X x5 X:
X1 X )(1
(a) (b) (c)

Fonte: a autora.

Tomemosn como 0 numero de particulas, V como o volume donefgo nc
referencial estético/(= Ax;Ax,Ax3), Figura 2.9 (a)Se compararmos a densidade nume

desse conjunto de particulnos dois referenciaigue se movem em rcédo um ao outro,
temos que

n
= ——— (referencial em repouso) , (2.21(a))

n
N =—
V  Ax;Ax,Axg
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n n n
N =— Y

Tk X' Bx', B = Ax.Ax,x, (referencial em movimento). (2.21(b))

Note que o fator de Lorentz aparece pois quandmewimento ocorre a contracao do
elemento de volume (Figura 2.9(b)). Portanto, ugsamanesmo elemento de volume e a 4-

velocidade do conjunto de particula para defimeasidade numérica quadrimensional,

n
Nﬂ = V)/(C) u11u21u3) . (222)
e A componente zero,
Ny = n 2.23
0 — VC ) ( . )

visto que para o referencial em repoyse 1. Logo para esse referencial:

En En E
_ — _,00 - total

Tomemos a componente na diregaoSua densidade numérica é escrita na forma de
n

Agora, imaginemos que as particulas se movem atraee um volume V no

(2.24)

referencial em repouso, como mostrado na Figuré&c2.@lgumas particulas irdo atravessar a

superficie perpendiculdyx; Ax,

N_n _n Ax; n Ax,  ny 226
2 =y =Y A T Axdx,Axs | At AADE (2:26)
Generalizando a equacgao acima temos que,
numero de particulas na direcao u X
B p cdou Xy 2.27)

# " (unidade de area)(unidade de tempo)

Apés essa introducdo podemos definir o tensor degeErmomento para um conjunto

de particulas em seu referencial em repouso:

T=F®N ; (2.28(a))
n n

T=myli Q® Vﬁ =m, Vuﬂe“ & uye’ = pouyuyet @ e’ ; (2.28(h))

T =Tpe' ®e’; (2.28(¢c))

T = pouy Uy, - (2.28(d))

As componentes do tensor energia-momento descregema a energia e 0 momento
fluem através do espaco-tempo.
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* A componentd, é a densidadde energia relativistica,

» As componente$,, sdo a densidade da compongntio momento, ou seja o fluxo
por unidadeale volume em um tempo consta

* As componented,, sdo a energia por unidade de area por unidadendgot@a
direcaov # 0, isto € o fluxo d energia nas dire¢des espaciais;

* As componenteg,,, sdo o fluxo da componentedo momento na dire¢év, como
uma tenséo de cisalhamei por fim

» As componente§,, sdo o fluxo da componentena direcécu, nesse caso ha uma
forca atuandsobre a area perpendicular, isto € pres

Os componentes do tensor ene-momento podem ser representados deneira

matricial, como mostra a equacéo (2.

v=0 wv=1 v=2 v=3
Too Tor Toz Toz\ 1 =0
T = ThyoTyy Ty Tz (=1 . (2.29)
tra qual fe d pv, = .
o omento ests sendo \ TaoToy Top Toz |1t =2

considerada (componente 0- T30 T3 1 T32 T33 U= 3

energiaa, 1,2.3-momento em
cada direcdo espacial) mostra qual direcdo do espaco-tempo considerar(0-
tempo, 1.2.3-dire¢des espaciais)

O espacdempo contém um “rio de particulas” fluindo c-momentos. Cac particula
carrega seu f omento ao longo da sua linha do Universo, e myigaticulas, em muite
linhas do Universo, produzem um fluxo conti. Na Figura 2.10, esta ilustre a parte

matricial da equaca@.29) ndicando o que representa cada elemento.

Figura 2.10 — llustrando @®mponentes do Tensor Egia-Momento e seus significad

Densidade de matéria Fluxo de energia
e energia
(energia fluindo atraves
do tempo, mas imovel - - - Viscosidade/ Tensao de
.
no espaco.) T _ T10| Tll le TlS‘ Cisalhamento
pv Fluxo do Momento

Ty T2 T2, T8
T30/ 151 153 Ts3/

Densidade do momento (pressdo Txx na direcdo

X € componente de

Pressio

fluxo do momento na
direcdo x, e assim por
diante.)

Fonte: adaptada de Profourféhysics (Disponivel emhttps://profoundphysics.com/gene-relativity-for-
dummies/#The_Mathematics_of General_Relativity &ix@d_Intuitivel:.)
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Devido a presencga de muitas particulas, o tratam@dtodindmico adequado € o de
um fluido de particulas. O chamamos de fluido perfi80], quando caracterizado por um
fluido ou g&s que se move pelo espaco tempo comduvadocidadeu, que pode variar de
evento para evento. Tal fluido exibe densidaderdegiap e uma pressao isotropiéano
referencial em repouso de cada fluido.

Uma propriedade essencial do fluido perfeito é séacia de conducédo térmica e

tensao, correspondendo a viscosidade. O tensagiameomento é definido como [32],
T = puyu, + P(qu + uuu,,) , (2.30)

em queyp,, € a metrica Minkowski, substituida nas equacdeSingein pelo tensor métrico
Juv- As funcbesp e P sdo, respectivamente, a densidade de masgpaemeressao do fluido,

medidos no referencial em repouso.
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3

Dinamica Cosmica

Neste capitulo apresentam-se os tdpicos essepeiso entendimento da dinamica
césmica, a saber: Principio Cosmoldgico, fator sleaka e coordenadas comoveis, lei de
Hubble eredshift (deslocamento para o vermelho) cosmolégico. Emidaga partir das
equacOes de Einstein sera deduzida a equacéaoedinan, equacéo da aceleracdo e equacgao

do fluido perfeito.

3.1 Principio Cosmologico

Na década de 30, Edward A. Milne (1896-1950) e#taba o argumento basico da
Cosmologia moderna, principio cosmoldgicd2], o qual pode ser entendido como uma
extensdo do primeiro postulado de Einstein [3]aRdiine, além das leis fisicas, a descricdo
da estrutura do Universo, feita por observadoretinttbs, deve ser a mesma. Isto €,
observadores diversos, que acompanham o movimemsanatdgico, devem observar
propriedades idénticas do Universo. Com isso efa,vigodemos enunciar, formalmente, o
principio cosmoldgicocomo: o Universo € isotrépico e homogéneo em @wmrescalas
(>100 Mpc) [1, 2, 3].

Entende-se homogéneo como a nao existéncia deizhgid privilegiada no
Universo, ou seja, h4 uma distribuicdo uniformendséria, pela qual devemos observar a
mesma quantidade de galaxias, aglomerados e sglpeneaados, qualquer que seja nossa
localizacéo.

Por isotrépico, entende-se que nao ha direcadeuyigda no Universo, a aparéncia do
Universo € a mesma em qualquer direcdo. O sigdiicde isotropia fica evidente se
imaginarmos uma sala de paredes infinitas e comlampada acesa ao centro. Ha diversas
regides em que podemos encontrar o mesmo nivehadedsidade, entretanto ha uma regiéo
em que a luminosidade € maior, exatamente ondmpalda esta, ou seja, ndo ha isotropia,

pois existe uma regido com maior luminosidade qge damais regides. Portanto,
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homogeneidade e isotropia nisdo iguais. A Figura B.ilustra o (a) padrao somer
homogéneo, em (b) somente isotrépico e (c) ambpadHes homogéneo e isotrop

Figura 3.1 dlustracbes representando o que seria (a) Padrdo homogéneo, mas nao isotrépico. (b) B.
isotrépico, mas ndo homogéneo para um observadogram. (¢) Padréo isotrépico e homogé

(a)

(b) (c)

Fonte: Ryden (2017).

Héa de se ressaltar que o pririo cosmoldgico é aplicado a grandes escalas! E
umaparte muito importantdo principio cosmologico. Se observarmos a vianga da nossa
galéxia vemos quapesar do raio ser consideravente grande, cerca de 100.Canos luZ*,
Figura 3.2 (a), a Via&ctea é o objeto mais luminoso e massivo, o quediazque ela defin
uma direcdo preferencjaima vez que é facil determinarmos um vetor apoiotgpara noss
galaxia. Alem disso, a densidade de massa da m@ddsia € bem maior que a densid
média do Universo.

A Figura 3.2 (dmostra que até a escala de aproximadamente 100awitte anc-luz
sempre h4 uma regido de maior concentragcédo deimat@ual, consequentemente, t-se a
direcéo privilegiada de atracdo. Podemos acompamnleaolucdo de cala na sequéncia de
representacbes da Fig8® (a) a (d). E apenaguando atingimos um raio de 1 bilhdo

anoshuz que podemos ver que uma distribuicdo uniformendtéri (Figura3.2(e)).

" Distancia que um féton percorre durante um ano. Em inglés light-years. A velocidade do féton é de 300.00
km/s.
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Figura 3.2 dmagens de (a) Galaxias satélites vizinhargas da Via Lactea (~100.000 a-luz). (b) Grupo
local de galaxias (~1 milhdo de a-luz). (c) Superaglomerado de Virgem (~10 milhdes de «luz). (d)
Conjunto de supaglomerados (~100 milhdes de &-luz). (e)Universo em escala de bilhdes de anz.

Fonte: adaptadas de Guedes (2(
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Diversas observagfes constaram a veracidade deigioncosmolégico para
Universo observavel. Dentre estas temos 0 mapeardertéu para determinacéo de gala
(Figura 3.3(a)) ematéria escura e o mapeamento da Radiacdo Cosmi€ardio (Figuri
3.3(b)).

Figura 3.3 — Imagens de, (B)apa elaborado pelDark Energy Surveye distribuicdo de matéria escu(b)
Mapeamento da Radiacdo Cosmica de FundoWMAP Team NASA
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Fonte: adaptada derantes (2017 e Nemiroff e Bornel (2003)

Resumidamentey principio cosmoldégic implica que ndo podemos estabelecer
centro absoluto para o Universo [3]. Portanto, m@ioazéo para considerarmos que a visé
Universo a partir da Tearé privilegiada e a visdo que temos da Terra ésamma que temos
estivéssemos em qualquer outro lugar do Univ

Além disso, a anisotropia, ou seja, a exicia de uma direcao privilegia é
necessdria em pequenas escalas, sem ela ndo havésiaacdo de planetas, estrel

sistemas solares, entre out

3.2 Fator de escali e Coordenadas Comoveis

Em cosmologia, distancia € uma grandeza dinamics haneira de medir distanc
€ por meio das coordadas comoveis. Essas coordensdoaquela que se expandem na
mesma taxa que orliverso. Podemos enter-las como uma grade na qual as galaxias ¢
presas enquanto oniverso de expande, Figur.4. As variacbes nas escalas produzicela
expansao, ou contracdo, dniverso podem ser “medidas” pektdr de esca a(t), definido
como uma funcdo dependente do te que parametriza a expansao cniverso por meio da
distancia entre galaxias,

a(t) « distancia intergalactica.
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Figura 3.4 —llustragdo apresentando volugcdo do fator de escala nemtpo. As grades em preto séo
coordenadas comoveis, note que as galaxias paestani‘grudadas” a coorden.

@
Q N
) <.
EhAnEEndE
%——J b ' J

at) aft,)

(a) (b)

Fonte: a autora.

O valor do fator de escala é variavel, entdo coewe@mente o normalizamos col
a(t,) = 1. Por meiado fato de escala podemos expressar distancias em difergmbeas er
termos de escala cosmica,

R
a(t) = ;Z) ,

em queR(t) é a distancia entre duas galdxias em um dado tt e R, é a distancia atual.

(3.1)

3.3 A Métrica de Robertsor-Walker

A geometria Riemanianna sugere que o Universo pedénito e, ao mesmo temg
nao possuir limites, isto €, ele possui geometrigac Considere a métrica de equacéo (1
ds® = gydx*dx?,
em gueds € o elemento de linha do esp-tempo,g,,, € 0 tensor meétrico do esp-tempo, e
os indicesu e v sdo 0, 1, 2 e 3, com O representando a coordeeati@otal e os indice
remanescentes representando as coorde espaciais. Podemos escrever (
ds? = c2dt? — dI?. (3.2)
Sendod! o elemento de linha espacialdl? a parte espacial de métrica do esf-

tempo. Os primeiros modelos cosmoldg propunham um Universo de curvatura espe
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negativa. Assim o elemento de linha de uma supefficliimensional plana €&, pelo teorema
de Pitagoras,

dl? = dx? + dx2 + dx? ) (3.3)
substituindo na equacéo (3.14), obtém-se a métaddinkowski [26, 27]:
ds? = c2dt? — (dx? + dxZ + dx?) . (3.4)

Friedmann, em 1922, obteve uma solucao das equdedginstein para um Universo
com curvatura espacial positiva constante. Ele supfe o Universo era uma superficie
tridimensional em uma quadri-esfera, sendo a equdg&uadri-esfera dada por,

a® = x3 +x? + x2 + x2, (3.5)

em quega representa o raio do Universo modelado. O elemdminhad! da quadri-esfera é

dado por
dl? = dx§ + dx? + dx% + dx35 , (3.6)
isolando(x,)? na equacéo (3.5), temos que
dxg = a? — (x? + x2 + x2). (3.7)
Assim,
dxg = %dxl + 0% dx, + 0% dxs . (3.8)
dx, dx, dx3
Como,
0% _ il dx; i=1,23, (3.9)

0x;
L 2 3 2
a j=1,j#i%

a equacao(3.8) toma a forma de:

_ (xqdxy + xdx, + x3dx3)?
a?— (12 +x2+ 2

dx? (3.10)

Substituindo na equacéo (3.11), o elemento lirhquadri-esfera € dado por

_ (xqdxy + xpdx, + x3dx3)?

dlz 2 2 2
a? — (x7 + x5 +x3%)

+ dx? + dx3 + dx3 . (3.11)

Tomemos as coordenadas de uma quadri-esfera gualguaioa:
Xy =asenycosf,x, =asen ycosfcos¢,x; =asen ysenOseng e x, = acosy
Com0 < y < m, podemos escrever a equacao (3.11) como,
dl? = a?(dy? + sen®ydQ?) . (3.12)

Considerandgen y = r, se obtém que,

ar 1
dr =—dy =dr = |1 —sen’ydy = dy = dr . 3.13
oz ™ | Xy = dy == (3.13)
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Substituindo a equacao (3.13) na equacéo (3.12)mbe,

dr?
dl? = a? (1 —= r2d92> ) (3.14)
sendor é a coordenada comovel. Substituindo a equac#d)(Ba métrica,
2
2 _ 2,9+2 2 2,702
ds® =c*dt“—a <1_r2+r dQ>. (3.15)

A equacéao (3.15) é conhecida como métrica de Faednpara o Universo fechado
com curvatura espacial positiva constante.

Em 1924, Friedmann obteve solu¢des cosmoldgicasyrarUniverso aberto, ou seja,
curvatura espacial negativa constante. Ele supésoquniverso poderia ser uma superficie
tridimensional de um quadri-hiperbolbide. A equagéadri-hiperboloide é dada por,

—a® = —x¢ +xi + x5+ x5 . (3.16)
Nesse casa é apenas uma constante. O elemento de linha akpatado por:
dl? = —x§ + x% + x5 + x5 . (3.17)

Realizando os mesmos procedimentos feitos entgpacéo (3.6) e (3.10) obtém-se
que,

(x1dx; + x5dx, + x3dx3)?

dl? =
a? + xi + x3 + x3

+ dx? + dx3 + dx3 . (3.18)

Tomemos as coordenadas de uma quadri-hiperbolaalgquer temos que:
X, = a senh ycos0,x, = a senh y cos 8 cos ¢,
X3 = a senh ysen Osen¢ e x, = acoshy . (3.19)
Com0 < y < m, podemos escrever a equacao (3.19) como:
dl? = a®*(dy? + senh?ydQ?) . (3.20)

Parasenh y = r, e lembrando que:

ar 1
dr =—dy = dr = /l—senhz)(d)(zd)(= dr. 3.21
dx 1—12 (3:21)

Assim, obtém-se que:

2
2 _ 2 dr 2702
dl a 1572 + r°dQ , (3.22)

em quey é a coordenada comovel. Assim, temos que:

2

1+ 12

ds? = c?dt* — a? < + rdeZ> : (3.23)

A equacdao (3.23) é chamada de métrica de Friegpara um Universo aberto com

curvatura espacial negativa constante. As métacana foram desenvolvidas de maneira
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independente pelos mateméaticos H. P. Robertsoe\Walker. Ambos desenvolveram uma
expressdo geral que englobava a métrica plana raéascas de Friedmann. Para eles o
Universo era uma hiper-superficie tridimensionaludea quadri-geometria que obedecia a

expressao:
2

k/R3

em que,R, € o raio de curvatura le € a constante de curvatura, podendo assumir galore

= (k/R3)x% + x? + x% + x2 , (3.24)

k=0, 1ou-—1.
« Parak = 0 tem-se uma superficie plana;
» Parak = 1, tem-se uma quadri-esfera e
e parak = —1, tem se uma quadri-hiperboldide.
O elemento de linha espacial da quadri-geometria é€:
dl? = k/R3(dxo)? + (dxy)? + (dx,)? + (dx3)? . (3.25)
Diferenciando-se a equacdo (3.25) e com um poecddgkbra tem-se:
x1dx; + x,dx, + x3dx3
Va2 —k/Ro*(x] + x5 + x3)

Transformando para coordenadas esféricas:

2
dI? = k/R? ( ) + dx? + dx? + dx2. (3.26)

x; = Rsenf cos ¢ ,x, = Rsenfseng e x3 = Rcos 6, (3.27)
obtém-se que:
dx; = senfBcos@pdR + RcosOcospdf — Rsenfsengpdy;
dx, = senfsen@dR + RcosOsenpdl + Rsenfcospdy;
dx; = cosOdR — Rsenf8do.
Assim
dx? + dx5 + dx3 = dR? + R*d6? + R%sen?*0d¢? = dR? + R*dO?, (3.28)
substituindo na equacéo (3.27), tem-se

J2 = (k/RS)R?

= dR? + dR? + R?d0?. 3.29
a? — (k/R3)R? (329

Isto é,
2

di? = ——— —_dR? + R2dQ? . (3.30)
a? — (k/RDR

Considerand® = ar e substituindo na equacéo, obtém-se

2

dr
2 _ L2 2 2 2 2
ds® = c*dt* — a(t) T 2/R2 K2/ +r-dQ-|, (3.31)
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chamada de métrica de Robertson-Walker. Aqui gépanaosa para depender do tempo,
a(t). Em suma, Figura 3.4, ela descreve um Universoxgansao ou contracao, homogéneo
e isotrépico, repleto de um fluido ideal com dead®l e pressdo dada pelas equacdes de

Friedmann (Ser& apresentado na secéo 3.5).

Figura 3.4 — Resumo da métrica de Robertson-Walkarrporado Lematrie e Friedmann.

a Componentss espaciais = Coordenadas Comaveis
ﬁlﬁn@@ @ Componente temparal = Tempo Cdsmico l

+
Rabertson-Walker - aw? |20+ 2007+ 2su0as?
. 1 _-k?'z/Rg\
g
Fatordeescala  Curvatura Raio de Curvatura
A métrica de Robertson-Walker descreve um ] : :
Universa em expansdo ou contragao. homogéneo 8 _ bl
Isotrapico. — plano | fechado | aberto
|
Descreve um universo repleto de um fluido idea i - ;
com densidade e pressdo dada pelas equagdes de | - |
Friedmann. IR |
ani SN e
A métrica FIRW & utilizada como primeira & |l T : j A
aproximagdo para o modelo cosmoldgico do : — e i A %
universa a partir do Big Bang LD e L) o |

Fonte- Adaptado e Ryden {2007) & Rindler (2008}
**htg 2003, as implicagies tedricas das varias extensies do FLRW pareciam estar bem compresndidas e o objstivo & fazer estas consistentes com
ds I]hSEI"\"EIQﬁES d[l EDBE B d[l WMAP {Fonte: https.// www witiwand com/pt/W36C 3% 8irica_te Friedmann-Lema%E 2%AEtre-Robertson-Walker)

Fonte: a autora, slides da defesa de TCC.

3.4 Leide Hubble eRedshift Cosmologico

Quando ainda se imaginava um Universo estaciomaggpectativa era a de que as
galaxias podiam se mover de modo aleatério. Emieetdoi observado por Edwin Hubbfe
com a assisténcia de Milton Humason, usando-séveisi Cefeiddé que a maioria das
galaxias possuia umedshift (algumasblueshif). Redshift (blueshiftg o deslocamento do

espectro de ondas eletromagnéticas em direcdo v (m@enor) comprimento de onda, e

2 yesto Slipher foi o primeiro a calcular a veloddacom que Andrémeda de aproxima da Terra, bem eomo
velocidade de diversas galaxias, entretanto em gatExias eram chamadas de nebulosas espiraipritedas
como sistemas solares em formacéo [5]. Em 1927rgeédeemaitre utilizou uma lista contendo 42 galsvda
quais o deslocamento do comprimento de onda had@ ealculado por Slipher e concluiu que as altas
velocidades encontradas (muito acima da velocidide estrelas da Via Lactea) poderiam ser resultiado
expanséo do Universo [1].
13 variaveis cefeidas sdo estrelas super gigantedtaiduminosidadel] = 40.000Lg (luminosidade solar)] e
luminosidade periodicamente variante [1].
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assim diz que se desloca para o lado vermelho wlunazcaso ddlueshiff em relacdo ao

espectro normal (Figura 3.5).

Figura 3.5 — Imagem ilustrativa do deslocamenta paazul blueshif}, e para o vermelhagdshif) em relacéo
ao espectro normal.

Blueshift #

Normal #

Fonte: http://danielegasparri.blogspot.com/2014/06/proviamo-far-chiarezza-sul-redshift.html

No caso de um Universo em expansao os “objetosfetana apresentar um desvio
para maiores comprimentos de onda, portanto apgeesemredshift esse pode ser resultante
de trés diferentes efeitos, a saber [42],

» efeito Doppler convencional (velocidade de recess&ocorpos),

» efeito Doppler gravitacional (variagcbes do campavigacional entre o objeto emissor e

receptor) e,
e aexpansao da geometria do espaco-tempo.
Define-se matematicamenedshiftpela equacao
Ao — A
z= % , (3.32)

em qued, e, sdo o comprimento de onda da luz observada edanrgspectivamente. O
valor deredshiftainda pode ser relacionado a distancia que a galéxia se encontra do

observadd?, a essa relagéo da-se o nome de Lei de Hubblejtdesomo:

14 A principio a Lei de Hubble pode parecer violarponcipio cosmolégico, a referéncia [1] explora
matematicamente o porqué de isso ndo ser verdade.
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Hy
zZ=—r, (3.33)
Cc
sendoH, a constante de Hublk. Interpretando-se a equacéo (3.88no deslocamentos
Doppler podese reescrever essa equacdo de modo que temos lapaordnear entr
velocidade de afastamentcs galaxias e distancia, Figura 3.6:
v=Hyr . (3.34)
Nesse caso a constante de Hu (H,) pode ser calculada ao dividir velocidade

distancia e sua unidade kms~'Mpc~.

Figura 3.6 — Graficaa velocidad (km/s) versus a distancia (Mpestimada de um conjto de 1355 galaxias.

10*
1
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Fonte: Liddle (2003).

Se atualmente as galaxias estdo se afastando, isgpdmnplica que no passado €
estavam muito proximas, logo se ndo ha forcas megeue as faca acelerar ou desace
seu movimentaelativo pod-se dizer que suas velocidades s&o constantesingdes pela
equacao (3.4), entdo o tempo passado desde o perioqual elas estavam em contato

muito proximas pode ser definido col

fp=—=—— = H;l . (3.35)
v  Hyr

Da-se o0 nome déempo de Hubblea t,, que define a idade atual do Univer

calculada como aproximadamen14,38 + 0,42) Giga anos [1], valor que condiz com a

15 pc é a abreviatura de parsec, que € uma unidadeeda: de comprimento para grandes distancia:
objetos astrondmicos fora d o sistema solar, evafpiaproximadamente a 3.26 anos luz ou 30,9 &dhiE
quildmetros.
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idade dos objetos astron6micos mais antigos jareddes. Dessa forma, o tempo de Hubble
guia naturalmente para um mod8lig Bangde evolug&o do Universo.

Visto que “objetos” com grandes valoresrddshiftaludem a um periodo no qual o
Universo tinha um fator de escala pequeno, enquyaedaenos valores aedshiftaludem a
eras recenté§ podemos escrever uma relacdo enédshift (z) e o fator de escala(t).
Tomemos um sinal eletromagnético emitido por umetobjde coordenadas, @, ¢), no
instantet, o primeiro pico é emitido, no instante+ 6t, um segundo pico € emitido. Ambos
sdo observados pelo observador de coordengd#s0) no instantet, e t,+ 6t,,
respectivamente. O sinal de luz percorre uma gemdésila (s? = 0), onded e ¢ séo
constantes. Utilizando a métrica de Robertson-Wdke 3.31) temos que:

dr?

ds? = c2dt? — az(t)Trz/Rg =0 (3.36)
reescrevendo,
cdt 4 (3.37)
a®) "~ T-kr2/R2
Uma vez quelr < 0 paradt > 0, temos que:
cdt _ dr . (338)
a(t) /1 —kr2/RZ
Logo para o primeiro pico da radiacao eletromagaéscreve-se,
to cdt 0 dr r dr
f _:_f —:f— (3.39)
¢, a(t) r J1—kr2/RZ  Jo J1—kr2/RZ

De maneira similar para o segundo pico,

J-to+5t0 Cdt B jr dr (3 40)
to+st, ) Jo 1—kr?/RZ . .

Substituindo a equagao (3.40) na equacédo(3.39),
fto cdt ft0+5t0 cdt
te a(t) te+8te a(t) ’

jte”‘”e cdt +fto cdt jto cdt +ffo+5to cdt
te a®)  Jeese, @) Jp s, alt) )y, a(t)
cét,  cbt,
= . 3.41
a(t) ~ at,) (341)

Sendacét, = 4, ecét, = A,, podemos reescrever a relacdo acima na forma de:

'® para o tempo atual= 0.
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Ao _ a(t,)

Ae a a(te)

Isso implica que o comprimento de onda observasoum Universo em expanséo,

(3.42)

tera comprimento de onda maior do que quando es$a foi emitida por um fator igual a
razao entre o fator de escala no tempo de emissdsarvacdo. Pela definicdo oeshift
dada pela equacgéo (3.2) temos que:
A t
14z=="= a(to)
Ae a(te)

que mede quanto o Universo expandiu entre os teap@nissao e observacdo da radiacéo

, (3.43)

eletromagnética.

3.5 Equacao de Friedmann

A equacdao de Friedmann é a equacao que conediar aléeescala(t), k, R, e £(t), e
descreve a expansdo do espaco em modelos homogénisosropicos. Considere uma
métrica que descreva a geometria do nosso UnivEasanétrica deve determinar o elemento
de linha que descreve o espaco-tempo quadrimehsienan Universo que esteja de acordo
com o principio cosmologico, isto €, homogéneo atrépico. Esse elemento de linha é

descrito pela métrica de Robertson-Walker, equé®&&4d), em coordenadas esféricas,
2

ds? = c?dt? — a(t)? T kZ/R + r2d0?% + r?sen?0d¢p?|. (3.44)
- 0
Por conseguinte, seus coeficientes séo:
2 2 1 2,.2 2.2 0in2
Goo =€, g1 = —a(t) 1= kr?/R, 922 = —a(t)°r?, gszz = —a(t)rsin’6.
0

Escritos de uma maneira generalizada,

—a(t) gy seu =2

3.45
Oseu#A41 ( )

goozc2 , € guv:{

Inicialmente encontraremos sisnbolos de Christoffeéquacéo (1.36), a saber,

M, =2 g°7(d ) G}
uv Zg ( vguo+ ugva-l' og[w) .

52



Tem-se que sp # g, entdog”’ = 0. Ao considergru =0,1,2,3; ev=0,1,2¢ 3,

sendo(0,1,2,3) = (t,r,6,¢). Portanto, temos que os simbolos ndo nulos de Gfieist

sad”:

ro ad rl K s _ s G
= ) =-T -7 ) = = —
U (1 - kr?/RY)c? 22 R? o3 = I'zp p
aar? kr2\ 5 , 1
== = -r(1-T Jsue,  Th=TA=
aar?sin?0 L =T = a ['2, = —sinf cos
0 01 = 1o ) 33 )
l—‘33 =2 a
¢ a
k RZ Fz = Fz = —
TRy 02 7= 720 & I3, = T3, = cotd.

M =———77%
1—kr2/R

O Tensor de Ricci e 0 seu Escalar juntos formaensdr de Einsteif,, associado

com a parte métrica das equagdes de campo da &éwvitCalculando o tensor de Ricci para

p

a metrica, contraindo o tensor de Riemann (equagdg,R",,,,,

Ryy = 0T, — 0,18, + T, T — T T, (3.46)
Sendo que vamos considepas v, comu = (0,1,2,3 )ev = (0,1, 2, 3), assim

comop =(0,1,2,3) e A =(0,1,2,3).

i
Roo = =3 (5) , (3.47(a))
2a% da
Ry = + — + 2kR? TN (3.47(b))
2 c? (1 —kr?/R§)

da 3k 2a* 2\ 2

R22 = C_z + F + C_Z - kRO r-, (347(C))
0

De maneira qu&,, € a componente temporaRe,, R,, e R;3 SA0 as componentes espaciais.
Vamos calcular o escalar de Ricci, que por defmié&a soma de cada termo do Tensor de
Ricci multiplicado pelo tensor métrico em cada demada:

R =R,y g"" = Rpog®° + Ri19"" + Rp29%% + R339°% (3.48)

7 Os célculos de todos os simbolos de Christoftaloedisponiveis no Apéndice A.
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R=—6(= (D)4 (L)L 3.49
B c2\a/ c?\a?) RZa?) (3.49)

Falta calcularmos o Tensor Energia-Momefifg. Esse tensor fornece o fluxo de
energia e momento por uma hiper superficie queobaghs fontes de campo. Uma vez que o
espaco-tempo de Robertson-Walker é governado pelacipio cosmolégico, ao
considerarmos um fluido perfeito esse tensor [1&péesentada pela equacao (2.30), a saber:

T = (p + P)UyUy — PG
em que u* = (—1,0,0,0) é a quadrivelocidade do fluidp,é a densidade de energieé sua
presséo eg,,€ o tensor métrico. @, quando escrito em sua fornd é uma matriz
diagonal,
T,' = diag(— pc*,p,p,p), (3.50)

substituindo os tensores na equacgao de campo seeibireq. (2.4),

1
Gy = Ryy — ERg/w , (3.51)

as componentes nao nulas séo.

3 [a? 3k
Goo==\z) * R2a? (3.51(a))
Gy = (280 3k o ir2 ! 3.51(b
11 — c2 c? R(Z) 0 1— kTZ/R(z) ’ ( . ( ))
a> 2da 3k .\,
a*> 2da 3k O\,
G33 = _C_Z_C_Z_R_(z)_kRO r<sen“o . (351(d))
Tomemos a componente temporal do tensor de Hinsteli
3 (a*\ 3k _8nG
? E + Rgaz = 7PC ; (352((1))
a*>  8nG  kc? 2520
a? 3 P Rgaz ’ ( . ( ))
a’? 8nG ¢ kc?
= (c_z) R (3.52(c))

Obtém-se &quacao de Friedmann
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a’  8nG © kc?
az 3¢zt Réa(t)?

Considerada uma das equacdes mais importanteostaodgia, pois nos informa

(3.53)

sobre a taxa de expansao do Universo devido aolmqde utilizamos. ParH(t) = a/a, a

equacao de Friedmann pode ser reescrita na forma:

H2(t) = 8nG © kc?
~3c2° Réa?(t) '

em queH (t) corresponde ao parametro de HubblH(&,) = H, a constante de Hubble,ou ao

parametro de Hubble para o presente momento. Rortarequacdo de Friedmann para o

(3.54)

presente momento é,
,  8nG kc?
0 =3 2% Ho
3c R3

Nesta forma a equacdo de Friedmann nos da a oedsgée ao constante de Hubble,

(3.55)

que nos informa a taxa de expansdo do Univefs@ densidade de energia atudd/&R3, a

curvatura atual [16].

3.6 Equacao da Aceleracao e Equacao do Fluido Peitb

Ainda por meio da equacao de campo de Einsteinnposieleduzir a equacéo que nos
dira como o Universo acelera ou desacelera compdeFaremos 0 mesmo processo para as
componentes espaciais. Entretanto, teremos quereges cada componente de maneira que
facilite sua soma, para tanto,

G,  a* 2da 3k

P = 2kR?, (3.56(a))
G,,  a® 2da 3k ,
o= —F—C—Z—R—g—kRo, (3.56(b))
Gss  a* 2da 3k ,
% = _§_7_R_S_RRO . (356(C))

que,
&+@+$= (—@—@—i) (3.57)
911 922 Y33 ¢ ¢ Rj
Igualando com a soma do lado esquerdo da equacBimsitein temos que:
3(—12—@—%):—3%13 (3.58)
c2 ¢ R ct
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21 2a1 k 8nG
J— — + azRg = — C4 P (359)

Subtraindo a equacéo (3.59) da equacao (3.58psteure, para o lado esquerdo:

d21+2d1+ k a1 k _Zc'il 3.60
a?c® " ac® a’R? \a?c? RZa?) a c? (3.60(a))
para o lado direito:
87TGP 8nG  8nG (P +p> _ 8mG (3P +pc? 3600k
c* 32 P T T2 \(273) T T 2 3¢ (3.60(0))
Unindo os dois resultados (equacdes (3.60 (a))etémos que:
42 ap g 3.61
.= T3 ) . (3.61)
Encontramos entdoemuacéo da aceleracao,
i 4nG(3P_F )__ 46 bt ) 260
a3 \z2TP)T T3z &) (362)

A equacdo (3.62) mostra que a pressdo P estd ada@m material que o Universo é
composto. Para completar a equacao de Friedmanisgqmes de uma equacado que mostre a
evolucdo temporal da densidage dos constituintes do Universo. Vamos obté-la,
multiplicando a equacéo de Friedmann @be a com relacdo ao tempo:

a1 k 8nG 1 ka 8nG

+——=——pxad-o d? 3
a?c?  Ria? 3c2 P

- aa—+—— =5 pa’,
c?  Rg 3c2 P
2,1 k_a) 8nG 3
d(a ac2+R§ _d(?pa)

dt dt ’

1 o ka  8rG '
C—Z(Zaaa +a°) + R_g = <¥pa ) : (3.63)

Agora, consideremos a equacado espacial e a mgltéptios pota?,

a1 2d1 k 8nG

S q2
(a2 X =5+ ——+—— = —
a’c®  a’R} c*

P X aa?
a? c? ’

31+2_,,1+ka_( 811G
Gt RZ c*

P) aa’.
A partir disso podemos comparar os lados direissetjuacoes
8nG 8nG \ . ,
(Garee) = (- p) e’
(pa3) _ —aa’P
3 ¢
c?(pad®) = —P(ad).

- c2(pad) = —3aa’P,
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Substituindo a equacao
(c?pad) = —P(a3) - (ea3) = —we(a3),

(ea®) + 32 0 dea’ N da® 0
= - =
ea we(a?) It we It ,

éa® +ale +wea = 0> éa®+a3e(1+w) =0,

. g a3 3 3aa?
éa3=—a3£(1+W)—>—=—_3(1+W)_>_=_ 3 (1+W);
£ a & a

£ 3a £ 3a
-—=——0+w)»> -+— 0 +w)=0.
€ a £ a

Consideremosy = P/«

P\ a e+ Pya
é+3e(1+z>5=0—> é+3£( )

)

& a

A equacéo de fluid§ é:
é+3(e+P)%=O. (3.64)

A equacdo de Friedmann, a equacao da aceleragdeqgeacdo da conservacao da
energia do fluido sdo essenciais para que compsesrsl a dinamica da expansao do
Universo, mas ainda é preciso descrever a evolegdporal de seu conteudo energético, isto

é, a evolucéo de sua densidade de energia total

3.7 Evolucao da Densidade de Energia

Ainda precisamos definir uma quarta equacao parstedmos 0 conjunto de
equacOes necessarias para descrever a evolucaoidedd, chamadaquacéo de estadé
equacao de estado especifica a natureza dos aoristdo Universo, estabelecendo uma
conexdo direta entre Cosmologia e Fisica de Pasi¢8]. Escrevemos a equacgdo de estado
na forma de

P =we, (3.65)
sendow é um parametro adimensional que caracteriza ditignte de densidade A partir
da relacdo acima podemos formular a evolucdo daidbde de uma dada componente.
Tomemos as equacdes (4.64) e (4.65), realizandcsumpdes integracdo temos que,

g = goa S1tW) (3.66)

®As referéncias [1, 16] chegam a estas equacdesi@iorda mecanica Newtoniana. A referéncia [3] ternzo
abordagem por meio do tensor de energia-momentiudd®e da equacdo Apéndice A.
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Consideremos a componente mais matéria baritihéségo a baixa densidade total do
Universo 107%’kg m™~3), vamos tomar a aproximacdo a um gas ideal goserpela
equacéao de estado (eq. 3.65),

(v?)
=32f

em que(v?) é a velocidade quadratica média das particulaggdoComparando as equacdes

P (3.67)

(3.66) e (3.67) obtém-se que= (v?)/3c?. Por se tratar de matéria ndo relativigtié «
c?, logow = (v?)/3c¢* ~ 0. Diz se entdo que a matéria baribnica ndo calsssfo e sua
densidade de energia evolui segundo a equacao,

Em = Emoa 3 . (3.68)

Interpretando esse resultado temos que, em urtrdbdigdo esférica, a densidade de
matérid® diminui com o raio do cubo, uma vez que o raidrétamente proporcional ao fator
de escala.

Agora tomemos a componente radiacao (fotons eopirticulas relativisticas), para
a qual(v?)/c® = 1, logow, ~ 1/3, substituindo esse valor na equacio (3.66) ternesaq
evolucdo da densidade de radiacao é:

& = &roat . (3.69)

Devido a expansao do espaco-tempo a densidadelidedo descresse coma3, o
fator extra é decorrente da proporcionalidade ehtee o fator de escala, assim como a
proporcionalidade em relacdo a energia dad&perhc/A.

Entretanto, apenas os termos de densidade deieparg matéria e radiacdo nao sao
suficientes para causar uma expansao acelerada, cmmstatado em observacdes, portanto,
precisamos inserir @onstante cosmoldgiam nossas contas.

Em 1915, apos a publicacdo do primeiro artigo erR;T& astrdbnomos ndo possuiam
evidencias da expansdo do Universo (também naalsa da existéncia de outras galaxias
além da nossa) [31], a falta de indicios conduzkirestein, e outras cientista da época, a

conclusdo de que o nosso Universo deveria seicesthbmogéneo e isotropico. Entretanto

A equacéo (3.68) considera tanto a matéria ordinguanto a matéria escura. Fritz Zwicky (1898-1974)
década de 30, sugeriu a existéncia da matéria @smurobservar o aglomerado de Coma e notar que esse
aglomerado deveria conter mais matéria do que a stammatéria visivel, visto que essa ndo geraeagair
gravitacional suficiente para manter as galaxiadas Outra concluséao tirada foi que essa matésaahhecida
ndo interagia eletromagneticamente por ndo servdbsd. Posteriormente, Vera Rubin (1928-2016) tains,
pelo estudo do problema da curva de rotacdo dasigs) que ao extrapolar as curvas de rotacaorpgi@es
além do visivel a velocidade tangencial de um ddgjeto permanecia constante, o que significa quaésenca
de matéria. Conclui-se que a matéria escura é eldtvistica para melhor ajuste com dados obsermads.
Mais informacdes historicas e trechos de traballesgnvolvidos pelos cientistas citados sdo expesids).
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um Universo estatico composto por matéria mostsavgroblematicd, uma vez que,
supondo que tal Universo exista, seu destino exlapso eminente devido a atracéo
gravitacional.

Para corrigir esse problema Einstein atribuiu umiyatura para o0 espaco vazio ao
introduzir em suas equacdes de campo a constastaotimicap, assim a equacao de

Friedmann e equacéo da aceleracdo tomam a forma de

a?  8nG kc?

@3 O R 3 &7
a 4G A
a:—?(gp-}'&')ﬁ'g . (371)

Nessas condi¢fes, para um Universo estat{ed = a, = constante, temos, pela equacao

da aceleracao, que a constante cosmoldgica,

_4nGe

— (3.72)

Substituindo e equacao (3.72) na equacéao de Friad(eq. (3.54)) obtém-se que,
8nGey 4mnGe 4G e,
ke? = ( N )Rgag = 2 REad . (3.73)

Como o lado direito da equagdo é positivo conclgimqoe k = +1, portanto, o

Universo estatico possui curvatura fechada e seuda escala é constafite dado por:

2 c

Cc
" Ry J4mGe, VA

O fator de escala destaca que o modelo de Einstiistavel, se(t = cte) > a, 0

aq (3.74)

termo deA torna-se dominante nas equagfes para dinamica caysa expansao, gét =
cte) < a, 0 termo de matéria torna-se dominante e o Univesdapsa. Se tomarmos que

a, = 1 temos que o raio de curvatura desse Universo, € [1]
Cc
Ry=— . 3.75
0 \/K ( )

Apesar de ter sido introduzida como uma contribuigd curvatura do espacgo-tempo,

através dos anos a constante cosmoldgica passaucarsiderada uma contribuicdo para a

Em um universo estatica(t) = a, = 0, pela equacdo de Friedmann e equacdo da aceldemase que
d=a=0oup=0.No primeiro caso ndo ha universo e no segundo casiverso é vazio, 0 que contradiz
nossa propria existéncia.
2L A esse Universo da-se o nome de Universo de Hirjdié].
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densidade de energia e pressdo do Unifef&dl6]. De acordo com o principio da incerteza
Heisenberg o espaco vazio ndo é vazio e possuidemsidade de energia associada a ele,
portanto a equacao de Friedmann e da acelerac@&mpzal escritas sem o termo de constante

cosmoldgica se considerarmbgomo uma componente do Universo, logo temos que,

) 8nG s o

kc* = <?) (em + eA)RGag ; (3.76)
4G

—?(Smﬁ'SA-}'BPA) =0 . (377)

Substituindo a equagédo (3.77) na equacédo (3.76)staue a densidade de energia
para constante cosmoldgica é constante e igual a:
_Ac?
Ep = % .

A evolucédo da densidade de energia em relacdotanda escala pode ser vista na

(3.78)

Figura 3.7. Nela observa-se que ha momentos enmaige de uma componente, matéria e
radiacdo, ou, matéria e constante cosmoldgicariboem igualmente para densidade de

energia do Universo.

Figura 3.7 — Gréfico da evolucdo da densidade degende matéria, radiacdo e constante cosmol@gjica

. Ac?
*A = 86

4 3

Epi= r,{)a_ ‘ ‘ €m = Em,Ua_

Radiacao Matéria A

densidade

L Fanta: Adaralda e Ranealec (PA70Y

Fonte: Aderaldo e Gongalves (2020).

2 A constante cosmolégica esté ligada a densidadmelgjia do espaco vazio, também chamada de emlergia
vacuo [13].
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Substituindo a equacao (3.78) na equacao (3.66)rebe,
b - Ac?
AT 8nG

Logo, paraw = 1 na equacéao (3.65), isso implica que para a camestasmoldgica

Ep - (379)

A > 0, a pressdo é negativa. Se utilizarmos a intergzetaewtoniana, em termos de forca
gravitacional, a constante cosmologica contribu aona forga repulsiva que “freia” a forca
gravitacional que levaria ao colapso. Com a destaloa expansdo do Universo péubble
fez com que n&o houvesse a necessidade da constanielogica nas equacdes de Einstein.
De tempos em tempos ela retorna as equacdes, untpeeao ha motivo para de fato retira-
la. Nos ultimos anos, observacdes tém mostradaquomstante cosmoldgica esta presente e
domina a dindmica do nosso Universo [16, 29].

Agora que temos a evolucdo de cada componente tosierm 0, isto €, um Universo

espacialmente plano, a equacao de Friedmann &) & reduzida a

8nG
H%(t) = 307 s(t) . (3.80)
Isolandoe(t), temos que:
3c?
g(t) = " H?(t). (3.81)

A equacao (3.81) informa que para um dado valopat@metro de Hubble ha uma
densidade critica.(t), para a qual o Universo possui curvatura plana.

Sabe-se atualmente o valor da constante de Hublrleima certeza de 3%, a partir da
equacéo (3.81) calcula-se que o valor atual daidefes critica ée.o = (7,8 £ 0,5) X
107°Jm~3. Ryden [1] discorre que a densidade critica afuaproximadamente equivalente
a um préton por 200 litros. Uma vez que a maiotepdo volume do Universo € formada por
“vazios” nos quais a densidade € extremamente lesixaa-se que, em média, para escalares
maiores quel00 Mpc, a densidade de energia média do Universo € apamdemente a
densidade critica.

A partir da equacéo (3.81), pode-se determinanatwra do Universo,
* See(t) > £.(t), 0o Universo tem curvatura positiva (k = +1),
* see(t) < g.(t), o Universo tem curvatura negativa (k = -1).

A equacéo (3.81) deve ser valida para o tempo,giaghnto,

3c? )
eo(t) = o—H3 . (3.82)
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Geralmente, refere-se a densidade de energiatia g@arum termo sem dimenséao
chamadgarametro de densidadd definido como [1,3,16]:

g(t)

Q) = e

(3.83)

A partir disso, podemos reescrever a equacao selnffann (equacao (3.54)) em

termos do parametro de densidade:

1—Q(t) = ke? 3.84
~ RZa(t)2H%(t)’ (3.84)
Na Figura 3.8, apresenta-se um resumo desta (8@S&H0.
Figura 3.8 — Resumo da sesséo de Evolucdo da eesite Energia.
EvelvgEe da Densidede de
(=] A[‘2
Energie o= erat* | [om=emot® | | =g
Radiagao v atéria A

A evolugdo da densidade de Energia € dada pela equagan garal:

£ = Ei,Dﬂ_3(1+W)

Densidads critica:

3c2 5
g(t) = %H(ﬂ

* e e(t)>e_c (t). o universo tem curvatura positiva (k = +)
+ e =(t)<e_c (t). o universo tem curvatura negativa (k = -1).

densidade

A densidade atual & dada por:
2

3c
gc.o(t] = ﬁHg

Parametro de densidade:

e(t)
ec(t)

Q) =

Fonte: Aderaldo e Boncalves (2020).

Fonte: a autora, slides da defesa.

0 valor atual da densidade de parametro, determipadmeio de dados observacionais, esta entr& 0,99
<Q,< 1,005.
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A4

Modelos de Universo Cosmoldgico

Neste capitulo serdo discorridos sobre modelos dé/etso cosmoldgico se
considerando as do tigiomogéneo e isotropicoA relacdo entre densidade de eneggi3,
pressacP(t) e o fator de escala(t), € dada pelas equacdes de Friedmann (equacag, (3.54
que informa sobre a taxa de expansdo do Univehsidofperfeito (equacdo (3.64)) que
expressa a conservagdo matéria-energia, e a equigdestado (equacdo (3.65)) que
especifica a natureza dos constituintes do Uniyarsaber, respectivamente,

(92 = H*(t) = G __ke”

3¢z Rgaz(t);

¢+3(2)+P) =0;
P =we (em que,w = @ .
3c?

A principio, podemos resolver essas equacfesgma@ntrar a densidade de energia,
presséo e fator de escala para qualquer tempoadmssfuturo. Entretanto, a evolucdo do
Universo é complexa devido ao fato de que ha difese componentes com diferentes
equagcbes de estado. Desta forma, nessa secdo ndgm@s®s modelos de Universo

Cosmoldgico e sua evolucao temporal considerarsi@aomposi¢ao.

4.1 Universo Vazio: s6 curvatura

Proposto por Edward A. Milne em 1935, o conheditfoverso de Milng4], € um
modelo particularmente simples de Universo, no qda ha gravidade, radiacdo, matéria,
constante cosmoldgica ou qualquer contribuicaoetsidade de energia € 0).

Apesar de ser um Universo totalmente hipotéticajepser considerada uma boa
aproximacao do real, se considerarmos um Univergoab a densidade de energia € muito
menor que a densidade critica. Nessas condicoes, (p& 0), a equacdo de Friedmann

(equacéao (3.54)) toma a forma,
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(@) =—-— (4.1)

Para essa equacao temos as possiveis solucoes:
» k= +1 - Universo inconcebivel, poi{g)? seria um ndmero imaginario;
e k=0 - Universo vazio, espacialmente plano e estatiis (a) = 0, a(t) = 0, que
pode ser descrito pela métrica de Minkowski e tiata partir da Relatividade Restrita;
e« k=-1 - Universo vazio com curvatura negativa que seaedp. Para o qual,

substituindo na equacéo (4.1),

C
1=+—. 4.2
a R (4.2)

Integrando a equacéo (4.2) em relacdo ao tempo,

fa(odt=i<£ﬁj}u,

do:%, (4.3)

comt, = R,/c . Portanto, o fator de escala cresce linearmemteactempo, nos dizendo que
ndo ha gravidade [8), = Hy', ndo ha nada que acelere, ou desacelere, a empansa
contracdo, a idade do Universo é exatamente igcahstante de Hubble.

Imagine a realizacdo de observacfes nesse Univpesa, uma fonte luminosa
distante, deedshiftz, eq. (3.43), a luz que observada no moment@presem = t,, com o

tempo para 0 momento de emissao iguakat,, podemos escrever [1, 4]:
1 to

1+z= =— . 4.4
at) "t @
A partir da equacéo (4.4), ao isolar o tempo dessfn, obtém-se,
to Hy'!
te_1+z_1+z (4:5)

Ainda podemos encontrar a equacao que permitelaagdistancia a que essa fonte
luminosa se encontra. Adotando a equacéao (3.3%)isdancia prépria, distancia entre dois
pontos em determinado instante caso pudéssemasoparapo, tal que:

to 1

dp(to) = Cj mdt,

=CJ- —Odt=ct01nt|§°
t t ¢

d,(ty) = ctyln C_O) ) (4.6)
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comt, = Hy'ez+ 1 =t,/t,, a equacao (4.6) é reescrita como,
c
dp(to) = H—ln(z +1). (4.7)
0

Analisando, para « 1, temos que a distancia propria, assim como vista pei de
Hubble, possui uma relagédo linear enttg(t,) e z, paraz > 1 a distancia propria €

proporcional dn z. Para o tempo de emisséo dessa luz temos que,

T
dy(te) = a(te)f dr = a(t,)r . (4.8)
0
Empreganda(t,) = 1 em(1 + z) = 1/a(t.), de maneira que,
1 a(to)
1+z= = :
a(te) a(te)
a(t,) 1
a(ty) 142z’
_a(to)
a(t,) = T (4.9)
Substituindo a equacao (4.9) na equacao (4.8)rmbeé
_a(to)
dy(t,) = T (4.10)
Entéo, senda(ty)r = d,(to):
dp(to)
dy(te) = 11, (4.11)
substituindo a equacéo (4.11) em (4.7):
c
dy(te) = H_Ol n Zln(z +1) (4.12)

Isto é, a distancia propria de emisséo € menoudaglistancia prépria de observacao
por um fatorl/(z + 1).

4.2 Modelos de uma s6 componente

Nosso Universo é composto por diferentes compesemhatéria baribnica ou nao
relativistica, radiacé@o e energia do vacuo. Enttetase estudarmos a sua evolugdo observa-se
que houve épocas em que uma dessas fontes de asmtérgia foram dominantes
comparadas as demais. Dessa forma, os Univeraama@eomponente podem ser entendidos
como modelos apropriados para descrever a dindseiGlgumas fases do nosso Universo.
Portanto, considere a equacao de Friedmann (eq(@&&40),
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<a>2 _8nG  kc?
a) " 3c2° R3a?

Tomemos k = 0, pois se observarmos nosso Univeesse momento, podemos

considera-lo plano [12]. A equacéo de Friedmaredéazida a:

(d)z 816 113
7 =32 € . (4.13)
Ao adotars = g,a373%, obtemos:
) 8nG B
az = 3oz &4 A+3w) (4.14)
1
. 8mlGey\z _1t3w
a:( 3c? ) @’
1
da <8nGeO>z _143w
—_— = a 2
dt 3c?
1
da (871650)5 dt (4.15)
Como,
1
Hy = <8nG‘g°)2 416
0 — 3C2 ) ( . )
a equacao (4.15) torna-se,
da
113w — Hodt . (417)
a 2

Integrando ambos os lados em relacdo ao tempopeegando os limites, aa, et,

(3 +23w> (a%) |- (3 +23w) = Ho(t = to).

Se considerarmas(t) parat = 0, entdoa(0) = 024 Assim,

at, obtemos:

2

3w+3

a
Hoto <_> ’ _Hoto = HOt_HOtO
Qo

3w+3

t(a) g
0 aO - .

Aplicandoa(t = t,) = ay = 1, o fator de escala é [1, 8]:

** A referéncia [19] comenta que em algum instantet, o fator de escala deve ter sido igual a zero.
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2

a(t) = (i)m . (4.19)

to
A idade atual do Universo, da equacao (4.18), digree da constante de Hubble, é
[1, 3, 8]

P 20,1t
7314w’
Considerando que # —1, temos que:

(4.20)

« Sew > —1/3, o Universo € mais novo que o tempo de Hubble.
* Sew < —1/3, o Universo € mais velho que o tempo de Hubbtpjeoé inconcebivel.
Isolandog, na equacéo (4.16) temos a equagao que informalacéo da densidade de
energia,
3¢z
g =g—HS. (4.21)
IsolandoH,, na equacao (4.20) e substituindo na equacao (4@dgmos reescrever a

evolucéo da densidade de energia em termos do téenbdabblet,,

g = ;Czto‘z . (4.22)
6m(1+ w)?

Generalizando a equacéao (4.22) para qualquer tetlenpos que:
t _2
e(t) = ¢ (—) : (4.23)
to
Escrevendo a equacédo (4.23) em termosvd@ara isso substitui-se a equagéo (4.22) na

Equacéo (4.23), e obtém-se,

c?t™?
e(t) = G T W (4.24)
Ainda podemos reescrever a equacdo (4.24) paraelgueependa do sistema de
Planck,
E, [ t\7w
e(t) = ml—g (E) : (4.25)

Em que,E, € energia de Planck, € comprimento de Plancktg € tempo de Planck.
Em relacdo as observacfes que poderiam ser fadtse rUniverso, imaginem uma estrela
muito distante como uma fonte de luz comneashiftz, de acordo com a equacéao (3.43),
2
14z =2 (t—")m . (4.26)
a(te) \te
Logo, tempo de emissao da luz é expressa por,
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2 1

A partir disso podemos definir a distancia préPripara o tempo atual em termos de

t, (4.27)

H, e z, coOmo:

c 2 _1+3w
dp(to)—H—01+3W[1—(1+z) 2 ] (4.28)

Assim, fica determinado que o corpo celeste migimmte que pode ser observado é
aquele o qual a luz foi emitida a t = 0, quandonverso foi criado. Nesse caso, a distancia
propria € chamada de horizonte [1]. Se aplicarnaosquacéao (4.28) o limite— oo, temos o
horizonte, isto é a distancia maxima que o observadde observar. Aqui distancia do

horizonte é expressa por,

c 2
dhor(to) = H.1+3w '
0

(4.29)
Ao analisarmos a equacéo (4.29) para os valorgsecaos dev, temos que:

e Sew > —1/3 o horizonte é finito. Parw = 0 (um Universo plano dominado por
matéria), ouw = 1/3 (Universo dominado pela radiacdo), constatamos guoe
observador s6 vé uma porcao finita do Universoheoitla como universo visival

* Sew < —1/3 o horizonte é infinito e o Universo seria trangpde. I1sso significa que
um observador na Terra, por exemplo, observarigggqeaponto de Universo. Para os
“objetos” muito distantes a informacao chegaria econredshiftextremo.

Nas proximas subsecfes iremos analisar os Univepdasos de uma Unica
componente, a saber: s6 matéria (Universo de Hindée Sitter), s6 radiacdo (Era da

radiac&o) e s a constante cosmologdi¢aniverso de Sitter).

4.2.1 SO matéria

O modelo de Einstein-de Sitter, por vezes chandadoodelo Friedmann de curvatura
nula [9], ou Modelo Puro de Friedman [23], € coesadlo uma das primeiras solucdes
fisicamente possiveis das equac¢fes de Einstein/par@ [10], € um modelo de Universo
dominado por matériay( = 0) com curvatura zero (k = 0).

Nele a densidade de matéria € igual a densidaiiteadii], assim a geometria espacial

€ euclidiana (plana) e o Universo pode estar enaresgo ou contracao [9]. A partir da

*Distancia propria se refere & onde um objeto distastaria a um momento de tempo cosmolégico d&meci
% [6] define Universo visivel como todos os pontase$paco que tiveram tempo de enviar informacgdes na
forma de fotons, ou outra particula relativistigara o observador.
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equacao (4.20), temos que a idade desse Univamssiderando a constante de Hubble, sera
de,
2
ty = 3H. 9,64 .10° anos.
O valor encontrado é inferior a idade das estnelais antigas, que possuem idade
superior al0%anos. Assim, a idade encontrada, que se aproxinidada calculada por [3]
prova que o Universo de Einstein— de Sitter diszalas observagdes que temos do Universo.

Empregando a equacéao (4.29) a distancia do hoezteneventos é dada por,

2c
dpor(to) = o 2,74 .10%2 km = 8,88.108 parsecs.
0

Pela equacao (4.19), o fator de escala para uretdp plano com apenas matéria é
[1, 13, 16]:

a,,(t) = (ti)g . (430)

0

Representado na Figura 4.1 pela linha pontilhada.

Figura 4.1 — Fator de escala versus tempo, parbnimerso vazio em expansdo, um Universo plano dadan
por matéria, um universo plano dominado por radiagdum universo plano dominado pela constante
cosmoldgica. Eni,(t — t,) = 0, temos que = t,.
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Fonte: Ryden (2017).

Vemos que o Universo de Einstein-de Sitter é unvéfsb que se expande de maneira

desacelerada [15], pois a expansdao tende a paadgti— «. Se esse modelo representasse

2'A estrela mais antiga ja observada (em 2007), HBI®01, tem idade estimada em 13,2 bilhdes de anos
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0 estagio atual do nosso Universo, ao calculastmtia prépria de uma fonte luz teriamos
gue para que sua distancia para 0 momento em gaevalnos os raios de luz é expressa por

d,(ty) = cftoizz—c[h (431)
te a(t) Hp vi+2z
Por outro lado, a distancia propria no tempo dissdn,
d(t,) = 2c [1 _ 1 ] . (4.32)
Hy(1+ 2) V1i+z

A distancia prépria para o tempo de emissao é mgooum fator del /(1 + z). As
proper distance para objetos com rtadshiftz para um Universo composto por matéria sao
ilustradas na Figura 4.2 (a) e 4.2 (b) por umaalipbntilhada.

Figura 4.2 — Grafico dt%‘l d,(t,) versusz , distancia propria de um “objeto” dedshiftz, para o tempo em que
a luz foi: (a) observada, e em (b) emitida.

ST T Ty T~ Ty T V7T T Ty T Ty T T T T T TR
100 | E~ Observagao - o 100 = Emissao =
2 10k ' 4 2 10 Z— -
_!:D. :: - =3 _c:ﬂ :_-: :
s I - S s F =
- e = [=] = 5 =
f 9 'l;‘/’} = < E/ =
01§ 4 O0E
B 1 T RRETT ARRTTT T MARTTT: E vl ol 1ol 1 ||||| ||~E

01 A 1 10 100 10C 01 1 10 100 1000

Z Z
(a) (b)

Fonte: Ryden (2017).

4.2.2 SO radiacao

Um Universo composto dominantemente por radiagio=(1/3) € de extrema
importancia pois nos remete aos tempos primordiaisnte o qual a radiagdo era dominante,
especificamente para tempos em qu@)/a(t,) < 10~* [22], isto &, qualquer modelo
cosmoldgico que inicie em t = 0, comf0) = 0, tera uma fase que sera bem descrita pelo
modelo de radiacdo dominante. Para esse Univarsustque a sua idade

2H;* 1

ty = = —~7,23.10%an0s.
"T3A+w) 2H, anos
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Assim como para o Universo de matéria dominant@lor encontrado é inferior a
idade das estrelas mais antigas, que possuem gigmior al10°anos. Adistancia do

horizonteé exatamente igual a distancia de Hubble,

Cc
dnor (to) = 7=~ 1,37 .10%% km.
0

2

A partir da equacéo (4.19)(t) = (ti)m o fator de escala para um Universo plano
0

com apenas radiagéo € [1, 13, 16]:

N |-

a,(t) = (i) . (433)

to

Representado na Figura 4.1 pela linha sdélida. Assaistancia propriade uma fonte

de luz no tempo observado,

fo dt 1 1 c z
= —_— /2 2 to = —_—
d,(to) = ¢ ft ORI (2t2) =% erD (4.34)
No momento de emissao a distancia propria se yeduzim fator dd /(1 + 2), a,
d,(t,) = ‘ - 4.35
p(e)_H0(1+z)2' (4:35)

Na Figura 4.2 (a) e 4.2 (b) estd apresentada tandia prépria de “objetos” que
sofreram umredshiftz em um Universo de Matéria. Devido a importaragsgse modelo
podemos fazer algumas suposi¢des, assim comonigiteferéncia [1]. Se considerarmos a
equacdao (4.35) para a densidade de energia dependarenergia, tempo e comprimento de
Planck, em um Universo plano e dominado por radié&é-se que,

-2 -2
g () = %%(é) ~ 0,030;3;—2(é> , (4.36)
gue no limitet - 0, encontramos que, — o, que significa, que no instante t = 0 a
densidade de energia do nosso Universo era infigjtaonforme afirmado por Barbara Ryder

[1],

“...esse infinito ndo deve ser levado a sério, pais0 € menor do que o tempo de
Planck, sendo assim a Relatividade Geral ndo pedetdizada, pois precisamos
levar em conta os efeitos quanticos que ocorriardmgerso para < t,. Para que

pudéssemos explicar 0 nosso Universo para esswaltteprecisariamos que uma
gravitacdo quéantica, que ndo existe ainda.” (Ryuled6, traducdo da autora).

4.2.3 SO constante cosmologida
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No inicio do século XX acreditava-se que o Univegsa estatico, mas quando
aplicadas, a um Universo homogéneo e isotropicaegasicées de Einstein ndo permitem
solucdes estéticas [13]. Em 1919, Einstein pr@ésnstante cosmoldgicapara se obter
uma solucéo estatica, conhecido como modelo der Sipor Willem de Sitter (1872-1934) ter
sido o pioneiro em seu estudo por volta de 1917Haila esse Universo temos que a idade €,

2H;1! 20,1
“31+w) 31-1
Isso implica que um Universo composto apenas pefestante cosmologica néo

to

possui uma idade definida. A distancia do horizénégatamente igual a distancia de Hubble,
3(1+w)
143w
Analisando a equacéo de Friedmann, equacgao (p&4),um Universo plano (k =0) e

dror (to) = ¢ty X Cty — 0.

contendo apenas obtem-se que,
) 8mGey
(a)? = 32 a?. (4.37)

Respaldados nas equacoes (3.64) e (3.65wpara—1, a densidade de energia

En = €400 BT = ¢, 4. (4.38)

Portantoe, é constante, e comid, = (8nGeA/3c2)1/2, entdo equacéao (4.37), recai
em uma equacao diferencial,
a=Hya , (4.39)
que possui como solucdo geralt) = Aefot. Considerando quei(ty) =ay =1, 0
termoA = eflolo, portanto, o fator de escala para um Universoglzom apenas constante
cosmoldgica é [1, 13, 16],

a,(t) = eflot=to) (4.40)

O comportamento da equacéo (4.40) foi apresentadd-igura 4.1 pela linha
pontilhada e tracejada.

Analisando esse comportamento e a propria equdgdd) (vemos que esse modelo de
Universo se expande exponencialmente de maneilteraga ¢ > 0). Essa condi¢ao indica
uma pressdo negativa, visto gpg = —p,c?. Além disso, vemos que esse modelo de
Universo néo possui idade definida. Ainda, anatisaa equacgéo (4.39), e reescrevendo-a na

forma

a
Ho===H, (4.41)
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conclui-se também que nao ha tempo privilegiadsenaswdelo de Universo.

Ainda, calculando a distancia préopria para o tedgobservacao,

dy(te) = ¢ f v - [effo(te=to) — 1] (4.42)

¢, at)  Ho

Em que,

l4z=— (4.43)

a(te)
d(to) = Hiz . (4.44)

0

Da mesma maneira, a distancia prépria para o tefegmissao é:
dy(t,) = —— | (4.45)
Hy(1+z)

As distancias proprias para “objetos” com tedshiftz para um Universo composto
por matéria sdo aquelas ilustradas na Figura 4.2 @2 (b) por uma linha pontilhada —
tracejada.

A equacdo (4.45) mostra que para este modelo andiat prépria do tempo de
observacao é diretamente proporcional a z, sert#gooegnico modelo no qual isso ocorre.
Nos demaisl, (t,) x z paraz < 1 [1, 8]. Se aplicarmos o limite—> o as equacdes (4.44) e
(4.45), obtém-se qué,,(t,) » oo, masd,(t.) = c/H,. Nessas condi¢bes, (t,) > c/H,,
isto &, foton® observados foram emitidos afy(t.) ~c/H,, se a fonte de luz estiver mais
distante seus fotons ndo atingem o observador [I13]8

Ainda na Figura 4.2 (b) nota-se que para valoresedshift elevados tém uma
distancia propria menor, isso porque eles remetemn dempo muito inicial na histéria do
Universo, quando a distancia entre a fonte lumimosas era bem menor.

A Figura 4.3 (a) e (b) apresentam um resumo dasipais caracteristicas e equacdes
dos modelos apresentados até aqui, inclusive cpda&;&o apresentada com o comportamento
gréfico para melhor visualizacao.

% Féton é a denominacdo dada em 1926 por Gilbert Lewis para uma particula elementar mediadora da forca
eletromagnética, que possui spin 1 e se move com a velocidade da luz, é o quantum da radiacdo
eletromagnética.
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Figura 4.3 — Resumo das (a) informagdes e equag@resentadas para os modelos de Universo de uma s@
componente e vazio; (b) as equacbes e comportamgréificos das distancias do horizonte (Horizatde
Universo) para os modelos do Universo citadas ém (a

Vazio Matéria Radiagao Constante Cosmoldgica
> ke=+1. Universa inconcebivel. Dominado por matéria (w = () Um universo composto Uma das primeiras solugges para a
k=0 Up{versu vazio, espacialmente Curvatura zero (k= 0) dominantemente por radiagdo (w= | equagao de Einstein.
plana & estatico ) Densidade de matéria = densidade 1/3) é de extrema impartancia pais
> k=-1. Universo vazio com curvatura ; ; i
: critica nos remete aos tempos primordiais.
negativa que se expande.

Fara os modelos de | companente e k = 0, temos que:

a,(t) = eHolt=to) ‘ Modelo de Sitter

2 T Universa Vazia
t \3w+3 - \‘ | Vasi: ;. t
a(t) =(— 8 A L T T a@®=—
fo C ; & to
_ _2Hg' 4 . [ i ] ket Ao K
b0 = i (idade do Universa) 6 " Matétia Modelo Einstein-de Slt;er
Matéria — B 9 © L sl _ t\3
tm,o 3, 9,64 .107 anos. 4 e e an(t) = =
- C g N 0
Radiagzo tro = L~7,23 .10%anos. == ~Radiagdo ]
2Ho o - e Sd Radiagdo
Constante b 2t 2Hp? C 1 e " 5
Cosmaldgica T 3w s o Fred L L b L Y ap(t) = (—)
=9 0 2 4 6 8
H,(t-t;)
(@)
dpor(to) = === (Horizontz da Universa)
o o 113w (Hovizonte da Universo
Matéria dnor(to) = 7=~ 2,74.10% km.
Radiagén dpor(to) = Hi.,“ 1,37.10%% km.
i : 3(14w)
Constante Cosmaldgica | g, (¢0) = ct, ) o oty - 00,
Distancia
Atual 45, 1023 km Fonte: hitps://physics stackexchange com/guestions/70339/e-cosmological-horizon-at-the-hubble-radius
c c Z
d,(tp) _Fuz A dy(t.) _H_um A
‘ Vazio
100 Observacio Vazio 100 L 1
£ - d(t,) =———I 1
2 10c a3 sty | 210 A ST
o i < o Matéria
YTy 1 Matéria § 1 2 1
b ID _ : - ¢ ey
r s o ;_: l_ﬂl”‘ r i dy(t,) mtD 3 Ny
° Radiagio ot Radiacdo
01 10 _&c 2 .01 o, B
3 Gt =i ‘ 5 dp(t2) Hy (1+2)2

(b)
Fonte: a autoralidesda defesa (2022).

4.3 Universos com multiplas componentes

Os estagios intermediérios entre uma época domipaduma componente para uma

época dominada por uma unica outra componente &&@eterizadas por possuirem duas
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componentes, ou mais, de densidade de energia dmanerdem. Vamos considerar a

equacao de Friedmann (equacéo (3.54)):

(d)z _8ncz ® kc?
a) T3 L R2a(t)*

Lembrando que(a/a) = H(t), H? = 8nG/3c?, e que podemos escrever a densidade
de energia como a soma das densidades de energiaddecomponente. A equacao de

Friedmann para o presente momeki{o)=H, ea(t) = 1,

5 5 kc?
RO
A equacéo (4.46) reescrita em temos da curvatura
k  H?
RZ == Q- 1),
ao substitui-la na equacgéo de Friedmann para muolgonentes temos que:
1
H?(t) = HSZEI' _WHS(QO -1
L
Hz(t)—ZQ ! -1 4.47
H L Tar T @47
L
Paran‘ = Qi'oa_3(1+w)
H?(t) Q; 1
HZ = Z q-3+w) a(t)? Qo —1)
L
Hz(t) 'Qr,O 'Qm,o (1 - -QO)
Hg = a4 + a3 +.QA,0 +T . (448)

em que,Qy = Qo + Qo + Ly 0. Multiplicando os dois lados da equagdo acima gror
obtemos:

(@2 Qnp O
7 = aTZO + Z’O +a20, 0+ (Qo — 1)
0

a [Qr,o -Qm,O

1

2
—_— = + +aZQA0+(QO_1)] .
Hy, ’

a? a

. d . . . ~
Comoa = d—: realizando as devidas integracoes,
-1

¢ QrO QmO 2
f [ =+ —— 4+ a2 0+ (Qo — 1)] da = Hyt. (4.49)
0

a? a

75



A integral a esquerda, ndo possui solugdo arebiimples pois o primeiro termo do
lado esquerdo diverge parma= 0. Entretanto, conforme Ryden [1], para valores dat®s

Qmos Qro; Qpp €la pode ser solucionada numericamente.

4.3.1 Radiacao + Matéria

Matéria e radiacdo sdo componentes que definitimtan@ompdem o nosso Universo.
Entretanto houve uma época em que as componentésara radiacado tinham densidades
iguais. Vimos no Capitulo 3, que suas densidadesndegia variam de acordo com a regra

g = g 0a >*™W) portanto:

&m = €c,0{lm,o (%) : (4.50)
& = £.000 (%)4 . (4.51)
Segp, = &
€¢,0{dm,0 (%)3 = €080 (%)4
) o (452)
Qo Qmo

Isolandoa(t) encontramos o fator de escala para o quando uxrekdoi composto por

apenas matéria e radiacao possuia essas duas @ntgsoam equilibrio, logo:

Q
Arm = a(trm) = ag QT’O (4.53)
m,0
ParaQ,, ,~0,3 e Q, o~ 8,4 x 107>, temos que:
a Q
m—_19 281074
Qo Qim0

Observe que,, < a,. O momento de igualdade entre matéria e radiagdoeu em
uma época inicial na histéria do Universo. &g, > a(t) temos o periodo radiacdo-
dominante; ser,,, < a(t) temos o periodo matéria-dominante. Reescreverglpuacao de
Friedmann para esse Universo (equacao (3.54)),

a\’  8nG ,
(a) :?Z& ou H2(t) =HOZSL-.

1 1

Logo,
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H?(t)

e = 00 (2) 400 ()

(4.54)
Isolando(,,, , da equagao (4.54) tem0s, , =

20 Substituindo essa relacdo na
eq

equacao acima podemos reescrever a equacao dm&niesa forma de

1 af ap
2 . — =0 0,70
(a) H 7,0 (arm a + az

Hodt =

ada <1+ a )‘%
a(z),/QT,O Arm

integrando ambos os lados da equagéo acima,

Ht = 48 73/_0) (1 _ Zaarm) (1 + afm)%] . (4.55)

A equacao (4.55) pode ser utilizada para o caldalalade do Universo para quando
este tinha a mesma densidade de matéria e radR&&@oisso, tomemaes= a,,

.t (1 1>Q3/2
™ " 3H, V2/ Q2

O Universo atual possui cerca de 14 bilhdes ds,dago o periodo de tempo no qual
ele foi radiagdo-dominante € extremamente pequegota 4.4

Figura 4.4 — Evolucdo do Universo em escala logéré na qual observa-se o estagio matéria domirante
radiacao dominante desse Universo.

-

i a|q!ssod

Erada
Matéria

Particle Data Group, LBNL, @ 2 Supported by DOE and NSF

Fonte:http://astronomiaweb.blogspot.com/2015/12/cualeetebria-del-big-bang.html

Em termos mais gerais consideremos novamente g&u(#.55):
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* Paraa < a,,, 0u,a/a,, < 1. Utlizando a expansédo binomial, temos que:

1 2

<1+ a)E 1y _Z (4.56)
Arm 20,  ain’ .

a equacao (4.55), resulta em:

1
a = (2,/QroHot)? (4.57)

1
em gquet < t.,, 0 fator de escala acima possui 0 mesmo compontameque o Universo
plano contendo apenas radiacao.
* Paraa >» a,,, ou,a/a,, > 1, podemos desconsiderar os termos 1 da

equacao (4.55), o que resulta em:

3

. :
a~ (E,/Qm,OHOt)Z , (4.58)

3
gque possui 0 mesmo comportameritgue o Universo plano contendo apenas matéria.

4.3.2 Matéria + Curvatura

Mas e se 0 Universo de matéria dominante possaissatura? Tomemos a equacao

de Friedmann para um Universo néo plane; 0,

H2(e) 8nG O+ kc?
) = 3¢z ° a(t)®R3
2
H?(t) = H3e(t) + —=— . 4.59
( ) Og( ) a(t)zRg ( )
Lembrando que:
k HZ
i — (1= Q) (4.60)
substituindo na equacéo de Friedmann (eq. 354):
2 g2
Emo €~ Hy
H?(t) = H5?+pc—z(1 — Q)
20y = 2 |Emo Lo
HA(0) = HY | =25+ 25 (1= Qo)
H?(t Q 1-Q
B _% 1-%) (4.61)

H¢ a® a?
O Universo estd em expansdo, mas se ela cessassaoteH (t) = 0. Podemos

reescrever a equacao (4.61) como,
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Q (1-0Q
o (1=9%)

0=—
a3 a?

(4.62)

Note que o primeiro termo lado direito da equacd®?) sempre sera positivo.
Portanto para qué (t) = 0, o segundo termo do lado direito da equacédo (462¢gativo
(Qy >1). Como a unica componente desse Universo € a mat@godemos reescrever

Qo = Q0. TOMemos a equagéo (4.61),

k  HE
7 = 6—2(1 — Qo) <0 . (4.63)
Sendo]l — Q,, 0 = —Q,, logo:
k HZ kc?
R_g = C_z(_Qk,O) <0=> -Qk,O = _W <0
k=41 (4.64)
Vamos considerar a equacao do fluido, cors 0,
a —4nG 4nG
a = 3c2 (8 + 3£W) = —ﬁ&' . (465)

Note qued < 0, o que mostra que o Universo comecara a se corP@itanto, um
Universo contendo apenas matéria com curvaturatiy@sira parar sua expansado em
determinado momento e iniciara o processo de ggturaéPodemos a partir disso, calcular o
tamanho maximo desse Universo, tomemos a equag®) aral, = Q,, o,

_ -Qm,O (-Qm,o - 1)
T a3 a? '

Isolandoa temos que o fator de escala maximo para um Uriveosnposto por

matéria de curvatura positiva €,

Qm,O
Amax = m (466)

O fator de escala pelo tempo é representado naa-g5 pela linha preta-pontilhada,

note quer,,;,~10. Representando a equacéo (4.30).
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Figura 4.5 — Gréfico doafor de escala versusH, (t — t,) ou seja, 0 tempo,gra Lniversos contendo apenas
matéria. Linha continua se refere ao universo émpaente plano. Linha vermel-tracejada se refere ao
universo de curvata negativa. Lint preta-pontilhada se refere aailkerso de curvatura positi
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Fonte: Aderaldo e Gongalves (20:

Vamos considerarovamente a equacédo de Friedmann, na f

<g>2 = o _ (s 1) (4.67)
a/ H} a° a? '
. Q 1
a m,0 2
il e G
da
Hydt = (4.68)

[97:,0 _ (Qm,o _ 1)]% :

Visto quea > 0e d <0 houve um tempo em que = 0, portanto os limites d

integracéo irdo dé a a para o fator de escala e0 a t para o tempo.

t a da
0 0 [Qm,o

0 (0,00~ )

t a ada
0 0

Paraa = Qp, 0/ (Qpo — 1)

t 1 @ Jad
] Hydt = vada (4.69)
0

\/Qm,o —-1J [a - a]%

Introduzindo uma mudanca de varia [10], de modo que:

in? (0) L1 0)
a=asin -] == — COS
2) =2
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da = asin (g) cos (g) do
Va —a = +a cos (g) :

Fazendo a substituicdo na integral (equacéao (Até&9pos que:

0 6
Hot = sinz(z) do.

a
vV Qo — 1.[0

Utilizando a relagéo trigopnométricgin® ¢ = (1/2)(1 — cos 2¢)

Hyt = —3 f (1 —cos0)do,
/2
(QmO - 1) 2
Qim0
Hyt == ——77 (0 —sin®).
/2
2 (Qm,O - 1)
Temos que obter a equacgao parametrizada da sqlacéd@ equacao de Friedmann,
Qm
a(f) = ——(1 — cos 0); (4.70)
2 (Qmo—1)
Qim0

t(0) = 2H, (0 1)3/2 (6 —sin0). (4.71)

A evolucéo do fator de escala em relacéo ao tdoipepresentada na Figura 4.5 pela
linha preta-pontilhada, em que a equacdo (4.67)eseptou 0 seu valor maximo. Se
quisermos calcular a idade desse Universo bastzamaos algumas substituicdes, de

maneira que a idade atual do Universo compostoaagaor matéria com curvatura positiva é:

1 Q 2 2
= m0 7 [cos_l ( - 1> - Qo — 1| . (4.72)
2H, (Qm,o — 1) Qm,o Qim0

Note que na equacdo (4.72) o parameélrovaria de 0a2r. Devido a forma
paramétricaa(8) = ae t(0) =t. Set(0) =0, entdoa(0) = 0, isto €6 = 0 representa o
momento da singularidade dgig Bang Mas sef = m, a(r) = 0, ou seja, em um tempo
futuro esse Universo colapsard em uma singularidadenada d@ig Crunch[1, 13, 17],
Figura 4.6. O tempo entre a origem e colapso dovadsd pode ser computado ao
empregarmo$ = 2rm na equacéo (4.72), tal que:

Qom0

Lerunch = t(2m) = 32 (4.73)
Ho(Qpmo — 1)
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Figura 4.6 — Alguns dos possiveis destinos do Usiug(@)Big Crunch(grande colapso), Universo inicia com
Big Bange se expande até chegar um tamanho maajpe,entdo se contrai até colapsar. B Chill ou Big
Freeze Universo se expande para sempre resfriando isioammente.

Fontehttps:/iwvww.astropt.org/2016/06/13/quarto-cenarios-para-o-fim-do-universo , apud Image
from The Cosmic Perspectilsy Jeffrey Bennett, Megan Donahue, Nicholas Schneider, and Mark Voit

A fase de contragdo, apds a expansao atingir mégimo, é exatamente o reverso da
fase de expansdao [1]. Portanto esse Universo tpacestempo finito e se encerrard como
comecou em um estado quente e denso. Vale resgaiaa fase de contracdo € referida
como o reverso da fase de expansédo para um Unikkersogéneo, com expansdo adiabatica
Ou com conservacgao da entropia.

Para o caso de Universo contendo apenas matérizwaatura negativdg = —1, a
equacéao de Friedmann fica escrita na forma,

HO? 0 @ —1)

H¢  a® a?

(4.74)

Diferentemente da equacéao para curvatura posgyad(72), a equacao (4.74) nao vai
a zero em nenhum momentpisso implica em ambos os termos do lado direst@guacao
sao positivosf,, o < 1, portanto esse Universo néo cessa sua expansao éemym futuro.

Senda, o = Qpo = 0€80,,0 = o, reescrevemos a equacao (4.74) na forma,
-1

arQ 2
Hotzj [ ’"’°+Qm,0—1] da
0

a
1 a a
Hot == f '\/_ da.
\/1 - Qm,o 0 \/ QTr‘l.,O + a
1_Qm,0

Utilizando o método da substituicéo pgras O, o/ (1 — Qy0), teMos,
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Hot =

B Va
(1- Qm'o)l/zjo — ﬁda (4.75)

Introduzindo uma mudanca de variaveis [10], de foque:

a= g(coshlp —-1) = Bsinhzg,
da = gsinhtpdtp = ﬁsinh%coshg;

2
Jat+p = \/Ecosh%.

Temos que:
QmO je . l/)
Hit=———"—"— h2 —) du.
SNCE S EEN A
Utilizando a relagdo trigonométricsinh® ¢ = (1/2)(cosh2¢ — 1)
Qm
Hyt = —3’/22j (coshy — 1) dy,
(1 - mO)
Hot = ™2 (sinhyp — ).
/2
2(1— Qmypo)

Escrevendo as solucdes parametrizadas para @saagquacao de Friedmann:

a(y) = (coshyp —1); (4.76)

2 (1 - mO)
() = 5 Ginh ). (477)
(1 - mO)

A evolugao do fator de escala pelo tempo foi regméada na Figura 4.5 pela linha
vermelha-tracejada. O parametfovai de 0 a 0. Devido a forma paramétrica(y)) = ae
t(y) =t. Set(0) = 0, entdoa(0) = 0, isto €6 = 0 representa 0 momento da singularidade
do Big Bang,assim como anteriormente.

Mas seyp = m, a(mr) — oo, ou seja, esse Universo se expandird para semguargio
sua temperatura decai isocronicamente, a isso damome deBig Chill [17, 1, 13], Figura
4.6. Além disso, nota-se que para os modelos dérimatominante, para = 0, a densidade
dita o destino do Universo. Se a densidade € ngumia densidade critica temos a expansao
infinita, Big Chill, se a densidade é maior que a densidade critidaiwerso colapsa na
singularidade que o crioBjg Crunch

A idade desse Universo para o tempo presente modalsulada através da relacao:
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_ 1 Qim0 2
2Ho (1 — Qy,0) " [Bmo

to

2
J1—Q,0—cosh™ <
QmO

— 1)] . (4.78)

Pela Figura 4.6 percebe-se que em tempos muitoepeguas trés possibilidades de
curvatura para um Universo composto apenas porrimapresentam um comportamento
similar para o fator de escala. A partirtdet, acentua-se a diferenciagao entre as trés curvas
devido a diluicho de matéria devido a expansdo divdgso. Aderaldo e Gongalves [3]
discorrem que o Universo de curvatura negativaetbifica) possui uma expansao similar ao
Universo de Milne, tratado na subsecéo 2.1. Lifithé demonstra, uma vez que parae —1
o termokc?/a’R§ cai mais lentamente se comparado d@jyy, « a®, portanto para valores
de a(t) arbitrariamente grandes o termto?/a’RZ é dominante, consequentememntex
t.Quando esse Ultimo termo se torna dominante a e&pase torna mais rapida e a
velocidade tende a tornar-se constante [3, 15, 13].

Para o caso de curvatura positiva ndo ha diluiggmatéria. Como visto a densidade
nesse caso é maior que a densidade critica, istajéantidade de matéria é suficiente para
que a atracdo gravitacional supere a expansaoie ancontracao.

Na Figura 4.7 apresenta-se um resumo sobre a 462do

Figura 4.7 — Resumo sobre da subsecao do Modelndagico Matéria + Curvatura.

Big
@ Densidade Curvatura [estino C ) l
5 D k=-1 fig Chill lll_nL A
0,=1 k=0 Hig Chill
% 0y >1 k=+1 Big Crunch
5l
5 CLTTIEE & A - (esférico)
@ £y < 1 (hiperbolico) P
40| |— =1 (plano) e -'\
@ 30 i 1
oc=
&
(al) 2 ; 2 2
=) - am(t) = (r) to =39
rm /,-" 0 0
10 pan CITRET 1 0 2 3 ]
| % | _ Do t :—*“I— 1i-a,, —cosh-i( —1)
Z / | Gl ° 2 (1-q,,)" o . Ame /|
0 ‘ : . : 5 1 0 0,
0 20 40 60 80 100 N g) =— e 1—cosf terunen = 2(2m) = -
Fonte: Aderaldo e Gongalves (2020) Holt — t) A 2( Qo — 1)( cos®) ‘ . Hy (Do — 1)3 -

Fonte: a autora, slides da defesa (2022).
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4.3.3 ModeloACDM Plano

O ModeloACDM Plano [16], ou modelo matéria + constante cosmcdof], € um
modelo plano composto por matéria, majoritariamerwtdorma de matéria escura ffiae
constante cosmoldgica constante, considerado umaapximacdo do nosso Universo no
tempo presente.

Podemos escrever a equacéo de Friedmann da sefgumge

H? Qo

oz~ T3
Hy a

+ (1= Omo) (479)

em que,Q,0=1-0,, representa a contribuicdo da constante cosmolopgara a
densidade de energia(y,,/a® representa a contribuicdo da matéria. O primerme do
lado direito € sempre positivo, entretanto o seguedno pode assumir valores positivos ou
negativos. Se positivd}),,, <1 e Q,, > 0, temos oBig Chill. Se negativoQ,,, >1 e
Q0 <0, a constante cosmologica negativa fornece umaafatcativa e esse Universo
colapsa naig Crunch

Vamos considerar o primeiro caso p&g, < 0 e Q,,, > 1. Temos que para dado
momentoH (t) = 0, devido a isso podemos encontrar o fator de esnakdmo quando a

expanséo cessa.

0
2t (1= Qo).

Q 1/3
,0
Uiy = (ﬁ) . (4.80)

m,O_1

0=

Tomemos a equacgao de Friedmann,

day> 1 Q
( a) 22 4+ a2(1 — Q)

dt) HZ
(a)l/z
a
(a — a3)1/2

1
(.Qm'o . 1)1/2
Sendoa = Qy, 0/ (Qmo — 1). Quandot = 0,a(0) = 0, a equacgdo (4.81) pode ser integrada
deOat,edéaa:

= Hydt . (4.81)

Hot =

¢ ) da. (4.82)

1 a
(o= 1) b &=

*Matéria escura fria consiste em séo particulasraeujue interagem muito fracamente entre si ou com
a matéria baridnica, reagindo quase que exclusintema gravidade, chamadas WIMPs (sigla paeakly
interacting massive particleparticulas massivas interagindo fracamente).
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Introduzindo a mudanca de variav
a=a'/3sin?/3 0
da = §a1/3 sin"/3 @ cos 8 do
(a —a®)V2 = g'/2 cos 0,
substituindo na equacaé.8z) todos os termos sdo cancelados com excecdo dawcEnat3

portanto:
3/2]

1 [sin~*(a/amax)
j 1lda

3/2
7 sin‘1< ¢ ) . (4.83)
1) Amax

Portanto,
/3

at) = (QﬂLﬂy/s [sin (; mHot)r . (4.84)

m,0 1
Um grafico de a versus tconfeccionado na Figura 4.8 fator de escala acima

representado pela ha continua

Figura 4.8 — Far de escala versus tempo paniversos planos contendo matéria e constante céginal
Linha pontilhada representa um univeQ,,, , = 1 e Qo = 0. Linha sdlida representa unniversoQ,, , =
1,1e Q44 < 0. Linha traejada representa urmniversoQ,,, = 0,9 e Q,, > 0.

40

30
| et Q=10

20

10

L1 | L1 | L 11 \1 L 11 || [

Fonte: Ryden (2017).

Se tomarmos o limite para esUniverso ondea < a,,,, pode-se usar a

aproximacasin 8 ~ 6:
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Qm,O /3

1/3 2
3
a(t) ~ [ —— (—,/Qmo — 1H0t) : (4.85)
Qo —1 2 '
Para o calculo da idade desse Universo temostiageequacao (4.85),

2 1 @ \?
t = sin™ ( ) . (4.86)
o (o —1)"* T Ntmar

e quando ele colaps@,ynch,
2 1

3H, (Qm,o _ 1)1/2

A forca atrativa fornecida pela constante cosmakbgiegativa faz com que o tempo

(4.87)

Lerunch =

de vida desse Universo seja excepcionalmente corw foi representada na Figura 4.8.
Apesar das leis permitirem um Universo ldenbdanegativo { < 1), 0 nosso Universo &
composto por uma constante cosmoldgica posifdyg, > 0, 0 que implica enf),, o < 1,
devido a isso o lado direito da equacdo de Friedngasempre positivo e o destino desse
Universo é aig Chill.

Nesse caso, para determinado valor do fator dalaesoatéria eA contribuem

igualmente para a densidade de energia do Univeesmaneira que,

1 3
o (=) =0a0=1- 0y,
Ama
-Qm 0 3
=(—22 ) ~0,75. 4.88

Se a < a,, a componente dominante é a matéria, ase a,,, a componente
dominante é a constante cosmoldgica, estudos [13P5mostram que atualmente nosso
Universo é dominado por Lamb¢4&). Vamos dar uma olhada na equagdo de Friedmann
completa,

H? Qo

7= T (1 %mo)

d Q 1/2
aa _ H, [ 2+ (1- Qm,o)] ,

dt a3
dtH 1 @\,
0= 1/2 ( 3) a,
(1= Qo) B ta

ondef = Q,,0/1 — Q. Vamos integrar ambos os lados,

J-l' a 1 a 1/2
dtHO = J- ( ) da
0 0 (1= Q)2 B +a

87



Introduzindo novas variaveis [10], temos que:
a = /3 sinh?/3

2
da = B/3 §sinh-l/3 ¥ cosh ) dip

(B + a®)/2 = B1/2 coshyp

sinh™(a/amax)>’?
Hot - f 1 dl/).
0

Por meio da relag&nh™! x = In(x + Vx2 + 1), temos que:

2 1 a \3/2 a \3
Hot = = 1n< ) + 1+< ) . (4.89)
0 31— -Qm,o Amax Amax

Isolando o tempo encontramos que a idade atuat désserso é,

L2 1 l1—nm,0+1
7 3Hy1— Qo [Qmo

A idade do UniversddCDM plano é consistente com a idade dos objetos mtgoa

l~13,5 x 10%anos . (4.90)

ja observados. Se quisermos saber a idade do Waigeando a densidade de matéraeea

idénticas podemos reescrever a equagéo

2

tam = T 1n(1 ++2)~10,1 - 10°anos. (4.91)
Portanto faz cerca d&4 - 109anos gue o0 nosso Universo é dominado po©O fator

de escala para qualquer tempo em geral
0 1/3 3 2/3
a(t) = —22— [sinh (—,/ 1— QmOHOt)] . (4.92)
1— Qo 2 '
O grafico dea versust foi confeccionado na Figura 4.8, o fator de es¢atpacéo
4.92) é representado pela linha tracejada. Adotanlimite paraa «< a,,,, de maneira que

sinh x ~x, temos que,

3
a(t) = Ew/ Qm’oHot . (4‘93)
Paraa > a,,
Q 1/3
a(t) ~ [ —22— ) eV1-OmoHot (4.94)
1 - Qm,o

Observa-se que o0 modeNDM apresenta expansdo acelerada, portanto, tomando a

equacéao da aceleracao
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a ATG (€m0

2= "3 (gr +eno—3P)
d H? Qmo
a_ _7( P ZQA’())'

Q ~ .
;’;" — ZQA,O) < 0 ocorre uma expansao acelerada, logo, se consiuesar

Quando(

termo em parénteses temos que quando ele vai aeenm® ocrossoverentre desaceleracéo e

aceleracdo. Para esse instante de tempo o fagscda €

1

= 1
e, = |5 2mo 3=(1)3a ~ 0,598 (4.95)
acc 2 1 _ Qm'o 2 Am ) " "

Isso ocorre pouco antes dese tornar dominante. A idade que o Universo tinha

guando a expanséao se tornou acelerada era de,

2 1 S
sinh™! (—) ~ 7,3 x 10°%anos. (4.96)

t =
* 3Ho /T = Qo V2

Dessa forma, de acordo com esse modelo, 0 Uniestaoem expansdo acelerada por

aproximadamente 6,2 bilhdes de anos.

Na Figura 4.9 apresenta um resumo desta subse:&80 4

Figura 4.9 — Resumo da subsecédo 4.3.3 — Modeloniletdo Cosmolégico - Constante Cosmoldgica Matéria
Escura Fria Plano.

r . 1/3 2/
() [ unm modelo plana composto por  matéria, Paraa << @ — ale) =( e ) [(fmﬂot)] ?
E majoritariaments na forma de matéria escura fria, 8 The T
P = n e ——
@ constante cosmoldgica constante. Para a > apmp — alt) m( _m-° ) oV 1= DmaHst
—— A2 5 . it
@ H_§ = a? ¥ (1 - Qm,DJI Esse universo estd em expanséo acelerada:
T
Qa0 L
¢ 3eQpye < 180p, > 0,temos oBig Chil [1( s )]3 ( )5 0508
. Aace = |5 =15 @Gm™ U
* Se0n0 > 1804, < 0 temos Big Crunch 2\1-0,, 2) "
2 1
— - : = rY)
2 1 1i— 41 tpee = ————sinh (—) 7.3 Gyr.
@ ty= In J h ~13,5 Gyr 3Hp (1= Qo V2
3Hy1— DOy N
I 1. A
g 40:_|':'r:|_;9w||~|w'|-"\:r o By In(1+v2)~10,1 Gyr
= 1™ T 3He 1 — Qg . .
@ - | - 1 2
2 L ( Qi ']3 e | 2
o Ef =10 s = | 5 ~0, =
ob] 20 = \1— 0y :
= N ~Z,
10 — o —= crunch =_7:
Bt z (0, 1)"
E 0 ) ]"'T-‘IIl <I_I__:__|_r_|_-!—LJ |_|__|_| L ‘ L= 0 1/3
0 20 40 60 80 U g . :( i )
Fonte: Ryden (20(7). M, (t=t,) Qp0—1 .

Fonte: a autoralidesda defesa (2022).
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4.3.4 ModeloACDM com curvatura

Na subsecéo 4.3.3 discutimos que um Universo edpaate plano con,,, > 1e
Q)0 < 0 € espacialmente infinito, mas temporalmente finRor outro lado, um Universo
plano com Q,,<1e Q,,=0 € infinito espacialmente e temporalmente. Agora
consideremos um Universo contendo matéria, corestar#moldgica e curvatura. Ao escolher
diferentes valores del,,, e Q,, temos uma variedade de comportamentos para a

funcdoa(t). Escrevendo a equacao de Friedmann para essasroemgs temos que,

2
Z—g = Q;’;O o Q’"C'l‘; 0 4 0y (4.97)
Sendo,Qy o =1—Qpo—Qpg. SEQY >0 € Qo >0 0 primeiro e terceiro termos séo
positivos; entretanto @, , + 0,0 < 1 todos os termos do lado direito séo positivosyu® ¢
significa que esse Universo se expande para seBigr&hill; se(,, o + Q4 > 1 0 segundo
termo é negativo e o Universo é positivamente culdemais, H2 é positivo para pequenos
valores dea(t), quando esse Universo é matéria dominante e parales valores de(t),
guando esse Universo a constante cosmoldgiaga dominante, e negativo para valores
intermediarios dex(t). Visto que é fisicamente impossivel que H(t) segativo, ha um
intervalo proibido de valores pandt).

Analisando os Universos que apresenta valores meslidea (t):

e Suponhamos que(t) > 1 eH < 0, isso significa que esse Universo se encontra em
um estado dominado pela constante cosmol@yide baixa densidade e contraindo.
Conforme esse Universo se contrai o segundo tearemdacao torna-se dominante, o
que faz com que a contracdo cesse em um fatorcd@eaainimoa(t) = a(t),in > 0
e comece a expandir novamente. Denominaddigi®ounceisto €, um Universo que
se expande infinitamente, mas nunca ®eBang Figura 4.10.

» Qutra possibilidade que um Universo composto pdériza constante cosmoldgica e
curvatura apresenta, sao os chamados Universosrdailre [1]. Tais Universos tém

inicio em um estado matéria-dominante, que se edgaassim como visto na

2
subsecao 4.2.1, com« t3. Entdo entra em uma fase, chamada estagering, em

quea(t) € quase constante por um longo periodo de terepsssmilando ao modelo
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estatico de Einstein [13]. Apés essa fase a cotestarsmologica torna-se dominante e

esse Universo expande exponencialmente.

Figura 4.10 — Imagem ilustrativa d UniverBig Bounce Esse pode ser entendido como um efeito sanfona
simétrico, no qual o Universo contrai € ag;,, € se expande até um,,., .

Fonte: https://www.blogdobg.com.br/sem-big-bang-um-dosares-fisicos-do-brasil-acredita-que-o-universo-
nao-teve-comeco-e-nem-fim-sempre-existiu-e-pulsaceins/.

Na Figura 4.11, é apresentado um grafico da expats@niverso considerando somente
a constante cosmoldgica versus somente a matérant® mais proximo da linha divisoria
Big Chill — Big Bouncemaior o periodo em que esse Universo permanecestagio
loitering.
Figura 4.11 — Comportamento de Universo constapwmolégica versus matéria. A linha em vermelha
representa o estagloitering, limite entreBig Bouncee Big Chill. Os niameros romanos fazem referéncia as
solucdes Caso 1, Caso 2 e Caso 3 apresentadaangéisg do limite estagioitering. A linha tracejada em rosa

representa a separacao entre a regido superiop@gseli curvatura positiva e a regido inferior qusspi
curvatura negativa.

3 T[T T A T T
|__Big _
[ Bounce x ]
L 4 _]

2 SEV —
< ]
L /1 _

& M ~ Big Chill —
N

L "% ]

— \\\ —

L ~ ]

O \\\\‘ i
B Big~Grunch B
— K:;\f\)\'=+1 —]
Covvbvvna b b S b 1
0 5 1 1.5 2 25

Q

m,0

Fonte: Ryden (2017).

Vamos analisar mais detalhadamente o caso liBigeChill — Big Bounceilustrada

na parte superior do grafico da Figura 4.11. Lerskrepara que o Universo permaneca
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estaticoa e d devem ser iguais a zero. Portanto, a equacéao iddntann (eq. (3.65)) e
equacao da aceleracéo (eqg. (3.61)) tomam a forma de
H?  Qumo , Qo

—=—+—4+0 —0, 4.98(a
G = 11 mo 20 =0 498 (b
< HO 2 3 As . ( . ( ))

Nas quaist, € o fator de escala aproximadamente estatitg, & o valor de),, para

dadoQ, o Isolandof,s;nas duas equacdes (4.98 (a) e (b) ) temos que,

-Qmo _-Qko

Qpe = —— = — 4.99
Isolando o terma,
3Qmo
= — —, 4.100
aS zﬂk,o ( )
substituindo a equacéo (4.100) na equacao (4.9®)st¢16],
3
4 (Qpo+Qps—1

Qps = 4 Qo+ s — 1) . (4.101)

27 02,
Introduzindo a variavek® = Q,s/4Q,,,, escrevemos a equagdo (4.101) como uma

expressao cubica,
3 Qm,o - 1

+ Sr=0
X Qm’o 4x—

y3 +3py +2q =0,
10mo-1

1
em quep = —7 eq =~

. Estamos interessados em solucdes reais e pesithedo

método de Cardano-Tartaglia [14] as solu¢bes sdasdaelo discriminante,
1-2Q
A=4{p*+q*) =——= mo
‘Qm,O
A teoria das equacdes diz que ha 3 possiveis @edupara deltaA < 0e Q,, o >
1/2, ha trés raizes reais distintad,= 0 e Q,, o = 1/2, ha trés raizes reais, sendo pelo menos
duas delas iguais,e> 0 e Q,, , < 1/2, ha uma raiz real e duas complexas conjugadas. Para
raizes positivas e reais temos 0s seguintes casos:
* Casol-S8<,,<1/2
1 (1=0,\)
Qps = 4Q,,03cosh |=cosh™ [ ———— ; (4.102(a))
' 3 Qmo

 Cas02-S¢/2<Q0,0=<1
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1 (1= \])
Qps = 40,01 cos [z cos™H | ———— ; (4.102(b))
' 3 Qmo

e Caso3-S€,,>1

1 1-0,.,\N°
Qps = 4Q,, 01 c0s |z cos™H | ————— : (4.102(c))
' 2 Qmo

A regido na qual essas solu¢dao validas sdo as que foram representadiFigura
4.10 sendo a regido I, Il e lll, referentes aos Cdsd&e 3, respectivamen

Ainda podemos ilustrar as posss expansdes ou contracOes parniversos
compostos por matéria e constante cosmoldgicagiwv&4.12apresenta o grafico w(t) vs.
tempo. Cada um dessesilersos possui o mesmo valor para o parametrcedsidade d
matéria (2, o~ 0,31), medido parit = t, ea = 1 [1]. Portanto esses modelos ndo poden
diferenciados pela medida €,,, € constante de Hubble. Entretardevido a diferenca de

valores pard), , eles possuem destinos e passados muito difel

Figura 4.12 — Gréficdo fator de escala(t) vs. tempo t para modelos dailderso contenc matéria e constante
cosmoldgica.

0 A N T I
-4 -2 0 2 4

Fonte: Ryden (2017

A linha pontlhada representa um niverso espacialmente plano que se exp
exponencialmente para o infinito, seu destinoBig Chill. A linha tracejada representa |
Universo de curvatura negativa que se expande aa,,q, € colapsao Big Cruncl. A linha
pontilhada e tracejada representa umniverso loitering, e a lirha solida representa L
Universo que esta em ugatadoBig Bounce

Na Figura 4.1&preseni-se um resumo desta subsecéao.
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Figura 4.13 — Resumo da subsecéo 4.3.4 — Modelinderso Cosmolégico - Constante Cosmoldgica Matéri
Escura Fria Curvo.
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Fonte: Ryden (2017}

Fonte: a autoralidesda defesa (2022).

4.3.5 ModeloBenchmark

O Modelo deBenchmark também chamado de Modelo de Concordancia, € um
modelo plano, composto por radiacdo, matéria etantescosmoldgica, adotado a partir de
dados observacionais atuais [1].

A radiacdo consiste de fotons e neutrinos. Os #&AD provenientes da radiacéo
cosmica de fundo em micro-ondas. Teoricamente, nsidizde de energia da radiagdo de
fundo do neutrino é 68,1% da radiacdo de fundo eamorondas, se os neutrinos forem
relativisticos. A matéria € parcialmente compgxta matéria baribnica e por matéria nao
baridbnica na forma de matéria escura. Os valoresdelesidade de energia para as
componentes citadas podem ser vistos na Tabel® 4eferéncia [19] apresenta 0s mesmos
dados de maneira mais precisa, os mesmos foratadotepelo Planck 2038

Tabela 4.1 — Parametros medidos para o Model@&edehmark

Lista de ingredientes
Fotons Q0 =50x 1073
Neutrinos Q=34 x107°
Radiacao total Q=84 x107°

% planck é a missdo da ESA para observar a pritheirao Universo. Ele foi projetado para obter inremydas
anisotropias de temperatura e polarizacdo do Camep&adiacdo Coésmica de Fundo em todo o céu, com
sensibilidade e resolugéo angular sem precedd®igasck esta testando teorias do universo priméieoorigem

da estrutura cosmica e fornecendo uma importamtée fde informacdes relevantes para muitas questdes
cosmologicas e astrofisicas. O desenvolvimentdifimnda misséo € dirigido pelo Planck Scienceritea
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Matéria Baridnica Qparo = 0,04

Matéria negra ndo bariénica Qamo = 0,26
Total de Matéria Qo = 0,30
Constante Cosmoldgida Qpo = 0,70

Epocas Importantes

Radiagdo-matéria p, = 2,8 X 1074 trm = 4,7 X 10* anos
MatériaA amp = 0,75 tma = 9,8 G anos
Atual a; =1 to = 13,5 G anos

Fonte: Ryden (2017).

Com os valores medidos @ ,, ., o €€, O fator de escala pode ser computado a partir da
equacdao de Friedmann na forma de eq. (4.49):

H()® _ Qo 4 Imyo

_ (1-9)
HE a*  a® '

a2

+ Qpo +

No grafico da Figura 4.14 podemos ver como ocasr&ansicdes entre as épocas em
que radiacdo-dominante, matéria-dominante e lardbda@nante. Nota-se que a mudanca
entre fases ndo abrupta. Além disso, de acordoessm grafico a “pouco tempo” entra-se na

fase em que a constante cosmolégiéadominante.

Figura 4.14 — Gréfico do fator de escala em furd@tempo. As linhas pontilhadas representam osgeside
igualdade entre as componentes desse Universo.

2

Fonte: Ryden (2017).
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Apesar de o ModelBenchmarkou Modelo Padréo, ser bem sucedido em explicar as
propriedades observadas, ele possui problemasesaétvidos, dentre eles, ndo é explicado
ainda o que aconteceu antes do tempo de Planekaéoddo entre os cientistas que para iSso
uma nova teoria deve ser desenvolvida capaz dgagrenhecimentos de Relatividade Geral
e Quantica [37].

Além disso, de acordo com Marcela Carena [38gtdia de relacdes internacionais
do Fermilab, o principal laboratorio de fisica degtfrulas dos Estados Unidos, o modelo ndo
fornece nenhuma explicacdo sobre a matéria escuenergia escura, apenas para 4% da
composicdo do Universo. Ainda, ndo explica a adsimentre quantidade de matéria e
antimatéria encontrada no Universo.

Outro ponto que intriga a comunidade cientifia@amada Coincidéncia cosmica: o
fato de existir um valor aproximado entre a derdgdde energia do vacuo (a energia
fundamental de um certo volume de espaco “vazi@])[4e a densidade de matéria no
Universo atual.

Na Figura 4.15, apresenta-se um resumo da subde8&o— do Modelo de Concordancia

(Benchmark

Figura 4.15—- Resumo da subsecdo 4.3.5—- Modelo deetdn Cosmolégico -Benchmark(Modelo de
Concordancia)

Matéria escura
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& cosmoldgica, adotada a partir de st
& observagdes atuais, * (Discrepancia valor observado &
@ calculado) :
+  Coincidéncia Cosmoldgica; AL LR LU LR (LN [
E .
Lista de mgredicnies : Acc
g Fotons Do =50% 10 B
Neutnnos =34 x 1077 0 e e i A —
@ Radingao ofal D=8 %10 — L
E Matéria BariGnica Do = 0,04 B ” i
@ Miattin negra 0o bariciica Mg = 0,26 D __ aa:t” ' __
Total de Matéria 0, =030 — o=
| D D Constante Cosmelogica A Q= 0,70 B E} ]
Epocas Importantes _4 t ::tt__'
Radisgic-matéria | Q= 28 x 1077 | tra = 4,7 % 104 anos 8ot 1“;: =
Matére-A | By = U‘}’5| Linn = B G anas itﬂ'ﬂ i: —
A %=1 1y =135 G anos -6 ol i by b aig

10 8 6 -4 -2 0
Iog(HDt) Fonte: Ryden (2017)

Fonte: a autoraslidesda defesa.
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Consideracoes Finais

Neste trabalho fez se uma abordagem direcionadestamlo de alguns modelos de
Universo Cosmoldgico a partir de topicos essen@afdosmologia. Sendo esse um estudo
académico centrado no livro da autora Barbara RydénAs demais referéncias foram
leituras complementares, para o entendimento @ugesse atingir ao objetivo.

Assim, foi apresentado de maneira mais geral t@pretacionados a Relatividade
Geral, Principio de Equivaléncia, Equacéo de Einstdém da Métrica de Robertson-Walker,
bem como a deducdo das equacgfes responsaveidr@etacd cdsmica, a saber: equacgéo de
Friedmann, equacdo da Aceleracdo e equacdo dooFRsfeito. Além de conteddos
essenciais a compreensao de modelos cosmologmos: drincipio Cosmologico, Lei de
Hubble, fator de escala e coordenadas comoveidorBm abordados diversos modelos
cosmolégicos de Universo, alguns apenas hipotétiooss todos importantes para o
entendimento de como se deu a evolu¢do do nospa@tdniverso.

Foi mostrado que para prever um possivel futuro UWoverso é importante
conhecermos a constante de Hubble — que nos dé aléaexpansao do Universo, fator de
escala, e densidade de energia — que permite deterangeometria espacial do Universo.

Sobre os Universos de uma sé componente, essepenastem compreender de
maneira simplificada as caracteristicas e evoldgiAblniverso em épocas nas quais uma das
componentes foi dominante sobre as demais.

Muitos modelos foram e sdo propostos ao longo debiim, limitados muitas vezes
pela tecnologia e desenvolvimento cientifico dagumw, mas todos buscam explicar com os
dados observacionais obtidos. A compreensdo compliet matematica e conceitos
relacionados a tematica € digno de anos de pesquestudo, o que ndo foi a presente
pretensdo. Observou-se que nesse ramo da pesqguisase os fisicos tedricos, astrofisicos,
astrbnomos, cosmologos, e de que tudo somentedidade com resultados experimentais.

A Cosmologia mostra-se como um campo proeminent&ralelas pesquisas atuais,
visto que ha diversos projetos de pesquisa intemalcque reunem cientistas de diversos
lugares do planeta, comadbark Matter Surveyeferenciada no trabalho. E apesar de muitos
terem a ideia de que ndo ha mais o que se desambraxplorar dentro de Ciéncias, a

Cosmologia mostra, paradoxalmente, que é pos&veidito conhecimento sobre algo, visto
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que sabemos as porcentagens exatas de composi¢aosgdms, mas pouco sabemos sobre

75% de sua constituicdo (matéria e energia escura).
Um relato pessoal que eu vivenciei no decorrer giude e da redacdo desta

monografia, foi que utilizando referéncias de limgoglesa, é dificil traduzir alguns termos

em nossa lingua, e de que algumas palavras n&eaé&wente a de uma traducao literal, como
por exemplo, “line worlds” que refere-se a linhaldluiverso e ndo de mundo. Assim, alguns
termos ndo foram traduzidos, pois a traducdo neoscea inadequada. Além disso, em
algumas partes do presente trabalho parece ter mmlitida uma descricdo traduzida
conforme o original, mas, a forma de redagcdo n&ralmuito de autor para autor, 0 que
dificulta escrever com minhas proprias palavrass @ minha pesquisa estd no sentido
académico de aprendizagem. Portanto aos que dasejeitar alguma parte do texto,

verifiqguem e citem o texto original, apud a essassm o desejar.

98



Referéncias

[1] RYDEN, B. S.Introduction to Cosmology. Cambridge University Press. 2ed. p. 264.
New York, NY, 2017.

[2] de SOUZA, R. E.Introdugdo a Cosmologia Editora da Universidade de S&o Paulo
(Edusp). 2004, p. 328. Sao Paulo. Disponivel etpstitbit.ly/3kFKTw8. Acesso em: 25 set.
2021.

[3] ADERALDO, V.S., GONGALVES, V. PUma introducdo a evolu¢cdo do Universo
segundo sua geometria e composicadrevista Brasileira de Ensino de Fisica. 2020.
Disponivel em: https://bit.ly/3AMxcRN. Acesso ens get. 2021.

[4] RINDLER, W. Relativity: Special, General and CosmologicalOxford University Press
Inc. 2ed., p. 423, New York, NY, 2007.

[5] BARTUSIAK, M. Archives of the Universe: 100 discoveries that trasformed our
understanding of the CosmosVintage Books Edition. 1ed, p. 695. New York, N2006.

[6] BENNETT, J; DONAHUE, M.; SCHENEIDER, N.; VOITV. The Cosmic Perspective:
stars, galaxies and cosmologyearson Education. 8 ed., p. 723, Boston, MA7201

[7] NORTON, J.How Einstein found his field equations 1912-1915. University of
California Press. 2016.

[8] SARMA, A. J. Introduction to Cosmology. (Notas de aula da disciplina de introducao a
Cosmologia da DePaulUniversity, Spring Semester)0122 Disponivel em:
https://bit.ly/3b4whkt. Acesso em: 15 out. 2021.

[9] BEZERRA, R. L Estudo dos Modelos Cosmoldgicos e suas Previspaga o futuro do
Universo. Monografia: Universidade Catolica de Brasilial@0p. 25.

[10] WEINBERG, D. H.Single Component and Multi-componentUniverse€lass Notes:
Ohio University. 2017. Disponivel: https://www.astomy.ohio-
state.edu/weinberg.21/index.html

[11] GUEDES, L. L. SPrincipio Cosmoldgico: Homogeneidade e IsotropiaAstronomia
Blog. 2007. Disponivel em: https://bit.ly/39ES5H®@Lesso em: 25 set. 2021.

[12] SUSSKIND, L; FRIEDMAN, A. TheTheoretical Minimum: Special Relativity and
Classical Field Theory Kinokuniya Books, v. 3. 2018.

[13] BERGSTROM, L.; GOOBAR, A. Cosmology and Particle Astrophysics.
PraxisPublishing. 2ed, p. 375, Chichester, Reino Unido, 2004.

[14] LIMA, E. L. A equacdo do Terceiro Grau.MatematicaUnivrsitaria, n. 5, p. 9 — 23.
1987.

99



[15] LIDDLE, A. An Introduction to Modern Cosmology. Wiley Editorial. 2 ed., p. 189.
Chicester, Inglaterra. 2003.

[16] ELGAROQY, O. AST4220: Cosmology I.  Disponivel em:
https://studylib.net/doc/11454774/ast4220--cosmpliethC3%B8ystein-elgar%C3%B8y

[L7]MORAES, C. A. M. Tépicos de Relatividade Geral. Monografia: Universidade
Estadual de Maring&. 2016

[18] MOTA C. E. As equacglOes de FriedmannMonografia: Universidade Federal de
Campinas. 2015. p — 63.

[19] TAMARA, D. SOCIEDADE BRASILEIRA DE FiSICA.AstrophysicalConstraintson
Fundamental Physics. XLI ENPFC. 2021. Disponivel em:
https://www.youtube.com/watch?v=0MGFdI31NKU

[20] WAGA, I. Cem anos de descobertas em cosmologia e novos desgbara o século
XXI. Revista Brasileira de Ensino de Fisica, v. 27, p. 157-173. 2005.

[21]VIGLIONI, A.; SOARES, D.Observacgfes sobre as solugdes classicas da equatgio
Friedmann. Revista Brasileira de Ensino de Fisica, v. 33, 12041.

[22]RO0OS, M. IntroductiontoCosmology. John Wiley and Sons LTD. West Sussex,
Inglaterra. 2003.

[23] CUZINATTO, R. R.Modelos de Universo e Equacéo de Estado na Cosmakng
Dissertacéo: Instituto de Fisica Teorica: Univeadiel Estadual Paulista. 2002.

[24] SOARES, DO universo estético de EinsteinRevista Brasileira de Ensino de Fisica, v.
34, n. 1.2012.

[25] SOARES, D.Os fundamentos fisico-matematicos a cosmologia réldstica. Revista
Brasileira de Ensino de Fisica, v. 35, n. 3. 2013

[26] SOARES, D.Espaco e espaco-tempo nas teorias relativiste®013. Disponivel em:
http://lilith.fisica.ufmg.br/~dsoares/esptmp/espthim.

[27] DELBEM, N. F.Introducdo Matematica aos Modelos CosmolégicoDissertacao:
Universidade Estadual Paulista Julio de MesquitaoFR010.

[28] CAROLL, S.Spacetime and GeometryAdilson Wesey by Pearson. 2004.
[29] ROVELLI, C. General Relativity: The EssentialsCambridge University Press. 2021.

[30] W. MISNER, C; THORNE, K. S.; WHEELER, J. &ravitation. W. H. Freeman and
Company, Estados Unidos da América. 1973.

[31] GUTH, A. The Cosmological Constant. Class Notes- Physics Department:
Massachusetts Institute of Technology. 2018.

100



[32] WALD, R. M. General Relativity. The University of Chicago Press. 1984.

[33] PELICER, M. R.Célculo Tensorial e Relatividade GeralMonografia: Universidade
Estadual de Maring&. 2016.

[34] EIGENCHRIS. Canal no Youtube. Playlist de \bdkula: disponivel em
<https://www.youtube.com/c/eigenchrisAcesso em: 11/01/2022.

[35] CATTANI, M. Deducéo das Equacdes da Teoria de Gravitagdo de Btain em um
curso de GraduacaoRevista Brasileira de Ensino de Fisica, v. 20, 1.988.

[36] TEREK, . Um  mini-curso sobre  Tensores Disponivel em:
file://IC:/Users/PADRAQO/Documents/Bacharel/TCC/R&6€ 3% AANcias/tensores.pdf
Acesso em: 04 maio 2022.

[37] Problemas com o Modelo PadraoDisponivel emencurtador.com.br/pgyCAcesso
em: 04 maio 2022.

[38] PIVETTA, M. Além do Modelo Padrdao entrevista com Marcela Carena. Revista
FAPESP. Disponivel emmttps://revistapesquisa.fapesp.br/alem-do-modettiaud Acesso
em: 04 maio 2022.

[40] Santos, A. C. (organizador). Nucleo Interatide Astronomia.Os problemas da
Constante  Cosmoldégica e da Coincidéncia  Cdsmica. Disponivel em:
http://vintage.portaldoastronomo.org/tema_pag.phsZs&pag=2 Acesso em: 04 maio de
2022.

[41] MacCallum, M. A.H.Inhomogeneous and anisotropic cosmologieem The Origin of
Structure in the Universe, Edited by: E. Gunzig @&dNardone, NATO ASI SERIES,
SERIES C: MATHEMATICAL AND PHYSICAL SCIENCES - vol393, SPRINGER-
VERLAG, pp 131-159, 1993.

[42] Miranda, W. L. A. A radiacdo Césmica de Fundo e a Interacdo entre Ene rgia e
Matéria Escuras . Universidade Federal da Bahia. Tese: Instituto de Fisica. 2017. Disponivel
em: https://www.martinsfontespaulista.com.br/a-radiacao-cosmica-de-fundo-e-a-interacao-
entre-energia-e-materia-escuras-938284/p. Acesso em: 20 janeiro 2022.

101



APENDICE A

Desenvolvimento de equacoes do
Capitulo 3 — Dinamica Cosmica

Tomemos uma métrica que descreva a geometria do nméverso, tal métrica deve
determinar o elemento de linha que descreve o edpago quadrimensional de um
Universo que acorde com o principio cosmolégicty & homogéneo e isotropico. Esse

elemento de linha é descrito pela métrica de RetweitValker em coordenadas esféricas,

2

T
ds? = c?dt? — a(t)? |———
S Ee a(®) 1—kr2/R3

+ 1r2d0? + r?sen?0d ¢p?

Assim, seus coeficientes sao:

Joo = %, 911 = _a(t)zm ) 922 = —a(t)*r?, g3z = —a(t)*r?sin’g
Onde,
T B =
Inicialmente encontraremos sinbolos de Christoffetlados por:
1
Moo = 597 (0 + 0uGvo + 09uv),  9°°9po = 65 (4.2)

Portanto, dada a equacédo (A.1l), temos quepseo, entdo gf? =0. Ao
consideraiu =0,1,2,3ev =0,1,2¢e3, sendo (0,1,2,3) = (t,r,6,¢), e utlizando a
equacdao (A.2) calculamos que:
=2 Sep=0=0

1
F;?v = Egoo(avguo + augvo - aoguv) (A- 3)
1
Too = 5900(80900 + 00900 — 909oo) = 0 (A.4)
0 0 1 00 1 00
Io1 =T = 59 (01900 + 00910 — 009o1) = 59 01900 =0 (A.5)
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1 1
l_‘(?2 = ono = 5900(62900 + 00920 — 90902) = 590062900 =0 (A.6)

1 1
F(?3 = F??O = 5900(63900 + 00930 — 90903) = 590063900 =0 (A.7)
B. Seu=1ev=1,23

1 1
l_‘101 = 5900(61910 + 01910 — 00911) = __90060911

2
1ot —a? . ada (4.8)
~ 2c¢2\1—-kr2/R2)  c2(1—kr?/R2) '
1
Iy =T = 5900(32910 + 01920 — 00912) = 0 (A.9)
0 o _ 1 4
I3 =131 = 59 (03910 + 01930 — 00913) = 0 (A.10)

C.Seu=2ev=123

1 1
Iy, = 5900(31920 + 02920 — 00922) = —590060922

10t - aar?
=== —a‘r) =+ = (A.11)
0 0 1 00
I3 =15 = 59 (03920 + 02930 — 00912) = 0 (A.12)
D. Seu=3ev=1,23
0 1 00 1 00
I35 = 59 (03930 + 03930 — 00g33) = _59 00933
10t _ aar®sin®6
= —EC—Z(—azrzsmze) =t (A.13)
=2 Sep=0c=1
1
Fulv = Egll(avgul + augvl - alg;w) (A.14)
A. Seu=0ev=20,123
1 1 11
Ioo = 59 (00901 + 90901 — 01900) = 0 (A.15)
1 1 1 11 1 11
Io1 =Tip = 59 (00911 + 01901 — 01910) = 59 00911
_1(1—kr?/R§ 5 —a? _1(1—kr?/R§ —2aa _a 16
2 —a? “\1-kr2/R2) 2 —a? 1—kr2/RZ) a (4.16)
1
oz =T = 5911(02901 + 00921 — 01902) =0 (A.17)
1
oz = T3 = 5911(03901 + 00931 — 01903) = 0 (A.18)
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B. Seu=1ev=0,12,3

1 1 11 1 11
I = 59 (01911 + 01911 — 01911) = 59 01911

_1(1—kr?/R§ 3 —a?
-2 —a? "\1—kr2/R2

1/1—kr?/R; 5 2krR? krRE
__ —a —| = > (A.19)
2 —a? (1 —kr?/R§) 1—kr2/R§
1 1 1 11 1 11
I =1 = 59 (02911 + 01921 — 01912) = 59 02911
_1(1—-kr?/R§ 5 —a? — 0o 420
-2 —a? o\1—-krz/RZ) "~ (4.20)
1 1 1 11 1 11
I3 =15 = 59 (03911 + 01931 — 01913) = 59 03911
_1(1—kr?/R§ 5 —a? — 0o 21
S 2 —a? ?\1—kr2/RZ) "~ (4.21)
C.Seu=2ev=0,123
1 1 11 1 11
[y = Eg (02921 + 02921 — 01922) = —Eg 01922
1/1—kr?/R;: 1/1—kr?/R;
= ‘5<-—az i) =g\ )N =
S (4.22)
= -7 Rg .
1 1 1 11
I3 =15 = 59 (03921 + 01931 — 01923) =0 (A.23)

D. Seu=3ev=0,123

1 1
I = 5911(03931 + 03931 — 01933) = —591161933
B 1(1—kr2/R(2)> 1(1—kr2/R§

0,.(—a?r?sin?6) = — =

) (—a?)(2rsin?0)

2 —a? 2 —a?
kr?\
=—-r(1 ~ Rz sin<6 (A.24)
0
2> Sep=0=2
1
Fuzv = Egzz(avguz + augvz - azguv) (A- 25)

A Seu=0ev=20,1,23

1 1
I = 5922(00902 + 00902 — 02900) = —592262900
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1/ -1 1
- _§<a2r2) % <62> 0
1
l_‘021 = l_‘120 = 5922(61902 + 00912 — 02901) =0

1 1
l_‘022 = l_‘220 = 5922(62902 + 00922 — 02902) = 592260922

_ 1( 1 ) 0, (—a?r?) = = (a;rlz) (—2ad)(1?) = g

2\a?r2

2 2 1 22
Io3 = T35 = 59 (03902 + 00932 — 02903) = 0
B. Seu=1ev=0,12,3

1 1
I = 5922(31912 + 01912 — 02911) = —Eg 20,0911

B 1( -1 )6 —a? — 0o
~ 2\a?rz) ?\1—kr2/RZ)
2 2 1 22 1 22
I =105 = 59 (02912 + 01922 — 020912) = 59 01922

SR

1
—a®)(2 —
=) (et =+
2 2 1 22
I3 =035 = 59 (03912 + 01932 — 02913) =0
C. Seu=2ev=0,123
2 2 1 22 1 22
[; =1 = Eg (01922 + 02912 — 02921) = Eg 01922

(o -3 conen -

1 1
l_‘222 = 5922 (02922 + 02922 — 02922) = 592262922

=1(_1>89( a’r?) =0

2 \a?r?
2 2 1 22 1 22
I3 =15 = 59 (03922 + 02932 — 02923) = 59 03922
1/ -1
=§(a2 )8¢( a’r?sin?0) =0
D. Seu=3ev=0,123
2 1 22
I3 = 59 (00932 + 03902 — 02930) = 0

1
I3 = 5922(31932 + 03912 — 02931) =0

(A.26)

(A.27)

(4.28)

(4.29)

(4.30)

(4.31)

(A.32)

(A.33)

(A.34)

(A.35)

(A.36)

(A.37)
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1 1
l_‘322 = 5922(62932 + 03922 — 02932) = 592263922

1/ -1

1 1
l_‘323 = 5922(63932 + 03932 — 02933) = _592262933

= _1< ! )69(—a2rzsin29) = —1( 1 )(—azrz)(z cos 0 sin 9)

2\a?r? 2\a?r2
= —cosfsinf (A.39)
2> Sep=0=3
1
Fugv = §g33(avgu3 + augv3 - a3guv) (A-4'O)
A. Seu=0ev=0,1,23
3 1
=—-0°3(00903 + 00903 — 93900) = 0 (A.41)
Foo 2
1
l_‘031 = l_‘130 = 5933(61903 + 00913 — 03901) =0 (A.42)
1
Ty =I5 = 5933(62903 + 00923 — 03902) = 0 (A.43)

1 1
F6?’3 = l_‘330 = 5933(63903 + 00933 — 03903) = 593360933
-1

. N _a
m) (rZSLnZH)(—Zaa) = E (A 44)

= l<_—1> 0:(—a’*r?sin?0) = l(

2 \a?r?sin?0 2

B. Seu=1ev=0123

1 1
I = 5933(31913 + 01913 — 03911) = —593303911

_ 1( 1 )a — \_, A.45
~ 2\a?r%sin20) "?\1 —kr2/RZ) (4.43)
3 3 1 33

I =Ty = 59 (02913 + 01923 — 03912) =0 (A.46)

1 1
F133 = F331 = 5933(63913 + 01933 — 03913) = 593331933

-1
a’r?sin?0

1 -1 1
= —<—> 0, (—a*r?sin?6) = E(

—n2 2
2 \a?r2sin26 )( a*)(2rsin®0)

—1 A.47
=- (A.47)
C. Seu=2ev=0,123
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3

L o L
. =59 (02923 + 02923 — 03922) = —59°°0392, =0 (A.48)

2

1 1
l_‘233 = l_‘332 = 5933(63923 + 020933 — 03923) = 593362933

_l_—la(_zz-zg)_l_—_zzz.g p
~ 2 \a2rzsinzg) ¢ a‘r“sin =5\ZZr 2570 (—a*r*)(2sinf cos )
= —cotf (A.49)

D. Seu=3ev=0,12,3
3 1 33 1 33
= Eg (03933 + 03933 — 03933) = Eg 03933

r 33
~ (L )a,(—azrsinze) = 0 A.50
~ 2 \a?rzsin20 p(-a7r sin’0) = (4.50)
Portanto, temos que os simbolos ndo nulos de Glielss&o:
aa kr? a
FO — 1 - _ o l" — I" —_ —
1= A= l? /R I3, T <1 R2 > 03 = 130 =
aar? k2 2 _ 2 :1
L =— T3 = -7 <1 —F> sin?@ I =13 T
0
. 1
aar?sin?6 a M3, =13 ==
ry, = = [ =ri = . 13 = 131 = 2
IerR2 . ['% = —sinfcosé
1 _ 0 a
gy Toz = Tz0 =~ g, =TS = cotd

O Tensor de Ricci e o Escalar de Ricci juntos femaetensor de Einsteif},,, associado

com a parte métrica das equacdes de campo da &@vitCalculando o tensor de Ricci para

a metrica, a partir da definicdo do tensor de dureade Riemann:

Ryy = 0218, — 0,00, + oI — Loy (A.51)
Sendo que vamos considepae v, comu = (0,1,2,3) ev = (0,1, 2, 3), assim como

p=1(0123)e1=(0,1,2,3).

Roo = allrolo - 601"0)“0 + l"(fol",ﬁ - F(farpflo (A.52)
A=0 aOF(())O - aOF(?O + F(forlg)o - Fé)or;?o
1=1 61[‘010 - 801},10 + Fé)orpll - F(§J1Fplo
A=2 0,18 — 00T& + T5oT2, — To T
A1=3 a3F030 - 60F030 + F(forp33 - F(§)3Fpgo
—0oTo1 — 0oTg2 — Bolg3 — I1(?1[‘;)10 - I1(?2[‘;)20 - F(fgrgo
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p=0 —T01T00 — To2T60 — Toslso
p=1 —To1 o — T62Th — ToaTio
p=2 —T61T30 — T52 T30 — TasT50
p=3 —T51T30 — 52 T30 — Tg3T50
= —60F011 - aOF()zz - a0F033 - F011F110 - F022F220 - F033F330
= —601"011 - 601"022 - aorge, - l-‘0111_‘110 - l-‘0221_‘220 - l_‘(;331-‘330
a a a a\?  a\?  an\?
=-a.(g)- 0 (G)-2Q)-G) -@) -G
a a a a a a
a a\’ da — a? a\’
=-30.(;)-3(3) =-3(~)-3(3)
a
Rm)z-—3<a) (A.53)
Ry = ailrﬁ - 61F1’11 + FfJ;?A - Ff/lr;ﬁ (A.54)
A=0 0Ty — 04Ty + T Th — TH T
A=1 0Ty — 0Ty + T T — ATy
A=2 0T — 01T + F1p1Fp22 - F1szpz1
A1=3 03T — 0T + T T —THTS
—0oTYy — 0T — 9T — [T + T T, — T T2 + I T — T TS

p=0 _Floor(?l + l-‘1011_‘022 - l-‘1021_‘021 + l_‘1011-‘(5?’3 - l_‘1031-‘(5?’1
p=1 _F110F101 + T4 Th — TLTH + l-‘1111_‘133 - l-‘1131_‘131
p=2 _F120F201 + A0, —TALTH + l_‘1211-‘233 - l_‘1231-‘231
p=3 _F130F391 + F13111322 - F132F321 + Iﬂ131F333 - Iﬂ133F331

—00Tty — 01T, — 0115 — T TG, + Ty Igs — Doy + Dy T, — Ty I — TATH, — DL

= _aO l-‘101 - al l-‘122 - a1 l—‘133 - l—‘101 l-‘022 + l—‘101 FgB - l-‘110 l—‘101 + l-‘111 l—‘122 - l-‘111 l—‘133 - l-‘122 l—‘221 - l—‘133 F??l

o

. . . 2
(1 —C;carz /Rg)] — o (%) O (%) * [c2(1 —akarz /Rg)] (g> * %

_ da+a® N 2 N a? N 2kR3 2
(1 —kr2/R2) 1% *(1—kr?/R%) (1 —kr?/R3) 12
242 ia 2kR3

Ry = + +
Y21 —kr2/R2) T c2(1—kr2/RZ) (1 - kr?/R3)

(

1

r

)

2
2

(A.55)
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Ryy = 03T, — 0,8, + To, T —Th T (A.56)

I
o

dolgy — 0,0, + T, I — s Iy,

I
=

0,3, — 0,1, + T}, I - s I,

I
(\®)

a211222 - 62['222 + szszzz - szszzz

NS NS (N N

I
w

63F232 - 62['232 + szsz33 - F2p3Fp32

+ 00Ty — 0,155 + 0,13, — Thy Iy, + ry, I - s Iy, + ry, I35 — ry, 3

—T3ol0z + I25To1 — T2 Toz + DopTos — Il

—T30T + Toply — T Ty + Top s — sl

—T5oToy + T30 — TATS, + T — Tl

V| D DD
Wl N~ O

—[50T3 + I55Ts; — [T, + [5,155 — T55T5)

0oT2y — 0,155 + 01155 + ThToy + Tz + Tap Ty 4 Tapls — T3Ie, — T34 Tay — [5sT3,

= 0plgy — 0,155 + 0115 + TpTgy + Toblgs + Dpliy + Dl — T5pT, — T T, — 5505,
aar? kr? aar?\ /a aar?\ /a
= 0; 2 — 0y (cotB) + O |—1r|1-— R_g + T (E) + 2 (E)
N . kr? krR? N . kr? <1> aar? (d)
"UTR )N a=kz/rn| T T TR\ 2 )\a
1 kr? 5
——|-r{1- —5 || — cot 0
r Ry

a’r? + dar? N 3kr? N 2a°r? Kr2R2 a’r
= — kr*Ry —
c? R c? c?

dar®? 3kr® 24%*r?
Ry, = 2
c

— kr?R? (A.57)

Ry = 03Tds — 03Td5 + T T — T Tk (A.58)

Il
o

60F3?3 - 63['393 + r‘3p3F/§)0 - Fef)or;?s

Il
Uy

61['313 - a3F313 + Fef)3rpll - r‘3p1Fpl3

0,12 — 05T + 5, Iz — ry, T2

NS INY BN N

w| N

63F333 - 63['333 + F3133Fp33 - F2f)3rp33

= 0gl35 + 01133 + 0,155 — Fef)or;?s + F3p3Fpl1 - I12?1[‘;)13 + I12?3[‘;)22 - F3p3sz3

—T30T0s + Ts3Toy — 31 To3 + 5505, — Taaldh

)
I
o
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p=1 _F311F103 + F313F111 - F311F113 + Iﬂ313F122 - Iﬂ313F123

p=2 _F320F203 + l_‘3231_‘211 - l_‘3211_‘213 + l_‘3231_‘222 - l_‘3231_‘223

p=3 —F330F3?3 + F333F311 - F331F313 + F333F322 - F333F323

OoTs3 + 0155 + 0,155 + Talor + [95T, + Toaly + T3aTfy — Doy — [51T33 — I,

= 0035 + 01133 + 0,135 + [gsToy + [33lg, + T33Thy + [aslY, — T5ples — I35 — T3,T55
aar?sin?0 kr? aar?sen?6\ /a
= 0¢|———|+0r 1—R— sin*6 |+ 0y(—cos @ sen 0) + | ———— (—)
c c

0 a

aar?sen®@\ /d kr? ) krzR0 "
(SR @)+ | (1= sente + | |- (1 S e
a (aar?sen?6 1 kr?
—|=————]|—=|-r({1—-=F sen?0| + cos 6
a c r R}

a’r?sen?d darsen?6 ) kr?sen®8 2kr?sen?0 ) ) )
= > + > —sen“6 + >+ 5 + sen“6 — cos“60 + cos“0
c c R; R§
a’r?sen?6
~kr?Risen*6 + ———
c
) 2a® da 3k
R33 = r?sen?6 =z +c_2 R2 — kR3 (A.59)

Vamos calcular o escalar de Ricci, que por defmiga soma de cada termo do
Tensor de Ricci multiplicado pelo tensor métrico@da coordenada:
R =R,y g"" = Roog®® + R119"" + Ry29%% 4+ R339*° (A.60)

_ B(d) 1 4 1 2d2+da+2kR2 1—kr?/R¢
" \aJce? |1 —kr?/RE\ c%  c? 0 a?
2a* da 3k 5 1
o\t t R R (~2)
. (26* da 3k 5 1
+ |r?sen?®6 =z +c_2+R_§_kRO <_—a2rzsen29>
3 (a) 2 (a* 1 (a) 2kRE 2 (a? 3k +kR(2) 2 (a* 1 (a)
~ c2\a) c%\a?) c%\a a? c?\a?) Ria? a* <c%*\a?) c?\a

3k kR 1 6 (d 6 (a? 6k
(kMR LG 6dy 6y ok
c2\a?) RZa?

R_61(d>+1d2+k A.61
B c2\a/ c?\a?] Ria? (4.61)
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Falta calcularmos o Tensor Energia-Momefifg. Esse tensor fornece o fluxo de
energia e momento por uma hiper superficie queobaghs fontes de campo. Uma vez que o
espaco-tempo de Robertson-Walker é governado pelacipio cosmolédgico, ao
considerarmos um fluido perfeito esse tensor peddefinido como:

Tw = (p + P)wyty — PGuv (A.62)

OndeU* = (—1,0,0,0) é a quadrivelocidade do fluidp,é a densidade de energicgé

sua pressao g,,€ o tensor métrico. @,,, quando escrito em sua forffd é uma matriz

diagonal:
T, = diag(—pc?,p,p,p) (A.63)
Substituindo os tensores na equacéo de campo deeiain
1
G = Ry — ERgIW (A.64)
1
Goo = Roo — ERgoo (A.65)
3a 1 6 1(d>+1 a? N k 3 3(d>+3(d>+3 a? +3k
cta 2 c2\a)  ¢%\a?)  R2a%)| a a a?) = Ria?
Goo = 3 (& + 3k A.66
07 ¢2\a?2) " R2a? (4.66)
1
G113 = Ry1 — ERgn (A.67)
242 ia 2kR3

- + +
c2(1—kr2/R%)  c?(1 —kr2/R%) (1 -—kr?/R})

1 p 1 /a 1 [(a? k a?
) [— <c—z ) ﬁ(?) * Rga2>l (‘ 1- krz/R§>

_ (2 da o 1 L (_3aa 3a2 3k 1
-\ c2 2 °J\1 - kr2/R2 c2 ¢ Ri)\1—kr?/R:

G4 = a> _2da 3k+2kR2 - A.68
T\ 2 2 RZ °J\1—kr2/R? (4.68)
1
Gaz = Ryp — ERgzz (A.69)
dar? 3kr? 2a°*r? | 1 7d 1 (a? k 5
R T I =G +ala TReaz)| )
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2 2 R 0 c? cz2 R
a*> 2da 3k 5\ o
G22= _§_7_R_§_kRO r (A70)
1
G33 = R33 — ER933 (A.71)

, . (2d* da 3k .\ 1 1 a1 (a®\  k Y
=r<sen-0 C_2+C_2+R_g_kR0 —E —6 C_2<E>+C_2 E +Rga2 (—arsen 9)

262 da 3k 3da 3a? 3k
=—+—=+—=—kR? |r* + R R S r?sen?0

2 ¢* R: 0
; k
Gas = <___———— kR§>r253n29 (A.72)

Tomemos a componente temporal do tensor de Hinsteli

3 (a*\ 3k 8nG
Z\a2) TRz T T e

a2 8nG ke
a2 3 ° R2a?
a’ 8nG kc?

_g —_— —
a’?  3c? Ria?

Conseguimos entdo obteEguacao de Friedmann:

a? _ 8nG ® kc?
¢ Rza?

a? 3c?

(A.73)

Considerada uma das equacdes mais importanteostaoldgia, pois nos informa
sobre o tamanho da expansdo do Universo devido aielm que utilizamos. Feito isso,
faremos 0 mesmo processo para as componentesagspBotretanto, teremos que reescrever

cada componente de maneira que figuem iguais tpaie

Gu _ & 2da 3k + 2kRZ A. 74
911 - Cz Cz R(z) 0 ( . )
G, a? 2da 3k 5

—=-——-—————kR;j (A.75)
922 c? c? R

Gs3 a*> 2da 3k 5

—=—-——-———=—kR;§ (A.76)
933 c? c?  R§

Somando as componentes espaciais a fim de encanteadinica expressao temos

que:
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G G G a’? 2da 3k
i+#+$=3<——2——2——2> (A78)

911 Y22 Y933 ¢ ¢ R§

Igualando com a soma do lado esquerdo da equacBmstein temos que:
,(_4 _2da_ 3K\ 81G 70
¢z ¢z RZ) c* (4.79)
a1 2d1l k 8nG

—SS5+—= P (4.80)

c
Combinando (A.80) com (A.73), de modo a fazer exy@essdo menos a outra temos

que, para o lado esquerdo:

d21+2d1+ k az 1 k _2&1 481
a’c®  ac?® a?R? \a%’c? RZa?) a c? (4.81)
Para o lado direito:
8nG 8nG 8nG (P p 8nG (3P + pc?
Tt D T3P T T (c_z §)=_ c? 3c? (4.82)
Unindo os dois resultados, temos que:
2d 1 8nG (3P + pc?
@t ¢ 3c2 (4.83)
d1 4mG (3P + pc?
ac?  3c? c?
i 1 _4nG(3P+£>
ac? 3c? c?
a 4nG
E = ? (3P + 8)
Encontramos entdokguacao da Aceleracéo:
a 4nG /3P
Z= 5 () (a.84

Para completar a equacdo de Friedmann precisamasndesquacao que mostre a
evolucdo temporal da densidage dos constituintes do universo. Vamos obté-la,
multiplicando a equacé&o de Friedmann @de a com relacéo ao tempo:

a1 k 8nG 1 ka 8nG

BX=—=+——=—pxa®-> d?a—=+—=—pa’ A.85
a’c?  Ria? 3c2 c?  RZ 3c2 ( )

d (clzac—l2 + Z—g) d (gpcﬁ)

T = 7 (A.86)
1 (2daa +d) + ka (8716' 3) 87
= (2daa+a R2 =3z P (A.87)
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Agora, consideremos a equacao espacial e a mgltgtios potia?:
a?1 2d1 k 8nG

. 2 _ . 2
ar* X s—=+—S—=5+—5=——F"P Xaa
a’*c®*  a’c*  a’R: c*

sl 1 ka 816G \ . |
ac + 2aac—2+R—(2)= (—C—4P>aa
A partir disso podemos comparar os lados direigssetjuagoes:
8nG 8nG \ .
(Gezee) = (- P)aa
(pa3) _ —aa’P
3 2
c?(pa?) = —P(a?)

Substituindo a equacéo:

- c2(pa®) = —3aa?P

(c?pad) = —P(a3) - (ea3) = —we(a?)

(ea®) + 32 0 dea’ N da® 0
= —_ =
ea we(a®) It we It

éal +aPe+wea®=0- éa®+ade(1+w) =0

. é a3 é 3aa?
éa’>=-ae(l+w)»-=-—=10+w)»>-=—-——(1+w)
£ a & a
g 3a £ 3a
-—=——0+w)> -+—A+w)=0
£ a & a
Consideremosy = P/«
_ P\ a ) e+ Pya
£+3s(1+—>—=0—> s+3€( >—=
g/a & a

Assim a equacao do fluido perfeito é:

a
E+3(e+P)==0

(A.88)

(A.89)

(A.90)

(4.91)

(4.92)

(4.93)
(A.94)

(A.95)

(4.96)

(A.97)

(A.98)

(4.99)
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