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Resumo

A mecanica relacional vem alcancando grandes patamares a0 mesmo tempo que poucos a
conhecem. Grandes criticas foram feitas por artigos importantes [1,2] acerca de sua adequacdo
para a curvatura da luz quando usamos a expressdao de weber com ¢ = 6. Porém nenhuma
andlise minuciosa de suas premissas foi realizada até entdo e poucos sdo aqueles que possuem
conhecimento acerca de como deduzir as expressdes da interacdo entre casca esférica e parti-
cula a partir da forca weberiana gravitacional, algo essencial tanto para oferecer respostas aos
artigos citados acima como para aprimorar seu dominio sobre a Mecanica Relacional. Por-
tanto o presente trabalho procura solucionar esses problemas assim como dd um passo adiante
assumindo a possibilidade de um universo em expansdo e suas consequéncias. Encontramos
que seria necessdrio que a constante de Hubble, a qual d4 a taxa dessa expansdo, deveria ser
mais (universo em expansdo), ou menos (universo em contragdo), a raiz quadrada de 2 vezes
a velocidade da luz dividida pelo raio do universo observavel, para que seja possivel deduzir
a energia de repouso relativistica. Uma relacdo que € satisfeita usando os seus valores mais
aceitos atualmente pelo menos em suas ordens de grandezas.

Palavras chave: Mecanica Relacional, relagdes cosmoldgicas, teoria dos grandes ndimeros
de Dirac, universo em expansao, lei de Hubble-Lemaitre, dedu¢do da Mecanica Classica, ener-
gia de repouso relativistica, interacdes tipo weberianas, forgas ficticias, modelos cosmoldgicos,
curvatura da luz, viagem interestelar.
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Introducao

O presente trabalho tem como objetivo principal o de oferecer aos estudantes dessa teoria
fisica [3] dicas de como realizar os calculos tao essenciais para a mecanica relacional, ou seja, da
energia potencial e forga entre casca esférica e particula. O motivo dessa importancia € o de que,
a partir deste resultado, pretende-se deduzir a forca inercial do universo sobre a particula, assim
como a energia de interacdo. E, com esse ultimo conhecimento, mostra-se que as equacoes
newtonianas tanto em referenciais inercias, como em nao inerciais, podem ser deduzidas desde
que certas condicoes cosmoldgicas sejam satisfeitas.

Essa conclusdo impressionante, que parte da for¢a de weber gravitacional entre particulas,
¢ ao mesmo tempo dificil de obter. Procuramos diminuir essa complicagdo, sugerindo as al-
ternativas mais amigaveis para a execucao desta acdo. Para a energia de interacdo levamos
em consideracdo todos os movimentos possiveis da casca esférica, com a adicdo de uma taxa
de expansdo/contracdo da mesma em relacdo ao seu centro. Enquanto que para o cédlculo da
forca ignoramos qualquer tipo de movimento rotativo da casca esférica, tendo em vista que as
complicagdes sobrecarregardo o presente trabalho sem grande justificativas.

Entretanto o leitor terd em maos o caminho claro que devera seguir caso deseje adicionar
a rotac@o na casca esférica. Além disso, analisaremos o modelo cosmoldgico do universo fi-
nito sugerido por Assis e as consequéncias que esse modelo carrega para obter os efeitos que
foram expostos em seu livro [3]. Outro modelo € sugerido para resolver alguns dos problemas
encontrados pela andlise anterior, utilizando de principios guiadores para tal, como por exem-
plo, a no¢do de que a for¢ca € uma interagc@o entre corpos, € que portanto nao pode depender de
referenciais a ndo ser que seja o referencial que esteja exercendo essa forga.

Uma minuciosa discussao acerca da interpretagdo da mecanica relacional em torno das cha-
madas forgas ficticias que surgem nos referenciais ndo inerciais € 0 que caracteriza-os serd
apresentada. Artigos [1,2] que pretendem verificar a correspondéncia das equacdes desta teoria
fisica para com o mundo externo também foram criticados, justamente reconhecendo suas pre-
missas falsas, abrindo espacgo para futuros entusiasta determinarem as conclusdes verdadeiras e
justificadas.

Como foi dito no segundo paragrafo desta singela introducdo, adicionamos a possibilidade
de expansdo/contracdo da casca esférica. O objetivo desse acréscimo é o de demonstrar que a
energia de repouso da particula pode ser ajustada sem que a precessdo do periélio do merctrio
seja necessariamente afetada. Pois, sem a expansdo ou contracdo, a energia de repouso € Unica
se fixarmos a constante £ que aparece na forca e energia de weber, resultando em —%mc2 se
usarmos seu valor necessdrio para obtermos a precessdo do mercurio de acordo com os dados
experimentais, o qual é dado pela equacdo & = 6.

Topicos adicionais serdo apresentacdes nas secoes ‘Constante da Gravitagdo de Newton’,
‘Constante de Hubble’, ‘A Variacdo da Constante de Hubble e a idade do universo’ e ‘Viagem
Interestelar’. Nas quais analisaremos a adequacgao das condi¢cdes cosmoldgicas necessdrias para
a obten¢do da energia de repouso da relatividade especial de Einstein e para retornarmos a
mecanica cldssica, com os valores encontrados e mais aceitos atualmente, assim como impactos



na velocidade de uma nave que esteja realizando viagens interestelares, ou seja, em locais em
que a resultante das forcas externas a nave, com excec¢ao da forga inercial, é nula.

Tendo em vista que esse € o tUnico trabalho atual sobre a mecanica relacional que expde toda
a técnica necessdria e amigavel, iniciando da energia e forca gravitacional weberiana entre par-
ticulas, até a expressdo para a interagcdo entre esfera macica com densidade de massa constante
e uma particula, com a particula em qualquer posi¢do em relacdo ao centro da esfera macica,
acreditamos que muito serd adicionado aos interessados na mecanica relacional.

Esse feito foi obtido anteriormente apenas para alguns casos particulares [4—6] e sempre
tendo como plano de fundo algum referencial em especifico, normalmente no centro da esfera
maciga, o que nao ocorre em nosso trabalho, no qual usamos a prépria geometria do problema
para resolver as integrais.

Também € original deste trabalho a possibilidade de expansao da esfera macicga e portanto
de um universo em expansdo, conforme a lei de Hubble-Lemaitre, e suas consequéncias. A
deducdo da relagdo bastante conhecida de que a idade atual do universo é dada pelo inverso da
constante de Hubble [7] foi também deduzida supondo a velocidade da luz constante no tempo,
também s6 pode ser encontrada aqui.

Ao mesmo tempo, este € o Unico trabalho que responde as criticas da adequag@o da mecanica
relacional para com a curvatura da luz, demonstrando suas falhas e deixando o caminho para
a obten¢do correta da deflexdo da luz nas maos de estudos futuros, seja numericamente ou
procurando por uma solugdo analitica da equagdo que de fato modela o caso em questao.



Capitulo 1

Calculo da Energia Potencial
Gravitacional de Weber

1.1 Circunferéncia/Particula

1.1.1 Comentarios iniciais

A energia potencial gravitacional de Weber entre particulas é dada por:

",.2
Ui, = —Hgm”n2 (1 _fﬁ)

I 2C2

Na qual H, € uma constante gravitacional, m; e m, sdo as massas das particulas 1 e 2
respectivamente, r, € a distancia entre elas, £ € um constante que terd futuramente o valor de
6, pois este € o valor necessdrio para deduzir a precessdo correta do periélio do merctirio, ¢ € a
velocidade da luz e 7, € a derivada temporal da distancia entre as particulas, também chamada
de velocidade radial relativa.

Ela foi proposta por Assis realizando uma analogia para com a energia eletrodindmica de

Weber [8]:
2
q192 ">
Up=H—/|1-—=
12 ri2 ( 2C2)

A energia de Weber entre cargas elétricas acima foi obtida mediante intimeras experiéncias
realizadas por Weber. Uma discussdo detalhada deste processo pode ser encontrado princi-
palmente em recentes trabalhos de Assis [9-12]. E interessante perceber que essa energia é
perfeitamente relacional pois é a mesma em todos os referenciais e apenas depende das rela-
cOes que as particulas possuem entre si, para um prova matematica disso ver [3]. A analogia
realizada por Assis se demonstra bastante ttil como podera ser visto no decorrer do trabalho.

Desejamos calcular, na préxima subsecdo, a energia potencial gravitacional da expressao
acima entre uma particula e uma casca esférica, a qual possui qualquer tipo de movimento linear
e/ou rotativo, mas para isso iremos usar como passo intermedidrio o cdlculo da energia potencial
entre uma circunferéncia e uma particula quando esta ultima est4 contida na reta perpendicular
ao plano da circunferéncia e que passa pelo centro dela.

Pois devido a simetria da casca esférica é possivel a cada instante do tempo dividir ela em
varios anéis formados pelo corte dela por planos perpendiculares a reta que une o centro da
casca esférica com a particula, de tal forma que quando a distancia entre cada corte tende a zero
teremos que cada parte da casca, assim dividida, contribuird conforme a energia dada por uma



circunferéncia e particula no caso descrito acima. Restando apenas um processo de integracao
para chegar ao resultado desejado da proxima subsecao.

my

Figura 1.1: Casca Esférica e Planos Perpendiculares.

Na Figura 1.1, §, representa o centro da casca esférica e m, a particula. E nitido a partir do
que pode ser visto da figura acima que é sempre possivel, em qualquer instante do tempo, formar
a reta que passa pelo centro da casca e pela particula de tal forma que planos perpendiculares a
essa reta interseccionam a casca formando anéis.

Figura 1.2: Um dos anéis formados pelos cortes.

Quando a distancia entre os cortes tende a zero, o anel (Ver Figura 1.2 acima) pode ser
imaginado como uma circunferéncia (Ver Figura 1.3 abaixo). Por esse motivo, imaginando o
caso acima entre circunferéncia e particula teremos que a distancia entre a particula e qualquer
ponto da circunferéncia ndo depende de m,, mesmo quando adicionamos a circunferéncia a
possibilidade de possuir um termo de expansdo/contragdo que serd descrito logo abaixo, e serd
por esse motivo denotado por s (Ver Figura 1.3 abaixo).



Figura 1.3: Angulos a e 3.

Da Figura 1.3 acima observasse que a distancia s, e os angulos @ e 8 sdo 0s mesmo para
todos os elementos de massa dm, da circunferéncia. Como cada parte da circunferéncia cria
uma energia potencial dada pela simples substitui¢do de m, por dm, na expressdo acima, em
que dm, representa o elemento de massa da circunferéncia, entdo ao integrarmos essa ultima
por toda a circunferéncia concluiremos que:

1 2 r%z — f g f i
= H 1 = d d
€ L & S ( 2C2 S C 2 2C2 C "2 2

Assumiremos por todo o trabalho, como foi feito logo acima, que ¢ e ¢ ndo sio funcao de
my, assim como m; e H,. Definindo:

I = fr%zdmz (1.1)
C

A energia potencial de uma circunferéncia e uma particula no caso simétrico descrito acima
serd retornada via:

-H

Se a circunferéncia possui velocidade Vae aceleracgdo linear A, 20 mesmo tempo que rotaci-
ona em torno de algum eixo dado com velocidade angular Wa, juntamente com uma componente
de expansdo/contracdo radial em relacdo a um ponto S, também contido na reta perpendicular
ao plano da circunferéncia e que passa pelo centro dela, o qual serd o centro geométrico da casca
esférica no futuro, ou seja, uma componente do tipo \72”,, = R,R,, no qual R, (Ver Figura 1.3
acima) € o vetor unitdrio com origem S, e orientado em dire¢ao ao elemento de massa dm,, no
qual R, retornard a velocidade com que essa expansio ocorre. Entdo a velocidade da particula
2 pertencente a circunferéncia sera:

V) = ‘72+W2 XR)2+R21%2

Definindo ainda ‘71 como a velocidade da particula 1, portanto vi = \71, e sabendo que (Ver
Apéndice B):
2 = Via - T



No qual V|, = V| — V. Teremos a seguinte relagdo para o quadrado da velocidade radial
relativa:

i1y = (P 1) = (Vi = Vo= Wa xRy —RoRy) - 712)* = (Vi = Vi) o — (W XRy) - Fio — Ra(Ry - 712))?
Denotando:
Vio=Vi=-V,
E definido 8 como o angulo entre os vetores R, e 7, (Ver Figura 1.3):
cosf = Ry - o
Chegamos a:
i’%g = (‘712 P12 — (Wz Xﬁz) P12 —Rz COS,B)2 = (‘712 <P = (Wz Xﬁz) : ?12)2
—ZRZ COSﬁ(V)lz . ?‘12 - (WQ X §2) . ?12) + R% COSZﬁ
= (Via - 12)* = 2(Vip - i) (Wa X B - Pip + (Wa X Ry) - 71)?
—ZRZ COSﬂ(V)lz P2 — (WQ X R)z) . ?12) + R% COSzﬁ

Substituindo essa relacdo na integral de /; (1.1) e retirando das integrais todos os elementos
que independem de dm,:

Iy = f [(‘712 #12)? = 2(Via - F)(Wa X By) - g + (Wa X By) - 712)?
c

—2R2 COS,B(‘_/)lz . ?12 - (Wz X ﬁz) . ;’\'12) + R% COSzﬁ dmg

= f(vlz : ’A”lz)zdmz -2 f(‘_/)lz . f’lz)((Wz X ﬁz) < Pro)dmy + f((Wz X ﬁz) . f”lz)zdmz
c c c

—2R2 COSﬁ( f ‘_/)12 . f'ldeLz — f(Wz X R)z) . ?1261]712) + R% COSzﬁ f dmz
C C C
Definindo:

i = fc (Via - P1o)’dm, (1.3)

Ih = fc(‘712 ) (Wa X Ry) - Po)dmy (1.4)
iz = fc (Wa X Ry) - #10)°dmy (1.5)

iy = j; Via - Frodm, (1.6)

is = fC(Wz X Ry) - Fradmy (L.7)

A expressdo de I; é dada de uma maneira mais agradavel:
I} = iy — 2iy + i3 — 2R, cos B(iy — is) + R; cos” BM, (1.8)

Imagine, inicialmente, a rotagdo acontecendo ao redor de uma reta que intercepta a reta
perpendicular ao plano da circunferéncia, aquela ja declarada que possui a propriedade de passar
pelo centro dela, no ponto S, a uma distancia k do centro (Ver Figura 1.4 abaixo), de tal forma
que o vetor R, fosse dado por 13’2. Essa condicdo imaginada por ser ilustrada pela seguinte
imagem:



drn2

S/
R,

S @ =y
2 W2

Figura 1.4: Rotag¢do acontecendo na situacdo imaginada.

Assim que essa condic¢ao nao for satisfeita podemos expressar o vetor R, como sendo a soma
de 13’2 com o vetor R, (Ver figura 1.5 abaixo), quando este ultimo tem sua origem no eixo de
rotacdo generalizada e termino na rota¢do imaginada no pardgrafo acima cujo médulo € igual a
distancia entre esse dois eixos, ou seja, teremos:

(1.9

Figura 1.5: Rotagdo por qualquer eixo.

Substituindo a equacao 1.9 na integral de i,, ou seja, na equagao 1.4:

a=fmymm%x@pﬁmwmmWiﬂﬁyMM%x@+%xmymmm
C C

iﬂﬁr%ﬂ%X@T%Wm+fmrMW%me%Wm
C C

Definindo:
M=f@r%M%X@YMWM (1.10)
C

7



hy = f (Vig - P)(Wa X R,) - P12)dmy (1.11)
C

i, pode ser oferecida por:
h=h +h (1.12)

Substituindo a equagdo 1.9 na integral de i3, ou seja, em 1.5:
iy = fc (W2 X (R, + R,)) - Pro)’dmy = fc (Wo X By + Wy X R,) - P1a) dmy
= fc((Wz X Ry) - Fip + (Wa X R,) - 1) dm,
= fc (Wa X By) - 112)” + 2((Wo X By) - ) (Wa X R,) - Pi2) + (W2 X R,) - #1a) s

= f (Wy X RY) - P10)2dmy + 2 f (W X R) - F12)(Wy X R,) - Pro)dms + f (Wy X R,) - F12)*dm,
C C C

Definindo:

hs = f (Ws X R,) - P1o)’dmy, (1.13)
C
hy = f (Wy X RY) - P)(Wy X R,) - Pro)dmy (1.14)
C
hs = f((Wz Xﬁo) : ’A’lz)zdmz (1.15)
C

Entdo a integral de i3 pode ser dada por:
I3 :h3+2]’l4+h5 (116)

Tendo esquematizado e definido todas as integrais que precisam ser resolvidas para a satis-
facao de nosso fim passaremos daqui em diante para as suas resolucdes de fato.

1.1.2 Calculo de i,

Para calcularmos i; que foi definida na subsecao anterior, definiremos o vetor unitdrio Z
como aquele dado na dire¢do da reta perpendicular ao plano da circunferéncia e que contém o
centro dela que vai do centro até a particula, assim podemos formar a base (i,],2), sendo 7 um
vetor unitdrio na dlregao de W,, (Ver Figura 1.6 abaixo), ou seja, na direcao do vetor decorrente
da decomposicao de W> em uma componente paralela ao vetor Z, chamado de W2||, e outra em
uma dire¢cdo perpendicular a Z, chamado de Wz 1, respeitando a relagdo Wz = W2|| + Wz .. 0O ]
serd entdo definido como aquele tinico vetor unitdrio que torna a base descrita acima ortonormal
e positivamente orientada (Perpendicular ao plano do papel e orientado para dentro do papel).



Figura 1.6: Base vetorial admitida.

Veja que 0 vetor 1 é perpendicular ao vetor 2 conforme explicado acima. Se denotarmos o
angulo entre 7 e W por y, reforgando que w € um vetor unitdrio na dire¢ao de Ws, assim como v
como sendo o angulo entre i e p (Ver Figura 1.7 abaixo), lembrando que p € um vetor unitario
dado na diregdo de 75, . Entdo:

Fla = Py + Pl = cos @2 + sinap

0 =cosvi+sinvj
Portanto o vetor unitario 7, sera:
Pl = cosazZ + sinacosvi + sinasinyj (1.17)
. d ~ . s . . . ~ .
Ja a componente (V, - 71») contida em varios dos i; pode ser obtida usando a equagado acima:
(7 A 3 A . 2 . . A
Via - 712 = Vip - (cos aZ + sina cos vi + sina sin v)
Por fim:
d A =4 A . oy 2 “ . . e s
Vig - P12 = cosa(Vy, - 2) + sinacos v(Vy, - i) + sina sin v(Vy; - j) (1.18)
Ja o seu quadrado:

(Via - #12)? = (cos (V15 - 2) + sinacos v(Vys - 1) + sina sinv(V; - )))?
= cos? (Vi3 - 2)* + 2 cos (V) - 2)[sina cos v(Vis - 1) + sina sinv(Vys - )]

+[sin & cos v(\712 -7) + sina sin v(Vu . j)]2
Ou ainda:
(Via - #12)* = cos®> a(Vya - 2)% + 2 cos a(Vya - 3)[sin@ cos v(Vi, - 1) + sin e sin v(Via - )]
+ sin® @ cos® (Vi - )% + 2 sina cos v(Vy, - D) sina sin (Vs - J) + sin® asin® v(V, - ))? (1.19)
Substituindo a relagdo acima na integral de i; (1.3) que é:

I = f(‘?u  F1p) dmy
c

9



Teremos:

i = f [cos2 a/(\712 -%)? + 2 cos a/(\712 - Z)[sin a cos v(\712 -1) + sina sin v(vlz . j)]
C
-2 2 7 N2 . 7 N . —) ~ ) ) 7 N2
+sin“ @ cos” v(Vy, - i)° + 2sina cos v(Vy, - i) sina sinv(Vy, - j) + sin” a sin“ v(Vy, - j) ]dmz
2 — AN — A . — A
=cos a(Viy-2) dmy +2cosa(Vip - 2)| sina(Vip - 1) | cosvdm,
C C
+ sin 0/(‘712 . j) f sin vdmz] + sin? a/(\712 . ?)2 f cos’ vdm,
C C

+2 sin a(\712 -7) sin oz(Vlz . j) f cos v sin vdm, + sin® a(Vlz . j)z f sin® vdm,
c c

/5 d!
(
A !
~
P /7

Figura 1.7. Visdo no plano perpendicular ao eixo z.

Da Figura 1.7 acima € possivel perceber que para uma circunferéncia de densidade uniforme

A= ;4—2 = 9™ ‘mas como dl = rdv entdo dm, = 22dy. Sabendo que a regido de integracio faz
nr dl 2n

v variar de 0 até 2, € facil perceber que apenas algumas integrais serdo diferentes de zero:
2 (T B2 I Y 2 S22 .2
iy =cos”a(Viy - 2)"M;, + sin“ a(Vi, - i) cos” vdmy + sin” a(Vy; - j) sin” vdm,
c c

Como essas ultimas integrais serdo recorrentes no decorrer dessa se¢do faremos defini¢oes

para elas:
M M
F, = fcoszvdmz = —zfcoszvdv: =2
C 27T C 2

M M
F> :fsinzvdmzz—zfsin2vdvz—2
C 271' C 2

10



— = A M = A M
K = COS2 a(V12 . 2)2M2 + sin2 Q’(Vlz : 1)272 + Sil’l2 CL’(Vlz . ])2—2

2
Usaremos por fim a seguinte relacao
Vio=(Via - Di+ (Via - Dj+ (Vi - )2
Vio- Via = (Vig - > + (Via - D> + (Vi - 2)°
Vh =V 27 = (Vi i) + (Via - J)°
Teremos entao:
. — ~ — - A . M
i = cos? a(Viy - 8)* My + (V2 — (V15 - 2)%) sin? CL’TZ (1.20)

Restando o célculo dos outros i}, que serdo resolvidos logo em seguida.

1.1.3 Calculo de i»
Preparacao

Para determinarmos i, precisamos resolver /i, e h,, os quais sdo dados por:

hy = f(VIZ - Pi)(Wa X R)é) - Fr2)dmy
C

hy = f(‘_}IZ - P)(Wa X R,) - F1o)dm,
c

Sabendo disso partiremos para a determinacdo dos termos contidos nessas integrais. Da
subsecao anterior temos (1.18):

4 . ) . . %
Vis - P12 = cos a(ﬁz -Z) + sin @ cos v(\712 - 1) + sin @ sin v(\712 )]

Restando apenas as outras duas particulas das integrais. Do que foi discutido até o momento
(Ver Figura 1.6) € possivel concluir que:

- R - > .. A
Wy, = Wow = W2|| + W, =W, sSin yz + W, COS x1

W = sin y2 + cos yI (1.21)

Ao mesmo tempo se r for o raio da circunferéncia e / for a distancia do ponto de intersecao
das retas descritas acima até o plano de rota¢do do elemento de massa da circunferéncia em
consideragdo entdo (Ver Figura 1.8 abaixo):

R = bW + k& + r(=p) (1.22)

11



W,

Figura 1.8. Visdo Geral das distancias definidas.

Se m € a distancia do ponto de interse¢do das retas anteriormente declaradas até o ponto de
intersecdo entre a reta que passa pelo centro da circunferéncia e que € perpendicular ao vetor w
com a reta determinada por este mesmo vetor, € sendo n a distancia entre esse Ultimo ponto e
ponto de intersecdo da reta determinada por w e o plano de rotagdo, entdo € claroque / = m +n
(Ver Figura 1.8 acima). A distancia m é relativamente simples de obter, sendo seu valor dado por
m = ksin y (Ver Figura 1.9 abaixo). Basta perceber o tridngulo retdngulo explicitado abaixo:

W,

Figura 1.9. Triangulo formado com lado k.

Sabendo que { + xy = 7, entdo cos = siny, mas ao mesmo tempo cos{ = %, logo m =
k sin y. Quanto a n, sendo seu valor dado por n = —rcos v cos y, é necessdrio perceber que ele
serd dado pela distancia entre dois planos. O primeiro dele € o plano de rotacao enquanto que
o segundo € o plano paralelo a esse e que contém o centro da circunferéncia. Portanto ele nada
mais € que a componente de —rp na dire¢do de W, (Ver figura 1.10 abaixo).

12



>
Wy

65-

Figura 1.10. Visualizag¢do do vetor —rp
Como esse vetor estd no plano da circunferéncia, entdo ele possui duas componentes, uma
na direcdio 7 e outra na direcdio j. Mas como a direcdo de j é ortogonal a direcdo de W, entdo
sua contribuicdo serd nula para a distancia desejada. Tomando a componente na dire¢do 7 do
vetor —rp:
(—rp - )i = —rcosvi

A visualizagao deste vetor estd dado na Figura 1.11 abaixo:

m,

Sy T Iz
~r W
Co A 2
sz-

Figura 1.11. Visualizacio do vetor —r cos vi
Desta, o que nos importa é sua projecao na direcao de Wa, jé que € ali que n esta, portanto:
n=(-rcosvi-w) = —7r COSVCOS ¥
Detido de todas essas informagdes podemos expressar R> na base escolhida substituindo
todas as relagcdes encontradas acima para os valores de n, [ e k na equacao 1.22:
ﬁz, = —(ksin y — rcosvcos y)(sin yZ + cos;ﬁ) + k2 — r(cosvi + sin vj)
= —(ksiny — rcosvcos y)sin y2 — (ksin y — rcos v cos y) cos yi
+ kZ—rcosvi—rsinv] = (—ksiny cos y + rcosvcos® y — rcos v)i

—  rsinvj + (=ksin® y + rcosvcos y sin y + k)2

13



Simplificando:
Ry = (—ksin y cos y + rcos vcos® y — rcos v)i — rsinv] + (—ksin® y + rcos vcos y sin y + k)2
(1.23)
Partindo para o cdlculo de (W, X Ry/):

Wz X R)Q/ = (Wow x R)Q/) = Wo(Ww X R)zr)

Substituindo a relacao de R dada logo acima, assim como a relacdo dada pela equacao
1.21, teremos:

WZ X ﬁz/ = Wz

sin yZ + cosxi] X [(—k sin y cos y + rcos v cos® y — rcos v)i

—rsinvj + (=ksin® y + rcos v cos y sin y + k)2)
= Wz{(—k sin y cos y + rcos v cos’ y — rcos v)(sin yZ + cos yi) X
—rsinv(sin y2 + cos x1) X J + (=k sin® y + rcos v cos y sin y + k)(sin y2 + cos y1) X 2)}
= Wz{(—k sin y cos y + rcos v cos® y — rcos v) sin y(Z X 1)
—rsin v(sin y(Z X j)) + cosx(? X j)) + (—k sinz)( + rcosvcos y siny + k) COS)(G X 2)}
= Wg{(—k sin y cos y + rcos v cos’ y — rcosv)siny ]
—rsin v(—sin yi + cos y2) — (—ksin? y + rcos vcos y sin y + k) COS)(}}
= Wz{[(—k sin y cos y + rcos v cos® y — rcos V) sin y
—(—ksin® y + rcos vcos y siny + k) cosx]} + rsinvsinyi — rsiny cosxﬁ}
= Wz{[(r cos vcosz/y —rcosv)siny — (rcosvcos y siny + k) cosx]j‘
+rsinvsin yi — rsinv COS)(%}

= Wz{r sin vsin y7 — (rcos vsiny + kcos y)J — rsin vcosxﬁ}

Portanto:

Wz X R} = Wz{r sin v sin)(? —(rcosvsiny + kcosx)} —rsiny cosxﬁ} (1.24)

Basta agora determinar ((Wz xﬁzf) -712) por meio dos passos matematicos abaixo, lembrando
que de (1.17):

1o = cosaZ + sina cosvi + sina sinvj

14



Podemos concluir, juntando as duas equacdes acima, que:
((Wz X ﬁ2/) “T) = [Wz(r sin v sin)(? —(rcosvsiny +k cos/\/)j' —rsiny COS)(%)]

rsinvsin y sina cos v(i - i)

. [cos @% + sin @ cos vi + sin a sin v}] =W,
—(rcosvsiny + kcos y) sinasin v(j - 7) — rsinvcos y cos a(Z - 2)]

=W,

rsinvsiny sina@cosv — (rcosvsin y + kcos y) sina sinv — rsinvcosXcosa]

= W,|rsinvsin y sin @ cos v — r cos v sin y sin a sin v

—k cos y sina sin v — r sin v oS y cOs oz]

= Wz[ —kcosysinasiny —rsinvcos y cosa| = —W,cos y|ksina + rcos a|sinvy
Portanto:
((Wz X ﬁz,) “T) =W, cosx[k sina + rcos «|sinv
Observando a Figura 1.12:
F
%
k
S
Figura 1.12. Triangulos formados.
Fica claro que podemos usar:
r=ssina
k=z-scosa
Concluimos:
((WQ X I?z,) -712) = —Whcos y|(z — scosa) sina + ssina@ cos afsinv
= —W, cos yzsina sinv
Ou seja:
g g . .
(W X Ry) - i1 = =W, cos yzsina sin v (1.25)
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Logo, olhando para a integral de /; o seu termo interno serd simplesmente:

(Viz - #12) - (W X Ry) - F12) = [COS a(Vip - 2) + sinacos v(Vy, - 1) + sina sin (V5 - ]A)]
(=W, cos yzsin a sin v)

. = AN e . . = A . . = A
= —W, cos yzsin a[ cosa(Vip-2)sinv + sinacosvsinv(Vi, - i) + sina sin’ v(Vyy - ])]
Para cita-la futuramente:

(Viz - P12) - (Wa X Ry) - Pip) = =W cos xz sina[cos a(Viy - 2)siny

+ sina cos vsinv(Vi, - 1) + sina sin® v(V;, - })] (1.26)

Restando apenas o termo da integral de /,, lembrando de 7,:
1, = cos a? + sin @ cos vi + sin a sin vj‘
Um passo intermedidrio é:
(WoxXR,)-F1p = cos a((Wa X R,)-2) +sin @ cos v(Wa X R,)) - 1) + sin @ sin v(Wa X R,) - ) (1.27)

Do qual o termo interno serd melhor expresso, unindo a equagdo acima e a equacao 1.18:
(Viz - F12) - (Wa X R,) - 1) = [cos a(Vyy - 2) + sinacos (V) - 1)
+ sin @ sin v(\712 . j)] . [cos a/((Wz X 1?0) -Z) + sina cos v((Wz X ﬁo) 1)
+sina sinv((Wy X R,) - j')] =cosa(Vy, - 2) - [ cos ((Wr X R,) - 2) + sina cos v(W, X R,) - )
+ sin a sin v((Wz X ﬁo) . })] + sin @ cos V(Vlz 1) [cos a((Wz X ﬁo) -2)

+ sin @ cos v((Wz X ﬁ(,) . ?) + sin a sin v((Wz X 1?0) . })

+sinasinv(Vy, - ) - [cos (W X R,) - 2) + sincos v(W> X R,) - 1) + sina sinv(W, X R,) - })
= cos a(Vu -Z)cos a((Wz X 130) -Z) + cos a(‘712 - Z)sin a cos v((Wz X ﬁo) D)
+ cos a(\712 - Z) sin a sin v((Wz X ﬁa)j) + sin & cos V(Vlz -7) cos a((WQ X I?[,) -2)
+ sin @ cos v(\712 -7) sin @ cos v((Wz X ﬁo) -1) + sin a cos v(vlz -7)sina sin V((Wz X ﬁ(,) . })
+ sin @ sin v(\712 . }) cos a((Wz X ﬁo) -Z) + sin a sin v(‘712 . }) sin & cos v((Wz X ﬁo) 1)
+sinasinv(Vy, - J)sinasinv(Wy X R,) - J)
Para melhor visualizagao:
(Wz X ﬁo) - 712 = cOS a/(‘_/)lz - Z) cos a((W2 X I?O) - Z) + cos a(Vu - Z) sin @ cos v((Wz X R;) )
+cos (Vi - 8) sinasinv(Wa x R,)]) + sinacos v(Vya - 1) cos (W X R,) - 3)
+ sin @ cos v(‘712 -7) sin & cos v((Wz X ﬁo) -1) + sin a cos v(‘712 -7)sina sin v((Wz X ﬁo) . })
+ sin « sin v(\712 . j) cos ax((Wz X ﬁo) -Z) + sin a sin V(Vlz . }) sin @ cos v((Wz X ﬁo) . ?)
+sina sinv(Vi, - J)sina sinv(W, X R,) - }) (1.28)

Vamos agora calcular o valor de h; e h, usando as manipulacdes realizadas acima para
facilitar sua resolucdo nas proximas subsecoes.
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Calculo de 7,

Substituindo a rela¢do (1.26) na integral de A;:

hlzf(—WQCOS/\(ZSina
c

cos a(\712 -Z) sin v+ sin @ cos v sin v(‘712 -f) +sin @ sin® v(‘712 . })])dmz

. =N . . =A . . =A .
:—chosxzsma[cosa(vlz-z)fs1nvdm2+s1na(V12'z)fcosv31nvdm2+smcx(vlz-])fs1n2vdm2]
C C C

Novamente vérias serdo nulas, restando apenas:
.2 = ~ .2 . 7 I
hy = =W, cos yzsin“ a(Vi, - j) | sin”vdmy, = =W, cos yzsina(Vy, - j)F,
c

L A M
= —W, cos yzsin* a(V, - j)72

= -W,cos xz sin’ a/(‘712 . ]A)% = zsin’ a/(‘712 - (=W, COS)(}))%
Por fim desejamos utilizar a seguinte identidade:
j=2xi
Da qual podemos simplificar:
-W, cos/\(} = —-W,cos y(Z X ) =@Ex-W, cosﬁ) =(ZX —Wu) = (Wu X 2)

= (W= (Wy-2)) XD =WoxZ— (Wh-2)2xZ=Wrx7

Ou seja:
— Wacosyj=W,x7 (1.29)
Substituindo esse resultado acima:
— - M
hy = (Vis - (Wy X 2))zsin’ 0472 (1.30)

Finalizando assim o célculo de h; restando o célculo de A, para finalmente obter 5.

Calculo de 7,
Substituindo o dltimo resultado da preparacao (eq. 1.28) na integral de h;:
hy = fc(vlz F12)(Wa X R,) - Fio)dm,
Teremos:
h, = L [cos a(\712 -Z)cos a((Wz xR, - Z) + cos a(\712 - 2)sin @ cos v((Wz X I?o) 1)

cos (V12 - 2) sin @ sin v((W, X ﬁo)}) +sinacosv(Vyy - 1) cosa(Wy X R,) - 2)
sin & cos V(Vu -7) sin @ cos v((Wz X ﬁu) -1) + sin @ cos v(\712 -7) sina sin v((Wz X I?(,) . })

sin a sin v(\712 . }) cos a((Wz X ﬁo) -Z) + sina sin V(Vu . }) sin & cos v((Wz X ﬁo) 1)

+ o+ 4+ o+

sinasinv(Vy, - J)sina sinv(Wa X R,) - ) |dmo

17



Podemos ver novamente que vdrias integrais se anulardo, sobrando apenas:
hy = cosa(Vi -2)cosa((Wy X R,) - )My + sin® a(Vyy - (W X R,) - 1) f cos® vdm;
c
+ sin® a/(1712 . })((Wz X ﬁ(,) . j) f sin® vdm, = cos a/(‘712 -2)cos a((Wz X ﬁo) -2M,
C
.2 = ~ > - A M2 .2 = 2 >4 A MZ
+sin a(Vig - W X Ry) - D= +sin® a(Viy - I(Wa x By) - )=

Sabendo que:
Vio=(Via-Di+(Vip- Dj+ (Via-2)2
E:
Wy X R, = (WyxR,)-Di+(Wy X R,)- )]+ (WyxR,) - 2)2
Fica claro que:
Vio-WoxR)) = (Vig - D) - (Wax Ry) - D+ (Vig- ) - (Wa X Ry) - )+ (Via - 2) - (Wa X R,) - 2)
Ou melhor:
Vig-WoxR)) = (Vi -2) - (WaxR,) - 8) = (Vip - D) - (Wa x Ry) - D) + (Vig - ) - (Wa X R,) - ))

Podemos usar a relacdo acima para simplificar a equacao de &, encontrada até o momento
para que ela fique conforme:

l’l2 = (‘_/)12 . 2)((W2 X R)O) . 2) COS2 a/M2
— > - — N > - N .2 M2
+|Vig-(Wa XR,) = (Vi2-2) - (W2 XR,) -2)|sin 0/7 (L.31)

Basta agora substituir o que foi encontrado na expressao de i, que possui /; e h, definido na
preparacao para facilitar a sua determinacao.

Resultado Final

Desse modo, relembrando que:
iz = ]’ll + ]’lz

Entdo, das equagdes (1.30) e (1.31) vamos concluir que:

— - . M — A > - N
iy = (Vip - (W, X 2))zsin’ 072 + (Vi - ) (Wy X R,) - 3) cos® aM,
— > — — N > - ~ .2 M2
+|Vig-(Wa XR,) = (Vi2-2) - (W2 XR,) -2)|sin = (1.32)

1.1.4 Calculo de i3
Preparacao

Sabemos que:
I3 :h3+2l’l4+h5

hy = f((Wz X 1?'2) < F)dmy
c
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hy = f((Wz X R)’z) P)(Wa X R,) - Po)dm,
c

hs = f (Wy X R,) - 1) dmy
c
Reutilizando as conclusdes das subse¢des anteriores (1.25):
((WQ X 132,) SP)? = W22 cos® yz* sin® @ sin® v (1.33)
Assim como, da equagdo 1.27:
(Wy X B,) - F1o)? = [cos A(Wy x R,) - 2) + sinacos (Wa x R,) - 1)
2
+sinasinv(W, X R,) - j)] = [c052 a(Wy X R,) - 2)? +2cos a(W, X R,) - 2)
[ sin & cos v((Wz X ﬁ(,) . ?) + sin a sin v((Wg X ﬁo) . j)]

2
+| sin @ cos v((Wz X 130) . ?) +sinasinv((W, X R,) - })]

= cos? a((Wy x R,) - 2)* + 2cos (W, X R,) - 2) sinacos v(Wo x R,) - 1)
+2cosa((Wa x R,) - 2)sinasin (W, X R,) - J)
+sin’ @ cos’ W(W x Ry) - 1) + 2sina cos v(Wa x R,) - D sina sinv(W2 X K,) - J)
+sin® a sin® v(Wa X R,) - J)?
Ou seja:
(Wa X R,) - i1n)? = cos? a((Wa X R,) - 2% + 2 cos al(Wa X R,) - 2) sin avcos v(Ws x R,) - 1)
+2cosa((Wo x R,) - 2)sina sin (W, X R,) - J)
+sin® @ cos? v(Wa X R,) - D)? + 2 sina cos v(Wa X R,) - ) sina sin v(Wa X R,) - J)
+sin? @ sin® v(W, X R,) - ))?
Por ultimo temos o termo interno de A4, que pode ser obtido juntando 1.25 e 1.27:

1

(Wy X R) - P1o)(Wy X R,) - P12) = =W, cos yzsin v sin a[ cos a((Wa X R,) - 2)
+sina cos v(Wa X R,) - 1) + sina sin v(Ws x R,) - j‘)]
= —W, cos yzsin | cos a((Wz X ﬁv) -2)sinv
+ sin @ cos v sin v((Wz X I?O) -7) + sin a sin® v((Wz X ﬁ(,) . })]

Calculo de /3
Lembrando de:
hy = L((Wz X R,) - #12) dm;
Entdo da preparagdo dessa subsecdo retiramos que:

hy = f W; cos® yz* sin® a sin® vdm,
c

. : . M
= sin? aW; cos® yz* f sin® vdm, = W; cos® yz* sin’ =
c
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Das seguinte relacao:
W2cos?y = Wo, - Wy = (Wa — (W - 2)3) - (Wy — (W, - 2)2)
= W2 = 2(Wy - (Ws - 2)2)) + (W - )2 = W2 = 2(Ws - 2)> + (Ws - 2)?
= W2 — (W, -2)

Ou seja:
W2 cos?y = W2 — (W, - 2)
Entio: v
hy = (W3 = (W - %) sin® a—>
Calculo de /1,4
Lembrando de A;4:

hy = L((Wz X Ry) - #2)(Wa X R,) - Pro)dm
E usando o que foi obtida na preparacao desta subsec¢ao:
hy = f; —W, cos yzsin a/[ cos a/((Wz X R:) -Z)sinvy
+ sinacosvsin v((Wz X I?(,) -1) + sin a sin® v((Wz X ﬁ()) . })]dmz

E fécil visualizar que em virtude de vdrias das integrais serem nulas:

hy =—W,cosyzsin®a(W> X R,) - }) f sin® vdm,
C

.2 - = ~ M2
= sin“az(W, X R,) - (=W, COSX]))T
Lembrando que (1.29):

—Wycosyj =W, x2

Determinamos:
- - - M
hy = (W, X R,) - (W, X 2)) sin® QZTZ
Calculo de /5
Lembrando de /s:

hs = f (Wa X R,) - F12)*dm,
C

Usando o seu termo interno deduzido na preparac¢ao:

hs = f [cos2 a(Wa X R,) - 2> + 2 cos a((Wy X R,) - 2) sina cos v(W, X R,) - 1)
c

+ 2cosa((Wy x R,) - 8) sinasinv(Wa x R,) - ]) + sin® @ cos®> (W X R,) - 1)°

+
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(1.35)

(1.36)

2sinacos v(Wo X R,) - ) sina sinv((Wo X R,) - ]) + sin® a sin> v(Wa X R,) - ))* |dms



Novamente o resultado final serd dada por:
hs = cos’ a((Wy x R,) - 2)>M, + sin® a((W, x R,) - 1)° fc cos’ vdm;
+ sin? a((W2 X ﬁo) . })2 j; sin® vdm,
= cos’a((Wy x R,) - 2)>M, + sin® a((W, x R,) - ?)2% +sin (W x B, - 222
Sabendo que:
Wo X B, = (Wa X By) - Dl + (Wa X By) - )]+ (Wa X R,) - 2)2

(W X R)? = (Wy X R,) - D> + (W X R,) - ))* + (Wa X R,) - 2)°
Ou seja:

(Wy X R, = (Wa X R,) - 2)* = (Wa X R,) - D> + (Wa x R,) - })?

Podemos usar a relagdo acima para simplificar a expressao de /s:

=g = - — =g - M
hs = cos> a((Wy X R,) - > M, + | (W x B,)2 — (W, x R,) - 3)* | sin® a—= (1.37)

Resultado Final

Como:
I3 :h3+2]’l4+h5

A integral de i3 serd por esse motivo, usando 1.34, 1.35 e 1.37, dada por:
> > M - - - M
iy = (W2 — (W, - 2)*)2% sin® a72 +2(Wy x R,) - (W, x 2)) sin® az—=
2 =2 =2 A 2 -2 -2 2 -2 =2 A 2 . 2 M2
+ cos” a((Wr X R,) - 2)"M; + [(Wz X R, — (W XR,)-2)"|sin“a— (1.38)

1.1.5 Calculo de iy

Lembrando que:

. d A
iy = | Vip- Frodmy
c

\712 - 712 = COS a(Vu -Z) + sina cos V(Vlz -?) + sin « sin v(\712 . j)

E da equacdo 1.18:

Entao:

iy = f (cos a/(‘712 -Z) + sin @ cos v(\712 -7) + sina sin V(\712 . ]A'))dmz
c

= cosa(Vy, - 2) f dm, + sina(Vy, - ) f cos vdmy + sina(Vys - J) f sin vdm,
C C C

= COS CZ(‘_/)lz . 2)M2
Ou seja:

iy = cosa(Vy, - 5)M, (1.39)
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1.1.6 Calculo de is
Lembrando que:
is = f(Wz X Ry) - Pradm;
c

E (1.9): o

R)ZZR + K,

oS

Portanto:

Is = f(Wz X (R)é +R,)) - Frodmy = f(‘% X ﬁé) < Fradmy + f(W2 X R,) - Pradm,
c c c

2, = ~ - - N
= f(Wz X RY) - Frodmy + (Wy X R,) - frlzdmz
9 c
Calculando a tltima integral por meio de 1.17:
Py = cosaZ + sina cos vi + sina sin v

Logo:

f Frodm, = f(cos aZ + sin @ cos vi + sin a sin v j)dm,
c c

= cosS a%fdmz + sin ai f cosvdm, + sinaj f sin vdm,
c c c

= cosazM,

Para calcular a primeira integral basta usar 1.25:

((WZ X 132/) - 712) = =W, cos yzsinvsina

Pois dai:
f(Wz X ﬁ;) cFladmy, = f —W, cos yz sin v sin adm,
c c
= —Wyzsinacosy f sinvdm, = 0
c
Por fim:

is = (W, X R,) - 3) cos aM, (1.40)

1.1.7 Resultado Final

O resultado de /; sera 1.8:
I =i - 212 + i3 — 2R2 COSﬁ(i4 - 15) + R% COSZﬁMz

Substituindo os resultados das subsecdes acima (1.20,1.32,1.38,1.39,1.40):
2 T a2 02 o a0 .2 M
I} =cos” a(Vip - 2) "My + (Vi, = (V2 - 2)7) sin Q’T
— W N ) M2 = ~ = — ~ 2
=2[(Vi2 - (W, X 2))zsin x>+ (Vi2 - 2)(W2 X R,) - Z) cos” aM,
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_ > — _ > _ . M
+|Via - Wy X R,)) = (Via - 2) - (W2 X R,) - 2)| sin’ QTZ]

+(W2 — (W, - 2)*)2% sin® a%

+2((W> X R,) - (W, X 2)) sin’ a/z%
+cosa(Wa X R,) - 2 Ms + |(Wo X R,)> = (Wo X R,) - 2)2] sin’ a%
-2R, cosﬁ( cosa(Vyy - 5)M, — (W, X R,) - 3) cos aMz) + R cos® M,

Para obter a expressao da energia potencial entre a circunferéncia e a particula 1 na condicao
de simetria assumida basta substituir o valor acima na expressdo abaixo ??:

-H,m
Upe = —28 1(Mz—izll) (1.41)
S 2c

Porém como o cdlculo da circunferéncia € apenas um passo a ser utilizado para alcancar
nosso objetivo final ndo iremos simplificar a expressdao e nem realizar essa substitui¢do. O
maximo que faremos serd rearranjar /; para facilitar calculos futuros:

— 1 5 —
I, =(Viy-2)?cos> aM, + Q(sz — (V13 - 2)) sin” aM,
l — - . — R > - ~
- Z[E(Vu (W, x 2)zsin®> @My + (Vi - 2)(Wa X R,) - ) cos® aM,

175 > — — > - .
+ 5[ 12 Wy XR,)—(Via-2)- (W) XR,) - 2)] sin” CYMZ]

1 2 2 2 = = .
+ 5(W22 — (W, -2 sin® @M, + (W, X R,) - (W; X 2)) sin® azM,
- — 1 = - — .
+ cosa((Wy x R,) - 22 M, + 5[(Wz X R — (Wy x R,) - 2)2] sin M,

- 2R, Cosﬁ((vlz -Z)cosaM, — ((Wz X I?o) -Z)cos a/Mz) + R% cosz,BMz

1.2 Casca Esférica/Particula

1.2.1 Preparacao

A energia potencial entre uma casca esférica e uma particula é dada pela integracao da
expressao entre circunferéncia e particula no caso abordado na subsec@o anterior, porém os
extremos de integracdo dependem da localizagdo da particula, pois no interior a varidvel s terd
minimo e maximo respectivamente dados por R, — z e R, + z (Ver Figura 1.13). Enquanto que
no exterior os extremos andlogos serdo z — R, e z + R, (Ver Figura 1.14).
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Figura 1.13. Particula no interior.

E possivel compreender que o elemento de massa mais proximo no caso acima esti a R — z
e o mais longe a R + z.

Figura 1.14. Particula no exterior.

E possivel compreender que o elemento de massa mais préximo estd 2 z — R e o mais longe
a z + R no exterior. Trocando na expressao da energia potencial entre circunferéncia e particula
(1.2) o termo M, por dM, e realizando o processo de integracdo é possivel perceber que teremos
como resultado final uma relacdo da seguinte forma:

dM
Uis = —H,m, (sz - i1’1) (1.42)
s
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O termo [’; foi definido, para facilitar a exposicao dos passos matematicos, como:

L cos? o . L L1 (sinfa
ry =Wy Z)zf dM, + (V122 - (Vi - Z)Z)— f dM,
s S 2 S S

S

— 1 sin2 a — n -, _ R COS2 (04
- 2[(‘/12 - (W x Z))E f S dM, + (Vip - (W2 X R,) - Z)f S dM,
s s
- > — B n > - n 1 Sin2 a
b [V (xR - (V-2 (W xR 0|5 | 22"am,|
s
) -, 2 1 Sin2 a -, - -, 1 Sin2 a
+ [WZZ - (W2 . Z) ]— dM2 + 2((W2 X Ro) . (W2 X Z))— dM2
2 S R) 2 Ky R)
> - 2 > - > - 1 in’
+ (WyxR,) 27 f == LM, + [(Wz X R,) = (W x R,) - z>2]§ f = am,
s

s
cos’ B

dM,

.S > . . COS ¥ COS -
2Ry ([Via — (W X R,)] - 2) f fﬁsz+R§ f
S S

Definindo:

COS & COS
P, = f cosacosp
S S

2
PstCOS ,8sz
s

A

Obtemos:
— ~ = - ~ 1
Iy =WV 2P+ (V- Via- z)2)§P3

> 1 — R > _ R
- 2|(Vip- (W X Z))§P3 + (Vi2 - (W2 X R,) - 2)P,

- > — - > - 1
Via - (Wa x B,) — (Vi - 2) - (Wa x R.) ~2)]§P3]

+

2, 2 1 - - - 1
v |32 - s 27| 5P+ 200 X R - (o x 203 P

> — > — > — 1
b (Tax Ry 27Pa o+ [ xRy = (Wa xR -2 5P
— 2R([Viy = (Wy X R,)] - 2Py + R3Ps

Os célculos das integrais acima foram expostos no Apéndice A para ndo sobrecarregar o
texto com mais contas, tornando-o mais fluido e compreensivel, aconselhamos que o apéndice
A seja lido numa segunda leitura ou apés o término do texto principal. Para fora da casca

esférica temos:
M, M,
Py, = = —
s S <
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2
M
Py = f 2 Lam, = 232 - 2R))
S 3z

K
) 2
2
P3e_fsm asz___§M2
S S 3
P, =Xy
M
PSe:_2
3z

3R,
M,
My, 2,
PSl_R_§|:R2_§Z

O leitor atento podera perceber que no intervalo de integrag@o o sinal do vetor unitdrio com
origem no centro da circunferéncia e orientado em dire¢@o a particula Z nao é constante. Como
é possivel ver a partir das trés configuracdes diferencidveis abaixo, nas imagens 7’ é o vetor
unitario com origem em S, e orientado em direc¢do a particula, usado para dar uma referéncia:

my

Figura 1.15. Configuragdo 1.

Vendo a Figura 1.15 acima podemos perceber que o centro da casca esférica estd entre a

circunferéncia d M, e a particula m;. Nessa configuracdo o vetor Z aponta na mesma dire¢io que
z.
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Q>

Figura 1.16. Configuracdo 2.

Vendo a Figura 1.16 entenderemos que a circunferéncia d M, esta entre o centro da casca
esférica e a particula m;. Nessa configuragdo novamente o vetor Z aponta na mesma dire¢dao que
z.

Figura 1.17. Configuracdo 3.

Na configuragdo da Figura 1.17 a particula m, estd entre o centro da casca esférica e a
circunferéncia dM,. Agora o vetor 2 aponta na direcdo contraria que 2.

E possivel ver que enquanto 2’ ndo altera durante o processo de integracdo Z muda, o que
impossibilita em tese, considerar 7 = 2, ou seja, desprezar as dificuldades apresentadas acima
e considerar que a partir da retirada de 2 da integral ele passard a representar z’. Isso impossibi-
litaria a retirada deste vetor das integrais, tornando falso nosso passo matematico ndo explicito
durante a determinacdo de I]. Essa realidade nio € sequer mencionada no Typler [13] durante
o cdlculo da forca gravitacional newtoniana que uma casca esférica exerce sobre uma particula
em seu interior.

O motivo para isso é o de que o resultado final ndo € alterado para as relacdes e igualdades
oferecidas neste trabalho. A justificativa nio serd apresentada nesse trabalho, tendo em vista
que € relativamente extensa, pois teriamos que analisar cada uma das identidades usadas nas
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trés configuracdes possiveis, abrir o intervalo de integragdo em partes substituindo seus valores
correspondente a cada um deles e realizar as simplifica¢cdes necessdrias em todas as integrais.

O leitor rigoroso podera verificar por conta prépria analisando os valores de k, r, cos a,
cos 3, cos @ e 7 durante todo o intervalo de integracdo para cada uma das integrais e executar
as acOes descritas acima. O resultado serd o mesmo e € possivel demonstrd-lo mas também
¢ macgante. Acreditamos que essa escolha ndo diminuird a seguranga que o leitor terd sobre a
validade das passagens seguintes, caso ele venha a estudar um pouco acerca do que foi afirmado
acima.

1.2.2 Calculo da Particula no Exterior de Uma Casca Esférica

Substituindo os valores das integrais obtidas no Apéndice A para o caso da particula no
exterior da casca esférica, teremos que /', serd dado por:

M — —
3—;(3z2 —2R) + (V2 - (Via - )P

12R;

I'e =2y e
1 (Vi2-2) 2373 2

L 12R; Lo s My,
= 2l(Viz- W X D)z 5 Mo+ (Via - (W2 X Ry) - 27537 — 2R))
237 373

- > _ - R > - R 12R§
; [vlz CWox R)) = (Via-2) - (Wa x R.) 'Z)]§§Z—3Mz]

S S 12R2 S L S 12 R?
2 2 2 2 2
N [Wgz - (W 2|55 M+ 2(Wa X By) - (Wa x D)5 22 M

-, - n 2M2 2 0 -, = 9 - - ) 12R§
©(WaxR,) 2722 —2R2)+[<W2xRu> (W xR,)-2) ]——— ,
373 23 73
. = > _ R M
+ 2R([Vio - (Wa X R )] D)5 Mo + R
RY4 3z

Colocando termos em evidéncia e rearranjando:

I' = 7{(V12 -2) 3_Z2(3Z —2R) + (Vi = (Via- 2) )3_Z2

— > R2 — > — 1
- 2[(v12 W2 x )35 + (Vi D(Wa x R,)- 5532 = 2R))
— > — — A > — R R%
; [vu CWa X By) = (Vs -2) - (Wa x R,) - z>]3—z2]
> > R2 > — > R2
; [Wgz2 — (W 22|22 + 2(Wy x R)) - (Wa x 2))=2
372 372

", D S 1 2 e d - - N R2
t (WX R,)- 275507 —2R)) + [(Wz X R,)* = (Wa X R,) - 2)° 3—;2
2

) 2R — - d R
£ RV - xR0+ ?2}
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2 2

M 2R L RE . R
e = 2P0 = (V2253 + s - (V- 53
3z 3z
_ > R% _ n > - R _ n > - R ZR%
- 2[(V12 - (Wy x 5)))3—Z2 +(Via - (W2 XR,)-2) = (Viz - 2)(W2 X R,) - Z)3_Z2
_ > _ R% _ n > _ n R%
+ Vo (WaXRy)z5 = (Vi - 2 - (W2 XR,) - D)5
3z 3z
. RZ 5 R2 RZ
+ Wiz ﬁ — (W, - Z) = +2((W2XR0) (W, XZ))—

- - - - 2R2 R2 R
+  (WaXR,)-2° = (WyxR,)- ) 2+ (WoxR ) —(WaxR,)- z)

. 2R A R2
+ 2—2([V12 - (Wz x R )] -2)+ ?2}
2 RZ
I, {(Vlz 22— (Vi - Z)2 % +V1223 5

- 2[[(‘712 - (W, X 2)+ Vip - (Wz x R )] + (Vi - Z)((Wz X R,)-2)
8
2

— N - > R R% 29 9 R 5
— (Vi B(Wa xR, ~z>z—2] FWRRE - (o272

37

2R} R2

+ (WhxR,)- (szz”))—+((Wz><Ro) 2 — (W, xR,) - z) —
) R

+ (WoxR ) >+ RZ_([VIZ —~(WaxR,)]-2) + ?}

M R? R2
I = 2{<v12 2+ (WaxR)- 27 = (V-2 2+ Vit
2
— 2V (Wax D)+ (Wa x Ro»—é —2(Vi - ((Wa x R,) - 2)
2 RZ R2
72 2
+ 2(Vip-5)(Wy xR,) - z)— + Wir = 322 — (W, - Z)

> — > 2R§ > - 2 R%
+ ((W2XR0)'(W2XZ))3_Z2 — (W2 xXK,) - ) 2+ (WyxR,) 3

¢ RV - (xR0 + ?2}

I, = %{(Vu B = 2(Vip - B)(Wa X R,) - 8) + (Wa X R,) - 2)
+ I;[ — (Va8 + = V12 - —(V12 (Wy x 2) + (W, X R,))

+ 2(Vip - (Wax Ry)-2) + §W§z2 - §(W2 - 2)?

b2 x Ry (Wax2) = 3(Wa x R -2 + (Wa xR,

+ Rz—([Vlz—(W2><R)] B+ =2

2R, R? }
3
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M -
I, ;{[Z Vio—-2- (W2><R)

R? . Lo L L
#3307 32V (W xR -2 = 3(Wa X Ry) 27
+ Vh=2(Vi- (WX @+R,)
+ W = (Wo- 27+ 2AWa X R,) - (Wo x ) + (W2 x R,)?

52

. 2R — - - ~ R
b ORIV - (Wax B)]-2) + —2}
3z 3

M — > - 2
I, = f{[z (Vs = (W xRo))]

R2 - - > - > -
b o3| -l - 2 BT xR+ (W xRy -2
+ V3 =2(Via- (Wa X R,) + (Wy X R,)* = 2(Vis - (Wa X D))
bW = (Wy- 27 + 2(Wa X B,) - (Wa % Z))]

| R
+ 2&([%2—(%“ o+ 2
M R2 R L TP
e = =H[e (o - (xR ))] = -3t Pe- xR
Z
+  (Vip= Wy X R)? = 2(Vyy - (W, X D)

bW - (Wo- P+ AW X R,) - (Wa x z»]

+ Rz—([Vu - (Wz X R(})] 2+ 3

2R, RS }
E possivel simplificar ainda mais a expressdo acima percebendo a seguinte igualdade:
Wy = (Ws- 22+ (Wy - D)
Pois tomando o produto vetorial pelo lado direito com o vetor Z:
Wox2=(W, - Dixz=—(W-Dj
(W x 27 = (W, - 1)

Mas como:

~

(W)? = (W, 2)° + (W, - 1)
(Ws-1)* = (W)’ = (W, - 2)°
Substituindo essa ultima relacao na expressao que efetuamos o produto vetorial:
(W x 2" = (Wo) = (W, - 2)°
Por fim basta multiplicar ambos os lados por z%:
PWyx 2)? = W22 = (W, - 2% = (Wp x 2
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Essa componente estd contida na penultima linha de /'y, dada logo acima, logo usando-a
chegamos a:

2

I'e = %{[z  (Via = (Wa 1?0))]2 ¥ %[ =3[ (V2 - (M x 1?0»]2

b (Vo= Wax B —2(Vis - (Wa x 2) + (Wa x 27 + 2(Wa X R,) - (W X z))]

. 2R —> - e d A R2
¢ RV - (xR0 + ?2}

4 M2 R% ‘7 57, > D \\2
e == {[z (Vi — (W RO»] " 3—Z2[(v12 “Wax (Z+R,))
52

— > - 2 . 2R — > — n
- 3[2-(v12—(W2xR0>)] +R23—;([V12—(W2><R0)]-z)+§}

Sabendo que:
Z2- (=W, x2) =0
Entao:
’ M2 R% = > S 2.0
e == e (V- axd - (W xR ))] ¥ 3—22[% — Wy x @+R.)
52

n — - - _ 2 . 2R2 > - - n RZ
- 3[2'(V12—(W2><Z)—(W2><R0))] +Rz3—z<[vlz—(W2xR0)]~z>+?}

, M2 R% — > N EANV)
e == {[z <V12—<W2><(z+R>)] +3—Zz[(V12—W2X(Z+Ro))

R - > 5 0= 2 . 2R2 - > - R R%
- 3[Z (Vi =Wy X (Z+ Ro))] + R23—Z([V12 - (WyxR,)]-2)+ ?}

Agora que sabemos o valor de I’, restard a sua substitui¢do na expressdo da energia poten-
cial entre casca esférica e particula (1.42):

£
Uise = _Hgml (Ple 2c Py le)
Para que possamos na se¢do ‘Esfera Maciga/Particula’ determinar a energia entre esfera
macica e particula.

Resultado Final

Para a energia entre uma casca esférica contendo expansdo/contracdo radial com uma parti-

cula no seu exterior teremos:
Hgm1M2 f ~ = - N - 2
Us = —T(l - ﬁ{[z (Ve = (W X (Z+ Ro))]

2

R . L2
b 33| (T e x @+ Ry =32 (T - o x @+ R)

. 2R R
+ R2—2([V12 —~(WaxR,))]-2)+ ?})
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H M - > - 2
Uis === (1= Lo (P - (s x @4 R)|
R W@ R — 3|z (- x @+ R
2|V —Wx @+ R)P =3[z (o - x @+ K| |
+ ] =22V - (T x R - ) (1.43)

Ver Figura 1.18 abaixo para ter uma visualizac¢do do caso estudado nesta subsecao:

/\> Particula

Figura 1.18. Casca Esférica e Particula no exterior.

Restando apenas o caso em que particula estd no interior, que serd resolvido logo adiante. E
possivel perceber também que ignorando os termos de expansao:

Hgmle é: - = - = 2
UIS = - 1—_2[Z'(V12_(W2X(Z+R0))]
Z 2
R2 2
_ 61_22[(%2 WX @4 R)P =32 (Vo = (o x @+ R)| ])
Podemos ver que no caso em a casca esférica nio rotaciona:

HomMy( ¢ PER A
Uis :—gT(l—ﬁ(Z V12) ) [V122 3(Z'V12)]

Temos exatamente o mesmo resultado que aquele obtido por Assis [3] em seu apéndice B
para uma casca sem rotacdo mas com movimento linear. Pro caso em que ela ndo tem movi-
mento linear mas rotaciona em torno de algum eixo que passa pelo seu centro:

2
¢ Ry
2

6_ (Vl Wz X Z))Z

Hm1M2
Us =-——— ( £

2
- 5le (- Waxa| -

Z
- 3[2'(‘71 —szf))] ])

Novamente sendo precisamente igual ao resultado obtido por Assis no mesmo apéndice mas
agora para um casca com rotagdo em torno de seu centro e sem movimento linear.
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1.2.3 Calculo da Particula no Interior de Uma Casca Esférica

A Figura 1.19 abaixo faz referéncia ao caso desta subsecdo, ou seja, do caso em que a
particula estd no interior da casca esférica. Partindo entdo para o célculo de I’y;, substituindo os
resultados obtidos no Apéndice A:

12M.
Iy =W,- Z) +(V —(Via-%) )5375
2M,
- 2[(‘/12 (W2 X 53)—— + (Vlz Z)((Wz x R 0) Z)S—R2
12M.
+ [ - (WyxR,) = (Via-2) - (Wa x R,) - Z)]§3T;]
2M, 12M.
+ [szz ~ (W, - 32]53—& +2((Wa X R,) - (W x Z))Eﬁj
> - - 12M,
¥ ((szR»-z)Z— +| 0P xR - (W2 xRy - 2) ]2 T
1 M, M 2
+ 2Ry([Vio— (Wy X R))] - Z)gﬁz + R R32 R; - 512]
M
Iy =V VA2V =
i =W Z) + 123R - (Via- Z) 3R2
— 2|(Vip - (Ws x Z))— + (Via - 2)(Wa X R,) - 2)3—2
5 M,
Vi B xR = (Vi) (Fax Ro)- 2)]—2]
R L 2)2]—+2((W2xR0) (W2X3))3—R2
M,
xRy 2P + | (W xR = (P2 xR ) ]3R2
. 1M, M, 2
+ 2Ry([Via— (Wa x R))] - Z)g R i+ R — R3 R; - 5 2]
M M,
i = Vg - 2|7 (W x D)+ Vi (WZXR")3R2]

¥ [W2z2 — (W az]— +2(Wy X R,) - (Wy z»— (W Ro> 2

£ 2RV - (Wa X R))] - 27 fz o+ R2];[3 [RZ -3 2]
Usando a relagdo dita na subsecao passada, ou seja:
W22 — (W, - 2% = (Wy x 2)?
E colocando em evidéncia &:

M — = — - —
=i {vf2 [<v12~<wz><z>>+V12-<szRu>]
+ (Wax2D*+2(Wa xR,) - (Wy x 2)) + (W x R,)?

. - - - < R% 2 2 0 }

2R ([Vi — (Wo X R)]-3)— + 3= |R? - =
+ 2([Via — (Wy X R,)] Z)R2+ R%[ 2 3Z
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’ M2 72 7 2, 2 = - > ERT)
Iy = e V=2 Vi (W2 x 2+ (W X Ro)) |+ (Wa x ) + (W x R))
2
. — > — Z 0 2Z2
+ 2R,([Vi; — (W, xR,)]-2)— + 3R —2R—}
2([Viz = (W )] Z)R2 5 R
, M2 =% d = > - - N - 2
I = 3R, Vi =2|Via- (W X (Z+ R,)) [+ (W X (Z+R,))
. = - - ~ < 0 .2Z2
b 2RV = (o x R 2 + 383 - 2865}
Ry R3

Iy é‘;[ez { (V12 ~(Wyx (Z+ Ro)))

2
02
+ 2Ry ([Viy — (Wy x R,)] - z) -+ 3R; - 2R§F}
2
Restando sua substituicdo na expressao da energia potenc:lal entre casca esférica e particula
para determinar a energia potencial entre casca esférica e particula no interior.

Resultado Final

Realizando a substitui¢do da expressao obtida no final da subsec@o passada na expressao da
energia potencial desejada:

Uis = —Hgmy (Pu - 2%21'11')
M, & M,
U -H ( { Vip — (Ws x +R,,
is o\~ 373 (Ve (2 x @ D)

2
. — > - Z . .~ Z

+ 2Ry, ([Vi, — (W, X R, ~A—+3R2—2R2—})
2([Viz = (W, )] Z)R2 > 2R§

M2 é: - > 5 0= 2
Uts = ~Hm - (1 - @{ (Via = (W2 x 7+ R,)))
Rz = - = 2D R% 2
+2=([Via = (W2 XR,)]-2) +3R; -2z (1.44)
Rz 2 R%
Wo
/N
>Particula
R,
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Figura 1.19. Casca Esférica e Particula no interior.

E possivel ver que ignorando o termo de expansao teriamos:

H m1M2 é;: - > - 2
U :—g—(l——{ Vio—- (W, X (Z+R, })
1S R, 602 ( 12— (Wr X (Z )))
Para uma casca esférica sem rotacao:
H,m M, P
Ui == (1= S5 77)
15 R2 6C2 12

Correspondendo ao valor obtido por Assis para um casca esférica sem expansiao € sem
rotagdo com particula em seu interior. Quando a casca esférica ndo possui movimento lineares
e rotaciona em torno de seu centro:

HgmlMg f

U15 = R—z(l—@(vl _WZXZ)Z)

Novamente temos uma igualdade entre o resultado de Assis e 0 nosso para o caso escolhido.

1.3 Esfera Macica/Particula

1.3.1 Cilculo da Particula no Exterior de Uma Esfera Macica Com R,
Constante

A energia potencial entre uma esfera macica e uma particula quando a particula estd no
exterior da esfera macica (Ver Figura 1.20) serd dada pela integracdo da energia entre casca
esférica e particula, novamente, quando essa ultima estd fora da casca (Ver equagdo 1.43),
portanto, supondo que R, nio depende do elemento de massa dM, e integrando a expressdo da
energia potencial entre casca esférica e particula no exterior:

Hgmlsz f n 2, >, B ?
Up = f_—(l — —2[2 (Vo = (W X (Z+ Ro)):|
B z 2c

R2 — > g ) 7 3 ?
- S 2[0a-Wex @ Ry -3t (- G x @+ R |
é-‘ . R = 2 1 N )
b | RV - T xR)-5 - B

Hgml E [, o 5, LR ?
Uyp =-— (fsz——Z[Z'(Vlz_(WZX(Z"‘R()))] fdM2
Z B 2c B
&1
62 72

. 1 — > - .
+ i[—2R2—([V12—(W2><R0)]-2)fR2dM2—R§fsz])
Z B B

2
|V = Vo x @+ B2 =32 (Tra = (W x @+ R | f R2dM;
B

6¢?
A integral em Rj pode ser resolvida via:

M, R

R R>
f R3dM, = f R347R3p,dR, = 4mp, f RydR, = 4x
B 0 0

W
S
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Ja a integral em R, sera:

R R) M R4 3
fRQsz = f R247TR%p2dR2 = 47Tp2f R;dRz 47!' 2 = —M2R2
B 0 0

R34 4
Logo:
H - > - 2
U = - i"“(%—%[ (W = (o x @+ Ry My
- 6i—[<v12 W, x @+ Ry -3z (Vlz—(sz<z+R>)” MR
¢

@[ — 2R2;([V12 - (Wz X Ro)] : 2)ZM2R2 - RZMZ])

Hom M, & > AU
Uip :—T(l—F[Z'(Vlz_(WZX(Z"'Ro))]

_ %—f[(vlz W x (Z+R,))? —3[ (VIZ‘(WZX(ZJrﬁ”))]z]

2
6i[ ngﬁ( [Via— (Wa x R,)1-2) - Rz])

p> Particula

Figura 1.20. Esfera Macica e Particula no exterior.

A expressdo acima € para qualquer caso, mas para uma esfera maciga sem expansao:

Hgmle é‘:

Up =-———(1-5|2 -l x @4 R
Z ( 2c [ ]

10c?

R—E[(V12 - Wax (Z+R,))* - [ (V= (W x @+ ﬁ"))ﬂ)
E sem rotagdo:

Hgmle( ¢ & R
Upp =-———

1 - —(Z Vi) - W—Z[Vé 32 ‘712)2])
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Assis ndo chegou a realizar calculos para este caso, portanto é um resultado original de
nosso trabalho. Olhando para o caso em que a esfera macica ndo tem movimentos lineares mas
rotaciona em torno de seu eixo:

H,m;M, & 5 o 2
8 A
Uy == (1= e (7 - Wax )|
Z 2c
2
£ R
10c? 72

[(‘71 - Wz X 532 - 3[2 : (‘71 - Wz X Z)]z])

Partiremos agora para o calculo da energia potencial entre uma esfera macica e uma particula
no centro quando a expansado se dd de forma constante por toda a esfera macica.

1.3.2 Calculo da Particula no Centro de Uma Esfera Macica Com R,
Constante

Para determinar a energia potencial entre uma esfera macica e uma particula no centro (Ver
Figura 1.21), precisamos fazer z = 0 na expressdo da energia potencial entre casca esférica e
particula no interior (1.44), ou seja, determinando a expressdo no caso em que a particula esta
no centro da casca esférica teremos:

M
Us =-Hym 2(1 ¢

221 (Vo - (W x B)) +3R3
R2 6C2 12 2 ) 2

Integrando ela até um certo raio R,, supondo que a esfera macica possui densidade volumé-
trica de massa uniforme, teremos:

_ sz é: _ > S \2 )
Ui = jl;—HgmlR—z(l — @{(Vu - (W2 X Ro)) + 3R2})

dM,

Up =-H m1(1 — i{ (‘712 - (Wz X +ﬁa))2 + 3R2})f
# 6¢2 2 B R2

Usando:
dM2 = 47TR§p2dR2

A integral ficara:

Ry

dM R
f_z = 471'p2 fdeRz = 47Tp2 [—2] = 27Tp2R%
B R B 2 |

Logo:

é‘: — > > \2 .
UlB = —Hgm127rp2R§(1 - @{ (V12 - (W2 X R,,)) + 3R§})

A expressdo de cima serd aquela usada para analisar a energia potencial que o universo gera
em uma particula no centro dele, para isso trocaremos p, — p,, R» = R, ¢ R; — RZ, por fim

colocaremos em evidéncia 3—5; e rearranjaremos alguns termos:

2nH 0, ER? (32 L,
UlB = _mlg—(

3 . 1 > > \2
302 ? - ER“ 3 (VIZ — (W2 x Ro)) )

37



Definiremos para facilitar a manipulacio:

@ - 2nH 0, £R2

3c?
Determinando:
3C2 3. 1,5 > 5 \2
UlB = —mld)(? — ERM — 5( 12 — (W2 X Ro)) ) (145)

Figura 1.21. Esfera Macica e Particula no centro.

Se a esfera maci¢a ndo expande e ndo tem rotacao entdo:

2
U]B = —ml(l)(% - %‘7122)

Que equivale ao resultado por Assis [3] na se¢do 17.6.5 para este caso. Ja quando a esfera

maciga rotaciona em torno de seu eixo:
2
U13 = —mld)(% — %‘_}122)

Tendo o mesmo resultado que do caso anterior, pois a parte da rotacdo s6 ndo anulard caso
a rotacao ocorra por um eixo que nao passa pelo centro da esfera macica, que é o mesmo que
dizer que o eixo nao passa pela particula ja que ela estd no centro da esfera macica.

O resultado diverge daquele obtido por Assis para esse caso pois ele centra a esfera macica
no referencial e razdo pela qual ele assim fez estd explicada na secdo 3.1.2. Assis centrou a
esfera na origem do referencial que estd analisando a particula, mas ao fazer isso ndo poderia
ter realizado a integracdo de 0 a R, sem abrir o intervalo de integra¢do usando as expressoes
correspondentes a cada intervalo.

O resultado final ndo retornaria as expressdes da mecanica cldssica. Além disso teriamos
expressdes que ndo seriam invariante por transformada de Galileu ao passarmos de um referen-
cial para outro pois teriamos, a cada mudanca de referencial, uma nova esfera centrada no outro
referencial para seguir seu modo de raciocinio utilizado.

Nao pretendemos nos estender aqui criticando suas escolhas pois a secdo 3.1.2 foi feita
justamente para isso. E por esse motivo passaremos ao caso da esfera macica expandindo
conforme a lei de Hubble.
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1.3.3 Calculo da Particula no Centro de Uma Esfera Macica Com R, Va-
riante

Dados experimentais indicam que a expansao do universo segue a Lei de Hubble-Lemaitre
[7], ou seja:
R2 = H0R2

Dessa forma R, ndo pode mais ser considerada independente do elemento de massa dM,.
Disso concluisse que, ao substituirmos a relagdo acima na expressao da energia potencial du-
rante a integracdo efetuada na subsecao passada teremos, para o caso de uma esfera macica e
particula no centro (Ver Figura 1.22 abaixo):

dM s > > \2 .
Uis f ~Hym —— 2 %{(Vlz—(szRo)) +3R§})

dM, & { fsz f szg})
=-H — - = (V}p - R, +3 | R
Ui gml(fl; R, 602 ( 12 (sz ()) . R B 5 R,

Ja sabemos que:

R>

dM. R:
f 2 = = 4np, f R>dR, = 4np, 2| = 27rp2R§
R, B 2 |,

Restando:

am 4nR2p,dR 1 1
f R f R s 12 f R2dR, = dnps H2~ R, = 270, H2 = R
g R B R, B 4 ’2

Logo:

)3
Uy = _Hgml(znszg 652{(\/12 — Wy x R,)) 2npsR3 + 27 H2 2R4})

A expressdo de cima serd aquela usada para analisar a energia potencial que o universo gera

em uma particula no centro dele, para isso trocaremos p, — p,, R, = R, e R% — R2, por fim

£

colocaremos em evidéncia o

== e rearranjaremos alguns termos:

2nH pufR2 3¢ 1
Ui —ml(_

— > — 3
2 2
302 £ 2 (T = O R) 4 HE5RC)

Lembrando de:

_ 2nHp LR,
B 3¢2
Temos:
3C 3 212 1 - - - 2
Uip = —(Dml(? - JHIR, - 5{(‘/12 — (W, xRO)) }) (1.46)

39



Figura 1.22. Esfera Maciga e Particula no centro.

Assim como no caso da expansao constante, se ignoramos a parte da expansido e compa-
rarmos com 0s casos trabalhos por Assis chegamos as mesmas semelhancas para o caso sem
rotacdo. Mas com rotagdo caimos no mesmo problema no qual a rotacdo precisa acontecer
fora do centro da particula para que o termo rotacional permaneca presente na equagdo. Uma
resposta pra essa divergéncia foi apresentada na se¢ao 3.1.2.
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Capitulo 2

Calculo da Forca Gravitacional de Weber

2.1 Circunferéncia/Particula

2.1.1 Comentarios Iniciais

Antes de tudo € necessario deixar claro que nessa secdo reutilizamos as mesmas letras que
foram usadas na secdo anterior para realizar definicdes tendo como fim o de simplificar as
expressoes e permitir uma resolucdo por partes. Como sdo se¢des distintas acreditamos que nao
¢ dificil evitar a confusdo entre as diferentes defini¢des. Dito isso, o leitor deve recorrer a essa
secdo sempre que houver uma ambiguidade.

A for¢a de weber gravitacional que uma particula 2 exerce sobre 1 pode ser escrita como:

A

.0 A oA
Fio  Hgmump& i, Fin Hgmimo& rpiaf,

—~ +
2 2 2 2 2
r, 2c r, c i

-
F21 = —Hgm1m2

Na qual H, € uma constante gravitacional, m; e m, sdo as massas das particulas 1 e 2
respectivamente, r, € a distancia entre elas, £ € um constante que terd futuramente o valor de
6, pois este € o valor necessdrio para deduzir a precessdo correta do periélio do merctirio, ¢ € a
velocidade da luz e i, € a derivada temporal da distancia entre as particulas também chamada de
velocidade radial relativa, #, € a derivada segunda temporal da distancia relativa das particulas,
também chamada de aceleracao radial relativa e 7, € um vetor unitdrio dado na dire¢do da linha
reta que une as particulas orientado para a particula 1 com origem em 2.

Como ¢é uma forga bastante extensa iremos definir trés fungdes vetoriais F 21N F 21y € F 1A

A

- 1a0)
Foiy = —Hgm1m27
A7)
.0 A
- Hgl’l’llmzf r12r12
Foiy = 0 5
c i,
2 Hamimy{ i,
Foia =~

2
£V

> Y > Y
Fo1 = Foin + Fory + Fois

c2

O termo F. 21y € semelhante a forca gravitacional newtoniana, e por esse motivo recebeu o
subindice N, o termo F »1v € diferenciada das demais em virtude de envolver apenas a velocidade
radial relativa entre os pontos materiais e por isso recebeu seu subindice V, o subindice A foi
usado para caracterizar a forca Foia pois ela € a inica que contém apenas a aceleracdo radial
relativa.
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Como jé foi argumentado nas secdes que envolvem o cdlculo da energia potencial, € interes-
sante executar o cdlculo da forga entre particula e circunferéncia quando a particula estd contida
em algum ponto da reta perpendicular ao plano da circunferéncia e que passa pelo centro dela
para obter posteriormente a interagdo entre uma casca esférica e uma particula.

Contendo esse objetivo em vista, a forca que cada parte da circunferéncia exerce sobre
a particula 1 é dada pelas equacdes acima com a simples substituicdo de m, por dm; e se
somarmos a contribui¢do que cada parte da circunferéncia exerce sobre a particula 1, ou seja,
recorremos ao processo de integracdo, teremos no final as seguintes expressoes para as forcas
entre a circunferéncia e a particula 1:

- ?12
FClN = f—HgmldeT
c "2
SN
ﬁ _ Hgmldmzf )iz
ave- 2¢? r
¢ 12
L B Hmidmy§€ riyi1571,
FClA - - ) P
C C r

12

Sabendo que para o caso assumido r; € 0 mesmo para todos os elementos de massa dm,,
definiremos seu valor como s, o retiraremos de todas as integrais e suporemos Hy, m;, £ € ¢ ndo
sendo funcdo de m;:

- Hgml n
Fey =-——> Frodm;
§ c

ﬁ = —Hgmlé: 7"2 P 2dﬂ12
cv = 1
2252 Jo
= _ Hgml‘f A
Feia = I Fiaf1dmy
ces C

As integrais remanescentes serdo denotadas conforme abaixo para facilitar a exposi¢ao dos
célculos:
1 1 = f r 12dm2
c

.2 A
12 :frlzrlzdmz
c
I folzrlzdmz
c

Fazendo com que:

- Hgml
Few =-—51, 2.1)
- H mlf
Fey = ﬁlz (2.2)
- H mlf
Fcia = _—i2s L (2.3)

Mas para resolvermos as integrais acima precisamos conhecer os termos 7y,, ¥, 0S quais
s@o dados por (Ver Apéndice B):

. - A

ra =Vip-rn

.. _ ‘7%2 r%Z A b d

Fip =———+7Fp-dp
rnp T2
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E para determinar seus valores precisamos conhecer obviamente v, e dj,. Definindo ¥,
como a velocidade da primeira particula e ¥, a velocidade da segunda particula, entdo os termos
anteriores respeitam as seguintes relagoes:

= = =
Vi =Vi—Wm
= _ = =
dip =4a; —dp

Como foi dito na introdugdo, para a forca ignoraremos todo e qualquer tipo de movimento
rotativo da circunferéncia, logo caso ela possua velocidade linear ‘72, aceleracao linear ffz jun-
tamente com uma componente de expansdo/contragao ‘—/)2exp = RyR, e se denotarmos V, e A,
para a velocidade e a aceleragdo da particula 1 respectivamente, entdo:

N
o=V
= . A
\72 = V2 + R2R2
—>
C_l)l = A1
N - . A
dy =Ay+RR,
Permitindo obter o fim desejado:
=2 _ = =
Vig =V — WV
= = o A
Vo =Vi—-Va—-RoRy
- - .o A
dn =A1—-A—RR,

Fazendo as seguintes defini¢des:

Vi-V, =Vp,
A —Ay, =Ap

Podemos reescrever V), € dj» de uma forma um pouco mais agradavel:
N — . A
Vio =V —RR,
N - e A
i =An—-RR

Restando apenas executar a substituicdo de tais relacdes em 7, € ¥5:

(Vi = RoRy) - F1p = Vig - Pia = Ro(Ry - 1)
jo= (Vs Rzzéz)r- (Via = RoRy)  (Via Pz = rRza% P s B Bk
12 12

12

Enquanto a velocidade radial relativa é razoavelmente simples, a aceleracdo radial ja ndo é
bem assim. Em virtude disso lembraremos de (R, - #15) = cos 3 e abriremos as expressoes para
que ao no momento em que ocorrer a substituicdo em [, e I3 sejamos rapidamente capazes de
simplificd-la. Os passos matematicos estardo explicitados abaixo:

‘_/)12 : ?12 — R2 COSﬁ
‘_/)122 - 2R2(k2 . ‘712) + R% ((‘712 . ?12)2 - 2R2 COSﬁ(‘_/)lg . ?12) + R% COSZﬁ)

I

12

Fip =
r2

+ Fip-Ap—Rycosp
V_122 2Ry(R; - Vi) N RS

V.. .7 : o A 52 2
(V12 . r12)2 + 2R2 COSﬁ(Vlz . 7’12) _ R2 COS ﬁ
ri2 Iz T2 T2 2 i
+  Pia- A — Rycosp
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Como em I, temos i, serd til realizar essa operagdo antes de substitui-la na integral:
%) 7 ~ : : 7 PRV 7 A NE 52 2
i, =\Viz-Fo—Rycosf| = (Via-#12)" = 2(Viz - F12)Ry cos B+ R; cos™ B
Substituindo os dois membros determinados acima nas integrais I, e I5:
2 5 s N2 T IRY: 52 2 pla
]2 = frlzrldeZz = f [(VIZ . }"12) — 2(V12 . r12)R2 COS,B + R2 COS ,3:|r12dmZ
c C

= f(‘_}lz . f’lz)zf’lzdmz — 2R2 COSﬁf(V)lz . f’lz)flzdmz + R% COSZﬁ f f‘lzdmz
C C C

Executando as seguintes defini¢des:

i = f(‘_/)lz : ?12)27’120'"12 (2.4)
c
I = f(‘_/)u - P12)Fradmy (2.5)
c
A expressao de I, se torna simplesmente:
I, = iy — 2R, cos Bi, + R; cos” Bl (2.6)
Quanto a I5:
VL 2R(R,-Vi) RE (Vi Fi)?
L = f"ﬁzf’]zdmz = f[i _ 2Ry Vi) + 2 - Wz o)
c clTn2 Iz Iz Iz

2R, cos (Vs - P1a) ~ R3 cos? B

r2 r2

V3 (. 2Ry [ a o R (. 1o .
= [l f Fradmy — e f(Rz - Vip)Fadmy + -2 f Frodmy — — f(Vlz : rlz)zi’lzdmz
s Jc c s Jc s Jc

A g '~ A
+rp- A12 - R2 COSﬂ]rldelz

S

2R,cosB (T o . . R2cos’B (. L
+ ff(VIZ'rIZ)rlzdmZ_ ZTfrIZdnh"'f(FIZ’AIZ)rIdeZ
c c c

- RzCOSﬁff‘lzdmz]
c

Reaproveitando as integrais definidas anteriormente e definido agora as seguintes integrais:

i3 = f(f”lz 'z‘flz)f’lzdmz (2.7)
C

iy = f(Rz : Vlz)f’lzdmz (2.8)
C

E possivel reescrever I3 de uma forma bastante amigdvel em comparagdo com o que tinha-
mos até o momento:

V2 2R R? 1 2R R? cos?
13 = j[} ——2i4+—211 ——il + ZCOSﬁiz— 2 IB
S S

I +i; — Rz COS,BI] (29)
N N
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2.1.2 Calculo de I;

Da subsec¢do 1.1.2 temos a equagdo 1.17:

F1o = cosa@Z + sinacosvi + sina sinvj

M
E como dm, = —dv, podemos prosseguir na resolucdo da integral de /;:
Vs

. A . . i M2
[1 — frlzdmz = f(COS @z + Sin @ COS VI + S1In & Sin V]) —2 dv
c c d

M2 ~ . A . A .
= —|cosaZ | dv+sinai | cosvdv +sinaj | sinvdy
2r C c c

Apés a retirada das fungdes dependentes apenas de a do interior da integral, ja que este
angulo € o mesmo para todo e qualquer elemento de massa, e observando os extremos de in-
tegracdo, os quais sdo 0 e 2, teremos que as duas ultimas integrais serdo nulas, concluindo
que:

M, M, .
I, = —Zcosa | dv=—Zcosa2nr = M,cosaz
2n c 2n

I, = M, cosaz (2.10)

Restando a integral de I, e I5.

2.1.3 Calculo de I,
Calculo de i,
Da subsec¢ado 1.1.2 temos que (1.19):

(Via - P12)% = cos? a(Vys - 22 + 2 cos a(Vys - 2)[sin @ cos v(Vi, - 1) + sina sin v(Vys - )]
+sin’ @ cos? v(Vys - D2 + 2 sincos (Vi - D) sina sinv(Vys - 1) + sin® a sin? v(Vy, - )2
Logo, substituindo na integral de i; (2.4):
i = f(cos2 a(Vlz -3)? + 2cosasin a(Vu - Z)[cos v(\712 -f) + sin v(\712 . j)]

c
+ sin®acos? v(‘712 1) + 2sin* a cos v(\712 -7) sin v(\712 . f)

. . d s A
+ sin’asin® v(Viy - ])z)rlzdmz

M ) A A . = A — A N
= COS2 a’(Vlz . Z)Z f rlzdn’lz + 2 cosasin CL’(V]Q : Z)[(V12 : l) f COS vrlzdmz
C c
54 N .22 A2 2 A
+ (Via-J) | sinvipdmy] +sin”a(Vy, - Q) cos” vipdmy
c c
T VU T A N ) < 2
+ 2sin“a(Vip - 1)(Via - j) | cosvsinvidmy + sin” a(Vy; - j) sin” viadm,
C c
Executando as seguintes defini¢des:

F1 :fCOSVf‘lgdmz (211)
c
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F) = fc sin viodm, (2.12)

F3 = Ccos2 Viadmy (2.13)

F, = Lcosvsin Vidmy (2.14)

Fs = f sin v y,dmy (2.15)
C

E possivel simplificar a expressdo anterior:

B = COS2 a(\712 . 2)211 + 2 cos a sin CL’(‘_}lz : 2)[(‘712 . ;)Fl + (‘_/)12 . })Fg]
+ SiIl2 a(\712 . ?)2F3 +2 Sil’l2 CZ(‘_/)lz . ’l\)(‘_/)]g . _})F4 + Sil’l2 CY(‘_/)lz . j)2F5

Decidimos expor os célculo dos F; no apéndice C para diminuir a quantidade de calculos
do texto principal, melhorando a compreensao e leitura dos leitores. Aconselhamos que esse
apéndice seja lido no final da leitura completa do texto principal ou numa segunda leitura.

Usando o que foi demonstrado no apéndice C:

- — = A M A
iy =cos>a(Viy-2)*M,cosat +2cosasina(Vy - 3)[(Vy, - 072 sin al
= A M A = A, M = A = AR
+ (Vi j)72 sinej] + sin® a(V), - i)272 cosaz + 2sin’ a(Vy, - H(Vy, - )0
= A M
+ sina(Vy, - ]')272 cos aZ
Simplificando:
. 3 = A2 N ) M2 > A = N > N
i1, =cos’a(Viy-2) "M,z + 2cosasin aT(Vlz DIV -Di+ (Via - )Jl
My [ 5 4 o oA
+ cosasin’ a/722 Vi 2+ (Via - J)?
Sabendo que:
Vo=V i+ V- Dj+ Via-2)2Z
E possivel concluir que:
Vio— (Vip- 22 = (Vip - i+ (Via - D]

Assim como:
Vh =W P+ (Vip- >+ (Vip - 2

V2~ (Via 22 = (Vi - > + (Via - J)?
Substituindo tais identidades:
— . M — ~ — — AN A
ii = cos> a(Via - 2> M2 + 2 cos a sin® aTZ(v12 D[V = (Vig - 23]

. M2 — —
+ cosasin® a2 Vi — (Vs - 2)?
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Basta entdo usar sina@ = 1 — cos? a, simplificar o méximo possivel e inverter a ordem do
produto escalar entre os vetores para obter uma expressdo no molde apresentado no livro de
Assis:

Y M. Y - _
i =cos’a(?- V12)2M22 +2cosa(l —cos® a)72(2 Vi)lVie = (Z- V)2l

+ cosa(l — cos® a) 5 [Vlzz (2-‘712)2]

= cos’ aMa(Z - Vi2)2 + (cos aM, — cos® aM)[(2 - Vi) Via — (2 - Vin)*2]

M M
+ (cos 072 - cos’ 0/72)[ 2= (- Vi2) Z]

3 A T \2A A TN A T \2A

= cos’ aMy(Z-Vi2)Z+cosaMy(Z - Vip)Vip —cosaM,(Z- Via)Z
A 2 = A 2 A
cos’ aMz(z Vio)Via + cos® aMs (3 - Vi2)?2

M M -
cos a2 5 22— cosa—(z V12)% — cos® a—= 5 V12z+cos3 0172(2~V12)22

+

- 1 =9

= cos’ onz[(ﬁ V2= G- Vi)V + (G- Vi)’ - EV Z+ (Z Vi2) Z]
= = 1 =

+ cos aMz[(z Vi)WV — G- Vi) + 2V1222 - —(Z Vin)? ]

5 i — — 1 —
= cos’ a/Mz[E(%- V)2 — (- Vi)Vip - §V1222]
N — — 1 30 A 3 ~ — 2A
+ Cos QMQ[(Z “Vi))Vip + EVIZZ - E(Z Vi) Z]

Ou seja:
. 3 5. 0 2 s 0D lon
i} = cos CL’MQ[E(Z‘ Vi) 2= (@G- Vi)V — EVuZ]

15 _
+ COS CYMQ[(Z V12)V12 + 2V12Z _(2 . V12)22] (216)

Calculo de i,

Lembrando da equacao da integral de i, obtida até o momento (2.5):
Ih = f(‘—/)IZ - P12)Fadmy
c
Somando ao conhecimento da sec¢do 1.1.2 (1.18):
‘712 - 12 = COS a(‘712 -Z) + sin @ cos v(\712 -7) + sina sin v(\712 . ]‘)
Temos:

i = f [cos a/(\712 -Z) + sina cos v(\712 -1) + sin a sin v(‘712 - D|P12dms
c
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xd A A . 2 A A . 2 e . A
=cosa(Viz-2) f Flodmy + sina(Vyy - 1) f cos virpdmy + sina(Vy; - j) f sin vi.dms
C C C

—

= COS CZ(V)lz . 2)1] + sin a/(V12 . ;)Fl + sin cx(\712 . j)Fz
= A N . = A MZ . ) . =, A M2 . )
=cosa(Vip - 2)M;,cosaz + sina(Vy, - 1)7 sinai + sina(Vy, - ])7 sin @ j
= A 2 = ~ ,:1 ) = I ’:1 -2
= (V12 . Z)Z cos“aM, + (V12 . l)lE sin“ aM, + (V12 . _])]5 sin” aM,
— 1 — AA — A A
= (V12 - 2)2cos* aM, + 3 sin® aMs|(Via - )i+ (Vi - J)J

Usando:
Vi )i+ V- j=Vio=(Vi2-2)2

Assim como:
sina =1 - cos®a

A integral pode ser melhorada:
— 1 — —
iz = (V12 . 2)2 COS2 Q’Mz + 5(1 — COS2 Q)Mz[vlz - (V12 : 2)2]
— AN A 2 1 — — AN A 1 2 — — AN A
= (Vip - 2)Zcos” aM, + EMz[Vlz -Viz- Z)Z] - 5 cos Ole[Vlz -(Viz- Z)Z]

— 1 — 1 — 1 - 1 =
= (V]2 . 2)2 COS2 CIMZ + §V12M2 - E(Vlz . 2)2M2 - EV]Z COS2 CYMQ + E(V]z . 2)2 COS2 CZMQ

(V A)A[3 cos> aM 1M]+‘7 [IM 1cos2 M]
= . — aM, — = M, — - a
12 " 2)Z 5 2 ) 2 12 5 2 5 2
Ou ainda:
. = AN A 3 2 1 = 1 1 2
1 = (V12 : Z)Z[E cos“aM, — EMZ] + Vlz[EMz - E COS Q’Mg] (217)

Resultado Final de 7,

Lembrando da integral de I, (eq 2.6):
I, = iy — 2R, cos Bi, + R3 cos” Bl
Disso segue que, usando (2.16, 2.17 e 2.10):

5 N - ~ ~ — — 1 — A
L, = cos’ aMZ[E(Z V)2 =G Vig)Vip - 5 1221]

— — 1. 3 —
+ COS CYMQ[(2 . V]z)V]z + §V1222 - 5(2 : V12)22]
. = AN A 3 2 1 — 1 1 2
— 2R2 COS,B (V12 . Z)Z[E COS CL’MZ - EMZ] + VIZ[EMZ — E COS a’Mg]

+ R cos® BM, cos a2
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Rearranjando para futuras integracdes:

12:

5 ~ — ~ N — — 1 =5 .
E(Z Vi)’ - E- Vi)Vip — EV%ZZ] cos’ aM,

— — 1. 3 —
+ [(2 . V12)V12 + 5 1222 - 5(2 . V12)22] COS aM2

o — 3 1 — 1 1
— 2R2[(V12 . 2)2[5 cosf cos’ aM, — 5 cos,BMz] + VIZ[E cos M, — 2 cosf cos’ a/MZH
+ R3cos® BM, cos a3

Restando somente o calculo de /3 que serd obtidos nas subsecdes seguintes.

2.1.4 Calculo de 15

Lembrando de I3, ou seja, da equagdo 2.9:

V2 2R R? 1 2R, cos R2 cos? .
L= =21 — 2220, ¢ 221 — —i) + =2 ’Biz— 2 '811+i3—R2cosﬁ1,
N N N S S S

Percebemos que apenas i3 € iy precisam ser calculadas.

Calculo de i;

Dos comentarios iniciais (2.7):
. A g A
i3 = | (P12 Ap)F1odmy
c

P1o = cosaZ + sina cosvi + sina sinvj

Calculando o termo contido na integral de i5:

A d A . o) . . 2 e

P12 - Ay = (cosaZ+sinacosvi+sinasinvj)- A,

A red N e . s g . . ~ g

P1p-Ajp =cosa(Z-App) +sinacosv(i-App) +sinasinv(j-Aj)
A integral entdo se resume a:

iz = f(cos a(Z- fﬁz) + sina cos v(i - Xlg) + sin a sin v(j . Xlz))f”udmz
c

A P N . A 2 A . A P . A
= COS CY(Z . A]z) f F1odm, + sin CL’(l . A12) f COS Vi1odmy, + sin CZ(_] . A]z) f sin vi,dm,
C C C

=cosa(?- Al +sina( - App)F) + sina(] - App)Fa

Usando os valores de F'; e F, calculados no apéndice C:
. A 7 A . A P M2 . A . A M2 . A
iz =cosa(Z -Ap)M,cosaZ + sina(i - AIZ)T sin i + sin a(j -AIZ)T sinaj
2 A 2 \A .2 M2 N, A P A
= COS aMz(Z . A]z)Z + Sin 0’7 (l . A]z)l + (] . A]z)_]
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Usando:
Ap=Ap-Di+An-)Dj+An-2)zZ
Ap—(A-22=An-Di+@n- )]
Podemos simplificar:
. 2 A P A ) M2 - - ROR
i3 = cos” aM,(Z - Ap)Z + sin a7 Apn—(Apn-2)z
Basta agora usar:
sina = 1 - cos®a
. 2 A P A 2 M2 - - ROR
iz = cos” aM,(Z- A1)z + (1 —cos a/)?[Alz - (A -z)z]
= COS2 a'MQ(f . A12)2 + TZI:A]Z — (A12 . 2)2] - COS2 C¥72[A]2 - (A]z : 2)2]
- MyT - - M>T > =
— cos? aMs(2 - A1) + 72[A12 ~ (A z)z] _ cos? af[Alz — (A 2)2]

1 - - 3 - 1 -
[A12 - (2 . Alz)z]Mz + [5(2 . A12)2 - 5A12:| 0082 aMz

Por fim: :
(2.18)

iy = E[Xlz ~ - Xlg)z]Mz + B(z - Ap)i - %fﬂz] cos” M,
Calculo de i,

Da definic¢ao de iy (2.8):
iy = fc(kz - Vio)P1admy

E primeiramente preciso peirceber que, se definirmos # como o angulo entre R, e %, e lem-
brando que S € o angulo entre R; e 75:

R, = cos 0Z + cos B, = cos 07 + cos,B[ cosaZ + sinacosvi + sina sinvj

= (cos 6 + cos Bcos @)2 + cos Bsin @ cos Vi + cos Bsina sin v

Figura 2.1: Angulo 6.
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Da Figura 2.1 acima € possivel perceber que o angulo 6 é o mesmo para todo elemento de
massa dm,, portanto podemos retird-lo da integral. Disso segue que:

. A . A . . A =N
iy = f [(cos 6 + cos S cos @)Z + cos Bsin @ cos Vi + cos B sin a sin V]] - ViaFradmy
c

. 2] d A
= (cosf+cosBcosa)(Z- \712) f P1odmy + cosBsina(i- Vi) f CoSs Vitrdm,
C C

+ cosfsin a(}' . \712) f sin viripdmy = (cos 6 + cosBcos a)(Z - \712)11
c

+ cosfsin cx(? . \712)F1 + cosBsin a/(j . Vu)Fz
iy = (cosf@ + cosfBcosa)z- \712)M2 cos az
+cosBsina(i - ‘712)% sin i + cos Bsin a(] - Vu)% sina
= (5 - V2)3(cos O cos aM, + cos Bcos® aM,)
+(G - ‘7)12)?% cospf sin aM, + (]A' . \712)}% cospf sin® aM,
=(zZ- \712)2(cos 6@ cosaM, + cos 3 cos® aM,)
+(‘712 —-(Z- ‘712)2)% cosf sin® aM,
=(zZ- \712)2(005 6 cosaM, + cos 8 cos® aM,)

— 1 = 1
+V12§ cosf sin” aM, — (Z- V12)2§ cosf sin® aM,
. 1 .
= (2 Vip)Z(cosbcosaM, + cosf cos® aM, — 3 cos8 sin® M)
|
+V12§ cospf sin® aM,
5 1
= (Z- Vip)Z(cos@cosaM, + cosf cos’ aM, — 3 cosB(1 — cos® @)M,)
|
+V12§ cosB(1 — cos’ a)M,
s ) 1 1 )
= (Z- Vip)Z(cos 8 cos aM; + cos Bcos” aM, — > cos M, + > cos 5 cos” aM,)
| 1 )
+V12(§ cos M, — 3 cos B cos” aM,)
f O 1 3 2
=(Z-Vip)z(cosbBcosaM, — 3 cos BM, + 3 cosBcos” aM,)

o1 1
+V12(§ cos M, — 3 cosf cos’ aM,)

Ou seja:
. A T oaa 1 3 5
iy = (2 Vip)Z(cos B cosaM, — 3 cos M, + 3 cosBcos” aM,)
| 1 5
+ VIZ(E cos M, — 3 cos B cos” aM,) (2.19)
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Resultado Final de /5
Da definicao de 15 (2.9)

V2 2R R? 1 2R R2 cos?
13 = lll ——2i4+—211 ——il + ZCOSIBiz— 2 ﬁ
S N S h) N S

Substituindo os resultados as integrais dos i, (2.16,2.17,2.18, 2.19 e 2.10):

I +1i; —Rz COSﬁI]

‘_/)122 ~ 2R2 ~ — ~ 1 3 2
Iy = —=M,cosaZ— —|(Z- Vi2)Z(cos@cosaM, — 2 cos M, + 2 cos B cos” aM,)
s S
52

S 1 1 ) R; 115, 5 L.
+ VIZ(E cos M, — 3 cospcos”aMy)| + —M,cosaZ — — [E(Z. Vi2)*2
s s

- — 1 — — — 1 - 3 —
- (2 . Vlz)Vlz - EVIZZQ] COS3 aM2 + [(2 . Vlz)Vlz + §V1222 - 5(2 . Vlz)zf] COS CL’MZ]

2RycosB[ 5 I3 1 S (1 1,
——| (V2 'Z)Z[— cos” aM, — —Mz] + Vlz[—Mz — —cos a/Mg]
K 2 2 2 2
R2cos’ 17 » S 30, 1>
— ZTMQ COS 02 + §|:A12 — (2 . A]z)z]Mz + [5(2 . A]z)z — §A12:| COS2 CYMZ
— R, cosBM, cos a?

2.1.5 Resultado Final

Serd entdo suficiente substituir os resultados acima na expressdo da forga apresentada abaixo,
porém como o objetivo principal desse trabalho estd centrado na expressdo da forca entre esfera
macica e particula, ndo iremos efetuar esse ato.

- - - -
Fei=Fcin+Feiv+ Feia

— H ml
Foiy = ——5—1

CIN — — D) 1

h)

- _ Hgmlfl
- Hgmlf
FCIA = - B 13

c-S

Partiremos ao célculo da forga entre casca esférica e particula.

2.2 Casca Esférica/Particula

2.2.1 Comentarios Iniciais

Reproduzindo as suposi¢des e agdes do cédlculo da energia potencial gravitacional entre
casca esférica e particula teremos:

FSIN = —Hgmlli

— Hgmlé: "
- Hm & |
Fsia = —gc—213
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No qual:

§2
, 5 15, cos® a
Iz [2(2 Vlz) 2-(@Z- V12)V12 - EVuz] g dm,
1. o= A cos @
+ [(Z Via)Vis + 2V122 (Z-V12)2Z]f dM,
s
oo 3 [ cosBcos’a cos
_ 2R2[(V12'2)2[— f COSPCOS @y, - L f Lam
s s 2 Jg s?
. ‘712[ fcosﬁ Mz_lfcosﬁcoszadMZ] +R§2fcoszﬁcosadM2
2 Ky 52 2 S 52 S 52
, 5, . [ cosa cosfcosa cosf
I, =Vi2 —dM, — 2R,| (2 - Vi2)z (—sz - = —dM,
S 2 s S
3 1
N Ej‘cosﬁcos adM2)+V12( fcosBsz_ _fcosﬁczos asz)]
S S 2 S S
. cos | cos®
+ R%ﬁf dM, - “ @ V)2 - Vi)V - Evlzz]f dM,
S s
P 1., . A Ccos «
b [PV 3 7Re- 36 ] [ 5 am,
2 2 s S
N . 3 2 1
+ 2R, (Vlz'ﬁ)ﬁ[—fde __fcosﬁsz]
2 S S2 2 S S2
s Vlz[lfcoiﬁsz_lfcosﬁcoszasz] _Rngcoszﬁcosasz
2 s S 2 s S2 s S2

17> A P A am 3 A D A 1. COSZQ’
+ E[Alz—(Z'Alz)Z] f —2+[—(z-A12>z—— 12] f dM,
Ky S 2 2 s

COS O COS
_ By f cosBeosa
S R)

Observando a se¢do 1.2.1:

.2 2
M
P3=fsm aszzf Z—ICOS CiM, = P, - P,
s S s S S N

P, :‘fcosa/cosﬁsz
S S

2
COos

P5 = f ﬁsz
s S

E definido agora as seguintes integrais:




3
COS™ «ov
P, = f M,
S

52

2
P = fcosﬁsczos asz
s

P9 = fCOSﬁdMQ
S

52

P :fcosz,ﬁ’cososz2
s

52

cosdcos
P”:f—Zsz
S S

cos 3 cos a
P, = f ﬁ—sz
S S
Podemos determinar que:
]{ = 2P6

5 ~ — ~ N — — 1 — ~ N — — 1 — N 3 A — N
L = [5@ V- G Vi)V — Evfzz]l% n [(z- ViV + 5Pz - 52 vlz)zz]Pﬁ

e 31 L1 o
- 2R2[(V12 . Z)Z[EPS - §P9] + V12[§P9 - EPS] + R32P1o

SV . A S oa 1 3 > 1 1
I, =VHiPg - 2R2[(Z' Vi2)ZP1y — §P9 + EPS) + V12(§P9 - EPs)]
I 5 ~ 2 A = 1 2 A
+ R22P6 - [E(Z Vi) 2 =@ Vi2)Via — EVIZZ]P7
.~ 2 = 1 0 A 3 A T \2A
+ [(Z “Vi)Vip + EVIZZ - E(Z Viz) Z]PG

s 3 1 5 [1 1 o

+ 2R2[(V12 : Z)Z[EPg - §P9:| + V12[§P9 - §P8:|] - R%ZPM)
1 - A - A 3 A - A 1 - TN

+ E[Au —(Z- A12)Z]P1 + [E(Z'AIZ)Z - EAlz]Pz — RyZPy

2.2.2 Calculo da Particula no Interior de Uma Casca Esférica

Para o caso da particula no interior (Ver Figura 2.2) as integrais de I’; serdo, substituindo
seus valores correspondentes encontrados no Apéndice A, iguais a:

I,=0

I [ 3. M, 1. M, L [1. M, 1. M,
I, = =2R,|(V -”[———————]Jrv[———————]

My 1=My 3-Ms o 1M 1-Ms
3R 2R 23R P2 RO23R
3-M, 1-My] o [1-M, 1-M,

S M) g 1M1y

23R2 2 R 2R 23R

L = _2R2[(2' ‘712)2(—
2

+ 2R2[(\712 : 2)2[

SRS 0 L I R ) L L
B 12 < 12)Z R2 21 12)Z ) 12 3R2 ZZ3 R%Z
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Simplificando:

Iy = 0
g =py
I = -2k, - M2 (5-Vip)? Mrp | -2Map v LM 0
L= - —_—— Z . Z —_—— —_——_— —_—
3i 2 3R 12 3R 12 3R 2Vt 3p-An
E possivel simplificar ainda mais L
2M, .. o 1M, > 1M, .
L= ——=RZ Vio)i+ -—Apn+ -—R7
W3R 22 V)2 3R, T3 R 27

Lembrando que:

- _ - _
Fgi1 =Fgiy+ Fsiy + Fgia

N
_ ’
FS]N = —Hgmlll

SIVE 53 14
= H 1{,‘:
Fsia=- gcz I

A for¢a no interior da casca esférica sera:

L Humé2M, . .  Hmé&[2M, . . 1M,
Fo =S _2""2° - R V)i ——Ap, +
1T e g T Ta 3R 28 Vi) + 3 R,

= —Q{Au + 222 Viz = Voo 4+ —22}
R2 RZ

3R2€2

>Pamcula

Figura 2.2: Casca Esférica e Particula no interior.

Fazendo a expansao ser nula:

— _Hg§m1M2 -

S1 = 12
3R2C2
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Que estd condizente com a expressdo oferecida e encontrada por Assis em seu livro [3] no
Apéndice B quando a casca ndo possui movimentos rotativos. Que é o caso assumido acima,
pois foi o que assumimos antes de realizarmos os cdlculos da forca. O leitor pode recorrer ao
calculo deste caso mais geral relembrando os métodos usados na secio do cdlculo da energia
potencial weberiana pois 14 estd possibilidade ndo foi desconsiderada.

2.2.3 Calculo da Particula no Exterior de Uma Casca Esférica

Para o caso da particula no exterior (Ver Figura 2.3) as integrais de I, serdo, substituindo
seus valores correspondentes encontrados no Apéndice A, iguais a:

M,
14 — 2
Ile_ZZ_Z

5 A 17 A A O = 1—) M 2
L, = [E(Z Vi)t Vi))Vip - 2V122] 242 [Z — gRg]

15 M, M 1
~Vi2- —(Z Vi2) Z]— + R32 2 [12 + _Ri]

+ |G- Vi)V +
[(Z 12)Vi2 7 4R§ZZ

I, V]zzz 2R2[(Z Vlz)ZZR 3[—2 +§R2H+R2ZZ_2 R3Z R [z +—R2]

5 0 45 o o o 15 M 2
- “5(2 Vi)t = G- Vi)V — ZVIZZ] 2[2 - _Rg]
15 M
—Vlzzf (Z Vlz)zﬁ 2]

+ [(2 Vi)Vis + >

1 - - M 1 - _R
+ E[Alz—(ﬁ'Alz)f]YzﬁL[ z- Alz)Z— 21412]3 [3Z —ZRZ] szijz
Simplificando:
, M,
Ile - Z_ZZ
5 M, M2 M, M22 1o, (M, M2
=S T ) 3 Lt 2
Se 2(Z 12) 3 Z-Vio)Via 2 i3 7 Vit 2 a3k
M, 1—»2 ,\Mz 3 2,\M2 2a M2 [2 1 2]
+ Vi)V + =V 1% — +R + =R
@ Vi)V + 5Vl = 5@ V)i 2Z4R§2 z+ 3R
L M, M, MR, M, M, M,
I, =Vhi=l—2R|¢-V [——+—] e
> 12t 2[(Z i 2Rz 62 ] 2 4R 122
5 g M2 M2 M, M2 1o My M2
e {2 ] - 2] L 2
L > M 15, M M
+ (2'V12)V12—22+—V122—2——(Z V12)22—2]
z 2 z2
1. R 1o (M2 2R2M. . RyM
ALY ) R oY e (z A= S An|| = - =3 2|+ B2
2 373 372
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Continuando:

5My, SM, 3M2] [M2 oMy , M,
e ey e PRV ey 2
272 342 272 O 2 3A 2
1o, [My, 2M M M R?

2A[_2 2R2 2] T 2[1+_2]

- 2V
7 '12% 2 374 4R; 372

L, =@ ‘712)22[

M, MQRQ] 'ZA[lle Mz]
2

I =R V [—— - —
3e 2 (2 V)2 Roz 33 < 1222 4R§

5My 5M, , 3M, My, 2M,, M,
- 1% [————R - = ] Vi)V [ - =
[(Z 12)2 2 34 2 22 Z-Via)Via 3Z4 2 o)
15, M, M2 M, M, 5> M, s M
- EszZ[Z—z - —4§R§ 2T ZZ_Z] + AT - @A)
3M, RMy| M2 RSM>1 .. R\M,
(¢ A2 2z 2 | 27 373 232 ¢
Por fim:
M. 5M, 2M,
’ 22 2 2
L, = Vo F - SR+ G VoVl T2
My 1 .. M, R;
" V”Z[3 ik ] +R; 41'32[1 " 3z2]
M, MR, 11M, M, . o uJlM2 SM, ,
I, =RV [—— ] —|-l¢-V [———R]
3e 22 Vi)Z Rz 37 [ 22 iR [(z 12)2 e
Lo [2M, 1oy [ My 2M; M, RM,
L eV V[ Rz] 2 [2 R]+ A [—— ]
- Vi)V 37 2Ved2Z T34 (Z-Ap)Z . 7
RM, R:M
Y 2 2412
+ +R
[ 37 ] 2732 ¢

Lembrando que:

Y Y Y Y
Fgi = Fgiy+ Fsiv+ Fsia
_
FSlN = —Hgmlli

- Hgm1§ ,
Fsiv = e I
— Hgm]é‘: ,
s1A= "3 I
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Entdo a for¢a no exterior da casca sera:

ﬁm —Hym, AZ/I2 + émzlf{(z- ‘712)22[% - 53% ] (z- Vlg)Vlz[éﬂi RZ]
G e R”ﬁi[l ' %]} Hcmlf{Rz(z vlz)z[% - 222
¥ Rgz[%ﬁjj - ﬁé] [(z vlz)”[% - %Rﬁ]
] e B
- afg
Basta organizar e colocar em evidéncia alguns termos:
F = —@{z - E e 1 - SR+ Vv )
e B L R e
e v ] v
;V)lzz[z 322R2] +(Z- 14—)12)2[1 - Ig] + A—)IZI:I?%] + Rz%f}}

De tal forma que:

> Hmle R 1 A 2 N 5 2
Fo, = _gZ—z{Z + C—i{ - E(Z- V12)22[1 - ﬁRZ] (- V12)V12[ Rz]

I, [ 1 1 2 1 R
- 2V122[3 ZRZ] RZA[Z— + —] + Rz(Z Vlz)Z[— - —2]

22t 4RZ 12 3z

1 2 5 2
+ R¥|l— - = V 1——R]— 1% V[ R2]

[12 4R2] (Z- Vi) z[ 32 & Vi)Vi 32
1., 2 Rl L [R . R

+ =V [2 R2]+ A [ ——]+A [—2]+R—A}

> 12< 32 (Z-An)iz p 12 37 2 3 <

Continuando:

3.2
11 2 1 72 11
12 4R2 24R2 212

, Hom M, (. 3 5 2
Fg, = —%{Z + g{ — E(Z- Vi2)*2 [1 - —Rz] =(Z- V12)V12[ Rz]

2 A R% 5 a1 s <
S v [Z2 —2] +R2(z-V12)Z[IT -

Rz]
2

— |+

3z
N R% N R2 . Ry

+ (Z -Alz)Z[Z - —] + A [ ] + RZ_Z}

Z 3z 3
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E possivel melhorar ainda mais:

— H m1M2 é‘: 3 — — 5R§ — — R%
F :—g—A+—{——A-V 24 G V)22 — (- Vi) V2
s1 Z2 {Z = 2(Z 12)° 2+ (& Vi) 52 @ Vi)V 2
1 =9 . 7 322
- V42 +V + RV ——R 1% +R2A———
) nZt+Ra(Z- 12)Z 22 12)Z 223 8R§]

RS R2 R, .
+ (G-Apiz-G- AlZ)Z_ +A12[3Z] + Rz?z}

Pois dai:

— Hmle é: — 3 — - 7 .

By =712 [1+—(V2——A-V 2, 2-A +—R2)]A
s1 2 { ol 2(2 12)” +(Z-Ap) R |c
|

R,
2V LI+ (Z Vi) - (- Alz)Z}

+ Ap — Vi)V
2 Z2{3 12— @ Vi)Vip -

f[ ( Z Rg) 3R2 R R2R2 ,\]
+ RV — - =) - +—
2(Z-Vi)Z R 3 S Z 3 2

/\> Particula

Figura 2.3: Casca Esférica e Particula no exterior.

Se desprezarmos os termos expansivos:

N H,m M — 3 = e
FS] :—M 1+£ V122——(2-V12)2+(Z_)'A12) 2
2 02 2

<

1

R2 — ~ 5 N — A - - N
£ 5 V2 + ¢ Vi)t — (@3- AIZ)Z}

g {31412 — (¢ Vi)Vip -

Retornando o mesmo resultado que aquele dado por Assis no caso da casca esférica sem
rotacao.
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2.3 Esfera Macica/Particula

2.3.1 Calculo da Particula no Centro de Uma Esfera Macica Com R,
Constante

No centro de uma esfera macica (Ver Figura 2.4) todas as divisdes da esfera macica em
casca esféricas terd como tnico resultado casca esférica e particula no interior, mas agora com
a particula exatamente no centro, portanto, fazendo z = 0 na forga entre casca esfera e particula
no interior, trocando M, por dM, e integrando durante todo o intervalo correspondente a esfera

macica:
— H é:m]sz - RZ —
Fp = - A, - —V
Bl fB 3R 12 R 12
_ Hé:ml - dMZ R sz
Fp = -— A 2 RV f_
Bl 3c2{12£ R, 2123R§
Lembrando:
dM2 = 47TR%p2dR2
Entao: 2
dM 4nR R
f—22 = f# = 47Tp2de2 :47Tp2R2
B R2 B R2 B
E usando: M
2 2
— =2n1p,R
fB R, 2
Concluimos:
v K TP2R; — RoVis4npaR,
- 27TH pZé‘:Rz - Rz =
Py = —20e28lG o Ry
Bl 32 mpy A R, 12

Sabendo que pretendemos usar a expressao para calcular a for¢a inercial:

N 2nHp6R2 [ R, »
Fp = ——5""miA, - 217‘/12

3¢? B

Da definicao:
. 2nH 0, ER2

3¢?

- - Ru —
Fp = _q)ml{Alz - 2R—V12}

u
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Figura 2.4: Esfera Macica e Particula no centro.
Novamente, desprezando a parte de expansao:
Fp = -0mAp

Sendo precisamente igual a expressdo da se¢do 17.6.1 de [3] para a forca no centro de uma
esfera macica sem rotacgao.

2.3.2 Cilculo da Particula no Centro de Uma Esfera Macica Com R, Va-
riante

No centro de uma esfera macica (Ver Figura 2.5) todas as divisdes da esfera macica em

casca esféricas terd como unico resultado casca esférica e particula no interior, mas agora com

a particula exatamente no centro, portanto, fazendo z = 0 na forca entre casca esfera e particula
no interior, trocando M, por dM, e integrando durante todo o intervalo correspondente a esfera

macica:
fml - dM - R
(AL —= -V —isz
3¢ B R2 B R2

Como a expansdo segue a lei de Hubble-Lemaitre:

P = -

R2 = H0R2

Logo:

- Hfml > dM2 = fdMg
Fpo=—"22 (A, | ==-HV, | —
o 3¢ ( 12j; Ry s R

H é‘:ml d il
ﬁBl = — ;CZ (A12271p2R§ - H0V1227rp2R§)
N 2rH p2§R2 N i
Fp = _—égcz 2Wll Ap—H,Vi

Fp = —(Dml(fflz - Ho‘_}u)
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Figura 2.5: Casca Esférica e Particula no centro.

Novamente, se ignorarmos a parcela correlacionado com a expansao, ou seja, H,, teremos
o mesmo resultado que Assis chegou para a for¢a no centro de uma esfera macica que ndo
rotaciona.

2.3.3 Cilculo da Particula no Exterior de Uma Esfera Macica Com R,
Constante

No exterior de uma esfera maciga (Ver Figura 2.6) todas as divisdes da esfera em cascas terd
como resultado tnico casca esférica particula no exterior, logo usando a forca entre casca esfera
e particula no exterior, trocando M, por dM, e integrando durante todo o intervalo correspon-
dente a esfera macica:

N Hmlsz — 3 . B3 502 7. A
Fp = fB—g—2{[1 + %(sz - E(Z Vi) + (2 Ap) + gRg)]Z

<
ERYz 1.
+ = 2{ Ap = (¢ Vi)V - V 2+ (Z V)2 - (2 Alz)Z}
c* 2 3 2
3R32 5 Rsz A]
SR2 3 ¢

< R,

+ £ [Rz(z V12)Z(R—2 - 3_Z) -

— H ml — 3 ~ = N nd 7 . A
Fgp =- g2 {[1 + f—z(vlzz - E(Z Vi) + @ Ap) + gRg)]Zfsz

<

1 1
+ izz{?)A]z—(Z Vi))Vis — 2V 2+ = (z V)2 - (2 Alz)z}ngsz

& [ s B A( fsz 1 f ) 3R2Z n f adm, RzAf ]
+ S|R(Z-V —— == | RdM,] - + R,dM.
2 22 Vin)|z . R, 37Js 20 M 3 2z s R 3 20 M

Lembrando das integrais ja resolvidas nas seg¢des anteriores:
f dM, 3 M,
B R 2R
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fdM2 _ M
s B OR
3
f R3dM, = ZM,R;
B 5

3
fdeMz = —-M>R,
B 4

Entao:
_ Hm1 f = 3 aA S5 2 7. ~
Fp =- ; {[1 + E(Vlzz - E(Z Vi) + @ Ap) + gR%)]ZMz
gl{A—( Vi)V 1v +( V)—(A)}3MR2
22\3 2—@& Vi)V — > 2Z 2 V1) Z— (T An)z 5 2
+ R 1% —— — —-M)R, | - 3— —2z—-M)R
2(Z IZ)ZZZRZ 3.4 2\ 8 Z 324 21\

Disso segue que:

Hm1M2 — 3 ~ = S5 P 7 - A
i =B £(7 S0 o )

§R2 Z —) 3 3 ES A 3 . B3 N 3 S5 0P A

T3 2 {5 12— E(Z Vio)Via — 10V122Z + E(Z A g(z : Alz)z}
3 [ ( Rz) OR3Z* . RyR, A]

+ Ry(Z- Vlz)Z R, 4z 8R§ Z+ 1 Z

F> Particula

Figura 2.6: Esfera Macica e Particula no exterior.

Anulando as parcelas expansivas:

N H,m M. — 3 ~ o > P IS
Fp = —%{[1 + g(vfz - E(Z- Vi) + (Z'A12))]Z

f R { 3 3 A~ — 2A 3 > 2 ,\}
— 2@ Vi)V - —=V22+ =2V -—(Z-A
22|50 (Z 12)Vi2 = 10 22 2(Z 12)2 5(Z 12)Z
Assis nao chegou a calcular tal for¢a, impossibilitando uma comparagdo, sendo por esse
motivo um resultado original de nosso trabalho.
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2.3.4 Cilculo da Particula no Exterior de Uma Esfera Macica Com R,
Variante

No exterior de uma esfera maciga (Ver Figura 2.7) todas as divisdes da esfera em cascas terd
como resultado unico casca esférica particula no exterior, logo usando a for¢a entre casca esfera

e particula no exterior, trocando M, por dM, e integrando durante todo o intervalo correspon-
dente a esfera macica:

_ H,mdM _ 3 _ - 7.
P = [ -1 (0 - eV + - + R
B z ¢

f R { los, 5. 5 5. o » A}
+ - Vi)V =V,2+=(Z-V -(Z-A
c2 213 2—=@ - Vio)Vip - 5 12< 2(Z 12)2-(Z-An)Z

f[ ( z Rz) 3R} RyR, ]
R = -2 -
+ 2 (2 Vlz)Z R 32 SR% 7+ 3 2

_ H.m - 3 -
Fpr =- g2 l{[fdM2+%(V122fdM2——(2-V12)2fdM2
z B c B 2 B
S T (.
+ (Z-A12)fdM2+§fR§dM2)]2

1 Lo, o 5., 5 50 L o .
v L {380 - @ V)i - 5Vh2+ 2@ Vo2 - @ An)) f R2dM,
c* 7?2 \3 2 2 B

f[A - A(fRz 1f. ) SZZAJ‘RZ 1f.. ]
+ =|Z-V —dM, — — | RyRydM,|— — dM, + RyR,dM.
2 (Z-Vi)ilz R, 5 | RaRedMy g < | mdMa+ 3L FoRadM;

Como a expansao segue a lei de Hubble-Lemaitre:

R, = H,R,
E derivando para encontrar R,:
R, = H,R, + H,R, = H,R, + H’R,
Disso, podemos simplificar algumas integrais:

5

52 22 2 4 2R R
R3dM, = H R34nR0,dR, = 4np,H? | R3dR, = dnp, H> = 5 4714 HO 5
B B iR

3
= §H§R§M2

R H,R
f —2dM, = f 2dM, = H, f dM, = H,M,
R 3 R B

fRszsz = H0R2R247TR2p2dR2 = 47TH0p2 fdeRz = 47TH0p2— 47TH —
B B B

5 047TR3 5
3 2
= ZH,RM,
f RoRodM, = f (H(,R2 +H§R2)R24nRgp2dR2 - 47Tp2( f H,RdR, + f H,%R;‘dRz)
B B B B
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R5 R; M, (. R R3 3
_ 272 2 2 272 2\ p2
= 47Tp2(H 5 + H, ) An— 3(H0 5 +H,— 5 ) 5(H +H )R M,

°S 3R,
R? H’R? R3
—dM, = f *24nR3p2dRy = 4npy H, f R2dR; = 4np,H> =2
B R2 B R2 B 3
M, R
= dr——H>-2 = H’M,
%ﬂR% 3
Lembrando que:
3
f R3dM, = ~M,R>
B 5
Logo:
R H m 73
Fu =-=5 1{[M2 + (VM= 3 Vil My + @ Ay + 2B
f 1 - A~ 2 — 1—)2,\ A T \2A S0P (A 3 5
+ a2z 3A12 - Vi)V - EVuZ + E(Z' Vi) 2 —(Z-An)Z gMsz
.f[ »A( 13 2)3z ) 13( 2)2]
+  =Z|¢ VilzH,M, - —ZH,RM,) - ==2H’M, + H, + H\R2M
cz( 12)2\ zH, M> 325 oMo | = ==2H Mo + 322 2

Hom M, E(on 3. o 0 21 5.5
Fu =P 1 SV SV A )

§R2 3 3 39 A 3 ~ = N 3 S5 P ~
+ 2 2 {5A12 - g(z Vi)V — IOVIZZZ + E(Z - Vi)’z - g(Z . Alz)Z}

£l Vmiler, - R2m) - Zame + L, + )R
) (SRS G e g <o T 5\ e o SR

F, Particula

Figura 2.7: Esfera Macica e Particula no exterior.

Desprezando os termos expansivos:

- H,m M. s
_ M{Hg(%_

3 - L, o .
5(2 Vi)' + @ AlZ))]Z

RZZ—» 3,\—»—) 3",\3,\",\3—)"/\
5—2{§An 2G-S VR S 6 T - g(z-Amz}}
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Novamente este resultado ainda nunca havia sido obtido anteriormente nos trabalhos acerca
da mecanica relacional.

2.3.5 Cilculo da Particula no Interior de Uma Esfera Macica Com R,
Variante
Neste caso serd claro que a forca em algum ponto no interior da esfera maciga (Ver Figura
2.8) serd dado pela separacdo do intervalo de integracdo de 0 até z usando a forga entre casca
esférica e particula no exterior e depois de z até R, usando a expressao da forca no interior.
Do primeiro intervalo de integracdo teremos o resultado de uma particula na fronteira de

uma esfera maci¢a com R, variante, logo basta fazer R, = z na expressao da forca entre esfera
e macica e particula no exterior obtido na subsecao anterior:

B Hymi M, £(7 5 T Ly 2
e R

f [Z - 3 A~ 2 — 505 A:I}
=|zAp-=E-V —H,, .
+ 2|31 S(Z 12)Vi2 + 3 (- Vi2)Z
Enquanto que do segundo intervalo teremos:

- R H é‘:mlsz R2 Rz
Fy, = 2 A [2 V)i -V ] 7
Byl fz 3R { R (Z-Vi)Z = Vi R Z}

R Hém ( dM R, "R,
Fpi=-—"114 —+[2 1% —V]f ~2am +*f ~24M
Byl 302 { 12‘fZ R (Z-Vi)Z—= Vi M Z M

2 2
Das secoes anteriores € possivel ver que:

fRdM2 3M21 z
. R 2R, R?

Restando as integrais:

R R, R H,R, ) K 2 2
f —sz f > 47TR2p2dR2 = 47TH0p2f deRz = 27TH()p2(R2 —Z )
z Rz b4 R2 z

3 2
= 2nH,——(R? - ——H—l——
;_171_ g( 2 ) 2 ( R2
R D R (1] 2 R
R (H,R, + HJR») :
f M = f 2R2 = 4nR30:dR, = 4mps(H, + H?) f RydR;
b4 2 Z 2 <

27 M - YR - ) (H HZ) 2(1 - z
=2n—(H, + H))(R; —2°) = -

7R} ? R, R

Logo para esse segundo intervalo de integrac@o teremos:

— H é:m] - 3 M2 3 3 . 2
Py = -2 R, 1—— +[2 Vi)s—V ] 1=y 22\, + B2 (1- 5
Byl 32 { ( )+|2(2-Vi2)z— Vi ) 2( g) 22( 2 2( R
=2 gfmle 2 1 2 ) Z2
Fpy = _T{ 12(—2 - ITZ) + [2(2 Vi)z - VlZ] (—2 - 172) +Z(H, + H;) —2 - R_Z
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i H, PO TN - . .
{ & 3 [2(z - Vio)Z - Vlz] + %(Ho + Hg)z}(z@ -
2

7 \A - é‘: . 2\ >
2V —V]+—H(,+H (———
(Z-Vi2)Z— Vi 2C2( )2 B R

- H mle H
Fp, = —g—{ Ay A12

Z2 202

O resultado final serd a soma dessas duas forcas

—

Hom M 7. 7 .
&{[1+ f( V24 2 (z A12)+20H2 +§H0z2)]2

Fp =-
B1 Z2 10
<r 3 5.V 7 4 > Y7 A\~
+ é[51412 - —(Z' Vio)Via + gHo(Z . Vlz)z]}
H,m M S H, . NERE
- g_zzl_ 2{252 12+ %[Z(Z VIZ)Z - V]z] iz (HU + I{g)z}(lTz _ IT;)
Y H,m\ M, é’-’ 7 7 1
Fp = s 2 {[1 + (10V122 + (Z Alz) + — 20 + SHOZ )]
é: 4 > 7 ~
+ ;I:gAu - _(Z V12)V12 + H()(Z : V12)Z:|
2 4
< e
a5
- H,m\ M, éf 7 7 1
Fg =-——2—=< = {[1 + (10V122 +-(Z- A12) + + SHUZ )]
é‘: V- 3 S N 4 5 B A
+ S|ZAn-zE- Vi)V + -H,Z-V
341 S(Z 12)Via 5 (Z-Vi)z

v iz +H0[2(A Vi)s - V ]+ L +HZ)*(Z2 Z4)
72 < V) 12 5o o)< R, R;
Ignorando os termos de expansao:

M{[l+%(170 2 4 (z Alz))]ﬁ

F
Bl = —
Z2

Z > 3 N Lo Z2 Z4
+ %[g/‘hz - E(Z- Vio)Via + EAH(ITZ - IT;)]}

Temos novamente um resultado original deste trabalho
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Figura 2.8: Esfera Macica e Particula no Interior.
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Capitulo 3

Deducao da Mecanica Classica e Energia
de Repouso

3.1 Modelos Cosmoldgicos

3.1.1 Comentarios Iniciais

Antes de abordamos o objetivo dessa secao precisamos relacionar, os resultados obtidos nos
paragrafos anteriores e aqueles por Assis [3], com suas implicagdes cosmoldgicas. Mas isso
sO serd possivel se colocarmos modelos cosmoldgicos sobre os quais as discussdes podem ser
centradas. Sabendo disso, dois modelos cosmoldgicos serdo apresentados, cada um tendo suas
peculiaridades.

3.1.2 Modelo Cosmolégico I

Dois modelos cosmoldgicos foram propostos por Assis, todavia sabendo que estamos ana-
lisando a expressdo da energia gravitacional weberiana sem a adi¢ao do fator exponencial pro-
posto pro Assis, serd analisado apenas aquele no qual o universo é considerado uma esfera finita
pois, como demonstra o autor, assim como pode ser visto nas equagdes acima, se fizermos com
que o raio do universo tenda ao infinito teremos uma energia cinética e for¢a que também ira ao
infinito, um problema que € solucionado pela modificagdo anteriormente dita.

Mas como o universo é considerado uma esfera macica surge uma questdao: ‘Onde estaria
seu centro?’. E possivel perceber, na secio 17.6 de seu livro [3] que o centro da esfera macica
¢ sempre colocado no ponto de referéncia, tendo em vista que Assis pretende reutilizar a forca
entre casca esférica e particula, a qual foi obtida no caso em que o centro da casca esférica estd
na origem do sistema de referencia, para determinar essa forca do universo.

Se tudo o que foi dito no paragrafo anterior € correto entdo hd no minimo uma suposi¢ao
escondida durante o processo de cédlculo que uma esfera macica exerce sobre uma particula
para esse modelo cosmoldgico proposto. Pois se, como foi feito em seu livro, usamos apenas a
expressdo entre casca esférica e particula quando a particula estd no interior da casca esférica
durante todo o intervalo de integragcdo para descobrirmos a forca entre esfera macica e particula
precisamos assumir que a particula estd exatamente no centro da esfera maciga, tendo em vista
que a divisdo da esfera macica em vdrias cascas esféricas s6 terd como resultado tnico o de
cascas esféricas com particula em seu interior se, e somente se, a condicdo acima for satisfeita.

Quando a particula ndo estiver no centro da esfera macica precisamos separar o intervalo de
integracdo de 0 a r, em que r € a distincia entre o centro da esfera maciga e a particula, usando
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a expressao da casca esférica e particula no exterior, finalizando com a integragao de r até R,
em que R € o raio da esfera macica, usando agora a expressao da casca esférica e particula no
interior.

S6 e somente para particulas proximas do centro podemos desprezar os termos a mais oriun-
dos do primeiro intervalo de integra¢do. Portanto as equacdes deduzidas por Assis, no modelo
cosmoldgico do universo finito, s6 s@o Uteis para o caso de particulas proximas do centro do uni-
verso. Para particulas préximas a fronteira do universo, termos a mais deverdo ser considerados,
do contrério nao estaremos condizentes com as premissas anteriores assumidas.

Além disso, como foi demonstrado nas se¢des anteriores, o vetor que une o centro da esfera
macica e a particula se anula nesse caso e a esfera macica deve estar centrada na particula e ndo
no referencial. Entdo ao invés de usar este vetor para fazer analogias as expressdes newtonianas
em referenciais inerciais, o correto seria o uso de ﬁo (Ver Figura 3.1 abaixo).

) Origem do referencial
A

[
Figura 3.1: Particula no Centro do Universo.

Como a transformacao usada para deduzir as equacOes da mecanica para referenciais nao
inerciais levam em consideragdo a rotacio acontecendo apenas em torno de sua origem, entao o
universo observdvel em torno da particula aparentara rotacionar em torno de um eixo que passa
pela origem do sistema de referencia. A mudancga de R, para o vetor que tem origem na origem
do referencial e termino na particula serd explicada na secdo 4.2.

3.1.3 Modelo Cosmolagico 11

O problema das equacdes da mecanica cldssica serem verdadeiras apenas para particulas
no centro do universo pode ser resolvido adotando outro modelo cosmoldgico. Nesse novo,
devesse sempre ter em mente que a for¢ca € produto de uma interacao entre objetos fisicos, e que
devemos levar em consideracdo apenas aqueles objetos com o qual a particula interage.

Se supormos que a particula interage apenas com aqueles objetos fisicos contidos na sua
esfera observdvel, ndo precisamos admitir que a particula estd no centro do universo, basta
imagind-lo como infinito, mas que a particula em questdo interage somente com sua esfera
observdvel finita centrada nela.

No modelo cosmolégico I é assumido que a particula sofre a forca de qualquer outra parti-
cula que exista no universo, sem qualquer limitagdo espago-temporal. No segundo modelo ha
uma limitacao clara, e além disso o universo € pensado como infinito, enquanto que € finito
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no anterior. As equagdes da mecanica cldssica agora valem para particulas em qualquer ponto
do universo, desde que as esferas de interacdo de cada particula tenham semelhangas bdsicas,
como mesma densidade média e raios iguais.

3.2 Condicoes Cosmologicas

3.2.1 Forca Completa Sobre Uma Particula no Centro de Uma Esfera
Macica

Nas secdo anterior realizamos o cdlculo da forga gravitacional weberiana entre uma esfera
macica e uma particula com a particula no centro quando a esfera macica nao possui nenhum
movimento rotativo. Porém desejamos analisar nessa se¢do o caso em que todos os movimentos
possiveis de rotacdo sdo considerados. Por esse motivo vamos apresentar a forca correspondente
num caso mais geral:

= - = = = = = = d“—/)’ = ~d =
F'py = —Om|A’1p + Wy X (W X R,) + 2V, X Wy + R, X 7 2 _ HO(VI’2 + R, X W’z)]

Essa forca pode ser retirada das expressoes e discussdes oferecidas por Assis, com a Unica
excecdo do termo de expansdo pois em seus modelos cosmoldgicos ndo se levou em conside-
racdo essa possibilidade. Também deve ficar claro que adicionamos os termos rotativos que
aparecerao acompanhando a expansao.

E possivel adiciond-los realizando transformadas de coordenadas. O leitor interessado pode
ler as dltimas pdginas do apéndice B do livro de Assis [3] para entender o raciocinio por detrds
do processo descrito acima e encontrar seu resultado final.

3.2.2 A Primeira Condicao Cosmoldgica

No modelo I o resultado abaixo € vélido apenas para particulas no centro do universo, en-
quanto que para o modelo II € valido para qualquer particula do universo. Usaremos, lembrando
do que foi agora a pouco dito, o resultado da interagcdo entre esfera macica e particula no cen-
tro para procurar entender quais condi¢cdes cosmoldgicas precisam ser satisfeitas se desejamos
retornar as equagdes da mecanica classica. Usando como pano de fundo a mecanica relacional,

na qual afirma que:
Z F—)qk = 6
Yq

q#k

= Z M z z
Na qual F 4 € a forca exercida pela particula g sobre a particula k. Ao levarmos em conta
que o universo € isotrépico em larga escala, e se chamarmos a for¢a que essa distribuicao exerce
7z =3 .
sobre a particula por F;; podemos concluir que:

- — -
ZFpk+Fik:O
vp
p#k

As particulas p sdo todas aquelas que ndo fazem parte da distribui¢do isotropica de nosso
universo. Como pelos modelos cosmoldgicos a parte isotrépica do universo foi assumida como
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uma esfera macica, podemos simplesmente substituir a forca que uma esfera exerce sobre uma
particula em seu centro obtida nas se¢des anteriores:

- - > > _ - > _ dW _ > > >
ZFpk—(Dml[A12+ W, X(W2 XR0)+2V]2XW2 +R0>< d_tz —HO(V12 +R0>< Wz)] =0
phk

Sendo melhor expressa no formato da mecanica cléssica:

- - > > - - > - dW _ - >
> Py <1>ml[A12 W X (W x Ry) + 2VEy x W+ Ry x S22 = (Vi + K, Wz)]
v
pfk

Daqui devesse atentar que devemos usar as equacdes de forca da mecanica relacional, ou
seja:

A %
12 &(r
Fy = —Hemimy— [1 - ;(% - 1’127’12)]
12
E para a forca entre cargas elétricas:
A 2
2 P2 1(r ,
Fy = HeQ1Q2r7[1 - g(% - r12r12)]

12

Tendo como resultado:

A .2 A %)
r r r 1 /7
Z { - Hgmlmzr—iz[l - g(% - 1’12";12)] + HteQZ%[l - g(% - rlzflz)]}

Vp 12 12
p#*k

=y

- = — = - — dW = - -
= (Dml[Alz + WQ X (W2 X Ro) + 2V{2 X Wy + R, X d_t2 - HO(V12 + R, X Wg)]
Dividindo ambos os lados da equacdo por @:

3 He Pl &(fh N\ He o Pol 1M
_Emlmer 1—2 7—F127’12 +EQ1Q2’7 1‘; 7—”127’12
12

Vp 12
p#k

-

dw,
= m][A_)lz + Wz X (Wz X R)()) + ZV_I)Z X Wz + R)() X d_l2 - H(,(‘—/)lz + R—; X Wz)]
Retornando a equacdes da mecanica cldssica se e somente se:

=G

=k,

ez ez

Analisando a primeira igualdade, lembrando da definicdo de ®:

® - 2nH0,£R2
3¢?
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Entao:

H,

Hp R
32
3 2
G = 2—C§Rz G.1)
TPus Iy,

Para a segundo igualdade:
H,

2”ngu,fR3
3c?

He _, 2mpR,

H, 3¢?
Reaproveitando a relacao anterior obtida:

He ke

H, G
Para a equacdo da energia a mesma condi¢do cosmoldgica se faz necessaria. Nao pretende-
mos apresentd-la aqui pois ela demanda um cuidado que aumentard as paginas sem acrescentar
muito ao objetivo aqui almejado. O leitor interessado deve consultar o ‘Relational Mechanics’
de Assis.

3.2.3 A Segunda Condicao Cosmologica

Da se¢do do cdlculo da energia potencial entre esfera macica e particula no centro, supondo

R, constante (1.45):
3C2 3 =0 1,5 > 5 \2
UlB = _mlq)(? - ERM - E( 12 — (WZ X R())) )

Nela ha uma componente da energia que ndo depende da velocidade da particula, nem da
velocidade linear da distribui¢io isotrépica e nem mesmo da rotagcdo dela, essa componente €
justamente a:

32 3.
Uiny = ~0omi (- = SR2)
1Bo 1 f 2 u
Desprezando o termo de expansdo/contragdo teremos:

Uipo = —®Zmc?
&

Se usarmos o valor da constante & necessdrio para prever a precessao do periélio de merctrio
justificada no ‘Relational Mechanics’, ou seja, se fizermos ¢ = 6:
L,
U 1Bo — —CI)—mlc
2
A constante ® pode ser ignorada tendo em vista o processo pelo qual retornamos as equagdes
usuais da mecanica. Vemos entdo que jogando fora o termo de expansdo a energia de repouso
nio condiz com a mecanica relativistica, a qual prevé m;c*>. Contudo se nio desprezamos a
expansdo/contra¢do do universo basta entdo que:



3 3c2

52 _ 2
_ - + —
2T T
3 R = £+3
2 &
R = 2(E+ 3)c2
3¢
Usando o valor de & = 6 oferecido por Assis para dar conta da precessdo dos periélios:
. 2(6 +3) 9
R = 2 _ 2_ 2
““73%6 C 3.3 °
R, = *c

O universo precisa se expandir/contrair com a velocidade da luz para obtermos a equacao
de repouso da mecanica relativistica. O valor positivo representando uma expansao, enquanto
que o negativo retorna um contracdo, bastando lembrar que o vetor da velocidade de expansao

é R,R,, em que R, sempre aponta do centro para fora do universo (Ver Figura 3.2), ou do centro
da particula para o limite do universo observavel.

Figura 3.2: Universo em expansao.

Enquanto que se consideramos que R, é variante de acordo a lei de Hubble-Lemaitre, entio
o termo de repouso sera (1.46):

32 3
Uigo = —® (——— 2R2)
1B mny ¢ 4 Totu

Impondo a correspondéncia para com a energia de repouso da relatividade especial:

32 3

2 2R = 2
é: 4 o~ u
EHﬁRi = c2+3—c2
4 &
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37 ¢/R?
Usando o valorde £ = 6
. (4 4)c2
¢ 3 6/R
2 =2
o RZ
Portanto:
c
H,=+V2—
R,
E como:
RZ = H()R2

Entao o valor positivo corresponde a expansao e o negativo a contragdo, assim como no caso

anterior. Além disso, particulas na fronteira do universo observavel se afastam/aproximam de
nés a velocidade superiores a velocidade da luz:

R, = i\/EI%RM = +V2¢
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Capitulo 4

Referenciais Nao Inerciais

4.1 Tratamento Classico

Ha varios trabalhos explicando a razdo pela qual, dado um referencial S e S’, em que S’
rotaciona em torno de sua origem quando observado por S , temos como transformada para o
vetor posicao da particula:

L

.
F=R+

No qual 7 é a posicdo da particula em relacdo a S, 7 é a posicdo da particula em relacio a
S’ e R é aposigdo de S’ emrelagdo a S (Ver Figura 4.1).

Figura 4.1: Mudanca de Sistema de Referéncia.

Enquanto que para o vetor velocidade da particula:

Sendo ¥ a velocidade da particula em relacdo a S, v a velocidade da particula em relagdo a
S’, V avelocidade de S’ em relacdo a S e W a velocidade angular da rotacdo de S’ em relagcdo
a §. Além disso, para a equagdo da aceleracao:

- - dW - 2 - — -2 - -
El’:a’+A+EXr’+2W><(v’+V)+W><(WXr’)
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~ 7 ~ N - ~ e ~
Na qual @ a aceleragdo da particula em relagdo a S, @’ a aceleracéo da particula em relagdo
N nd 7 ~ ~ N ~ . ~
a5’ eAéaceleracdo de S’ em relagdo a S. Usando a equac@o newtoniana em relacdo a algum
referencial inercial e considerando ele como se fosse o referencial S':

- -
F=F

’
m=m

Entdo teremos para o referencial S’ com as caracteristicas descritas acima:
— " = d dW - g - =, = 2, -
Fr=m a’+A+EXF’+2W><(V’+V)+WX(W><}”)
Sendo comumente expressada da seguinte maneira:

S
— - > - > - > — dW - -
Fr—m'A—=m'Wx(Wxr)-2mWx " +V) —m'ﬁ Xr =m'ad
, . ~ P = - ~
Dela observasse que hd termos a mais na equagdo além de F’ = m’a’. Esses termos sio
chamados de forgas ficticias, pois apesar de possuirem a caracteristica de estarem do lado oposto
a aceleracdo da particula em relacdo ao referencial em questdo, podendo ser imaginados como
for¢as, ndo ha nenhum agente conhecido que as cause.

4.2 Tratamento Relacional

E interessante ver que para os modelos cosmoldgicos discutidos em unifio com os axiomas
da mecanica relacional e a expressdo da forca weberiana gravitacional entre particula somos
capazes de deduzir as expressdes descritas acima desde que certas condicdes cosmoldgicas
sejam satisfeita.

Contudo € bastante importante dar um passo adiante além das condi¢des cosmoldgicas de-
monstradas necessdrias, e da anélise puramente de equacdes. Esse passo tem como rumo uma
visualizac@o mais intuitiva do surgimento dos termos, até entdo considerados ficticios, nos re-
ferenciais ndo inerciais, assim como que os caracteriza segundo a mecanica relacional.

Para comecar consideraremos que o universo nao acelera em relacdo ao referencial (Ver
Figura 4.2), nem possui qualquer tipo de movimento rotativo, portanto, nem mesmo se move,
estando em repouso completo, a for¢a que o universo gerara na particula sera:

ﬁBl = _(Dml{frl - H()(V)IZ + R_; X Wz)}
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Referencial S

N

(4

Figura 4.2: O universo estdtico em relacdo ao referencial S.

Como H, = 72%, ou ainda, H, = 2,36 x 107'357! sendo entdo absurdamente pequeno até

z = e —_ ~ z
mesmo para uma particula de luz, na qual o produto H, com |V;| serd 68 x 10 “sﬂz, ndo € nem
um pouco absurdo despreza-lo. Disso:

Fp = —0m A,

Podemos concluir entdo que um referencial inercial € caracterizado justamente por observar
o universo sem aceleracdo linear e rotacdo. O conjunto dos referenciais ndo inerciais sdo aqueles
que observam algum tipo de movimento rotativo ou acelerativo do universo.

Se mudamos para um referencial que acelera em relacio ao de cima (Ver Figura 4.3), ele
verd o universo acelerando exatamente com a mesma aceleragdo dele em relacao ao referencial
anterior em intensidade porém em dire¢do contréria, logo A=-A, (Ver Figura 4.4).

Referencial 8’

A

Referencial S

Figura 4.3: Movimentos em relagdo ao referencial S.
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Referencial §’

Referencial S

=
AI

(4

Figura 4.4: Movimentos em relacdo ao referencial S”’.

E notdvel que o referencial S’ verd o universo com a mesma aceleracio que o referencial S
o via em intensidade, mas com direcao contrdria. Partindo da mesma for¢a do universo sobre a
particula mas agora expressa com suas caracteristica individuais, tera:

Usando a relagao dita no pardgrafo anterior:
F'p = —(I)m’lff’l - d)m’lff
E lembrando do axioma da mecéanica relacional:

F' = Om\A"| + O/ A

F' — Om/A = Om| A",
Olhando para a equacao para um referencial nao inercial sem rotagdo em relagdo ao inercial.
F—-mA=md

Fica claro que a interpretacdo da mecanica relacional para os termos de forgas ficticias é
o de que ha um agente causador, a saber, o universo. Que os termos ‘a mais’ fazem parte na
verdade da mesma equagao de forca, mas expressos em referencias diferentes de acordo com os
movimentos observados da particula em questdo e o universo. A sua intensidade e dire¢do € a
mesma, sua natureza também, portanto o adjetivo ’ficticio ndo € mais justificivel.

Tendo compreendido isso, € interessante que ao passarmos agora para um referencial que
rotaciona em torno de seu eixo quando observado a partir do inercial acima (Ver Figura 4.5),
entdo ele verd o universo rotacionando ao redor de si mas na direcdo oposta: W = —W’, (Ver
Figura 4.6). Caso ele também acelera em relagdo ao inercial A = —A", e tenha velocidade em
relacdo ao inercial V=V, pois verd o universo com a mesma velocidade igual a sua em
relacdo ao referencial em intensidade mas em direcdo oposta.

Assim notando que a particula esté sempre no centro do universo entﬁo R, =Ry + 7, em
que Ry éum vetor que paralelo ao vetor W’z que parte da origem de R, e termina na origem de
v 1. Mas dai W’z X RW = O portanto W’z X R W’g X 1! 1
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Referencial S

Referencial S’

Referencial S
—
A’
?
Figura 4.6: Movimentos em relacio ao referencial S”’.

E notdvel que o referencial S’ verd o universo com a mesma aceleracio que o referencial S o
via em intensidade, mas com dire¢@o contraria. O mesmo pode ser dito para o vetor velocidade.
J4 quanto a rotag@o, o universo rotacionard em torno de W, representada pela vetor R,. Disso,
olhando para a equacdo apresentada por Assis, a qual considerada a rotacdo da casca:

-

Frp = —Om| [A’u + W X (W’z X ﬁo) + 2V?2 X Wy + R, x

dW’z]
dt

Teremos:

>
- -

=, = - - > > - dWI
F’Bl=—d>m'l[ NHA+WXW X)) +2W X (VI +V)+ o erl]

Usando os axiomas da mecanica relacional:

7
Xr'y

> N - - =3 = dW
F' = Om A’y + ODm(A + (I)m’lW X(Wxr)+ 2(I)m’1W X (VI +V)+ 0om) o
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A qual é comumente dada por:

- - > - > -2 — d ! -
F' = ®m A — OmiW x (W X r') = 20m W x (V] +V) — Om| o % r'y = OdmiA,
Comparando com a equagao oriunda do tratamento cldssico:
— ;2 s > > P > — ,dW - ’ =
Fr—mA—-mWxWxr)=2mWx W +V)—-m'— Xr =m'd

dt

Finalizando entdo nosso objetivo, o de mostrar que trata-se da mesma for¢a mas expressada
em referenciais diferentes. Tratamentos andlogos podem ser realizados para a expressdao da
energia cinética, mas como toda a linha de pensamento necessdria para compreendé-la estd
exposta acima com a equacao da for¢a ndo iremos discutir aqui sobre isso para ndo sobrecarregar
o texto desnecessariamente.
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Capitulo 5

Analise de Artigos

5.1 Analise do Artigo Sobre a Curvatura da Luz

Nessa presente secao pretendemos analisar o artigo “ON THE ORIGIN OF THE DEFLEC-
TION OF LIGHT” [2], pois nele pretendesse calcular a curvatura da luz devida a forca de weber.
Inicialmente serd interessante lembrar do cédlculo da forca gravitacional weberiana entre esfera
macica e particula no exterior, quando a esfera macica ndo possui rotacdo e tem R, constante
pois este € bem aproximadamente o caso de uma particula de luz interagindo com o Sol em seu
exterior:

N H, m1M2 f — 3 . 2 5 P 7. A
Fpi = _gZ—z{[l + ;(Vlzz - E(z- Vi +@Z-Ap) + §R§)]Z
+ fRz{A—é( Vi)V 3V +( V)——(A)}
2215 273 < Vi)V — 10 122 < Vi2) 2 < A1)k
& [ ( 3z Rz) IR, RoR, A]
+ R V -— |- + —
22 V)2 R 42 S i+ — L

Desprezando os movimentos do Sol e assumindo que sua expansao € nula:

N Hm M — 3 ~ o S5 P N
Fp = _%{[1 + g(vf - E(Z' Vi) + (@ 'Al))]z
é:Rz 3 72 A 3 A 7 \24 3 2 A\
E2{34 - 26 VoV, - ST 26 V- 2 Ay

Para uma particula que passa rente a superficie externa do Sol teremos durante esse intervalo
2
de tempo R, = z, logo ndo podemos desprezar a parcela de 2—22 contida na forca, se nao
cz
desejamos desprezar também a parcela —. Porém o artigo buscando demonstrar que a forca
c

de weber ndo € capaz de prever corretamente a precessao do periélio ao mesmo tempo que a
curvatura da luz correta, em outras palavras, usando ¢ = 6, supde que a forca no caso acima
seria igual aquela entre particulas:

2

= Hymymy (M . s

Fy = ————|1 - 5|5 — refi ||
s c*\ 2

Na qual usando os resultados obtidos no Apéndice B da velocidade radial relativa e da
aceleracgdo radial relativa e desprezando o movimento do Sol, simbolizado pela letra 2, enquanto
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que 1 denotada a particula teriamos:

5 H,m m; S, 3 5 5 2]
e - U CR R Cay ) | o
"2 ¢

Mas do que foi discutido acima sé seria possivel realizar essa aproximagao no caso Sol e
particula de luz se a razdo do raio do Sol e a distancia da particula até o Sol fosse grande o
suficiente para desprezarmos a componente que possui essa razao, o que nao se dd na realidade.
Essa suposi¢do era justificdvel pro caso merctrio/Sol, da qual retirasse o valor de ¢ tal que a
precessao esteja de acordo com o observado, mas este ja ndo é mais o caso para o problema da
curvatura da luz.

Percebesse entdo que o artigo parte de uma premissa falsa, tendo também uma conclusao
provavelmente falsa. Nosso trabalho ndo pretende executar essa conta, apenas demonstrar que
partiu-se de uma premissa falsa no artigo citado, e que portanto, a curvatura da luz de acordo
com a for¢a de weber ainda estd inexplorada.

5.2 Analise do Artigo das Interacoes Tipo Weberianas

No artigo intitulado “Weber-like interactions and energy conservation’ [1] usasse um ter-
ceiro artigo [14], no qual novamente ocorre a suposi¢cdo falsa descrita acima. Do artigo em
andlise nesta se¢do mostra-se que partindo de uma expressao tipo weberiana:

7o Homym, = i A
A=ETT 5 U Y|
12

H4 uma condicido que u e y precisam satisfazer para que a forca acima seja conservativa:
v = 2u. Disso concluisse que apenas um parametro serd independente se queremos que a forca
seja conservativa. Até aqui o artigo ndo comete nenhum erro, porém recorre a mesma falsidade
ao supor que é possivel aproximar o caso da curvatura da luz como uma interacao entre duas
particulas, conforme foi feito pelo artigo discutido na secdo passada [2].

Pois dessa suposicdo falsa retirasse que se desejamos manter a forca conservativa e deduzir
a precessdo correta do periélio precisamos de y = 2u ey = c%, enquanto que se desejamos
manter a forca conservativa e deduzir a curvatura correta da luz entdo precisamos do conjunto
y=2uey= l—?

Logo, ndo seria possivel ter uma forga tipo weberiana que € tanto conservativa, como boa
para calcular a precessdao do periélio e a curvatura da luz (basta ver que os dois conjuntos de
equagdes dados acima sao incompativeis). Mas o erro deste artigo é exatamente 0 mesmo que
o do anterior, a saber, assumir que a for¢a entre o Sol e a particula de luz pode ser aproximada
pela forca tipo weberiana entre particulas, o que € falso. Dai estd demonstrado que a conclusdo
ndo estd justificada por conter uma premissa falsa e que o problema ainda esta aberto a analises

futuras.
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Capitulo 6

Topicos Adicionais

6.1 A Constante da Gravitacao de Newton

Da primeira condi¢do cosmoldgica precisamos que (3.1):

Go_ 3¢
2mp £R?

Uma condicao necessario para retornarmos as equagdes da mecanica classica. Pretendemos
agora analisar se isso se isso da na realidade utilizando os valores mais aceitos atualmente para
as grandezas do lado direito da equagdo. O valor da velocidade da luz é [15]:

¢ =299.792.458"
S

Nao encontramos nenhum trabalho encontrando experimentalmente o valor da densidade
média do universo, mas uma discussdo detalhada por parte de Assis [3], secdo 4.5, permite
usar:
kg
m3
Novamente ndo encontramos nenhum artigo oferecendo medicdes diretas, mas cré-se que:

Pu=42x10"2

R, =4,4x10m
Usando o valor de ¢ oferecido por Assis:
£=6

Podemos deduzir que:

m3

kgs?
Comparando com o valor da constante gravitacional de Newton obtida experimentalmente
[16]:

G=28,78x 107!

3

G=667x10"11—
kgs?

Vemos que diante da imensa incerteza da densidade média do universo e do raio do universo

observével a primeira condi¢cdo cosmoldgica estd dentro de limites aceitdveis. Uma verificagao
daigualdade acima s6 podera ser efetuada com seguranga quando avangarmos tecnologicamente
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alcancando valores mais precisos € com medi¢des menos indiretas dessas grandezas cosmolo-
gicas.

Além disso a relacdo da constante de Newton dada acima ja havia sido sugerida por Dirac
[17] em ordem de grandeza, trocando apenas a densidade média do universo por p, = 2% para

AITR”
realizar a comparagao: 3
2¢? R,
G =5
& M,
Dirac havia percebido que:
G~ c? R,
M

u

Portanto a mecanica relacional oferece uma resposta a Dirac e sua Hipétese dos Grandes
Numeros pelo menos no que diz respeito a constante da gravitagdo de Newton.

6.2 A Constante de Hubble

Para o universo com expansio/contraciio constante teremos:
R, = *c

Ou seja, todo ponto do universo precisaria expandir/contrair na velocidade da luz para dedu-
zir a energia de repouso da relatividade especial. Entrando em conflito com a crenga atual mais
vigente e possuindo dificuldade com a experiéncia. Portanto acreditamos que esse caso deve

ser ignorado e partiremos para a analise do caso do universo seguindo a lei de Hubble-Lemaitre
29

C
H,=+\V2—
R,

Usando os valores oferecidos logo acima obtemos:

1
H,=+9,64x107"°=
S

Comparando com o valor obtido por varios métodos [18]:

1
H,=2,27x107"%=
S

Como ja foi explicado, o raio do universo é uma grandeza cosmoldgica ainda carente de
precisdo, portanto € suficiente, tendo em maos um conjunto limitado de conhecimento acerca
do cosmos, que ambos os resultados estejam na mesma ordem de grandeza.

6.3 A Variacao da Constante de Hubble e a Idade do Uni-
Verso

Das equagdes encontradas até entdo podemos concluir que as particulas na fronteira do
universo interagente precisam se afastar/aproximar de acordo com a lei de Hubble:

Ru = HoRu
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Mas usando a segunda condi¢do cosmoldgica:
R, = i\/iRiRu = +V2c

Integrando ambos os lados em relacdo ao tempo, fazendo 7y = 0 e R, = 0, supondo que ele
esta se expandindo:

R,(t)—R, = \/Ef cdt
0

Se supormos a velocidade da luz constante no tempo:
R.() = V2ct
Implicando em, para 0 momento atual 7':
R(T) = V2cT
Usando a equagao da constante de Hubble com a velocidade da luz:
R(T) = H,R(T)T

Teremos por fim:

1
T=—
H,

Essa relacdo ja havia sido percebida a muito tempo [7]. Usando o valor da constante de
Hubble obtida experimentalmente [18]:

T =4,3484 x 10" s

Acreditasse que atualmente o universo tenha em torno de 13,787 bilhdes de anos, o que em

segundos retorna:
T =4,3484 x 10"s

Como para essas grandezas a incerteza experimental € bem menor em comparacio a den-
sidade média do universo e seu raio observavel vemos uma clara convergéncia significativa,
dando suporte a mecanica relacional. Essa relacdo ja havia sido percebida a muito tempo, mas
sem qualquer tipo de explicacdo como pode ser dada pela mecénica relacional, um resultado
pioneiro desta teoria e de nosso trabalho.

Também ¢ interessante ressaltar que supomos a velocidade da luz constante, tornando a
variag¢do do raio do universo observdvel constante e portanto R, = 0. Vamos analisar um pouco
mais essa suposicdo ao derivarmos a equagdo que relaciona a variagdo do raio do universo
observavel com a constante de hubble:

R,=H,R, + H,R, = H,R, + H’R, = V2¢
Como, pela suposi¢io, ¢ =0e R, = 0:
H,R,+ H’R, =0
H,=-H,
Ou seja:

. 1
H,=-56x107°=
S
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Esse é o valor aproximado de H, se a velocidade da luz for aproximadamente constante no
tempo, uma suposi¢cao que se demonstrou util no célculo da idade do universo. Nao ha até o mo-
mento nenhuma medi¢do dessa varidvel cosmoldgica, impossibilitando uma comparacao com a
experiéncia. Podemos considera-la portanto uma previsdo que carece de evidéncia aguardando
melhorias tecnoldgicas para sua verificagao.

Nao desejamos nos apegar a concepcao da velocidade de luz constante no tempo, apenas
mostrar que ela retorna bons resultados, pois € possivel levar em consideracdo uma possivel
variagdo e deduzir as igualdades acimas impondo certas condi¢des. O problema é que para isso
teriamos que saber a expressao da velocidade em fun¢do do tempo, algo que claramente escapa
de nosso conhecimento. Portanto essa possibilidade ndo serd investigada.

6.4 Variacao das Grandezas Cosmoldgicas

Da subsec¢do anterior foi mostrado que para o caso em que a velocidade da luz, a constante
de Hubble precisa variar conforme a equagdo abaixo:

H,=-H.

o

Seu valor precisa ser necessariamente negativo para que isso aconte¢a. Mas por outro lado,
se agora a constante de Hubble é constante no tempo (H, = 0):

H’R, = V2¢

Logo a velocidade da luz ndo serd constante no tempo e seu valor aumentard com o passar
do tempo. Usando o valores atuais teriamos:

é=1,6x10°2
N

Atualmente ndo hd precisdo suficiente para medirmos variacoes desta ordem. Porém disso
concluisse que ndo € possivel que a velocidade da luz e a constante de Hubble sejam constantes
ao mesmo tempo a ndo ser que a constante de Hubble seja nula sempre ou o raio do universo
interagente seja nulo, o que talvez possa ocorrer mas é de se esperar que seja em condicdes
muito particulares e portanto ndo gerais.

Para perceber isso basta fazer na equacdo H, = O e ¢ = 0 e ver que ela s6 serd satisfeita
quando H, = 0 ou R, = 0. O mais provavel é que pelo menos umas dessas grandezas cosmo-
16gicas variard no tempo. E claro que, é ainda mais plausivel seria supor que ambas variam,
mas como nao temos acesso a isso, ndo iremos analisar essa possibilidade a fundo, apenas dei-
xar claro que ela existe. Passando para as implicagdes que isso carrega para a constante da
gravitacdo de Newton:

3¢? 3¢? 3¢? %ﬂRz B 2¢2 R,

G = = =
2np,ER2 zn%gRg 2néR2 M, &EM,
3Gy

Usando, para um universo em expansao:

Teremos:
o2 Vi 2Vae
& M, EHM,
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E de se esperar que a massa do universo interagente varie no tempo, tendo em vista que a até
mesmo a massa do sol varia no tempo devido ao processo de emissao de luz e como a perda de
massa do universo € aproximada a perda de massa das estrelas por este mesmo processo, entao
sabendo que atualmente a variacdo da massa do sol é aproximadamente:

. k
M, ~—1,27 x 10°28
R)

A variacdo da massa do universo interagente serd aproximadamente a multiplicagcdo da atual
variacdo da massa do sol com o nimero de estrelas no universo observavel:

kg

My ~ MN,greas = —1,27 x 10° x 10** = =1,27 x 10° =
S

Derivando a equag@o da constante de Newton temos:
2V2 2¢H, - c’H, A1
_ \/_[(30(: o —C 0)]MM—MMC——
3 H; M;

H,
Se a velocidade da luz € constante no tempo (¢ = 0) entdo a constante da gravitacdo universal
gravitacional de Newton variard da seguinte maneira (lembrando que neste caso H, = —H?):

. 2V2([-CH, S AY 1 2V LAY 1
G = _\/_ [ < ]Mu - Muc_ — = \/_ C3Mu — Muc— —_
& H; H, | M & H, ) M3

G

C3

H,M>

= 2T\/E{]\4IAI_10 - Mu}

De M, ~ 1,5 x 10%kg e H, = 2,3 x 107'857! e com os valores anteriormente obtidos, a
constante da gravitacdo de newton varia atualmente aproximadamente:

A m?
G(T)~1,15x 107" —
kgs?
Devido as varias aproximagdes, € muita incerteza nas grandezas utilizadas, o valor real pode
divergir grandemente deste resultado obtido. Divergéncias da ordem de 10° sdo facilmente
compreensiveis. E de se esperar uma variacio da gravitacio de Newton em regides:

3 3
105 2 < 6y < 1073
kgs3 kgs3
Valores que estio bastante além da precisdo dos equipamentos atuais, portanto nao podemos
compara-lo com observagdes. Caso futuramente cheguemos ao ponto de conseguirmos medir
variagOes dessa ordem de grandeza na constante da gravitacdo de Newton e o resultado acima
condizer com o observado entdo novamente a mecanica relacional terd realizado uma previsao.
Ha trabalhos recentes reportando anomalias nos movimentos celeste de nosso sistema solar
que podem ser explicados por meio da ideia da variagdo da constante da gravitacdo de New-
ton [19], porém devido a imensa incerteza do resultado obtido acima nao pretendemos dar uma
resposta definitiva e completa. E possivel ver que o intervalo acima oferecido estd dentro do
necessdrio para responder o artigo, sendo portanto um resultado excelente e original deste tra-
balho.
Das discussdes acima vemos que o mais esperado € que todas essas quantidades variem no
tempo, e que talvez, a velocidade da luz varie muito pouco a ponto de podermos desprezi-la
nos casos analisados.
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6.5 Viagem Interestelar
Suponhamos um objeto fisico que estd numa regido do espaco longe o suficiente de qualquer

distribui¢do anisotrépica de tal forma que a somatdria das forcas desta distribuicdo seja nula,
logo a forca inercial também serd nula em virtude da terceira lei da Mecanica Relacional:

F—)ik:6

A expressdo da forga inercial num referencial inercial tornard a equagdo acima em:

Disso concluisse:

Y dV !
f —1= H,dt
Vo Vl to=0

Se supormos que durante o intervalo de integracao podemos considerar H, constante. Entao:

v

In— =H,t
Vo

v = v,ell!

Como H, > 0 entdo a velocidade do objeto fisico aumentard exponencialmente com o
tempo, de tal forma que passada a idade atual do universo, ou seja, fazendor =T = Hl:

vy =ev,

A velocidade serd entdo quase que triplicada apds esse imenso intervalo de tempo. Caso
isso seja verdadeiro, viagens interestelares de longo prazo poderdo tornar-se vidveis usando-se
a prépria forca inercial do universo para aumentar exponencialmente a velocidade da nave em
relacdo ao universo. Devesse ter em mente que todos os outros objetos fisicos sofrem essa
alteracdo na velocidade portanto serd muito importante aumentar sua velocidade inicial para
que a longo prazo seja possivel alcangar o alvo desejado.

Também € possivel compreender que o0 mesmo acontecerd para uma esfera em rotacdo com
a distribui¢do anisotrépica exercendo uma forca nula de tal forma que a forga inercial também
seja nula. Isso € interessante pois em tese seria possivel deixar aumentando sua velocidade
angular em relagdo ao referencial fixo em relacdo as estrelas até um ponto no qual a energia da
esfera aumentasse para um valor significativo.

Teriamos assim producdo de energia realizada somente pela interacdo do objeto fisico com
a sua esfera observdvel. Como foi visto acima, a mudanca na velocidade é muito pequena para
pequenas variagdes temporais, portanto dificilmente seria algo proveitoso. Contudo € algo a ser
considerado pois € um resultado bastante impressionante caso se d€ na realidade.
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Conclusao

Demonstramos que todos 0s nossos calculos estdo de acordo com aqueles obtidos por Assis
ao desprezarmos as componentes de expansao, ja que Assis ndo levou em considera¢ao a pos-
sibilidade da expansdo do universo, em virtude de seus modelos cosmoldgicos serem estdticos
neste quesito. Dando apoio ao que foi oferecido por Assis em seus trabalhos para estes casos,
mas que nao foi colocado passo a passo matematico, como foi feito aqui.

Além disso determinamos a energia potencial e forca entre esfera macica e particula usando
somente a geometria dos casos estudados, sem fazer qualquer tipo de relacdo para com referen-
ciais especificos, aproximando-se muito a um tratamento relacional da fisica.

A deducdo da energia de repouso da relatividade especial de Einstein foi realizada com
sucesso. Encontramos até mesmo uma relacio entre a constante de Hubble, a velocidade da luz
e o raio do universo que estd dentro da ordem de grandeza usando seus valores mais aceitos
atualmente. Um resultado original e inico deste trabalho sobre a mecanica relacional.

Também oferecemos valores para a variagdo da constante de Hubble caso a velocidade da
luz seja constante ou varie muito pouco para pequenos intervalos de tempo a ponto de que
podemos desprezar sua variacao, restando aprimoramento tecnolégico para a testagem empirica
da equacao obtida.

Deixamos explicita a condicao cosmoldgica necessdria para a deducao da mecanica cldssica
e verificamos que a relagc@o encontrada entre a constante da gravitacdo de Newton, a densidade
média do universo e seu raio estd dentro da ordem de grandeza dos valores atuais mais aceitos.
O modelo cosmolégico proposto por Assis foi criticado e oferecemos em troca um modelo
superior em relacdo ao pontos levantados.

A caracterizagdo, partindo do tratamento relacional da fisica, dos referenciais nao inercias
como aqueles que observam algum tipo de movimento rotativo ou acelerativo do universo foi
efetuada oferecendo vérias imagens ilustrativas passando dos referencias inercias até o caso
mais geral dos ndo inerciais. E comparando o tratamento da mecanica relacional com o trata-
mento da mecanica cldssica desse conjunto de referenciais nos quais a expressoes da equagao
de movimento ndo sdo muito simples.

Uma resposta as criticas mais fortes sobre a mecéanica relacional e sua adequacgdo para com
a experiéncia foi dada. Demonstrando as premissas falsas e portanto os erros cometidos pelo
artigos [1,2] analisados. A equacdo que de fato modela os casos estudados nestes artigos foi
exposta deixando espaco para futuros trabalhos verificarem a resposta da mecanica relacional
para a curvatura da luz.

Devido a expansdo do universo um termo a mais na for¢a inercial aparece dependendo
da velocidade do corpo de tal forma que isso afetaria viagens interestelares de longo prazo,
da ordem da idade do universo atual (13,787 Bilhdes de Anos). Pois a velocidade da nave em
relacdo ao universo aumentaria exponencialmente no tempo de tal forma que poderiamos chegar
mais rdpido nos locais almejados.

E possivel também que esferas em rotaciio em relacdo ao universo aumentem sua velocidade
de rotacdo. Nao calculamos o seu valor, mas esse efeito deveria acontecer caso 0S nossos
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célculos estejam corretos e a for¢a de weber realmente se dé na realidade. Também oferecemos
um intervalo de valores para a variagdo da constante de gravitagdo de Newton que responderia
as anomalias encontradas atualmente nos movimentos celeste de nosso sistema solar [19]. Um
resultado marcante de nosso trabalho.
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Apéndice A

Solugoes dos P;

Comecaremos realizando algumas manipulagdes iniciais. Iremos supor que as fatias nas
quais a casca esférica foi dividida, cada uma contendo uma massa dM,, terdo a mesma densi-

dade de area uniforme, de tal forma que dM, = 0,dA; e 0, = reforcando que M, € a

R’
massa total da casca esférica e R, € o raio dela. Como essas duas quantidades ndo sdo funcio
de dM,;, pela suposi¢cdo do préprio problema, entdo poderemos retird-las da integral.

O elemento de drea dA, € dado pelo produto do comprimento com a largura do anel formado
pelos cortes efetuados anteriormente, mas tendo em vista que tais anéis sdo aproximadamente
circunferéncia de raio R, sin6, em que 6 é o angulo entre o eixo z € qualquer uma das retas
formadas pela unido do centro da esfera com qualquer ponto do elemento de area, sendo o
mesmo que o Angulo entre R, e 2. De tal forma que seu comprimento serd 27R, sin 6, e sendo a
largura R,d6, o elemento de drea € dado por dA, = 271R§ sin 6d6.

Figura A.1: Uma anel formado pelo corte.

Veja que a espessura do anel pode ser aproximado como um comprimento de arco, logo seu
valor € R,d6. Ja seu comprimento nada mais é que o comprimento da circunferéncia de raio r,
logo serd 2nrr, mas de r = Rsin @ tiramos que o comprimento do anel serd 2R sin 6. Por fim
podemos concluir que:
M2 . M2 .
dM, = —227ng sin 0df = — sin 6d6
4nR; 2
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S
Figura A.2: Triangulo para obtencdo do cosseno de 6
Lembrando da lei dos cossenos teremos para o tridngulo acima:
s =72 + R} — 2zR, cos @
A qual diferenciada em relagdo a 6 resulta em:

ds* d(z? + R3 — 2zR; cos )

a9 do
d
2sd—; = 2zR, sin 6
d
245 _ inode
zZR,

Substituindo a relacdo acima no elemento de massa:

S

Figura A.3: Tridngulo para obtencao do angulo

93



Por meio do tridngulo acima formado podemos retirar, via lei dos cossenos novamente, que:
R =s"+7" —2szcosa

s* + 72 — R3 = 2szcos

2+ 72— R%
———— = =cosa
257

Sa
Figura A.4: Triangulo para obtencdo do angulo 8

Observe que 8 +y = m, entdo cosf = —cosy, mas da lei dos cossenos 22 = s* + R} —
25R; cosy, logo 22 = s> + R5 + 2sR; cos 3. Logo:

7 =5 +R5+2sR,cos B

§2 + R% -7
—————— =cos
2R2S IB
E da lei do cosseno para o angulo 6:
Z+R -5
———— =cosf
ZZRZ

Basta entdo substituir as relacdes acima nas integrais P;:

dM2 1 M2 M2 f M2
P sds = ds =
: f f 5 2Rz °= 2Rz N ’ 2Rz Lsls

2

2 2 M M
Pz = f cos alsz = f 2 sds = 2 f
S S S S 2R2Z 8R2Z3 S

M, f (2 -R) ? M, f
= s+ ——| ds=
8R223 S S 8R Z3
M, 2 2 212
= SR, s*ds + 2(2 - R5) ds + (2 -R;) ds
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2+ 7 —R%
ST

s+ 2 - R3) +

_<z2—R%>2]ds
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2
PSZICOS ﬁszzf
S N Ky

_ M |1y, 2 2 2 242 -1
- 8R223 |:§ [S ]S + 2(Z _Rz)[S]S + (Z _Rz) (_1)[S ]S
. 2 2
am
P3:fsmadM2:f 2—fcosadM2:P1—P2
s S s S s S
2 2_ .2
P_fcosacosﬁdM__f SSHR -7 |1 M,
' N s 2T S 2R, s
M ?-R: R: -7
- — 22 f[s+ 2:||:S+ 2 :|dS
8R222 S N S
M, f
8R§Z2 S

s+ - R;

ds

ZSZ E 2R2Z S

2 _ p2y(R2 _ 2
72— R)(R; — 7
sZ+R§—Z2+z2—R§+( UL )]ds

2
M, )

= _8R§z2 [fs s*ds + (2 - R%)(R% - ZZ)ﬁs st]
_ M2 [S3]S 2 232 —1
T 3RZ [ 3 T RIISTs

S2+R§—Z221M2 M, R%—z22
- sds = s+ ds
2R2S S 2R22 8R§Z g s
M,

= — [f szds+2(R§—zz)fds+(R§—z2)2fs_2ds]
B8Rz | Js S S

M 3
- | S 2 sl - -

S+ R 1 M M
P6_fcos,2adM2:f[ 2] 2 g M2
s S S

—_ = 1 + 2 _ R2 _2:|d
257 22Rz T ARy j;[ (@ = Ry)s™"|ds
M,

4R222

M
- 4R2Z2[ fs ds+ (2 - Ry) fs S‘zds] =—2 [[S]S —(zz—Rg)[s-‘]S]

3

257

S+ -RP1 M M
P7:fCOSZQdM2:f[ 2] 2 2
S N S

M,

3
=2 ds = [2+ Z—Rz] —d
2 2R 16R2z4fs S+ - Ry| ds
M,

1
6 2 2\ 4 2 202 2 2 203
M2 fI:SZ + 3(Z2 _RZ) + 3(Z2 _RZ)ZS—Z + (ZZ _ R2)3S_4]ds
16R,7* s 2 2

2 2 2 2 2\2 -2 2 273 —4
_ s2ds + 3(z —R)fds+3(z —R)fs ds + (z —R)fs ds]
16R2Z4[£ > Js > Js s

M,

szf
S

! 1
- 16R,z* [g[s3]S +3( - R)sls =3 - R)*[s7 s — (2 - R2)3§[S_3]s]

2 CLR -2\ S LR\ 1 M
COSﬁCOS a{sz _ _f[( 5 )( 2) ]_ 5 s
s? s 2R>s 2s7 s2 2R,z

___M R S
R T A T
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M 1
=— 2 va[(s6 + (2 - R%)s4 (2 - R%)zs2 (- R%)*%)F]ds

16R§Z3
= 16A,§§Z3 f [52 +(@-R) - (@ -R)'s? - (- R}’ —4]
16R2Z [ f sds + (2 = R3) f ds — (2% - R f P -RY f - ds]
2 S
- [—[S3] F @ RIsls + (= R Ls s + (@ — R L5 ]
- 16R2A13 S VLS 2 s 23057 s

SP+RR-7211 M M,
szfCOSBsz f[ 2 ]—2 2 sds = — > ]‘[1+(R2 zz)s_z]ds
s s 2R, s s 2Rz 4R5z
M, 2 2 ) N
:—4R§Z[fsds+(R2—z)Ls ds] 4R§Z[[S] - (R —2)s ]S]
cos? Bcos « S+RI-2\YsT+ 2R\l M,
Po= [ = [ () (o) s
10 fs Iz ? fs 2R, 25z e 2R
M RZ _ 22 2 _RZ
_ M f[(s+ 2 Z)(1+Z 2)]ds
16R;Z2 S § 52

M (RZ _ Z2)2 (RZ _ Z2)3
16R§z f [+ - - = s

16R3Z[f 2ds+(R2—z)fds—(R2 z)f s — (R - z)f “ds|

M. 1 ) i
- 16R§z2 [g[SS]S + (R —D)sls + Ry —22)°[s7'Is + (R - 22)3§[s 3]3]

P, = fcos@cosasz _ f(zz +R; - sz)(SZ + 72 _Rg)l M, ods
s 52 s 2zR, 2s7 52 2R>z
M -R;
= 2 f(zz + R} - sz)(l + )ds
8R§Z3 Ky 52

M 2 + R2 2 _R2
= f (@emy- e EEEEEE @R

B 2 2 2 P R
8R23(Z +R)fds f ds + (2 + ROz Rz)fss ds - (z Rz)fsds)

& +R>[]—gbﬁs—@?+@x£—Rbm*k—w£—Rbmk)

8R2 3

P, = fcosﬂcosasz _ _f(sz +R; —zz)(sl + 77 _Rg)l M, s
S s s 2R;s 257 5 2Ryz
M 1
_8R22z2 ‘f(s2 +R; - zz)(s2 +75 - R%);ds

— M, 4 20\ 1 _ M, 2 2 242 -2
__8R§z2£(s - -R5) ); __8R§z2( Ssa’s—(z - R5) Ss ds)

. mz(wk+@—£ﬁﬁk)
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A.1 O céilculo de [s/]g dentro e fora da casca

Os extremos de integracao para dentro da casca serdo dados por (R, — z) € (R, + z), sendo o
extremo inferior o primeiro e o extremo superior o segundo. J4 para fora da casca teremos para
o inferior e o superior, (z — R») e (z + R,), respectivamente. Isso tornard as solugdes de [s/]g
diferentes para os dois casos, e por esse motivo iremos calcular suas solu¢des diferenciando-as
por meio do subindice i para o caso interno e e para o caso externo:

[slsi=(Ro+2) - (R, —2) =Ry +z—-Ry+7=2z2

[Slse =(@+R)—(z—Ry)=z2+Ry,—z+ R, = 2R,

[S_l]': 1 _ 1 :(R2_Z)_(R2+Z):R2_Z_R2_Z: _ZZ
TRtz Ri-z R+DR-2 Re+2dRi-2 Ra+2)(R—2)

[s s, = 1 I @-R)-@@+R) _ z-R—-z—-Ry _ —2R,
Se —

Z+R, z-R,  (@+R)Z-R) (+R)@-R) (@+R)z—Ry)
]y, = Ra+ 2 = (R =2 = (R} + 2Roz + )R> + 2) = (R} = 2Rz + ) (R — 2)
= (Rg + R%z + 2R§z + 2R2z2 + z2R2 + z3) - (R; - R%z - 2R%z + 2R2z2 + z2R2 — z3)
=R+ Rz + 2Rz + 2R + Ry + 2 — R + Rz + 2R3z — 2RyZ* — 2Ry + 2°
= 6R3z +27°
'], = G+ R’ = 2= R)’ = (& + 2Rz + ROz + Ro) = (& = 22Rs + RY)(z — Ry)
=20 + RyZ* + 2Ry 72 + 2R3Z + RIZ+ Ry — (20 — Roz® — 22°R, + 27R5 + R3z — R))

=7+ R2z2 + 2R2z2 + 2R§z + R%z + R; -7+ R2z2 + 2z2R2 - 2zR§ - R%z + R;

= 6R,7> +2R;

e 1 R —(Rex’ (R 3R+ 3R -

" (R+2} (R-z) Ry + 23(Ry — 2)° Ry +23(Ry — 2)°

(R’ +3R*2+3Rz* +2°) _ (—6zR* —27°)  (6zR* +22°)
R +2’R -2 (R2-22  (2-RY

51, = I 1 @-R)-G@+R) _ 2 =32°Ry + 3z2R; - R;

¢ (@+R) (@-R) 2+ Ry (z - Ry)’ (z+Ry)*(z - Ry)’

2 +322R, + 3zR§ + R; B —67’R, — 2R; B —67°R, — 2Rg

Z+R)Z-R:)? (@+R)Gz-R) (- R3)?
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Serd interessante expd-los em uma lista curta da seguinte maneira:

[slsi =2z
[sls.  =2R,
27
(s = e
YT @-R)
2R,
[0 = e
¥ T @-R)

%], = 6RaT + 2R3
_ (6zR* + 27%)

[s1s:
(2 = R}
—672°R, - 2R3
[s7]se = 2;232
(Z _Rz)

A.2 Calculo dos P;

A.2.1 Calculo de P; no Interior e no Exterior da Casca Esférica

p M, (s] M, M,
i = S l' = = —
! 2R>z s 2R,z ¢ R,
M M M
P :_2[S]Se:_22R:_2
2R22 2R22 Z

A.2.2 Calculo de P, no Interior e no Exterior da Casca Esférica

p, = b [l [s3]5i+2(z2—R%)[s]g,-+(ZZ—R§)2(—1)[S_1]Si]

8R223 3
_ M, [1 2 3 2 2 2 242 2z
= 8R2Z3 »§(6R2Z + 2Z ) + 2(Z - Rz)(ZZ) + (Z - RZ) (—1)(m)

M, | 2
- SR; 2R3+ 32+ 2 - R)(22) - (& - R)(22)

M, [ 2 2 3 2 2 M, 2 2 3 3 2
= 2R57+ =77 + —R)22)| = —=|2R52+ =7 + 27 — 2R

SRy7 | 22+ 32 (z 5)(22) SR, 22t 32 Z 52

_ M2 >2Z3 -|-6Z3 . M2 8_Z3 _ %
8RB 3 T8RP 3 3R,
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M. 1 _
Pae :8R;3E{§L'+ﬂf—R@Bhd%f—R@%—Dblk4
M2 2 2\2 R
= —(6R 2R + 2( = R)(2R - R (—
8R2Z3 ( 22+ 2R) + 2(2 = R)(2Ry) + (22 — R3)* (- 1)( = RZ))]
= MR+ 2RI (2 - RGRY + (2~ QR
= 3RD 2Z +§ 5+ (27 = Ry)ARy) + (27 — R)(2R,)
M, | 2 2
- 8R22z3 2R,7* + §R§ + (22— R)(6Ry) | = SR R22Z3 [2R222 + §R§ +6Ry2” — 6R§]
M, 16 5| My, , 2
= 8Rz" — —R; 3z -2R
8R.Z3 | o 3 T 32 [ ¢ 2]

A.2.3 Calculo de P; no Interior e no Exterior da Casca Esférica

M, M, 2M,

Py =P —Py=——-—2="2
ATINTTA TR 3R, 3R,
M, M, 0 2R3
Py, =Py, — Py, = — — —[32-2R M,
e = Pre= P2 ] ] e

A.2.4 Calculo de P, no Interior e no Exterior da Casca Esférica

P4i:_

M, [53]Si 2 2321 -1
SR [ 3 + (- R[5 Isi
M,

8R§z2

27
(2 - R)

(6R 2+22°) + (22 - R3)?

M,
= [ZR%Z +

3

2,
8R222 G R%)ZZ] )

2, 64
2 2
3 27 [ZR + 3z + 3z 2R2z]

M, |8, 1 M,
= — 77| =
8R§z2 3
M2 [53]Se
8R2z2 3

Py, = -

+¢—@ﬁ5m4

M,
8R§z2
M,

2
ST [2R2z2 + gRg -2 - Rg)Rz]
2

~2R
242 2
[ (6R:2* + 2R3) + (2 — R3) zz—Rg}

M, 2
T [2R2z + 3R3 2R, + 2R} | = -

M, [2 5, 6,
2 2R3 4 2R
8R§zz[3 23 2]

M, [8
= [ R|=-2M,

_8R§z2 372
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A.2.5 Calculo de Ps no Interior e no Exterior da Casca Esférica

5i =

M, [[5]s; -
8R32Z [ S3 =+ 2R3 - 2)slsi — (R — 2)’[s l]s,-]

M, 2z
8R3 [ (6R3z +22°) + 2(R5 — 292z — (RZ_Z) Rz]
M2 ") 2 3
= 2R3z + +4R27 — 47 +2R -2
S8Rz [ 3¢ + 4Rz -4 Z
M, , 25 18
8R5z+ =2° — —
8R3 [ 3z 3 Z ]
My| » 2,
—_ _~ R _ =
R [ 273t
Se = 8R3Z 3 +2(R2 —Z)slse — (Rz —Z2)°[s se

M —2R
- f (6R2z +2R3) + 2(R; = 2)2R, — (R} — ) 5— >
38Rz R;

8R3z

2
[2R2z2 + §R§ + 4R} — 4RZ" — 2Ry (R; — Zz)]

8R3 3

M2 2 3 3 M2 8 3 M2
= R +2R| = — | =R | = ==
~ 8R ;Z [3 2] 8R3z [3 2 3z

M, 2
[2R2z + =R} + 4R} — 4R, 7> — 2R + 2R2z2]

A.2.6 Calculo de P¢ no Interior e no Exterior da Casca Esférica

' M, 2 p2ye-ln | = M, _ P2 (=22)
P = |3k = @ = B | = oo - @ - R G |
422 [Zz—2z] 0
2
_ M (2 _ Pyl | = __22R2
P6e_4R2Z2[[S]Se (Z Rz)[s ]Se:|_ 4R2 |:2R2 ( RZ) RZ]
_ _M
- [2R2+2R2] =5
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A.2.7 Calculo de P; no Interior e no Exterior da Casca Esférica

M, ~ 1
Pr; = 16R,2 [ [s°1si + 3(2 = R)Islsi — 32 — R[5 '1si — (27 — R2)3§[s 3si
M, 2 2 (22)
= 6R2z +22°) + 3( — R2)2 R
16R2z4[ (6R3z +22°) +3(z° - R3)2z - 3(Z - R3) @-R)
—(Z - R*’= 1 (=62R5 — 2Z3)]
3 (Rz _ Z2)3
M 2 2 2
= Tek T [ (6R%z +22%) + 3(2 - B2z - 3(22 - ROz
1
~3(62RE + 213)] -
M 1 1
Py, = 16R2 4[—[s3]se +3(2 = R)[slse = 3(Z = R[5 ' Ise — (2 —R2)3§[s 3136]
23
M, —2R 1 (—62°R, — 2R))
6RZ% + 2R) + 3(22 — RD2R, - 3(Z - 3 ——= — (2 - R%)*= ]
16R2Z[ (6K + 2R+ 3& ~ K2R, = 3 — R 5= = (€ = R 3 s
M2 2 2
- Tek T [2R2z2 + SR+ 6R(E = R + 6R(& = R) + 2R, + gRg]
M, 4 32 M, 2
ARoZ + SRS+ 12R — 12R3] [16R - —R3] [ 2 _ —Rz]
"~ 16R.2* [ 2+ 3R+ 12Re7 I6RZA L 73 z 302

A.2.8 Calculo de Pg no Interior e no Exterior da Casca Esférica

Py = -0 [1[91&-+<z2—R%)[s]Si+<z2—R%)Z[s-I]Si+<z2—R§>3§[s—3]sl-]

16R§Z3 3
M,

~Tert: 3[ (6R2z +22) + (2 — R2)2z

R . 1(62RE +22%)

R G @ R T R2)3]

M,
16R23

2 5 2
[2R§z + =2+ (22— R)2z+ (2 —R3)2z+ 27R3 + 3 ]

3

M, 2 25 3 2 2 23]
- 2R57 + =77 + 47 —4zR5 + 2ZR5 + =
16R§z3[ RTFE T TR T AR TR

M, [23 12 23] M, [16 3]_ M,

16R213° " 3 S5 R3] T TR
M,

1 3 2 2 2 2N21 —1 2 2 31 -3
Pse=—16R2Z3[§[s Ise + (@ = RIslse + @ = RPLs Ise + (& = R 31571

M,
16R2 3

-2R

1 —62°R; - 2R§]
(@ - R) 3 (Z-R)

[ (6R:2 + 2R + (22 — RE2R, + (22 — B2

16R§z3

|
[ (6RaZ* + 2R + 2Ra(Z = RD) = 2Ra(@ = R) = 5(62°Rs + 2Rg)] -
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A.2.9 Calculo de Py no Interior e no Exterior da Casca Esférica

M TR Rl S (—22)
Por= " re; U5l (8 = | = - 4R2: - Z)(Rz+z)(Rz—z)]
o M
= 4R2Z[2z+2z] %

__M2 _p2 2l __M2 _(p2_ 2 _2R2
Poo = = | Wlse = (R =™ e = = |2k = (R - = |
= 4R21[2R2 2R2] 0

A.2.10 Calculo de Py no Interior e no Exterior da Casca Esférica

M. 1 ~ 1
Pyo; = Wgzz[g[éj]ﬁ + (Ré — 2)[slsi + (R% =25 i + (R% —22)35[5 3]Si]
M, (=272) 1 (62R; +22°)

R2, 490 R2 2\9 R2 _ 22 _(R% ]
16R*2[ (6Rze+22) + (R =)z + Ry =) G = (R =3 T
M, 2 2 2 2 > N

B 16R3z 2[ (6R3z +22%) + (R} = 2%)2z + (R = 2°)(=22) - 5(6zR2 +2z )] =
M, 2 2 232y~ > anli ;3
Ploe—m[ [5*1se + (R = D)slse + (8 = 275 Lo + (B = 205157
M, 3L o > —2R, o3 1 —62°R, — 2R3
 TariE R+ 2+ (= PR = s+ O = 5|
M
- 2[ (6R>2 +2R3) + 2Ry (R — 22) = 2Ry(R3 — ) + (6z2R2+2R 3l
2

M,
16R3 2

M 1
[2 2 2R§] == [z2+ —Rg]

6R 2R3 ]:
[ (6RyZ" + ) 3 4R§z2 3

R22

A.2.11 Calculo de P;; no Interior e no Exterior da Casca Esférica

M, 1
Pui= gy (@ + Blstsi = 515T5i - @ + B - B Tsi = @ - B)slsi)
((z +R%)27 — —(6R 2+22) - (Z + R - R3) @) _ (2% - R§)2z)

8R2 3 ( 2 _ R%)

2,
= 3R 3((z +R3)2z - 2R3z — §z —(Z+R)2z-22 + 2zR2)

M2 23 63 Mz 83 M2
(-39 -57) = gl -37) -

T8RIA\ 30 T3° )T 8RIA 3R
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M 1 _
P = 8}?—;3(@2 + R3)[sls. — g[ﬂ& —(Z+ RN R[5 Ise — (2 - R%)[s]Se)

1
_ 2 2 2 2 3 2 2\( 2 2
= Ay ((z + R5)2R, — §(6R2z +2R;) — (" + R5)(Z" — R; )—( o - (- R2)2R2)

M, 2
8R2 ; (2R (22 + R3) — 2R, 7* — 5R3 2Ry (Z* + R3) — 2R,7* + 2R§)

2 6 M 4 M 1
~ 4R - SR+ 3R] = e (-4 SR = sp (-2 3RY)

Mz (
8R§z3

A.2.12 Calculo de P, no Interior e no Exterior da Casca Esférica

M, (1, 2 2721 1
Pii= g (50501 + @ = R M)
M 27
_8R22Zz( (6R3z +27°) + (22 — R%)? = ))
2
M 2 2 4
= _8R22ZZ(ZR%Z+§Z3+(Z2_R§)2Z): 8R2 2(2R§z+ 3z +27° —2zR2)
2
S SERIE ) N L
T TsR2\3C T3Y )T Tsr2\3°) T TRt
M, (14 2 221 1
Py = —W(g[s Ise + (@ = R) [s ]Se)
M,

—2R,
= - 6Rz* + 2R + (- R? —)
8R%ZZ( (6o + 20 + = R

M,
8R2 2

2 2
(2R 2+ 3R3 2R,(Z - Rg)) 8 (2R2 + §R§ - 2R, + 2R§)

_ 3
- 8R22(R )

A.3 Todos termos expostos em uma lista

Colocando todas as integrais em uma Unica pagina teremos:

M
Py = -2
R,
M
Ple = e
Z
M,
Py = —
73R,
_ M, 2 2
P2e 3_13 [3Z 2R ]
2M,
Py = ——
3R,



P3e_§z_3
14
Pi= 3%
R,
P4e__3z2
%[Rg——
Ps; = R
M,
PSe_3—Z
Ps=0
M,
P6e_z—2
=0
P71 2
S
P7e_Z_4
M,
8i:_3_13§
0
PSe—

M;
P9i_—R—%
P9e—0

Pii =0 12]
el v 3R
2
PlOe 4R§Z
M,
Py _3_R%
2
M (—z2+—R
3
‘ Z
1" 9R, v
12i _3_R§
Ru,
P12e _3Z2
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Apéndice B

Velocidade Radial Relativa e Aceleracao
Radial Relativa

B.1 Determinacao de i,

Estamos buscando nesse apéndice determinar:

. drys
ra = —7—

dt
Para isso definiremos o vetor posi¢ao da particula 1 por:

-

Fr=xX+ny+al
E o vetor posicdo da particula 2 por:

P =Xk + ) + 22

A A A

Portanto a velocidade relativa entre elas serd, assumindo os eixos da base (%,9,2) fixos, dada
por: } }
Vo=V - = dn _dn =X X+ 0P+ 02— XX —30) — 22
dt dt
=X — )X+ 1 — 2P + (21 — 22)2 = XX + yP + 2102
E o vetor posicdo relativa sera:

= - -

Fa=r—R=0—x)%+ 01 —y2)9 + (21 — 22)2 = X8 + yd + 2122

Assim como a distancia entre elas sera:

ria = [Pl = A = Rl = 101 = x)X + (1 = y2)P + (21 — 222 = Jx], + V], + 20,

Realizando a derivada temporal para encontrar a velocidade radial relativa:

] 1 1 d(, 5 5 1 1 ) ) )
rp =z _(xlz +Vir t+ le) == 2(X12X12 + Yy + 212212)

2 2 2 , dt 2 2 2 2
X TV T 21, X TV T 21,

Basta neste instante perceber que podemos escrever:
1

D =2 =2 = ~
rp = —(Vlz'hz) =Vip-rn
I

Finalizando o objetivo dessa subsec¢do, restando apenas o calculo de #,
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B.2 Determinacao de 7,

Antes de satisfazer o desejo de nossa subsecdo serd preciso expressar a aceleragdo relativa:

d’r A7
S 1 T2 i N A s xem A oa s oA A
2 = =5 = g TAXENY LT DX = §Y = 58 = Xkt Yy + a2

Pois dai realizando a derivada segunda da posicao relativa:

. di, d 1 . ) .
rp = == X12X12 + Y1212 + 212212
dt dt 2 2 )
Xy TV T 25
1 1 d{ , ) 5 ) ) _
=175 T 2| X2 T Y12 + 20 | X12X12 + Yi2Yi2 + 212212
2( 2 + 2 + 2 )Z dl
Ao TV T4
1 d . : .
+ | X2X12 + Yy + 212k
X+ + 72 dt
12 TV T2
1 1 . . . . . .
=1~ 2, N 3 2| x12X12 + Y1212 + 21212 || X12X12 + YioYi2 + 212212
2
(xXp, + Y1, +235)
1 22 .. .. .
+ X{p + Y13 t 2] + X12X12 + Y12Y12 + 212212

[ 2 > 2
Xip TV T 21,

1 L1
- (P2 - Vi)™ + —((\712 Vi) + (Fa - 6_1)12))
"2 "2

_ (V12 - V1) — (P12 - \712)2 + (P2 - di2)

Iz
Portanto: - s
- - N = \2 = =3 :
L. Vi Vp—np-Vp) +rcdn Vi oo
P = =———+rpp-dp
r2 o Iz
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Apéndice C

Calculo dos F j

C.1 Calculo de F,

Partindo para o calculo de F;:

. A . . A MZ
F, = fcos VvPadm, = fcos % [cos a@Z + sin @ cos vi + sin & sin V]] I dv
c c g

M, . oA . .
= cosvcosazdv+ | cosvcosvsinaidv+ | cosvsinvsinajdv
T lJc c C

M A A sin 2
:2—2[2cosa/fcosvdv+isinozfcoszvdv+jsinaff > Vdv]

T c c c

A primeira e a ultima integral serdo ambas nulas, para isso basta lembrar dos extremos de
integracdo (0, 2) e suas solugdes sdo triviais. Ja a integral intermedidria permanecera:

M, . M, . 2v+1
Fy =—2isina/fcoszvdv:—2isinaf cosvr l dv
271' C 271' C 2

o 2 1
:_zisina[f cos Vdv+f—dv]
2 c 2 c?2

A primeira integral ird resultar em zero, por fim:

qu . 2”1 qu . 2r 0 M2 . A
F,=—isina —dv=—isina|— — =| = —sinai
0

2m 2 2m 2 2 2

C.2 Calculo de F>»

. A~ . A . 7 . . ~ M2
F, = | sinvipdm, = sin v(cos @Z + sina@ cos vi + sina sinvj)—dv
C C 2r
M

2 . A . . ) . . o)
= 2—[fsmvcoscxzdv+fsmvsma/coswdv+fsma/smzwdv]
TlJc C c

M, n . . A sin 2v . A .2
= —|cosaZ | sinvdv+ sinai dv+sinaj | sin”vdy
2 C C 2 C
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A primeira e a segunda integral serdo nulas, lembrando dos extremos de integracao (0, 2r),
jé a ultima:

1] sin2vpr 1 ind in0
fsinZVdv:—[v—sm V] :—[27r—sm 0= -x
c 2 2 o

Portanto:

M, M,
F, = sm sin’ vdv = —smozpr- —s1na]
C 2r 2

C.3 Calculo de F;

Passamos entdo para o cdlculo de Fj:

_ 2 A _ 2 A . 2 . . A 2
F; = CcoS” Viadmy = cos“ v|cosaZ + cosvsinai + sinvsinaj 2—dv
c c T

M, . A . .
=5 cos’vcosaidv + | cos’vcosvsinaidv + | cos®vsinvsinajdv
T lJc

C C

MZ . 4 . 4 .
=5 cosa? | cos’vdv +sinai | cos’vdv+sinaj | cos®vsinvdy
T C c c

A primeira integral ja foi resolvida no célculo de F;, sendo seu resultado 7. Ja a interme-
didria e a ultima serdo nulas, estando a prova a seguir:

fcos3 vdy = fcos v(1 = sin® v)dy = fcos vdy — fcos vsin® vdy
C c c c

[sin3 27 — sin’ O]
3

sin’ v
=0

= [sinv]. — [

] =sin2m —sin 0 —
c

3 1 1
fcoszvsinvdv = [—COS V] = ——[cos’ 21 —cos’ 0] = —=[1-1] =0
c 3 3 3

Permitindo concluir que:

M, . M .
F3 = —cosaZr = —cosazg
2 2
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C.4 Calculo de F4

Partindo para Fy:

. A~ . A . A . . ~ 2
F, = f COS v sin vipdmy, = f cos v sin v(cos aZ + sin & cos vi + sin « sin V])z—dv
b

c C
MZ . A . . )
= — cosvsinvcosazdv + | cosvsinvsina cos vidy
27T C C
. . . PN M, n sin 2y . ~ 2 .
+ cosvsinvsinasinvjdv| = —| cosaz dv +sinai | cos”vsinvdy
c 2n c 2 c

2
V4
A M. A
+ sin a/jfcos v(1 — cos? v)dv] = —Z[Sin a/i(f sinvdy — fsin3 vdv)
c 2n c c
A M. A
+ sin a/j(f cosvdy — f0053 vdv)] = —z[sin ai(—fsin3 vdvy)
c c 2n c
+ sin a}(— f cos’ vdv)]
c

Foi demonstrado na subse¢do anterior que:

f cos’ vdv = 0
c

1 & 1 1
f sin® vdy = [— cos v + — cos’ V] = (= cos 27 + = cos> 271) — (= cos 0 + = cos> 0)
c 3 0 3 3

. A . M . ~ . .
+ smoz]‘fcosvsm2 vdv] =3 sin @i f(l — sin’ v) sin vdv
c c

Restando apenas

1 1
:(—1+§)—(—1+§):0

Permitindo concluir que:

C.5 Calculo de F’s
Restando apenas a conta de Fs:
F5 = f sin2 Vi’\'lzdmz
c

. A~ . A . . A 2
= sin® v(cos a2 + sin @ cos vi + sin a sin vj)—dv
C 27T
MZ [ . . . A . . . A
= — sin® v cos a2dv + sin® v sin @ cos vidv + sin® v sin @ sin v ]dv]
2rl Je c c
My[ . .oA . A .
= 5 cosa? | sin’vdy +sinai | (1 —cos®v)cosvdy + sina J sin’ vdv]
Tl c C c

M| R . .o . A .
= cosa? | sin®vdv +sinai( | cosvdy — | cos®vdv) + sina J sin® vdv]
C C

2 L c C

Todas elas se anularam, com excecdo da primeira integral:

M, .M .
Fy=—cosazr = —cosaz
2r 2
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