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Resumo

Pode-se dizer, de certa forma, que a observacao e descricao do movimento foi um dos
primeiros atos que fez o homem pensar e refletir sobre a natureza. Seja o movimento
das estrelas no céu ou de uma maca que cai perto da superficie da Terra, a Mecanica
Classica constitui uma forma muito abrangente de compreender o universo a nossa volta
e seus diferentes fend6menos. Com certos comportamentos sendo mais comuns que outros,
o fendmeno de oscilagdes talvez seja o mais presente, de forma que em todas as areas da
ciéncia, algum tipo de oscilagao pode ser observada. Nesse contexto, o sistema estudado
é caracterizado como um tipo de oscilador acoplado, em que particulas se movem e inte-
ragem entre si a todo momento. Esse tipo de movimento varia em complexiadade quando
se aumenta o nimero de particulas interagentes e por isso solugoes analiticas muitas vezes
sao de dificil acesso. Nesse sentido, além do método analitico, o problema em questao foi
resolvido utilizando-se um método numérico implementado computacionalmente, como
uma alternativa para sistemas mais complexos. A comparagao entre os resultados obti-
dos foi realizada, mostrando a eficiéncia do método numérico no problema do oscilador
harmonico acoplado.

Palavras chave: oscilagoes acopladas, Transformada de Fourier Discreta, Runge-
Kutta.

1ii



Introducao

A Mecanica, de forma concisa, pode ser entendida pelo o estudo de como as coisas se
movem. Ela consegue abranger desde os planetas completando sua 6rbita em torno do
Sol até a descricao das vibragoes de uma rede molecular, em materiais no estado sélido.
Estudada primeiramente pelos gregos, até onde sabe-se, a mecanica grega representou
um grande passo na evolugao da ciéncia moderna [1]. O seu desenvolvimento durante
os tempos consistiu de novas formulagoes que acabaram por compor aquilo que hoje
chamamos de Mecénica Classica, onde o intuito de descrever o movimento de corpos no
espaco, como resultado das interagoes entre eles e com o mundo externo, se tornou uma
ferramenta importante no objetivo de entender o mundo a nossa volta. De forma geral,
quando fala-se em descrever o movimento de um corpo, pretende-se determinar quais as
posigoes esse objeto ocuparia no espago para qualquer valor de tempo [2].

Nesse contexto, a observagao e comparacao dos fendmenos que ocorrem em nosso uni-
verso, encontram dentro da mecanica classica uma explicagdo, que embora algumas vezes
nao seja a melhor, é muito conveniente e permite entender diversos conceitos e principios
relacionados a eles. O oscilador harménico simples (OHS), por exemplo, é provavelmente
o caso mais importante de movimento em uma dimensao [3]. Ele representa o modelo
mecanico mais elementar capaz de descrever os fendmenos oscilatorios, que por sua vez,
sao muito comuns no mundo em que vivemos. Assim, objetivando tornar esse modelo
ainda mais amplo, a ideia de introduzir varios corpos interagindo num mesmo sistema, é
validada por si s6. Nesse tipo de situacao, considera-se um sistema de osciladores harmo-
nicos que possuem interagoes uns com os outros [2]. Apesar de a mecénica classica ter
sido substituida pela mecanica relativistica e pela mecanica quantica em seus respectivos
dominios [4], tal refinamento do OHS é utilizado como base para diversos estudos, alcan-
cando desde a tematica de moléculas e interacoes entre atomos e luz, até o formalismo de
quasi-particulas, da drea da mecanica quantica [2]- [4].

Ao levar adiante a ideia de varias particulas interagindo num mesmo sistema, nao deixa
de ser intuitivo o pensamento que ampliar o oscilador harmonico simples para um modelo
mais abrangente, contendo oscilagoes acopladas, acaba por transformar o modelo inicial
em algo mais complexo [5]. Nesse sentido, é certo que o tépico de equagoes diferenciais
fara parte desta analise, representando matematicamente os fendmenos a serem estudados.
No entanto, outros métodos também podem ser utilizados para a obtencao de resultados
a partir do modelo proposto. No caso especial deste trabalho, tem-se por objetivo estudar
as solugoes para o Oscilador Harmonico Duplo(OHD). Tal sistema fisico, caracterizado
por duas massas estaticamente acopladas, representa um exemplo de oscilagoes acopladas
que ainda possui certa simplicidade, mostrando-se uma oportunidade para compreender
os aspectos gerais desse tipo de fenémeno.

Além da solugao analitica encontrada para o sistema de equagoes diferenciais do OHD,
utilizou-se de um método numérico implementado utilizando-se da linguagem de progra-
macao C para resolver o problema. O método escolhido consiste naquele desenvolvido



pelos matematicos C. D. T. Runge e W. M. Kutta nos anos de 1900, que em homenagem
a estes recebe o nome de Método de Runge-Kutta. Embora o nome apareca como um
método tnico, ele consiste de uma familia de métodos utilizados para resolver numeri-
camente equacgoes diferenciais. A utilizacdo deste em conjunto com o desenvolvimento
tecnoldgico alcangado pelos computadores, permitiu uma nova visao sobre problemas que
antes apresentavam diversas dificuldades. Assim, mesmo sendo um método centenario,
o método de Runge-Kutta continua sendo utilizado e pesquisado por matemaéaticos, enge-
nheiros, quimicos, fisicos e muitos outros cintistas ao redor do mundo, por conta de seu
alto nivel de precisao e aplicabilidade [6]. Dessa forma, ele constitui uma opg¢ao muito 1til
na resolugao nao s6 de problemas mais simples como este, como também para sistemas
mais complexos em que temos varias particulas acopladas se movendo simultaneamente.

Uma vez que os resultados gerados por este método numérico formarao uma série tem-
poral, a presenca de uma grande quantidade de dados como esta pode exigir que algumas
andlises extras sejam feitas, no intuito de obter propriedades intrinsicas a esta série. A
Transformada de Fourier Discreta (TFD) é um exemplo de analise muito utilizada no
ambiente da pesquisa, pois permite um entendimento maior sobre o comportamente de
certos conjuntos de dados, favorecendo suas interpretagoes. Analises envolvendo Trans-
formadas de Fourier possuem mais de 200 anos de historia, tendo inicio com o fisico e
matematico Jean Baptist Fourier apresentando seus trabalhos sobre conducao de calor na
Academia de Paris. De forma geral a TFD constitui um método que pode ser aplicada
a um conjunto de amostragem discretizado no tempo, possibilitando a obtencao de uma
imagem das frequéncias em que estes dados aparecem [7].

No deserenrolar deste trabalho, escolheu-se uma ordem de abordagem e de tratamento,
em que o objetivo é apresentar o assunto de forma clara e um tanto intuitiva. Nesse
contexto, o capitulo 1 faz uma revisao do oscilador harmoénico simples, resolvendo-o e
discutindo-o, para depois apresentar o oscilador harmonico duplo e o modelo matematico
que sera empregado. No capitulo 2 o foco é a resolucao analitica do OHD, de forma que
alguns topicos utilizados, como matrizes e autovalores também sdo apresentados. Além
da solugao analitica, o método numérico de Runge-Kutta de quarta ordem foi utilizado
com auxilio de métodos computacionais e se encontra descrito no capitulo 3. Por fim, os
resultados obtidos das duas solugoes encontradas, analitica e numérica, sao apresentados
e comparados no capitulo 4. As consideracoes finais e conclusoes sobre os objetivos deste
trabalho, encontram-se apresentadas na se¢do Conclusoes.



Capitulo 1

Revisitando o Oscilador Harmonico

Com o objetivo de entender como funcionam as coisas no nosso universo, torna-se
missao para um cientista prever as leis que governam corpos e particulas no decorrer do
tempo. Essa ideia se aplica, de forma geral, a diversas interpretagdes, porém procuremos
manter o foco numa via mais elementar. A mudanca mais simples possivel de ser observada
em uma particula ¢é a sua aparente mudanca de posicao em um determinado tempo, e isso
é o que carateriza o “movimento” [1].

O ramo da fisica que estuda como as coisas se movem ¢é conhecido como Mecanica e
sua abrangéncia vai desde o movimento dos planetas em torno do Sol até o movimento
de um elétron num campo elétrico ou magnético. E dificil dizer com certeza quando
o estudo da Mecanica comecou, o que se sabe é que os gregos foram os primeiros a
refletir sobre o movimento de uma maneira mais profunda, de forma que a Mecanica
Grega representou um grande passo na evolucao da ciéncia moderna. Partindo desse
ponto inicial, o desenvolvimento destes conceitos ao longo do tempo permitiu que Galileu
Galilei e Newton formulassem a base da Mecéanica que conhecemos e ensinamos nos dias
de hoje [4].

Outras formulagoes para descrever o movimento também acabaram surgindo, alguns
exemplos podem ser dados por meio de cientistas como o matematico e astrénomo francés
Lagrange e o matematico irlandés Hamilton. A Lagrangiana e a Hamiltoniana possuem
formas diferentes para representar a Mecénica mas que ao mesmo tempo sao completa-
mente equivalentes a de Newton [4]. Dessa maneira, o termo “Mecanica Classica”, se
refere de forma geral a estas trés formulagoes que temos hoje e também denota o ramo
da fisica que ndo aborda as novas teorias como a Mecéanica Quéantica [8].

Tudo em nosso universo se move e por assim ser, tais movimentos geram consequéncias
que podem ser responsaveis pelos fendmenos mais improvaveis. As mudancas nas posicoes
de corpos e particulas, podem ser aplicados para explicar o movimento de uma nuvem,
a propagacao de calor em materiais ou quem sabe até mesmo as mudancas na mente de
uma pessoa. De fato, nao conhecemos uma maneira facil de analisar as mudancas na
mente, mas talvez até estas possam ser paralelas com o movimento de atomos dentro do
cérebro [1]. A verdade sobre isso, é que ainda ndo temos conhecimento suficiente para
entender como funciona a mente humana matematicamente, de maneira completa. Varios
pesquisadores ja estudam a possibilidade de tentar modelar o que pode ser considerado
uma mente artificial, de forma que termos como "redes neurais'e "inteligéncia artificial"sao
amplamente utilizados e reforcam ainda mais essa ideia. Em geral, a complexidade por
tras de tudo isso nao tira o mérito de todos os modelos que a Mecénica j& gerou. E a
natureza elementar da Mecanica Classica que possibilita sua grande aplicagdo e abran-



géncia.

Dentro deste contexto, um dos fendmenos mais comuns no universo em que vivemos
é o das oscilagbes. O movimento repetitivo de particulas é algo que pode ser observado
em praticamente todo o lugar e em todas as areas. O oscilador harmoénico simples é um
dos melhores exemplos que se pode dar para isso. Ele chega a ser classificado como o
movimento mais importante de ser estudado em uma dimensao, e mesmo com sua grande
importancia, também caracteriza um dos problemas mais simples de se resolver [4].

Neste capitulo serd feita uma revisao do oscilador harmonico simples (OHS) apresen-
tando suas caracteristicas e propriedades principais, bem como abordando os conceitos
que o fazem ter uma relevancia tao alta. Em seguida serd apresentado um refinamento do
OHS, que por sua vez, permite aumentar muito mais sua abrangencia sobre os fenémenos
fisicos conhecidos. O intuito de comecar por algo simplificado e gradualmente aumentar
a complexidade, é possibilitar um entendimento maior sobre o assunto e facilitar a visao
de comportamentos analogos nos mais diversos fenémenos.

1.1 O Oscilador Harmoénico Simples

O OHS ¢ o sistema que abre as portas para o estudo das oscilagoes. Ele é abordado
desde o ensino médio nas escolas, geralmente sob o ponto de vista de uma massa presa a
uma mola, de forma que seu movimento esta restrito a dire¢cao horizontal. Num primeiro
momento, a massa se encontra parada e a mola relaxada, o que caracteriza o ponto
de equilibrio do sistema, tal que a forga exercida pela mola é nula. Caso a mola seja
comprimida ou esticada, o sistema sentira uma forca restauradora que tende a trazer a
massa para a posi¢ao de equilibrio, iniciando o movimento oscilatorio.

Para podermos descrever e entender esse sistema, iniciamos dizendo que as dimensoes
do corpo a ser estudado nao serao consideradas, de forma que apenas levaremos em
conta a posicdo do centro de massa deste corpo. Assim, como o centro de massa se
encontra em uma posi¢ao pontual no que diz respeito a extensao do corpo, denotaremos
por "particula'toda vez que nos referirmos a essa massa que esta sendo alvo de nossas
observagoes. Com isso, consideremos entao essa particula de massa m presa a uma mola
de constante elastica k, tal que k£ > 0. A posicao x da particula, ou seja, de seu centro
de massa, serd medida a partir da posicdo de equilibrio. Dessa forma pode-se ilustrar a
situacao descrita como segue na Figura 1.1 abaixo:

Figura 1.1: Esquema do sistema massa mola, em equilibrio, que representa um movimento
do tipo oscilador harmonico. Nesta representacao temos a mola de contante eldstica k e
a caixa massa m. O ponto localizado ao centro da caixa representa o centro de massa da
mesma.



No sistema a ser estudado, a mola obedecera a lei de Hooke, que descreve a intensidade
e direcao da forca aplicada a particula, com depéndencia na distor¢ao sofrida pela mola,
que por sua vez, determinara o sentido de aplicacdo da forca. Dessa maneira, a forca é
dita proporcional ao deslocamento da particula e possui a forma

F(z) = —kzxi (1.1)

Da relagao (1.1), perceba que quando x = 0 a forga é nula, o que representa o ponto
de equilibrio. Para x > 0, ou seja, no caso de um deslocamento para a direita, a forca seréd
negativa, trazendo a particula para a esquerda. Quando x < 0, tem-se um deslocamento
para a esquerda, resultando em uma forca positiva, que tende a mover a particula para
direita. Tal descricao reflete o comportamento da forca restauradora que atua nessa
situacao. E importante ressaltar, que neste caso, o k > 0, garante que no ponto x = 0
tenha-se um estado de equilibrio estavel, reafirmando a existéncia da forga restauradora
e do fendmeno de oscilagoes [4].

1.1.1 Solugao para o Oscilador Harmoénico Simples

Seguindo por essa analise, um dos pontos que mostra a relevancia do oscilador harmo-
nico simples é a dependéncia da forca para com a posicao, o que caracteriza um tipo
importante de movimento dentro da Mecanica Cléassica e também muito comum na na-
tureza. Nessa linha, utilizando a formulagdo de Newton e assumindo a inexisténcia de
forgas dissipadoras (atrito), o movimento da particula presa a mola pode ser descrito como
segue:

d*x d?x k
m—dt2 = —kr — yro) = _E% (1.2)
Az k
— + —2x =0. 1.3
dt? + mx (1.3)

A relagdo matematica dada por (1.3) é classificada como uma equagdo diferencial
de segunda ordem, homogénea, linear e a sua solugao resulta na func¢ao que descreve o
movimento da particula, ou seja, as posi¢oes ocupadas por ela no decorrer do tempo [4].
Para resolver a (1.3), utilizaremos um método tipico aplicado a equagoes diferenciais
homogéneas de coeficientes constantes. Nesse processo, inicia-se procurando solugoes
da forma exponenencial. Assim, supondo z(t) = €, em que v é um parametro a ser
determinado posteriormente [9], segue

d*z 9
ﬁ =7 e, (14)

Substituindo este resultado em (1.3), obtemos
(0 + 2y =0 (1.5)

m ’ '
como €7 # 0, entao
k

v+ — =0, (1.6)



que é chamada Equacao Caracteristica para a equagao diferencial (1.3). Desta relagao, a
fim de determinar o valor v, segue

v = tiw, (1.7)

em que w = y/k/m.

Dessa maneira, como é possivel observar, as raizes de (1.6) sdo representadas por dois
valores complexos distintos, fazendo com que a solu¢do da equacao diferencial dada por
(1.3) seja da forma [9]

z(t) = Cre™! 4+ Che ™, (1.8)

Agora, perceba que desde que permitamos que as solugoes para x(t) sejam comple-
xas, entao, intuitivamente, as constantes arbitrarias C7 e Cy que multiplicam as solugoes
também o devam, garantindo que (1.8) seja uma solucao geral para o problema estudado.
Outro detalhe importante a ser considerado ¢ o fato de tratarmos aqui um fenémeno fisico
cujos resultados devam fazer sentido no nosso universo, logo a solucao obtida tem de fazer
parte dos niimeros reais. Para isso, deve-se escolher constantes multiplicativas de forma
que a solucao de x(t) seja real. Assim, levemos em conta o fato de que a soma de dois
nimeros complexos somente serd real, se um deles for o conjugado do outro [3]. Dessa
forma, tomemos

C=a+bi (1.9a)
C" =a— Ui, (1.9b)

Além disso, sabe-se também que e é o complexo conjugado de e, fato que pode ser

observado facilmente quando reescreve-se estes termos utilizando a férmula de Euler [10].
¢ = cosf +isen. (1.10)

Com esssa observagao, conseguimos garantir que a solugdo para z(t) seja real fazendo
com que C; = C e Cy = C*. A partir daqui, avaliando (1.8) com base nas relagoes (1.10) e
(1.9), podemos escrever os nimeros complexos que estamos trabalhando na representagao
polar (vide Figura 1.2), facilitando as manipulagoes que faremos em seguida:

C=a+ib=re?, (1.11a)
C*=a—ib=re ™ (1.11b)
em que
b
r=+va?+0b?  tanf = —,
a
a=rcostl, b=rsenb.
Nesse caso, temos o seguinte resultado
l’(t) — Teié‘e—i-iwt + Te—ié‘e—iwt

- [L'(t) — Tei(wt—i—@) 4 Te—i(wt+0)
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Figura 1.2: Representacao de um ntimero complexo via coordenadas polares utilizando o
plano de Argand-Gauss. Neste sistema, um nimero compleco r é representado tal que
o eixo das ordenadas corresponde a sua componente imaginaria b do nimero complexo,
enquanto o eixo das abscissas corresponde a componente real a.

Aqui, utilizando novamente a formula de Euler, pode-se reescrever x(t) na forma mais
conhecida

x(t) = Acos(wt + 0), (1.12)

em que A = 2r.

Por fim, a relacao obtida em (1.12) expressa a solugao geral para a posigao de uma
particula que representa um oscilador harmonico simples. As constantes A e # sdo obtidas
das condigoes iniciais do sistema, dependendo dos valores x(t = 0) e v(t = 0). Dessa
forma, substituindo-se ¢ = 0 em (1.12) e em sua primeira derivada temporal, tem-se o
seguinte:

xo = Acosb,
vo = —wAsen(f),

resultando em
A=\l + — (1.13)
0 = tan~! (—”0> . (1.14)

1.1.2 Consideracgoes sobre a energia

Agora, com o objetivo de analisar as energias do sistema do Oscilador Harmonico
Simples, perceba que o movimento da particula, assim como descrito anteriormente, sugere
a tranformacao da energia em dois tipos, sendo uma cinética, relacionada a velociade, e
outra potencial, relacionada a forca elastica.

Para descrever a energia cinética, tem-se por defini¢do a seguinte relagdo (na Mecanica
Cléssica) [3]:

T = —mv”, (1.15)



em que v representa a velocidade da particula. Dessa forma, na equacao (1.15), fazendo
a substitui¢do da primeira derivada temporal de z(t), chega-se a

1
T(t) = §mwA2 sen”(wt + 0) (1.16)
No caso da energia potencial, a definicdo que se tem é “o trabalho realizado por uma
forca conservativa, para deslocar a particula de um ponto x até um dado ponto x,”. Dai,
tem-se a seguinte relacao [3]:

Ulz) = / Y () dy = — / jF(m’)d:c' (1.17)

No caso do OHS, como a forga atuante no sistema é dada por (1.1), uma forga conser-
vativa, pode-se determinar a energia associada a essa forga, obtendo como resultado [3]

Ux) = ;ka, (1.18)

em que substituindo a soluc¢ao para z(t) expressa por (1.12), obtem-se

1
Ut) = EMQ cos?(wt + ) (1.19)

Assim, dos resultados expressos em (1.16) e (1.19), pode-se escrever a energia total da
particula em qualquer tempo ¢ pela soma

1
E=T+U= 5/@42, (1.20)

visto que w? = k/m.

Como nao ha forcas dissipativas no sistema, o resultado obtido é uma energia constante
ao longo do tempo. Além disso, é possivel observar que ambas as energias oscilam no
intervalo entre 0 e 1/2kA?, com suas oscilagoes em fase, mas com amplitudes contrarias,
ou seja, com oscilagoes defasadas de 90°, tal que quando U é maxima, T' é zero e vice-versa,
assim como ¢ visivel no grafico da Figura 1.3 [4].

1.2 Refinando o OHS

Assim como foi observado, o oscilador harménico simples consegue introduzir o con-
ceito de fenomenos oscilatérios apresentando suas caracteristicas basicas. A partir dai,
para ampliar o escopo de abordagem destes fendomenos, um certo grau de complexidade
deve ser adicionado, de forma que ao fazer isso, considera-se agora um sistema com varios
graus de liberdade [10], onde estes est@o relacionados a varios osciladores harmonicos que
agem interagindo entre si, ou seja, osciladores que estao acoplados.

Os osciladores acoplados permitem descrever uma ampla gama de fendmenos, de forma
que eles sao a base de muitos modelos que explicam situacoes reais nas mais diversas
areas. De fato, a abrangéncia das oscilagdes acopladas consegue transcender a mecanica
classica, da qual ela nasce, auxiliando também no entendimento de alguns fenémenos
quanticos. Dessa forma, o estudo dos osciladores acoplados permite nao s6 compreender
caracteristicas mais gerais a respeito dos fendomenos oscilatérios, bem como ampliar nossa
visao dos fendmenos dele recorrentes [2].

Devido ao alcance descrito para os osciladores acoplados, torna-se dificil descrever toda
a teoria que os mesmos envolvem. Com isso, tem-se por objetivo neste trabalho abordar
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Figura 1.3: Representacao do comportamento das energias no decorrer do tempo para
o oscilador harmonico simples, em que a diferenca de fase # = 0. O pico da energia
cinética se da quando a energia potencial é minima e vice-versa, de forma que as posi¢oes
dos picos no tempo varia de acordo com a frequéncia angular w em que o sistema oscila.
Dessa forma a energia total do sistema se mantem constante.

um dos sistemas mais simples de oscilagoes acopladas. Nesse contexto serao apresentados
0s conceitos principais relacionados a ele e também o formalismo basico necessario para
conseguir descrevé-lo matematicamente.

1.2.1 O Oscilador Harménico Duplo

Como um primeiro exemplo para o estudo das oscilagoes acopladas, consideremos duas
massas m; e mo confinadas a um pequeno pogo e anexadas a algumas molas, assim como
demonstra o esquema da Figura 1.4 abaixo:

Na situagao descrita e no decorrer deste trabalho, também utilizaremos o termo par-
ticulas para nos referir as massas que compoe o sistema do OHD, visto que assim como
no caso do OHS, levou-se em conta somente a posi¢ao do centro de massa de cada corpo
para realizarmos nossas observagoes. Além disso, também é facil notar que o movimento
de qualquer particula acabara influenciando no movimento da outra, de forma que é im-
possivel que uma delas se mova de maneira independente. Isso ocorre exclusivamente por
conta da mola de constante elastica ko que tem o papel de acoplar as duas particulas.

Supondo entdao o movimento do sistema, pode-se representar a posi¢ao de cada uma
das massas mj; e mo, em nosso sistema de coordenadas, medindo-se o valor z; e xo,
respectivamente, e também denotar as posi¢oes de equilibrio de cada uma como sendo xg;
e ro2. A partir dai, torna-se conveniente descrever o sistema em fungao dos deslocamentos
de cada particula, como segue representado na Figura 1.5:



Figura 1.4: Esquema do sistema massa-mola que representa o oscilador hamoénico duplo
formado pelas duas massas m; e mo e pelas trés molas de constantes elaticas k1, ko e k3. O
ponto localizado no centro de cada uma massas representa o centro de massa das mesmas.
As posigoes indicadas como xg; e xgy caracterizam os respectivos pontos de equiibrio do
sistema.
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Figura 1.5: Esquema do oscilador harmonico duplo fora da condigdo de equilibrio. Os
parametros x; e zo indicam as posicoes reais de cada uma das massas, enquanto que os
parametros u; e us representam as posi¢oes relativas que as massas ocupam em relagao
as respectivas posicoes de equilibrio.

ur(t) = x1(t) — zor (1.21)

Ug(t) = .TQ(t) — X2 (122)

Das forcas que atuam sobre o sistema, podemos obter o esquema representado na
Figura 1.6, em que cada particula sofre a influéncia de duas forcas de mesma diregdo e
sentidos opostos. Para descrever esse sistema de forma completa, deve-se entao caracteri-
zar a posicao de cada uma das particulas que o compoe para qualquer tempo. Dessa forma,
como o oscilador harmdnico duplo é constituido de duas particulas, podemos classifica-lo
como um sistema com dois graus de liberdade, em que as solugoes para x1(t) e xo(t) for-
necem os parametros necessarios para entendé-lo completamente. Nesse ponto, perceba
que como u(t) = z1(t) — xe1, tanto x; como wu; sdo suficientes para descrever as posigoes
da particula 1, pois os dois termos sao totalmente equivalentes a menos de uma constante.

Nesse contexto, seguindo pela formulacdo de Newton, temos que a equacao de movi-
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mento para cada particula pode ser obtida a partir de:

n
m;ti; () =Y Fyj, (1.23)
j=1
em que o subindice i se refere a particula que se toma para andlise, ii; denota a derivada
temporal de segunda ordem da coordenada w; e Fj; representa cada uma das forcas que
agem sobre aquela particula, tal que 1é-se “a forca em ¢ devido a mola j”. Nesse sentido,
pode-se definir as forcas na particula 1 de acordo com o esquema representado na Figura
1.6

— —
EI Ez

Figura 1.6: Esquema da representagao vetorial das forcas que atuam na particula 1. A
forca Fi; é a forca que atua na massa m, devido a mola de constante elastica k;. A forca
Fi5 € a forga que atua na massa m; devido a mola de constante elastica ks.

mlul(t) = F12 — Fll; (124)
em que cada uma das forgas pode ser medida a partir da compressao ou distencao de cada

uma das molas [10]:

Fio = ko(ug — uy), (1.25)

F11 = —klul. (126)

Dessa forma, pode-se subtituir (1.25) e (1.26) em (1.24), definindo a equagao de mo-
vimento da particula 1 como:

mliil = k2u2 — (k’l + kg)’u,l. (127)

Seguindo de forma analoga para determinar o movimento da particula 2, chega-se em
um resultado semelhante expresso por:

mgfbg = k2u1 - (]{32 + k?g)’LLg. (128)

Aqui, fica claro que nenhuma dessas particulas pode se mover de forma independente,
visto que em ambas as equacoes, o termo relativo a posicao da outra particula esta
presente. Portanto, a situacao que estamos analisando ¢ na verdade descrita por um
sistema de equagoes diferenciais acopladas

{ maily = koug — (k1 + k2)u, (1.29)

Moty = kouy — (ko + k3)ua,

em que o estado do sistema é definido a partir das duas fungoes u; (t) e us(t), que satisfazem
o sistema (1.29).
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A experiéncia que obtivemos analisando inicialmente o oscilador harmonico simples
indica que esse sistema seria capaz de descrever oscilagoes harmonicas, apresentando certas
frequéncias caracteristicas. Esse é um dos pontos importantes que sera abordado nas
solugoes deste problema, em que a presenca de frequéncias naturais gera os chamados
modos normais de vibragao [10].

Com o objetivo de tornar a situacao descrita ainda mais elementar, no restante deste
trabalho utilizar-se-4 de uma aproximacao para o sistema do oscilador harmonico duplo,
em que serao consideradas particulas idénticas, ou seja, m; = mo = m, e que estejam
acopladas por molas também idénticas, tal que k; = ko = k3 = k. Dessa forma, pode-se
reescrever o conjunto de equagoes diferenciais (1.29) da seguinte forma:

mibl = k”LLQ — 2ku1,
milg = k:u1 — 2]€U2,

(1.30)
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Capitulo 2

Solucao Analitica

A resolugdo do problema do oscilador harmonico duplo por meios analiticos envolve
um conjunto de conceitos matematicos desenvolvidos na teoria de equagoes diferenciais.
Por conta disso, neste capitulo faremos uma introducdo a tais conceitos abordando a
tematica “Sistemas de Equagoes Lineares” para em seguida, resolver o sistema (1.30),
encontrando as solugoes gerais que o satisfacam.

2.1 Sistemas de Equacoes Lineares
de Primeira Ordem

Muitos problemas fisicos acabam por envolver varios elementos separados, mas que ao
mesmo tempo possuem algum tipo de vinculo entre si. O resultado disso, quando se des-
creve o problema matematicamente, corresponde a um sistema de equagoes diferenciais.
Estes sistemas aparecem naturalmente em problemas que envolvem mais de uma varia-
vel dependente, em que cada uma delas é fun¢ao de um mesmo parametro independente
tnico. Um exemplo simples para ilustrar essa situacao é o de um circuito elétrico do tipo
RLC, onde pode-se mostrar que a diferenca de potencial e a corrente sao descritas pelo
sistema abaixo [9]:

ar v
av oty (2.1)
dd  C RC
em que L é a indutancia, C' a capacitancia e R a resisténcia dos respectivos componentes
do circuito. Além desse exemplo, existem muitas situacoes semelhantes em outras areas da
ciéncia, que quando descritas matematicamente, coincidam com um sistema de equacoes
diferencias.

Dentro desse contexto, o estudo de sistemas lineares de primeira ordem é particular-
mente importante, visto que equagoes de ordem superior sempre podem ser transformadas
de forma a reduzir sua ordem. Acao essa, que também é necessaria quando deseja-se tratar
o problema numericamente [9)].

Outro detalhe a ser citado, é que por questoes tedricas e também computacionais,
torna-se conveniente abordar uma formulacao matricial quando se deseja resolver um
problema de sistemas de equacgoes diferenciais lineares. Para isso, alguns conceitos e
resultados relacionados a dlgebra matricial devem ser levados em conta [9]. Além dos
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resultados e propriedades basicas esperados, como multiplicagdo, soma e matriz iden-
tidade, também utilizaremos contetidos relacionados a fung¢oes matriciais, autovalores e
autovetores.

2.1.1 Funcoes Matriciais

As fungoes matriciais surgem da necessidade de considerar vetores ou matrizes cujos
elementos variam seguindo um parametro comum, ou seja, os elementos da matriz sao
fungoes de uma variavel qualquer. Por exemplo:

x1(t) an(t) -+ aw(t)
x(t) = o], A@) = : : : (2.2)
xo(t) ami(t) o amn(l)

Com isso em mente, também pode-se definir que x(t) ou A(t) sejam diferencidveis
se todos os seus elementos também o forem. Nesse caso, cada elemento de dA/dt é a
derivada do elemento correspondente a A, podendo denotar isto da seguinte forma:

d d

Um ponto interessante, também de se acrescentar, é que muitas das propriedades do
céculo elementar podem ser estendidas para o caso de fung¢oes matriciais [9], como por
exemplo:

d
e —CA =C—A, em que C é uma matriz constante;
dt dt
d d d
e —(A+B)=—A+ —B;
dt( +B) dt + dt
d dB dA
« —(AB)=A— + —B.
g AB) = Ay

No entanto, é¢ importante ressaltar que nas rela¢des acima é preciso tomar um cuidado
especial para que a ordem das multiplicagoes nao se altere.

2.1.2 Autovalores e Autovetores

Muitas vezes, um sistema de equagoes diferenciais de coeficientes constantes pode
ser visto como um tipo de transformacao linear de matrizes. Por exemplo, considere a
equacao:

Ax =y. (2.4)

Nesse caso, ela pode ser entendida como uma transformacao linear que transforma
um determinado vetor x em um novo vetor y. Dentro desse contexto, vetores que sao
transformados em multiplus de si mesmo possuem significativa importancia para diversas
aplicacoes, como por exemplo, para procurar os modos de vibragao livre de um sistema
conservativo com namero finito de graus de liberdade, que por acaso é nosso objetivo.
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Para encontrarmos tais vetores, supomos y = Ax, em que A é um fator escalar de propor-
cionalidade e substituimos tal relagdo em (2.4):

Ax = )x, (2.5)

que nos leva a

(A —A\)x =0, (2.6)
em que tal equagdo terd solugoes nao triviais se, e somente se, A for escolhido de modo
que

det(A — \I) = 0. (2.7)

A equacao (2.7) é um tipo de equagdo polinomial de grau n em A e é dita equacao
caracteristica da matriz A. Os valores de A que fazem com que a equacao seja satisfeita
sao chamados de autovalores da matriz A e as solugdes nao nulas obtidas usando tal
autovalor sdo chamadas de autovetores, associados aquele autovalor [9].

2.2 Resolvendo o Oscilador Harmo6nico Duplo

Depois dessa revisao de dlgebra matricial, espera-se possuirmos arcabougo suficiente
para iniciar a resolucao do sistema de equagoes diferenciais (1.30) que descreve o oscilador
harmonico duplo. Para iniciar, é conveniente escrever tal sistema na forma matricial, como
segue:

Mii = —Ku, (2.8)

em que as matrizes presentes na equacao sao representadas por

u= [ “ ] : (2.9a)

m 0

w-[n 0] s
2k —k

K= l ok ] . (2.9¢)

E interessante falar que neste caso, a matriz representada por u possui dois elementos
pois o sistema analisado tem 2 graus de liberdade. Caso o sistema tivesse n graus de
liberdade, teriamos entdo uma matrix com n elementos [4].

Ainda, perceba também que nas matrizes (2.9), o termo de massa M é dado por uma
matriz diagonal, ao passo que as constantes elasticas do sistema sdo expressas pela matriz
K cujos elementos da diagonal sdo nao nulos, refletindo no acoplamento das equacoes de
movimento geradas.

Nesse ponto, para continuarmos, a primeira observacao que pode ser feita ¢ a respeito
da semelhanga deste problema para com o oscilador harmonico simples e portanto, a
presencga de frequéncias caracteristicas para as oscilagoes do sistema [10]. Nesse contexto,
buscaremos uma solucao para (1.30) na forma
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ui(t) = Upe™; (2.10a)
uy(t) = Use™", (2.10b)

em que desde ja, devido a nossa experiéncia com o OHS, assumiremos que U; e U, sejam
constantes complexas, tal que encontraremos a solugao real futuramente [10].
Escrevendo este termo também numa forma matricial, temos:

u(t) = [ g; ] et = Ue™!. (2.11)

Dessa maneira substuindo (2.11) em (2.8), calculando as respectivas derivadas e sim-
plificando o fator exponencial comum em todos os termos, o resultado obtido é

—w*MU = —KU, (2.12)

que pode ser escrito numa forma anédloga a (2.6), como segue

(K — w*M)U = 0. (2.13)

A relagao proposta pela equacdo acima é uma generalizacao para a equacao do au-
tovalor estudada na segao 2.1.2. Comparando a forma obtida com a expressa por (2.6),
pode-se observar que neste caso, o auto-valor de interesse é dado por w?. Nao sé isso,
mas também é possivel observar que neste exemplo, a matriz identidade foi substituida
por outra forma diagonal representada na matriz massa M [4].

Seguindo nesse caminho, podemos resolver a equacao do auto-valor da mesma forma,
calculando os resultados de w que anulam o determinante da matriz coeficiente que acom-
panha o termo U, a fim de encontrarmos as solu¢des nao triviais para o mesmo.

— 0. (2.14)

_ 2 _
det(K — w?M) = det [ 2k = muw b ]

—k 2k — mw

A solucgado para tal impasse é dada em dois valores de w, de forma que as raizes da
equacao descrita pelo determinante sao:

wy =\/k/m, (2.15a)

wy = /3k/m. (2.15b)

Assim como comentado anteriormente, estas sao as frequéncias caracteristicas do sis-

tema, de forma que as particulas que o constituem somente possam vibrar nestes valores
e em nenhum outro [10].

Os movimentos descritos pelo sistema com quaisquer uma dessas frequéncias caracte-

risticas é chamado de modo normal de vibragdao, ou ainda modo caracteristico [10], ¢ a

solugao para a posicao das particulas em funcao do tempo pode ser calculada analisando
uma a uma dessas frequéncias [4].



2.2.1 Primeiro modo normal

Para iniciarmos esta analise, escolhemos a primeira frequéncia normal como sendo
wy = y/k/m. Nesse caso, a equagao do autovalor (2.13) toma a forma

9 |k =k
(K—w™) = [ ek | (2.16)
em que agora, lé-se
k —k U |
e oy
resultando no seguinte sistema de equacoes:
U1 —U2 :O, (218&)
-U,+U; =0. (2.18b)

Deste resultado, obtemos que U; = U e também, como foi considerado desde o inicio
que estes termos seriam complexos, podemos denota-los como U; = U, = A€, utili-
zando a mesma notacdo em coordenadas polares que foi apresentada no capitulo 1. Dai,
de acordo com (2.11), temos que:

u(t) _ [ Ul ] eiw1t _ [ 1;111 ] 6i(w1t+¢1)' (219)
1
Perceba que a solugao obtida até aqui corresponde a uma func¢ao complexa, de forma
que para garantirmos uma solugao real do oscilador harmoénico duplo, deve-se considerar
somente a porgao real de (2.19). Assim, pela identidade de Euler expressa em (1.10),
segue que

u(t) = [ Z;Eg 1 = l ﬁi ]cos(wlwgbl). (2.20)

O resultado obtido entao, corresponde ao primeiro modo normal de vibragao das par-
ticulas, em que o sistema de equagoes

uy(t) = Aq cos(wit + ¢1), (2.21a)
us(t) = Aj cos(wit + ¢1), (2.21Db)

mostra uma oscilacdo em fase e de mesma amplitude. Tal movimento ¢é idéntico ao
apresentado pelo oscilador harmonico simples, de forma que neste caso, como podemos
observar na Figura 2.1, as particulas se movem em conjunto, como se a mola que as
liga nao existisse, explicando por que a primeira frequéncia caracteristica tem um valor
equivalente ao do OHS.
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Figura 2.1: A esquerda estao representadas as solucoes para as posigoes ui(t) e us(t)

respectivas a cada particula, devido a frequéncia caracteristica w; = (/k/m. A direita
pode-se observar a composicao do movimento dentro do oscilador harménico duplo.

2.2.2 Segundo modo normal

Agora, continuando a resolugao deste problema, encontraremos a solugao para o mo-
vimento que esta relacionada ao segundo autovalor que obtemos, we = 1/3k/m. Substi-
tuindo esse resultado em (2.13), tem-se

(K — w2M) = [ :Z :Z ] : (2.22)

Entao, tomando um caminho semelhante ao que foi feito no estudo do primeiro modo
normal de vibracio, a equagdo para o autovalor, (K —w?*M)U, implicaria em

“ 1“%]:0 (2.23)

que nos leva a U; + Uy = 0, ou também, U; = —U, = Aye’?, visto que as constantes U;
e Uy devem admitir uma forma complexa. Deste resultado, obtem-se

_ U]. iwat __ A2 i(wzt—l—d)g)
u(t) = [ U, 1 et = [ 4, € ) (2.24)
que pode ser reescrito na forma
. Ul(t> . A2
u(t) = [ (1) ] = l A, ] cos(wat + ¢9), (2.25)

obtendo como solucao associada ao segundo segundo autovetor, o seguinte sistema de
equacoes

18



uy(t) = Ay cos(wat + ¢2), (2.26a)
ug(t) = — Ay cos(wat + ¢2). (2.26Db)

Perceba que neste caso a solugao para o movimento das particulas nos mostra uma
oscilagao de mesma amplitude, porém com total diferenca de fase. Isso pode ser observado
na Figura 2.2, em que quando a particula 1 apresenta um movimento no sentido positivo
do eixo, a particula dois apresenta um movimento contrario, no sentido negativo e vice
versa. Outro detalhe possivel de ser observado é que quando as duas molas que prendem
as particulas as paredes do oscilador estao distendidas, a mola do meio, que conecta as
particulas entre si, estd comprimida duas vezes mais, resultando em uma forca também
duas vezes maior do que a aplicada pela mola distendida. Podemos interpretar tal fato
observando o movimento do ponto de vista de uma das particulas, de forma que para
cada uma, devido a simetria do sistema, é como se elas tivessem ligadas a uma mola de
constante elastica igual a 3k, o que explicaria o valor calulado para a frequéncia wy [4].

u(t) x1(0)
Xp(t) ——
E
S
S
~
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U (O~
E
S
S
8
~
Tempo(s) Tempo(s)

Figura 2.2: A esquerda estao representadas as solucoes para as posigdes ui(t) e us(t)

respectivas a cada particula, devido a frequéncia caracteristica ws = (/3k/m. A direita
pode-se observar a composi¢ao do movimento dentro do oscilador harmonico duplo.

2.2.3 Solugao geral

Tendo em vista as duas solucoes obtidas devido aos dois autovalores calculados, sabe-
se que o sistema de equagoes inicial (1.30), ou também, sua forma matricial (2.8), sdo
satisfeitos. Ainda, como a equagao do movimento € linear e homogénea, entao a soma das
solugdes obtidas separadamente, também serd solugao [4]:

uy(t) = Ay cos(wit + ¢1) + A cos(wat + @) (2.27a)

1
uy(t) = Aj cos(wit + ¢1) — Ay cos(wat + ¢2), (2.27b)
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ou ainda, mantendo uma notacao matricial

cos(wit + ¢1) + A cos(wat + o) (2.28)

1 1
1 -1

Tal solugao geral é justificada no fato de a equagdo do movimento ser uma equagao
diferencial de segunda ordem para duas variaveis, u;(t) e us(t), implicando que sua forma
deveria conter quatro constantes de integracdo. Dessa maneira, qualquer solu¢ao para
o sistema pode ser obtida com as contantes A;, Ay, ¢1 e ¢ sendo determinadas pelas
condigoes iniciais propostas [4].

Os resultados gerados a partir da solugao geral sao dificeis de se vizualizar e descrever,
assim como é possivel observar na Figura 2.3. O movimento de cada particula é influen-
ciado pela outra, fazendo com que as proprias frequéncias w; e wy se misturem e que o
movimento em si nunca se repita, visto que wy = V3w

u(t) x1(t)
X(t)
E
Q
S
8
~
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Tempo(s) =
=y
8
o
u(t) ——
E
Q
S
8
~
Tempo(s) Tempo(s)

Figura 2.3: A esquerda estao representadas as solugbes gerais para as posicoes relativas

das fungoes wuq(t) e uz(t). A direita pode-se observar a posicao real de cada particula
dentro do oscilador harmonico duplo.

Aqui vale mencionar ainda, que devido a essa complexidade no movimento das parti-
culas acopladas, a obtencao de certas caracteristicas do movimento como as frequéncias
de oscilagao, por exemplo, nao é possivel unicamente da observacao dos dados, tal que
uma analise extra se faz necessaria. Isso é dito no contexto de que muitas vezes, ao
analisarmos um conjunto de dados, nao se tem previamente uma descricdo matematica
do mesmo, como foi o nosso caso. Dessa forma, utilizar de ferramentas que possibili-
tam extrair estas informacgoes, como por exemplo a Transformada de Fourier, que revela
as frequéncias caracteristicas presentes em determinada funcao ou série temporal, acaba
sendo um passo indispensavel para interpretagao e descrigdo dos fendmenos estudados.
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Capitulo 3

Métodos Numeéricos

Desde a primeira guerra mundial, o surgimento do computador e as consequentes faci-
lidades obtidas em varios aspectos da vida, refletiram um crescimento das possibilidades
que poderiam ser abordadas e desenvolvidas nos dias que se seguissem, de forma que
problemas e situacoes antes consideradas de grande dificuldade, agora seriam objetivos
alcangéaveis com certa facilidade [11].

No que tange as ciéncias exatas e ao aparecimento de equacoes complexas que nao
apresentam solugoes analiticas ou que, pelo menos até agora nao foram resolvidas, isso re-
presentou uma ferramenta de grande potencial para analise e entendimento de fenémenos
observaveis, sem que houvesse muitas simplificagoes de sua forma original.

Nesse contexto, o presente capitulo abordara alguns exemplos de métodos numéri-
cos. Primeiramente, apresentando o método de Runge-Kutta de quarta ordem, para
entao aplica-lo na resolucao do sistema de equacoes diferencias que representa o oscila-
dor harmonico duplo. Em seguida ¢é apresentado a Transformada de Fourier e sua forma
discretizada como método para analise de dados, utilizando-a nos resultados obtidos via
solugdo numérica.

3.1 Meétodo de Runge-Kutta

A utilizacao de métodos numéricos para resolver equacoes diferenciais permite que
possamos obter uma aproximacao precisa da solugao de um problema de valor inicial
(PVI) [9]. De forma geral, dividi-se os métodos para resolucao dessas equagoes em duas
classes, os métodos de passo tinico e os métodos de passos multiplos. Nesse primeiro,
por meio de um valor inicial y(ty) = yo, desenvolve-se toda a evolugao dos dados, tal que
partindo de certo ponto t = t,,, somente ele é necessario para calcular o valor aproximado
da solugao no préximo ponto da particdo t = t,, 1. Para os métodos de passos miiltiplos,
de forma simples, utiliza-se mais de um ponto de particao para definir o proximo valor da
funcao.

O método de Runge-Kutta, escolhido para resolver o sistema de equagoes diferenciais
que esquematiza o oscilador harmonico duplo, é classificado como um método de passo
tnico. O seu desenvolvimento surgiu inicialmente pela ideia de generalizar o método de
Euler, ao permitir que varias avaliagoes da mesma particao fossem feitas antes de dar o
passo para a proxima. Essa ideia é geralmente atribuida ao matematico alemao Carl David
Tolmé Runge, de forma que as seguintes contribui¢oes para o método foram realizadas
pelo matematico, também alemao, Wilhelm Martin Kutta. Sendo este ultimo responsavel
pela completa caracterizacao do conjunto de métodos de Runge-Kutta de quarta ordem
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e por propor os primeiros métodos de ordem 5 [12].

Atualmente, o método de Runge-Kutta caracteriza na verdade uma classe de métodos,
englobando inclusive os métodos de Euler e de Euler aprimorado. Nesse sentido, o foco de
nossa atencao sera dado para aquele que é chamado de método classico de Runge-Kutta
de quarta ordem, de forma que no restante deste texto, iremos nos referir a ele somente
como método de Runge-Kutta. Tal método foi rescolhido por ser relativamente simples de
aplicar e suficientemente preciso para tratar muitos problemas de maneira eficiente. [9].

Dessa forma, o objetivo a ser desenvolvido pelo método escolhido é calcular uma
solugao aproximada para a equacao diferencial

Sult) = F(t.0), (3.

na condi¢ao inicial
y(to) = yo (3.2)
Para isso, supomos que as func¢oes trabalhadas sao continuas dentro do plano ty, de
forma a também conter o ponto (tg,yo). A partir dai, no intervalo tgo — h <t < ty+ h
(aqui o valor h representa o tamanho do passo a ser considerado) contido em o < t < f3,

existe uma unica solugdo y = ¢(t) para a equagao diferencial nesse intervalo, podendo
agora reescreve-la como

d
%(b(tn) = f[tm ¢(tn)] (3~3)

A partir dela, também é possivel aproximar a derivada na equagao (3.3), pelo quociente
de diferencas:

¢<tn+1) B ¢(tn)

tn—i—l - tn

I

fltn; o(t)] (3.4)

Assim, se substituirmos as igualdades ¢(t,) = y,, € ¢(tn11) = Yni1) € resolvermos para
Yni1, Obteremos a féormula de Euler

Ynt1 = Yn + f(tm yn)(tn-i-l - tn)v n=01,2,.. (35)

Como definido anteriormente também, a diferenga entre uma particao t,.1 e t,, € dada
pelo valor uniforme h para todo n. Com isso, denotando f(t,,y,) por f, entdo pode-se
simplificar a (3.5) para

Yni1 =Yn +hfn, n=0,1,2 .. (3.6)

O método de Euler consiste em calcular repetidamente a equagdo (3.6) aplicando
o resultado de cada passo, no célculo do passo seguinte. Como solucao, obtem-se uma
sequéncia de valores Yo, Y1, Y2, -, Yn, --- que aproximam a forma da soluc¢ao ¢(t) nos pontos
to t, tay ooty .. [9].

Pela forma como foi desenvolvido o método de Euler, nao é dificil observar que con-
forme diminuirmos o valor do passo h as respostas obtidas para a fungao ¢(t) ficam cada
vez mais precisas. Uma solugdo numérica, por sua vez, parte do pressuposto que esse in-
tervalo nao pode tender a zero e assim devemos escolher um valor especifico, que minimiza
o erro associado ao método utilizado.

Todos os métodos numéricos desenvolvidos para resolver equacoes diferenciais pos-
suem erros, tal que o grande objetivo de pesquisadores que atuam nessa area é obter
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os resultados mais precisos possiveis dentro dos problemas propostos. Nesse contexto,
o erros provenientes de uma solugao para um problema de valor inicial sao dividos em
dois grupos: erros de discretizacao e erros de arredondamento. Os erros de discretiza-
¢ao sao uma propriedade do método aplicado, enquanto que os erros de arredondamento
sao propriedades dos computadores e programas utilizados para desenvolver o método
escolhido [13].

No método de Runge-Kutta, antes de efetuarmos o passo final para definir o valor
aproximado da solucao e partir para a proxima particdo, ainda sdo feitas outras avalia-
¢Oes na particao em que se estd. De forma que algumas dessas avaliagoes sao realizadas
considerando um passo intermedidrio, com valor igual a h/2. Esse detalhe, permite que a
solugao obtida via método de Runge-Kutta tenha uma resposta com precisao bem maior
que o método de Euler.

De maneira mais especifica, a solu¢ao via método de Runge Kutta possui uma relagao
que envolve uma média ponderada dos valores calculados para f(¢,y), tal que os pontos
onde foram utilizados esses passos intermediarios, possuem um peso maior:

kni + 2kne + 2kps + Ky,
Yn+1 :yn+h< ! 2 G E 4) : (3.7)
em que
knl = f(tny yn)7 (38&)
1 1
1 1
kg = f(tn + 5}% Yn + §hkn2)7 (3.8¢)

Os termos k,;, com 7 = 1,2,3 ou 4 representam os coeficientes angulares das retas
tangentes a curva da solucao, de forma que (k,; + 2kno + 2k,3 + kn4)/6 caracteriza um
coeficiente angular médio que é usado para determinar a variacdo do passo definitivo.
Por conta desse processo, o erro de truncamento local para o método de Runge-Kutta é
proporcional a h’, sendo duas ordens de grandeza mais preciso que o método de Euler
aprimorado e trés ordens de grandeza mais preciso que o método de Euler [9].

Assim como é possivel observar em (3.8), o método de Runge-Kutta de quarta ordem
consiste de quatro estagios diferentes para a validagao de cada passo. Para uma observacao
geométrica mais concreta observe as figuras a seguir, que representam o metédo de Runge
Kutta aplicado na curva expressa na Figura 3.1.

No primeiro estagio, representado na Figura 3.2, avalia-se o coeficiente angular k,;
no extremo esquerdo do intervelo definido por [t,;t, + h]. A partir daqui, cada uma das
seguintes avaliagoes utilizara o resultado obtido no estagio anterior para determinacao do
novo coeficiente k,,;.

Em seguida, no segundo e terceiro estagios, sao calculadas as respectivas aproxima-
¢Oes para os coeficientes angulares k,s e k,3 no ponto médio do intervalo, dessa forma,
considerando um passo h/2, assim como mostrado nas Figuras 3.3a e 3.3b.

No tultimo estégio, o coeficiente k,4 representa a quarta aproximacao, sendo deter-
minado no ponto t, + h, caracterizado pela extrema direita do intervalo analisado, vide
Figura 3.4.
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Figura 3.1: Representacao esquematica de uma funcdo qualquer.
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Figura 3.2: Representacao esquematica do primeiro estagio do método de Runge-Kutta.
Neste estagio avalia-se a reta tangente a curva no ponto ty obtendo-se o coeficiente angular
ky.

Por fim, os quatro coeficientes determinados ao longo dos quatro estagios anteriores
sao aplicados no calculo do coeficiente final, que por sua vez sera utilizado para o passo
definitivo na aproximacao da fun¢ao estudada, vide Figuras 3.5a e 3.5b.

3.1.1 Aplicando o Método de Runge-Kutta no OHD

Agora que o método de Runge-Kutta foi abordado e discutido, pode-se desenvolvé-lo
utilizando como problema alvo o sistema de equagoes diferenciais que descreve o Oscilador
Harmoénico Duplo. No entanto uma pequena observagao é necessaria. Assim como foi
mostrado, este método é utilizado para resolver equagoes diferenciais de primeira ordem,
enquanto que as equagoes do sistema (1.30) sd@o de segunda ordem. Nesse caso, serd
necessario, antes de aplicarmos o método, realizar uma reducao de ordem nas equacoes
do sistema. Ao fazer isso, utilizaremos o conceito de que d?z/dt* = dv/dt, em que v é
a variacao da posicdo em relagdo ao tempo, ou seja, a velocidade. Com isso, reduzimos
as equacoes de segunda ordem para x, transformando-as em equagoes diferenciais de
primeira ordem para a velocidade e adicionamos duas novas equagoes da forma dz/dt = v
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Figura 3.3: Representacao esquematica dos estadio 2 e 3 do método de RK. Em (a) é
possivel observar o estagio 2, em que o coefiente k; e a reta tangente definida por ele
sao aplicados ao ponto ty + h/2 para determinar o valor do coeficiente ky. De maneira
semelhante, em (b), temos o estdgio 3, no qualo valor de ks é utilizado no ponto ¢, e
aplicado a tg + h/2 com o intuito de determinar o coeficiente k3. Estes estagios sdo os
responsaveis por nomear o método como de "passo intermediario’, visto que as analises
sao feitas ao dar-se um passo intermedidrio h/2 na particio em que se esta.

y

()
y 0
() - k,

t() t0+h TX

Figura 3.4: Representagao esquematica do estagio 4 do método de RK. Aqui o coeficiente
ks é aplicado, de maneira semelhante aos estdgios anteriores, no ponto ty + h (final da
particao) para determinar o valor do coeficiente ky.

ao sistema, uma para cada particula, no intuito de completar a ideia original de determinar
a posi¢cao de cada uma no tempo. Como a posicao utilizada no sistema de equagoes é a
posicao relativa, consideraremos o u em vez de x, chegando a

ml.}l = k’UQ — 2]{3’&1
Uy =y

m’l'JQ = ku1 — QkUQ
Uy = Vg

(3.9)
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Figura 3.5: Representacao esquematica em (a) das retas obtidas com cada um dos coe-
ficientes determinados e em (b) do passo final, representado em preto, calculado através
coeficiente definitivo via média ponderada dos coefientes anteriores.

O que antes era descrito por duas equacoes de segunda ordem, agora passou a ser
descrito por quatro equagoes de primeira ordem, possibilitando a utilizacao direta do
método de Runge-Kutta na forma dada por (3.7). Sendo assim, deveremos aplicar o
método para cada equacgao, tal que a utilizacao dele na determinacao da velocidade e da
posicao resultara em

bt + 2k + 2kns + ki,
UnH:vn—i—At( L+ Q—g 3+ 4), (3.10)
(&
Lot + 2lna + 2lns + 1
un+1:un—|—At< s 22 3 7 4), (3.11)

em que o valor do passo h serd determinado por meio do passo temporal At.

E importante perceber aqui que a solucio da equacio para a velocidade dependers dos
valores da solucao para a posicao de cada particula, ja que os coeficientes calculados pelo
método sao determinados em pontos diferentes da particio em que se estd. Com isso,
é necessario que se siga uma determinada ordem no calculo dos coeficientes, de forma
que passando por cada estiagio do método, tenhamos os valores necessarios para avaliar
o estagio seguinte. Na solucao do sistema do OHD, foi utilizada a seguinte ordem para
determinacao completa da solucao de cada particao:

kl(nl) = f1(U1,U2);

k?2(n1) = f2(U1,U2);

lin1y = v1;

la(n1) = v2;

kim2) = filur + $A¢ Ly, us + 34t 1);
kama) = fo(ur + 2AE Ly, us + AL );
lin2) = v1 + %At F1n1);
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lon2) = vo + %At Ko(n1);

Fing) = fi(u + %At l1(n2), U2 + %At lamay);
kang) = fo(ur + %At l1(n2), U2 + %At lama));
lin3) = v1 + %At E1n2);

long) = Va2 + AL kg

Fimay = fi(ur 4+ At 1y 3y, ug + At lyn3));
Fimay = fi(ur + At 13y, ug + At lyp3));
linay = v1 + At Eynay;

latnay = va2 + At Ky,
em que os termos 1 ou 2 no lado esquerdo do parenteses em cada indice, se refere a
qual particula estda sendo tomada para analise. Ainda, como foi possivel observar, os
coeficientes da equagao diferencial para a velocidade, s6 dependem explicitamente das
posicoes relativas de cada particula, nao sendo necessario aplicar o passo temporal At
diretamente na determinacgao dos coeficientes k,;, mas sim na determinacdo das novas
posicdes que as particulas ocupam dentro da particdo analisada. Apds determinados
estes coeficientes, as solugoes para a velocidade e posicao sao obtidas respectivamente por
(3.10) e (3.11).

O calculo dos valores numéricos da posigao e velocidade, para cada intervalo de tempo,
foram obtidos utilizando-se da modelagem matematica descrita acima, repetindo-a para
cada passo temporal até completar um intervalo de tempo suficiente para que pudessemos
ter uma visao geral do comportamento da solugao. Isso foi feito por vias computacionais
utilizando a linguagem de programacao C.

3.2 Tranformada de Fourier Discreta

Por meio da aplicacdo do método numérico de Runge-Kutta, é facil perceber que
o resultado obtido para o sistema de equagoes diferenciais nao sera uma equacao por
si s0, mas sim uma sequéncia de nimeros que representam os valores das posigoes que
as particulas ocupavam em cada tempo, algo que chamamos de série temporal. Tais
resultados, da forma como sdo expressos, necessitam de outros métodos de andlise para
que uma caracterizagao mais completa seja feita. Existem vérias formas de analisar dados
como estes, porém aquela que serd abordada aqui, trata-se do método conhecido como
Transformada de Fourier.

De forma geral, as andlises obtidas utilizando-se as transformadas de Fourier corres-
pondem a um estudo sobre como fungoes mais gerais podem ser representadas em termos
de funcgoes peridédicas como senos e cossenos. Muitos problemas praticos que surgiram
em advento do desenvolvimento da ciéncia envolvem fazer esse tipo de andlise [7]. Ainda,
de forma mais especifica, quando tratamos de um conjunto de dados tal que nao ha uma
fungao continua e sim uma série temporal, a Transformada de Fourier Discreta (TFD) é
a grande ferramenta que nos auxilia na interpretacao dos resultados.

Estudos desse tipo, abrangendo analises de Fourier, possuem mais de 200 anos de
histéria, de forma que antes mesmo de Jean Baptist Joseph Fourier apresentar sua pri-
meira versao do conceito em um artigo sobre condugao de calor em 1807, muitos outros ja
estudavam relagoes matematicas que acabariam por estruturar a teoria que conhecemos
hoje [7].
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Nesse contexto, uma das relagoes matematicas que representam a Transformada de
Fourier possui a forma descrita pela equacgao abaixo. Aqui, é importante lembrar que ha
varias maneiras de definir a Transformada de Fourier, tal que as diferencas entre essas
formas sdo triviais [10], mas a modo mais elementar é representada pelo que segue

G(w) = / T gDt (3.12)

—00

Tal transformacao muda o espaco da funcao do dominio temporal, transportando-a
para uma regiao de dominio das frequéncias. Dessa forma ¢é possivel vizualisar quais sdo
os valores de frequéncia recorrentes na funcao a ser estudada. No entanto, apesar de sua
forma aparentemente simples, no presente trabalho nao estamos analisando uma func¢ao
continua de dominio infinito e sim um conjunto de dados discretizado e limitado. Logo,
precisariamos de uma relacao matematica equivalente que pudesse transportar nosso con-
junto de amostragem do espaco temporal em que foi medido, para o espaco das frequéncias.

Dessa forma, a TFD é na verdade uma sequéncia de dados em vez de uma funcao
de variavel continua, tal que ela é caracterizada por intervalos de frequéncia igualmente
espagados [14]. Ainda, da mesma maneira que nosso conjunto de amostragem, a TFD
contém um nimero N finito de valores, equivalente ao nimero N de dados desse conjunto
[15].

Assim, para chegarmos em uma equacao da Transformada de Fourier Discreta é ne-
cessario fazer mudancas em alguns pardmetros. Primeiramente, considerando o eixo de
frequéncia para representar o novo dominio da série a ser obtida, utilizaremos o inter-
valo [0, 27) para determinar os N pontos igualmente espagados do dominio da frequéncia.
Com isso, mudaremos a variavel w presente em (3.12), fazendo-a variar de acordo com
um parametro f

wlf) =21, (3.13)

emque (0 < f<N—-—1lefeN.

Além dessa mudanca de variaveis, é intuitivo perceber que num caso discreto e finito a
integral deixa de atuar, de forma que, nesse caso, na verdade teriamos uma soma discreta
sobre todos os valores. Sendo assim, ao aproximarmos a integral numericamente para um
somatoério e realizar as substitui¢oes propostas, chega-se a

N-1 o
=Y g(ta)e NI At, (3.14)
n=0

em que At = T/N, tal que T é a constante que representa o tempo total transcorrido do
movimento e t,, é a representacao discretizada da variavel temporal ¢.

G(f) =5 Y glta)e %1 (3.15)

Da relagao (3.15), a Transformada de Fourier Discreta, nesse nosso caso, sera definida
a menos da contante multiplicativa T' [7], ou seja, a relagao para a TFD serd dada por

1 p —zzlft
= Z N ftn, (3.16)

Através desta definicao, algumas observagoes interessantes a respeito da TFD podem
ser feitas. Note que em F(f = 0), a transformada apresentara o valor médio da fungao
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gi, Visto que nesse caso a exponencial assume valor unitario e a soma ¢é feita sobre todos
os valores de t(n) presentes no nosso conjunto de amostragem. Além disso, devido as
simetrias apresentadas pela exponencial complexa, ou de maneira mais especifica, pelas
simetrias observadas via férmula de Euler (1.10), ao gerar o codigo que fard a aplicagdo
deste método no conjunto de dados que serao gerados pelo método de Runge-Kutta,
é possivel realizar uma otimizagao, de forma que apenas metade das frequéncias serao
varridas, levando a um tempo reduzido de execugao do cddigo.

Pode parecer dificil imaginar, mas a Transformada de Fourier Discreta representada
na equagao (3.16), apresenta diversas aplicagoes no mundo moderno. Expandindo além
do escopo das pesquisas cientificas, ela atua em qualquer area que utilize da andlise de
dados para obter informacao, sejam esses dados em formato de niimeros, sinais digitais ou
até mesmo imagens. O poder da TFD nesse ramo, consiste nao s6 da sua capacidade de
observar caracterististicas intrinsicas aos dados originais, mas também de poder manipular
as informagoes presentes nesses tipos de dados [16].

Um exemplo visual e simples da aplicacao da TFD pode ser dado ao observarmos a
série temporal representada na Figura 3.6

Amplitude do sinal

Tempo(s)

Figura 3.6: Série temporal exemplificando um sinal digital com ruidos.

Perceba que além de um comportamento caracteristico de grande amplitude, o gra-
fico apresentado também mostra diversas oscilagbes menores que acabam por distorcer
a imagem principal. Tal exemplo caracteriza um caso muito comum de sinal digital, de
forma que além da mensagem primaria, hé a presenca dessas variagoes menores, chama-
das de ruidos. A aplicagdao da Transformada de Fourier nesse caso, consite em “limpar” o
sinal apresentado, excluindo os ruidos e deixando somente a mensagem primaria de maior
amplitude. Dessa forma, ao realizar a transformada obtem-se a imagem das frequéncias
presentes no sinal original, que por sua vez, podem ser observadas na Figura 3.7.

Apesar de a primeira vista observarmos somente um pico de frequéncia na curva
em vermelho escuro, caracterizando o sinal principal, ao ampliarmos o grafico é possivel
observar a presenga de diversos picos de menor intensidade (curva em azul escuro), que
por sua vez sao as representacoes dos ruidos no espago das frequéncias. Nesse contexto,
utilizando os dados gerados pela TFD e anulando qualquer frequéncia que nao seja a
principal (entre 5rad/s e 6rad/s), faz-se F(w) = 0, para todo w > 6. Ou seja, nesse caso,
nao havera contribuicdo das frequéncas que nao sejam as principais nos dados obtidos.
Com isso, ao realizarmos a Transformada de Fourie Inversa, para sair do espaco das
frequéncias e retornar ao dominio temporal, obtém-se a série apresentada pela Figura
3.8a, caracterizando um “sinal limpo” quando comparado ao apresentado inicialmente
(vide Figura 3.8b)
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Figura 3.7: Resultado geral da Transformada de Fourier Discreta da série temporal estu-
dada. Insercao: ampliacao da curva gerada pela TFD, possibilitando a visualizagao dos
picos de menor intensidade e que sao responsaveis pelos ruidos observados.
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Figura 3.8: (a) Resultado da Transformada de Fourier Discreta Inversa depois do tra-
tamento dos dados “limpando” o sinal original. (b) Comparacdo entre as duas séries
temporais antes e depois do tratamento via TFD.

Uma aplicagao pratica do que foi feito nesse exemplo, pdde ser observada nas trans-
missoes dos jogos da Copa do Mundo na Africa do Sul. Com a popularizacéo da vuvuzela
em 2009 e 2010, a intensidade dos sons produzidos por este instrumento comecou a levan-
tar certos pontos relacionados tanto a transmissao dos jogos, quanto a saide e seguranca
da comunidade que estava em contato direto com as ondas sonoras por ele produzidos.
A TFD entra nessa histéria no que diz respeito aos sinais digitais utilizados para trans-
mitir o som dos estadios, gravado durante os jogos. Uma das caracteristicas principais
da vuvuzela é o seu som produzido em uma nota principal de aproximadamente 235 Hz,
e primeiro sobretom em 465 Hz [17]. O conhecimento dessas frequéncias caracteristicas
permitiu que um filtro fosse aplicado sobre os sinais sonoros gravados a fim de que tais
frequéncias fossem retiradas da gravagao original. Tal filtro, utilizando como principio
basico a Transformada de Fourier Discreta, foi entdo utilizado por varias emissoras e
transmissoras de sinais, no intuito de apagar o som da vuvuzela e deixar a experiéncia de
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assistir ao jogo mais confortavel.

Com isso, concluiu-se neste capitulo o estudo das principais ferramentas de cunho
numérico que podem ser utilizadas para resolver o problema do Oscilador Harmonico
Duplo, que é o foco deste trabalho. No proximo capitulo, utilizou-se destes métodos para
obter os dados necessérios a analise do OHD, bem como comparou-se tais resultados com
aqueles obtidos via analita abordada no capitulo 2.

31



Capitulo 4

Resultados

Assim como foi possivel observar nas se¢bes anteriores, o problema aqui analisado,
trata-se de um PVI, ou seja, um problema de valor inicial. Dessa forma, com o objetivo
de estudar o maior nimero de situacoes possiveis para o Oscilador Harmoénico Duplo,
variou-se as condigOes iniciais do sistema de trés maneiras distintas de acordo com a
tabela abaixo. Nesse contexto, foram fixadas as posi¢oes de equilibrio de cada particula
em zrg; = 1,0m e xgo = 2,0m.

T (m) i) (Hl) l"gl (IH/S) i’og (Hl/S)

Condigao inicial 1~ 0,5 2,3 0 0
Condicao inicial 2 1,0 2,0 0,5 0
Condicao inicial 3 0,5 2,0 0 0,5

Tabela 4.1: Valores de condicao inicial (¢ = 0) utilizadas para andlise dos métodos des-
critos

Essa variacao das condigbes iniciais supOe situagoes cinematicas diferentes, de forma
que cada uma delas enfatiza uma caracteristica do movimento. Na primeira condicao,
enquanto os corpos estdo em repouso suas posi¢does nao coincidem com as de equilibrio,
enquanto que na condi¢ao 2, os corpos possuem uma velocidade inicial diferente de zero
e tem suas posicoes equivalentes aos pontos de equilibrio do sistema. Para a ultima
condi¢ao inicial, uma mistura das ideias propostas nas condi¢oes anteriores é feita, de
forma que tanto a velocidade inicial quanto a posicao sao fatores enfatizados para dar
inicio a0 movimento do sistema.

Além disso, como ja mencionado anteriormente, com o intuito de facilitar os calculos
e simplificar as equacgoes obtidas, utilizou-se da seguinte substituicao sob os parametros
do sistema

m=k=1, (4.1)

em que cada termo continuou apresentando suas dimensoes caracteristicas, podendo
represeta-las através das unidades de medidas de kg para a massa e N/m para a constante
elastica.

A seguir, no restante do capitulo, estao apresentados os resultados obtidos para cada
método, analitico e numérico, de acordo com cada condicao inicial, bem como suas res-
pectivas comparagcoes.
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4.1 Meétodo Analitico

Resolvendo os problemas de condicao inicial por vias analiticas, primeiramente utilizou-
se o sistema de equagoes (2.27) que descreve o OHD aplicando os valores de condigao
inicial, com o intuito de determinar os coeficientes Ay, As, ¢1 € ¢9. Para isso, utilizou-se
da forma original do sistema de equagoes, que calcula a posicao em funcao do tempo, e
também suas derivadas temporais, que calculam a velocidade em fun¢ao do tempo:

u1(t) = Ay cos(wit + ¢1) + As cos(wat + @), (4.2a)
ug(t) = Ay cos(wit + ¢1) — Az cos(wat + ¢a), (4.2b)
Uy (t) = —Ajwy sen(wit + ¢1) — Asws sen(wat + o), (4.2¢)
Us(t) = —Ajwy sen(wit + ¢1) + Agws sen(wot + ¢s). (4.2d)

Tal agdo visa definir, dentre a familia de solugoes possiveis, aquela que de fato des-
creve a situagao em questao, tendo em vista que as diferentes condigoes iniciais levam a
constantes diferentes. A partir disso, é importante ressaltar também que os termos u; e
ug representam as posigoes relativas das particulas e por isso utilizou-se as relagoes (1.21)
e (1.22) nos valores propostos, a fim de calcular as condigoes iniciais relativas.

Dessa forma, obteve-se os valores das constantes para cada uma das condi¢oes descritas
na tabela 4.1, utilizando as relacoes de 4.2 para o tempo inicial ¢ = 0. Ainda, a partir
destes resultados, utilizou-se a solucao definida para cada condigao inicial e produziu-se
os graficos 4.1, 4.2 e 4.3 da posic¢ao em funcao do tempo:

Condigao inicial 1:

21(0) =0,5m = u;(0) = —0,5 m; (4.3a)
71(0) =0m/s = u1(0) = 0m/s. (4.3b)
22(0) =2,3m = u;(0) = 0,3 m; (4.4a)
75(0) = 0m/s = 1us(0) = 0 m/s. (4.4Db)
0,1
A = “oos(d)) (4.5)
0,4
Ay = ~eon(0)’ (4.6)
¢1 =0 ou m; (4.7)
@2 =0 ou . (4.8)
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Posic¢ao(m)
n
1

0,5

Particula 1
Particula 2

Tempo(s)

80

100

Figura 4.1: Resultados descritos pelo método analitico que descreve o OHD, tendo em
vista as condigoes iniciais propostas em que z1(0) = 0,5m, x9(0) = 2,3 m, 2;(0) = 0m/s

e #5(0) = 0m/s

Condigao inicial 2:

21(0) = 0m = uy(0) = 0 m;

u1(0) = 0,5m/s = ;(0) = 0,5m/s.

22(0) =2,3m = u;(0) = 0,3 m;

0,5
A= ———"T—;
! 2wy sen(¢y)’
W 05
2wy sen(¢po)
T 3T
¢1 = 5 O o
3
Py = g ou ;

Condicao inicial 3:

21(0) =0,5m = u;(0) = —0,5 m;
11(0) = 0m/s = 11 (0) = 0m/s.
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Figura 4.2: Resultados descritos pelo método analitico que descreve o OHD, tendo em
vista as condigoes iniciais propostas em que x1(0) = 1,0m, 25(0) = 2,0m, 21(0) = 0,5m/s
e £5(0) = 0m/s

22(0) = 0m = 4y (0) = 0 m; (4.16a)

U2(0) = 0,5m/s = 1y(0) = 0,5 m/s. (4.16b)
0,5

A = " Seos(dy) (4.17)
0,5

2 = m, (4.18)

¢ = tan™ ' (w ); (4.19)

¢y = tan"(—w, 1), (4.20)

em que w; = 1 e wy = /3 de acordo com (2.15) e (4.1).

4.2 Método Numérico

Para a resolugdo do problema via método numérico, os resultados foram obtidos de
maneira simples, ao implementar diretamente os valores para as condigoes iniciais no cé-
digo produzido utilizando a linguagem de programacao C. Para aplicacao de tal método,
fixou-se o tamanho da particao, ou seja, o intervalo At com o valor de 0,01 s. Aqui é
importante reforcar que a escolha da particaio At = 0,01 s foi feita de forma intuitiva
supondo-se que tal valor seria suficiente para desenvolver a solu¢do do movimento sem
grandes desvios, nao obedecendo assim, a um critério especifico. Dessa forma, as séries
temporais que foram resultado das resolugdes numéricas podem ser vizualisadas nos grafi-
cos 4.4, 4.5 e 4.6 representados abaixo. Nestes graficos, preferiu-se utilizar a ideia intuitiva
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Figura 4.3: Resultados descritos pelo método analitico que descreve o OHD, tendo em
vista as condigoes iniciais propostas em que z1(0) = 0,5m, x5(0) = 2,0m, 2;(0) = 0m/s
e #5(0) = 0,5m/s

de pontos igualmente espagados no tempo como forma de diferencia-los daqueles obtidos
via solugao analitica, que pressupoe uma solugao continua.

Particula 1 L
Particula2 e

Posi¢do(m)

0 20 40 60 80 100

Tempo(s)

Figura 4.4: Resultados obtidos numericamente pelo método de Runge-Kuta de quarta
ordem para a condicao inicial 1 proposta.

4.3 Comparacao entre os métodos aplicados

Intuitivamente, uma forma simples e direta utilizada para comparar os resultados
obtidos, consiste na sobreposicao dos graficos mostrados anterioremente. Dessa forma,
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Figura 4.5: Resultados obtidos numericamente pelo método de Runge-Kuta de quarta

ordem para a condicao inicial 2 proposta.
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Figura 4.6: Resultados obtidos numericamente pelo método de Runge-Kuta de quarta

ordem para a condicao inicial 3 proposta.

como ¢ possivel observar nas Figuras 4.7, 4.8 e 4.9, nao ha grandes discrepancias entre as
curvas calculadas no que diz respeito a analise visual do grafico.

Além desse tipo de andlise, uma segunda comparacao para os diferentes métodos pode
ser feita ao considerarmos as frequéncias caracteristicas apresentadas por cada uma das
curvas. No método analitico os valores das frequéncias aparecem naturalmente no desen-
volvimento da resolugdo, como pode ser observado em (2.18). No processo numérico, esse
parametro nao é mostrado de forma explicita, tornando essa investigagao algo necessario.

Para estimar os valores das frequéncias do movimento, utilizou-se da Transformada
de Fourier Discreta nos dados da série temporal obtida via método de Runge Kutta. Os
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Figura 4.7: Sobreposicao dos resultados obtidos via analitica e numérica para a condicao

inicial 1.
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Figura 4.8: Sobreposicao dos resultados obtidos via analitica e numérica para a condigdao

inicial 2.

resultados dessa analise podem ser observados na Figura 4.11.
Aqui é importante justificar que a escolha do conjunto de amostragem para realizar

tais analises foi feita de forma a diminuir o custo computacional da mesma, de maneira que
priorizou-se intervalos de tempo menores. Inicialmente supos-se um intervalo temporal
de 200 s no intuito de verificar se os picos de frequéncia esperados seriam os de maior
destaque. Como é possivel constatar na Figura 4.11,de maneira especifica nos graficos
que apresentam os resultados das andlises para as condig¢Oes iniciais 1 e 2, apesar da
maior dispersao nos dados no que diz repeito as frequéncias observadas, sao nitidos os
picos de maior intesidade para as frequéncias de valor 1 hz e ~ /3 hz, confirmando o
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Figura 4.9: Sobreposicao dos resultados obtidos via analitica e numérica para a condicao
inicial 3.
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Figura 4.10: Resultado obtido para Transformada de Fourier Discreta dos dados gerados
pela resolucao numérica do OHD para uma série temporal de 200 s.

resultado esperado.

No entanto, as diferengas visuais nos graficos em relagao aquele da condigao inicial 3,
sao apoiadas no fato de que devido a complexidade do movimento observado na Figura
4.9, uma série temporal maior foi necessaria para analise, visto que em um tempo de 200s,
a dispersao dos dados foi tamanha que os picos esperados nao puderam ser visualizados,
como demonstra o grafico da Figura 4.10. Entao escolheu-se para esta tltima condigao,
buscar uma dispersao minima na observacao das frequéncias. Assim, enquanto que o
movimento relativamente simples das condigoes iniciais 1 e 2 requereu uma série temporal
de 200s, tendo 2 x 10* pontos para analisar, a série temporal da condicdo inicial 3 durou
10000s, gerando um total de 10° pontos, fazendo com que nesse caso a dispersao observada
fosse minima e os picos principais ficassem bem mais evidentes.
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Apesar dessa diferenca na andlise dos resultados, como era esperado, os valores de
frequéncia apresentados foram equivalentes aos fornecidos pelo método analitico. Por
meio dos pardmetros (4.1), os valores obtidos foram w; = 1rad/s e wy = /3 rad/s, que
por sua vez, coincidem com os valores de frequéncia dos picos visiveis em cada grafico.
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Conclusoes

Neste trabalho estudou-se o Oscilador Harmoénico Duplo, resolvendo-o sob dois mé-
todos e aplicando a TFD para entao comparar os resultados obtidos. Primeiramente,
utilizou-se de métodos analiticos para o desenvolvimento de uma solugao completa, em
que observou-se que os parametros necessarios para descrever o movimento, acabaram
aparecendo de forma explicita durante a resolucao. Em seguida, um estudo sobre mé-
todos numéricos permitiu que outro caminho fosse tomado para resolver o problema. A
implementagao deste iltimo via computacional, com auxilio da linguagem de programacao
C, garantiu uma otimizagao do processo de resolugao, mostrando que a aplicacao de com-
putadores em problemas semelhantes ¢ de grande utilidade. Os resultados obtidos para
diferentes condigoes iniciais mostrou que o método numérico garante uma aproximacao
satisfatoria para solugoes dos chamados problemas de valor inicial. Assim, de forma geral,
a utilizacao deste tipo de método, se mostra muito conveniente para andlises de situacoes
em que uma solugao analitica para a modelagem mateméatica proposta nao for possivel,
ou também for de dificil acesso. Nao s6 isso, mas também a andlise via Transformada
de Fourier demonstrou grande aplicabilidade ao prever de forma precisa as frequéncias
angulares dos modos normais de vibragdo do oscilador, de forma que a sua utilizagdo na
analise de dados, provindos de fendomenos dos quais nao se tem um modelo matematico
para estudo, pode auxiliar a obter alguns dos parametros que seriam necessarios em sua
descricao via linguagem matematica.
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Apéndice A

Cédigo utilizados para as analises
numeéricas

Seguem abaixo os dois codigos produzidos utilizando a linguagem de programacgao C
que serviram de base para a analise numérica desenvolvida. Primeiramente o cédigo que
implementou o método de Runge Kutta de quarta ordem e em seguida tem-se o codigo
utilizado para realizar a Transformada de Fourier sobre os dados obtidos do primeiro.

ohd.c

//compilagdo: gcc ohd.c -1lm
//execugdo: ./a.out

#define tO0 0.0

#define x01 1.0

#define x02 2.0

#define vO1 0.0

#tdefine v02 0.0

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

#include <math.h>

double k1, k2, k3, ml, m2;
double fi(double ul, double u2){

return (u2-(k1+k3)*ul)/mi;
}

double f2(double ul, double u2){

return (ul-(k2+k3)*u2)/m2;
}

int main(){
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double dt, v1, v2, x1, x2, ul, u2, t, tf;
double k11, k12, k13, k14, k21, k22, k23, k24;
double 111, 112, 113, 114, 121, 122, 123, 124;

FILE *file=fopen('num3.dat", "w");

x1=0.5;
x2=2.0;
v1=v01;
v2=v02;
ul=x1-x01;
u2=x2-x02;
t=t0;
k1=1.0;
k2=1.0;
k3=1.0;
mi=1.0;
m2=1.0;

fprintf(file, "Je %e %e %e %e\n", x1, x2, ul, u2, t);

dt=0.01;
tf=1xled;

while (t<=tf){

k11=f1(ul, u2);

k21=f2(ul, u2);

111=v1;

121=v2;

k12=f1(ul+0.5%dt*111, u2+0.5%dt*121);
k22=f2(ul+0.5%dt*111, u2+0.5%dt*121);
112=v1+0.5%dt*k11;

122=v2+0.5%dt*k21;
k13=f1(ul+0.5%dt*112, u2+0.5*dt*122) ;
k23=f2(ul+0.5%dt*112, u2+0.5*dt*122) ;
113=v1+0.5%dt*xk12;

123=v2+0.5*dt*k22;

k14=f1(ul+dt*113, u2+dt*123);
k24=f2(ul+dt*113, u2+dt*123);
114=v1+dt*k13;

124=v2+dt*k23;

vi+=dt*(k11+2.0%k12+2.0%k13+k14)/6.0;
v2+=dt* (k21+2. 0%k22+2 . 0xk23+k24) /6.0;
ul+=dt*(111+2.0%112+2.0%113+114)/6.0;
u2+=dt* (121+2.0%122+2.0%123+124) /6.0;
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x1=u1+x01;
x2=u2+x02;
t+=dt;

fprintf(file, "Je %e %e %e %e\n", x1, x2, ul, u2, t);

fclose(file);
return O;

}
fourier.c

//compilagdo: gcc fourier.c -03 -1lm -1gsl -1lgslcblas
//execugdo: time ./a.out dados.dat $(wc -1 dados.dat | cut -f1 -4" ")

#include<stdio.h>
#include<stdlib.h>
#include<math.h>
#include<complex.h>

int main(int argc, char x*argv){
if(argc!=3){ printf("\n %s dados.dat n", argv[0]); }
int i, £, t, n;
double *f_t;
double complex *g f;

double w;

FILE *arquivo;
arquivo = fopen(argv[i], "r");

n=atoi(argv([2]);

f t=(double *) calloc(n, sizeof (double));
g_f=(double complex *) calloc(n, sizeof(double complex));

for(t=0; t<n; t++){
fscanf (arquivo, "J1f", &f t[t]);

}

fclose(arquivo);
for(f=0; f<n/2; f++){

for(t=0; t<n; t++){
g flfl+=f_t[t]l*cexp(-2.0*M_PI*I*f*(t*x0.01)/n);
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}
g f[f]*=2.0/n;
}

g f[0]x=0.5;

arquivo = fopen("l1fourier3l.dat", "w");

for(£f=0; f<n/2; f++){

w=(2.0%M_PIxf)/(n);

fprintf(arquivo, "%e %e\n", w, cabs(g_f[f]));

}
fclose(arquivo);
free(f t);
free(g_f);
return O;
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