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Resumo

O surgimento da cooperacao entre individuos é uma das grandes questdes em aberto
da ciéncia, a qual usa de diversas teorias para se conseguir explicar este fenomeno. Den-
tre elas temos as denominadas Teoria dos Jogos e a Teoria dos Jogos Evolucionarios, que
usam de andlises de jogos para explicar fendmenos recorrentes na natureza e na socie-
dade. O objetivo deste trabalho é fazer uma introducao a Teoria dos Jogos e a Teoria
dos Jogos Evolucionarios, apresentando qual intuito de suas criagoes, os principais con-
ceitos e aplicagoes. Primeiramente apresentamos uma fundamentacao tedrica da Teoria
dos Jogos, seguida dos principais conceitos e aplicagoes. Posteriormente apresentamos
conceitos fisicos por tras da Teoria dos Jogos Evolucionarios, a fundamentacao da teoria e
aplicagoes da mesma. Por fim, discutimos um exemplo de jogo evolucionario apresentado
no artigo “Fvolutionary Prisoner’s Dilemma game on a Square Lattice”, acompanhado de
sua analise e resultados. Para a andlise deste exemplo usamos técnicas de Monte Carlo,
obtendo resultados do artigo analisado.

Palavras chave: Teoria dos Jogos, Dilema social, Dilema do prisioneiro, Equilibrio
de Nash, payoff, Jogos Evolucionarios.
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Abstract

The emergence of cooperation between individuals is one of the great open questions
of science, which uses several theories to explain this phenomenon. Among them we have
the so-called Game Theory and Evolutionary Game Theory, which use game analysis to
explain recurring phenomena in nature and in society. The objective of this work is to
make an introduction to Game Theory and Evolutionary Game Theory, presenting the
purpose of its creation, the main concepts and applications. First, we present a theoretical
foundation of the theory, followed by the main concepts and applications. Subsequently
we present physical concepts behind the Evolutionary Game Theory, the foundation of
the theory and its applications. Finally, we discuss an example of an evolutionary game
presented in the article " Evolutionary prisoner’s dilemma game on a square lattice 7,
accompanied by its analysis and results. For the analysis of this example we used Monte
Carlo techniques, obtaining results the same to the analyzed article.

Keywords: Game Theory, Social Dilemma, Prisoner’s Dilemma, Nash Balance, payoff,
Evolutionary Games.



Introducao

Durante toda a histéria da vida na Terra, os seres vivos que surgiram estao sempre
interagindo de alguma forma, seja com outras ou mesmo com suas proprias espécies. Nos
primérdios da vida tivemos interacoes entre pequenas comunidades de microorganismos,
em que aqueles que se sairam melhor, prevaleceram e evoluiram para os primeiros seres
vivos da Terra. Com o tempo os seres vivos se adaptaram em diferentes espécies, que
por sua vez entraram em conflito pela sobrevivéncia, surgindo assim sistemas de presa e
predador. Muitas espécies foram se extinguindo, enquanto outras foram se adaptando e
gerando novas espécies mais aptas a sobrevivéncia com o passar do tempo.

Em meio a esse ambiente hostil surgiram as primeiras espécies que futuramente se tor-
nariam os primeiros seres humanos, dentre elas temos o Homo neanderthalensis, o Homo
erectus e o Homo sapiens. Essas espécies entraram em conflito durante muito tempo,
porém a que conseguiu prevalecer sob as outras foi o Homo sapiens, pois, diferente das
outras espécies, esta conseguiu se adaptar melhor ao ambiente, desenvolveu melhor o cé-
rebro para realizar novas fungbes e conseguiu formar grandes grupos de individuos. O
marco principal para este feito foi a chamada ‘‘Revolucao criativa“ ocorrida ha 45 mil
anos, pois foi a partir dela que o Homo sapiens comegou a desenvolver melhor o manuseio
de objetos e a fabricacao de ferramentas, possibilitando com isso a construcao de armas,
formas rudimentares de representacao cultural como as pinturas rupestres e o desenvol-
vimento da linguagem, algo que foi de extrema importancia para o desenvolvimento da
espécie.

Posteriormente, os individuos da espécie Homo sapiens continuaram evoluindo e se
impondo perante as outras espécies de seres vivos até chegarmos aos seres humanos atu-
ais, os chamados Homo sapiens sapiens. Porém, além de entrar em conflito com outras
espécies, os seres humanos também passaram a entrar em conflitos frequentes com indi-
viduos de sua prépria espécie, como podemos notar em diversas guerras que ocorreram
durante toda a histéria, em que em todas elas temos como alicerce o objetivo de lucrar
de alguma forma [1].

Essas interagoes entre diferentes individuos ao longo das eras, sendo eles de espécies
iguais ou diferentes, podem ser lidas como sendo uma espécie de jogo. Os jogadores seriam
os proprios individuos, as adaptacoes destes ao longo do tempo e as agoes tomadas por eles
podem ser associadas a estratégias e, ndo menos importante, o prémio final que os mesmos
recebem pelas suas estratégias é dito como o payoff do jogo. Dessa forma, podemos
analisar inimeras situac¢oes, como conflito entre espécies de seres vivos, paises que estao
em guerra, empresas disputando o mercado econdémico, ou até bilionarios egocéntricos
disputando quem tem mais poder de dominio. Esta area de estudo é denominada de Teoria
dos Jogos e se baseia em associar sistemas reais como se fossem jogos com jogadores,
estratégias e payoffs, para a partir disso explicar o comportamento desses sistemas de
forma matematica [2].

A Teoria dos Jogos foi de extrema importancia para a analise matematica de conflitos



estratégicos, favorecendo com isso a elaboracao de diversas estratégias militares, muitas
delas usadas durante a Guerra Fria, sendo uma das mais famosas a analise do chamado
“Jogo da Galinha“. Neste jogo temos dois jogadores, cada um em seu automdével, ambos
em uma pista reta onde cada um deles se encontra em uma extremidade da pista. Estes
dois jogadores comegam a se movimentar ao mesmo tempo, um de encontro ao outro,
cada um deles tendo duas opgoes de estratégia nesta situagao: desistir ou nao desistir. O
jogador que opta por desistir desvia o caminho para nao se chocar com o outro jogador,
enquanto o jogador que opta por nao desistir segue em direcao ao outro jogador. Caso
ambos os jogadores optem por nao desistir, ambos acabam perdendo tudo com o choque
ocasionado pelas suas estratégias. Por outro lado, se apenas um jogador opta por desistir,
aquele que nao desiste ganha enquanto o outro sai derrotado.

Este jogo retrata exatamente a situagao que o mundo se encontrava durante a Guerra
Fria, pois ambos os paises em guerra, EUA e URSS, tinham em maos bombas nucleares, as
quais gerariam uma catastrofe global se ambos optassem por lancar as bombas. A partir
disso, concluiu—se que, se um dos jogadores arrancasse o volante do carro e mostrasse
isso, ou seja, demonstrasse que nada o faria mudar de opinido quanto ao ataque nuclear,
o jogador adversario desviaria o caminho por se preocupar com o perigo iminente. Esta
andlise juntamente com politicas externas aplicadas pelos governos dos dois paises fez
com que a URSS recuasse e evitou com isso o temido confronto nuclear, que geraria danos
irreversiveis em ambos os lados [3].

Este trabalho, portanto, ird tratar os principais fatores e conceitos que levaram a
elaboracao da Teoria dos Jogos, assim como o conceito de Jogos Evolucionarios. No
capitulo 1 serdo discutidas as principais ideias que levaram a formulacao da teoria dos
jogos, passando por diversos acontecimentos histéricos até chegar a formulacao da teoria.
Posteriormente, no capitulo 2, sera apresentada a teoria dos jogos, como ela funciona,
jogadores, estratégias e analises do dilema social, dilema do prisioneiro e equilibrio de
Nash. FEm seguida, no capitulo 3 faremos uma breve revisao de sistemas dindmicos e
introduziremos o conceito de Jogos Evolucionarios, dando exemplos de aplicacoes. Por
fim, no capitulo 4 serd apresentada uma aplicacdo de um Jogo Evolucionario utilizando
um sistema dindmico referente ao Dilema do Prisioneiro, juntamente com os resultados
obtidos através de métodos computacionais, seguindo com as consideragoes finais nas
conclusoes.



Capitulo 1

Fundamentacao Teérica da Teoria
dos Jogos

Quando paramos para analisar as relagdoes que temos com outras pessoas durante a
vida, sejam elas no trabalho, em casa ou em qualquer outro lugar, estamos sempre nos
posicionando e fazendo escolhas que afetam a nds e as outras pessoas em pequenas ou
grandes proporc¢oes. Em situagoes simples ou complexas, como escolher uma roupa para
um evento, investir na bolsa de valores ou até mesmo entrar em guerra com outro pafs,
estamos sempre fazendo escolhas que determinam nossas agoes e ganhos [4].

Todas essas relagoes, chamadas neste trabalho de jogos, sao baseadas em dois ou mais
agentes que interagem entre si, ambos com capacidade de tomar decisoes, visando de
alguma forma alcancar algum fim lucrativo por meio desta interacao. Este fendmeno é
algo observado durante toda historia da humanidade e foi apresentado e debatido inimeras
vezes.

1.1 Platao e a batalha de Délio

Um dos primeiros registros a respeito de um jogo vem de Platao (428/427 — 348/347
a.C.) (Figura 1.1), um dos filésofos mais conhecidos de toda a histéria.

Figura 1.1: Platao (& esquerda) e Aristételes (a direita). Detalhe do afresco "Escola de
Atenas", obra pintada por Rafael Sanzio (1483 - 1520), entre 1509 e 1510 [5].



Entre seus intiimeros didlogos, em que na maioria temos como personagem principal
seu mestre Sécrates, destaca-se o didlogo Laques, onde além de tratar principalmente de
coragem, Platao fala a respeito da batalha de Délio.

A batalha de Délio foi uma das batalhas desenvolvidas durante a Guerra do Peloponeso
(431 — 404 a.C.), envolvendo as cidades gregas de Atenas e Esparta. Usando o contexto
desta batalha, Platao traz uma reflexdo muito interessante a respeito do comportamento
dos soldados. Ele descreve uma situacao em que a cidade de Délio esta sendo atacada por
um exército e a primeira linha de defesa de soldados esta conseguindo conter o ataque.
Um soldado que estd na defesa da cidade, mas que nao estd na primeira linha de defesa,
observa a batalha e chega aos seguintes raciocinios:

o Caso ele va ajudar os soldados da primeira linha de defesa ele pode acabar se ferindo
gravemente durante a batalha, portanto, seria melhor ficar na sua posicao atual.

o (Caso ele nao va ajudar a primeira linha de defesa e o exército inimigo consiga vencé-
la, ele tera que enfrentar o exército inimigo em menor nimero e a chance de se ferir
gravemente serda muito maior.

O soldado observa que, em ambos os raciocinios existe a possibilidade de ele acabar
se ferindo gravemente na batalha, seja essa possibilidade alta ou baixa. A partir disso
ele desenvolve um outro raciocinio que seria fugir da cidade, assim, pensando apenas em
seu bem estar, ele evitaria qualquer risco. Platao conclui que, se um soldado pensou
dessa forma é muito provavel que os outros soldados também desenvolvam esse mesmo
pensamento, assim a guerra ja estaria perdida antes mesmo de comecar.

Platao traz neste didlogo a mentalidade de um soldado que faz suas escolhas de acordo
com uma estratégia que visa seu beneficio préprio, porém ao mesmo tempo essa estratégia
nao gera um beneficio ao grupo e pode inclusive prejudicar o grupo de alguma forma [2].

1.2 Hernan Cortez e a conquista do México

No século XVI o conceito de jogo também esteve presente na historia, desta vez re-
lacionada com o conquistador espanhol Herndn Cortez e a conquista do México (Figura
1.2). Em 1519, quando Hernan Cortez chegou as terras do México elas eram dominadas
pelo Império Asteca, cuja populacdo era muito maior que o exército de espanhdis que
desembarcaram em terra.

A diferenca de nimero de soldados e o ambiente hostil levaram Cortez a pensar em
voltar para os navios e retornar a Espanha, constatando também que grande parte do
exército espanhol tinha essa mesma idéia. Porém, ele estava determinado a seguir com
seus planos de conquista e tragou uma estratégia para isso. Apods o desembarque ele
ordenou que todos os navios fossem queimados, assim nao existiria possibilidade dos
exércitos retornarem a Espanha. Cortez acreditava que com isso os soldados lutariam
com muito mais bravura e afinco, a fim de cumprir com a missao e conquistar o Império
Asteca.



Figura 1.2: Hernan Cortez e o exército espanhol chegando ao México e encontrando o
Império Asteca [6].

A estratégia de Hernan Cortez também gerou um efeito colateral, pois quando os
astecas viram os espanhdis queimando os navios eles ficaram receosos com a confianga
de vitoria do exército espanhol. Isso fez com que os astecas inicialmente fugissem ao
invés de ter a iniciativa de atacar primeiro, dando assim uma vantagem para o exército
espanhol que acabou vencendo a batalha por isso. Cortez com sua estratégia evitou que
os soldados espanhdis agissem pensando apenas em seu bem pessoal e, por consequéncia
disso, prejudicassem todo o grupo [2].

1.3 Thomas Hobbes e o mundo ideal

Outro filésofo muito conhecido é o inglés Thomas Hobbes (1588 — 1679) (Figura
1.3), que desenvolveu diversos pensamentos relacionados a interagoes entre agentes de
um grupo. Em sua obra mais importante denominada Leviata é discutido o conceito de
Estado, frisando qual seria a necessidade e sua relagdo com a liberdade individual dos
cidadaos.

Para Hobbes, o mundo ideal seria aquele em que todos tém liberdade, onde todos
podem fazer o que quiserem de acordo com suas vontades individuais, porém, existem
situacoes em que seria necessario a cooperacao entre os individuos para alcangar um
objetivo.

A partir disso temos um exemplo, Judas e Joao, tem o objetivo de cada um construir
uma casa pra si, e para alcancar esse objetivo decidem se unir para construir juntos uma
casa de cada vez. Apds a construcao da primeira casa, Judas, que ja tem onde morar,
decide trair Joao e nao o ajudar a construir a casa dele. Apos isso, Judas fica com medo
de que Joao roube sua casa, entao decide comprar uma arma para se proteger, por outro
lado, Joao comeca a desconfiar que Judas esta planejando outras formas de prejudica-lo e
também decide comprar uma arma para se proteger, além de contratar alguns capangas
para ir atras de Judas. Em resposta, Judas também contrata capangas para ir atras de
Joao, gerando com isso uma espécie de ciclo de 6dio. Podemos notar que, a ideia inicial
de cooperacao acaba gerando um conflito inicial, que posteriormente acaba se tornando
um circulo vicioso e destrutivo, gerando a destruicao da sociedade.



Figura 1.3: Retrato de Thomas Hobbes, pintado por John Michael Wright (1617-1694),
entre os anos de 1669 e 1670 [7].

Thomas Hobbes diz que esse processo das pessoas trairem umas as outras gera uma
desconfianca mutua e, por consequéncia, gera o colapso da sociedade, pois nao hé como as
pessoas prosperarem dessa forma. Segundo ele, a tinica forma de se conter essa interacao
perniciosa das pessoas imorais que nao cumprem os tratos, seria através da tirania, em que
as pessoas que nao cumprirem os tratos perderiam a vida. Hobbes leva em consideracao
as expectativas, os desejos e a forma com que as pessoas agem umas com as outras
para desenhar sua teoria politica, generalizando que as pessoas agem com a intencao
de um fim lucrativo, sem se importar com as consequéncias que isso ird gerar aos seus
companheiros [8].

1.4 Consolidacao da teoria

A partir dos exemplos historicos apresentados até aqui, chegamos ao chamado Dilema
Social, que trata dos principais problemas que surgem das escolhas dos individuos. O
dilema social é uma das bases da teoria dos jogos que iremos discutir mais a frente, sendo
uma espécie de armadilha que faz com que os individuos sejam prejudicados coletivamente
a partir de escolhas que visam beneficio individual.

Em 1830 surgiram os primeiros pensamentos voltados a criar o que seria a Teoria dos
Jogos em si, sendo um dos pioneiros a tratar desse assunto o matematico e economista
francés Antoine Augustin Cournot (1801 - 1877) (Figura 1.4). Como economista, Cournot
buscava uma analise do mercado e de suas competicoes, e com esse intuito criou um
método de anélise conhecido como modelo de Cournot [9], que destacava o problema do
duopolio e do oligopodlio, algo que hoje em dia é muito usado em anélises de mercado.



Figura 1.4: Retrato de Augustin Cournot [10].

Posteriormente, em 1913, o matemaético e filésofo Ernst Zermelo (1871 - 1953) (Figura
1.5) desenvolveu um estudo sobre o jogo de xadrez. O Teorema de Zermelo, [11] criado
por ele, se baseava em dois jogadores que faziam movimentos alternadamente, em que um
dos dois jogadores deveria ter uma estratégia de vitéria. Ele assegurava a vitoria ou ao
menos um empate ao jogador que tomasse a estratégia de vitéria primeiro.

Figura 1.5: Retrato de Ernst Zermelo [12].

Finalmente, em 1928, o matemaético John Von Neumann (1903 - 1957) (Figura 1.6)
publicou um artigo muito importante tratando da Teoria dos Jogos. Neste artigo ele
afirma que todo jogo finito de Soma-zero ! com dois participantes possui uma solucao em
estratégias mistas, porém para demonstracao ele usou de topologia e analise funcional,
algo que gerou uma dificil compreensao de suas ideias. Em 1937 ele apresentou uma nova

1Jogos finitos de Soma-Zero sdo definidos como jogos com um nimero finito de movimentos, cujo
payoff final dos jogadores é equivalente a zero.



demonstragao de sua teoria utilizando o teorema do ponto fixo de Brouwer [13], desta vez
deixando mais clara sua analise. John von Neumann era um estudioso de muitas areas da
ciéncia e tinha bastante interesse em estudos relacionados a economia, por isso em 1944
se juntou ao economista Oskar Morgenstern (1902 - 1977) (Figura 1.7) e publicou o livro
“The Theory of Games and Economic Behaviour” [14], difundindo com isso o estudo da
Teoria dos Jogos na matematica aplicada e economia, além de abrir a possibilidade de
desenvolver esta teoria em diversas outras areas.

Figura 1.7: Fotografia de Oskar Morgenstern [16].

No livro, von Neumann e Morgenstern exercem uma grande contribui¢ao para a forma-
lizacao do conceito de jogo, algo que ja era presente na sociedade e debatido, porém ainda
nao possuia uma formalizacdo em sua definicao. Eles definiram primeiramente uma base



axiomatica para a teoria da utilidade, a qual define a recompensa que os jogadores podem
receber ao participar de um jogo. Além disso, eles definiram os jogos de soma-zero, sendo
estes caracterizados por ter dois jogadores, em que um deles ganha se e somente se o outro
perde. Introduziram também uma versao de jogo chamada de jogos cooperativos, em que
por meio da colaboragao entre os jogadores ambos poderiam sair com recompensas [14].

Os estudos relacionados a Teoria dos Jogos continuaram se desenvolvendo até 1950,
quando John Forbes Nash Jr. introduziu o conceito de pontos de equilibrio a Teoria dos
Jogos, algo que apds um tempo foi definido como Equilibrio de Nash. Posteriormente, em
1994, Nash junto de John Charles Harsanyi (1920 - 2000) e Reinhard Selten (1930 - 2016),
receberam o prémio Nobel de Economia pela generalizacao do Equilibrio de Nash ao longo
do tempo, aplicando este conceito a sistemas dindmicos e descrevendo seu comportamento.

A Teoria dos Jogos continua em desenvolvimento até os dias atuais, estendendo-se a
diversas areas do conhecimento como Biologia, Economia, Politica e Estatistica. Esta
teoria nos possibilita a resolucao de varios problemas, assim como também possibilita o
surgimento de outros problemas a serem estudados.



Capitulo 2

Teoria dos Jogos

2.1 Como funciona um jogo

Para que exista um jogo, primeiramente, deve existir um conflito, alguém ou algo
que construa a relacao entre os participantes. Cada participante de um jogo é chamado
de jogador, sendo dessa forma um aglomerado de participantes chamado de grupo de
jogadores. Os jogadores sao os encarregados pela escolha das estratégias do jogo e estao
distribuidos entre beneficiados e prejudicados pelo resultado do jogo.

Quando tratamos de um jogo, ha sempre um objetivo por parte do jogador para que
se incline a participar, algo que ele almeja alcancar. Este objetivo é denominado de
Recompensa (payoff), que seria a remuneragao almejada pelos jogadores ao participar de
um jogo.

O jogo em si ocorre em um meio onde se encontram os jogadores e onde ocorre as
relagoes entre eles, sendo estas de diferentes tipos. A primeira forma de relacao entre
os jogadores ¢ a interacao, sendo descrita como toda agdo que determinado jogador faz
que afete de alguma forma os outros jogadores. Dentro do jogo, os jogadores sempre
visam adquirir a melhor recompensa possivel, para isso eles devem desenvolver a melhor
estratégia possivel e isso envolve considerar todos os fatores do jogo e desenvolver diversos
raciocinios. Por meio da estratégia do jogo, os jogadores direcionam suas agoes para
alcangarem as recompensas, sempre partindo da premissa de que se deseja obter a melhor
recompensa possivel [17].

2.2 Jogadores

Em todo jogo desenvolvido se faz necessario a presenca de participantes que ditam o
desenrolar do jogo, realizam as agoes e recebem as recompensas. Estes participantes, como
ja citamos anteriormente, sao chamados de jogadores e sdo os principais responsaveis por
fazer com que o jogo ocorra.

A palavra “jogador” geralmente é associada a algum individuo que esteja disputando
algo com outro com o intuito de ganhar alguma coisa, porém dentro da teoria dos jogos
essa concepcao de jogador é muito mais abrangente e pode ser configurada de diversas
formas dependendo da dindmica do jogo. Por exemplo, quando aplicamos a teoria dos
jogos na economia os jogadores podem ser associados a empresarios diferentes ou até
mesmo a empresas que se enquadram no contexto do jogo analisado. Na politica os
jogadores podem ser grupos governamentais, cidades ou paises com interesses politicos
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diferentes e na biologia os jogadores podem ser associados a individuos ou até mesmo a
populacoes inteiras de individuos de espécies diferentes.

Dentro da teoria dos jogos o conceito de jogadores pode se adaptar de acordo com o
jogo analisado, podendo representar desde um tinico individuo como também um coletivo
de individuos, desde que mantenha seu principal fundamento. O jogador é o responséavel
por elaborar estratégias que determinam o destino do jogo, sendo isso uma parte essencial
para seu desenvolvimento [17].

2.3 Estratégias

Dentro do jogo, os jogadores realizam agoes responsaveis pelo desenvolvimento do jogo,
ou seja, de acordo com a acao realizada o jogo pode seguir caminhos e resultados diferen-
tes. As agoOes realizadas pelos jogadores sao chamadas de estratégias e estao diretamente
associadas aos interesses do jogador durante o jogo.

O objetivo dos jogadores dentro do jogo é ter o melhor resultado possivel ao final,
para isso eles desenvolvem diversas estratégias diferentes que ditam suas agoes e escolhas,
podendo dessa forma as estratégias de um dos jogadores entrarem em conflito com as
estratégias de outro jogador oponente, em que aquele com a melhor estratégia se sobressai.
Temos dois perfis de estratégias diferentes, denominados de estratégias puras e estratégias
mistas. Um jogo de estratégias puras é caracterizado por todas as estratégias terem a
mesma probabilidade de ocorrerem no jogo. Um jogo de estratégias mistas é caracterizado
por termos probabilidades diferentes associadas as estratégias.

Esses conceitos ficam mais evidentes quando observamos um jogo de RPG! de mesa.
Neste jogo utilizamos dados de 20 lados para determinar o éxito das agoes dos personagens.
Jogando com um dado comum, podemos notar que a probabilidade de se obter cada valor
no dado é a mesma de % ou 5% para todos os jogadores, caracterizando assim um jogo
de estratégias puras. Por outro lado, se um dos jogadores deste jogo de RPG estiver
utilizando um dado viciado, cujos valores 18,19 e 20 tém maiores chances de aparecer,
por exemplo, a probabilidade de se obter esses ultimos valores ou os outros dezessete
valores possiveis no dado serd diferente, caracterizando com isso um jogo de estratégias
mistas.

Dentro de um jogo podemos diferenciar ainda dois tipos de estratégias, entre elas temos
as dominantes, que sao aquelas relacionadas a jogadores que, por meio de suas agoes, se
sobressaem perante os outros e as dominadas, que sao relacionadas aos jogadores que nao
tém uma resposta efetiva a estratégia dominante dos oponentes [17].

2.4 Payoff

O principal fator que leva individuos a se tornarem jogadores, competindo ou coope-
rando dentro de um jogo é aquilo que vao alcancgar no final. Os jogos sempre levam a um
resultado para os jogadores denominado como recompensa ou payoff, podendo ser bom
ou ruim dependendo da estratégia adotada pelo jogador.

Dependendo do jogo analisado a ideia de payoff pode ser amplamente adaptada, por
exemplo, como descrito por Yuval Noah Harari em seu best-seller Sapiens [1], quando
tratamos em Biologia de uma briga de espécies, aquela que se adapta melhor ao ambiente
acaba se sobressaindo perante outras espécies e passando seu genoma adaptado para as

1Role-Playing Game.
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proximas geracoes. Nesse sistema as diferentes espécies sao os jogadores e as formas como
cada espécie consegue se adaptar ao ambiente sao as estratégias que elas escolhem, a fim
de chegar ao payoff do jogo da evolugao, sendo este o dominio e preservagao de uma
espécie perante as outras que coexistiram.

Nao existe um argumento exato que define como os payoffs sao determinados, eles sao
estabelecidos de acordo com cada jogo e cada situacdo, adequando-se as mais variadas
formas, de acordo com as necessidades.

2.5 Notacoes utilizadas

Os principais conceitos para a formulagao de um jogo sao os jogadores, as estratégias
escolhidas e os payoffs adquiridos. Para uma formalizacdo matematica destes conceitos
utilizamos as seguintes notacoes:

o Jogadores: um grupo de jogadores, quando nao especificado, pode ser definido
como um conjunto de n jogadores dado por J = {1,2,3,...,n}, para n > 2, , pois
um jogo necessariamente deve possuir dois ou mais jogadores. Note que cada niimero
esta associado a um jogador.

« Estratégias: sendo ¢ € J, definimos com s; uma estratégia atribuida ao jogador 1.

o Perfil de estratégia pura: considerando um jogo com n jogadores, o perfil de
estratégia pura serd um vetor s = {s1, 89, S3, ..., Sp }, que representa as estratégias
relacionadas a cada jogador.

o Perfil de estratégia mista: considerando um jogo com n jogadores, o perfil de
estratégia mista serd um vetor de probabilidades py = {p1,p2,D3, .., Pn}, sendo

p>0,k=1,2,3,...ne Xn:pkzl
k=1

o Conjunto de estratégias: sendo i € J, definimos como S; um conjunto de estra-
tégias atribuidas ao jogador .

e Conjunto de estratégias total: considerando um jogo com n jogadores, cada
um deles com um conjunto de estratégias S;, definimos o conjunto com todas as
estratégias puras do jogo como o produto cartesiano S = {S; x Sy X S3 X ... X S, }.

e Payoff: considerando um jogo com n jogadores, o resultado de um jogo é dado pela
chamada funcao utilidade U;, que relaciona o conjunto de estratégias S; escolhidas
pelo jogador i a um ntmero real P que representa o payoff do jogador, sendo
isto representado como U;(S;) = P, sendo P € R. Quando o payoff depende da
estratégia de mais de um jogador, a funcao U passa a depender do conjunto de
estratégias de todos os jogadores que interferem e, é definida como U = U(S;, S;),
sendo 4,5 € J [4].

Para esclarecer estes conceitos, observe o seguinte exemplo:
Exemplo 2.1 Considere dois jogadores, Mauricio (Jogador 1) e Alexandre (Jogador 2),
cada um deles com duas estratégias possiveis. As estratégias possiveis de Mauricio sao A
e B, enquanto as estratégias possiveis de Alexandre sao C' e D. Dessa forma, de acordo
com as notagoes estabelecidas, pode-se definir que o conjunto de estratégias de Mauricio
serd S; = {A, B} e o conjunto de estratégias de Alexandre serd Sy = {C, D}. Com isso,
tem-se os seguintes payoffs possiveis neste jogo: U(A,C),U(A,D),U(B,C),U(B, D).
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2.6 Representacao de um jogo

Tratando os jogos referentes a Teoria dos Jogos como objeto de estudo, existe a neces-
sidade de visualizd-los de modo que favoreca a analise e a compreensao do sistema. Com
esse proposito, existem duas formas de representacao de um jogo, sendo elas a Forma
Normal e a Forma Extensiva. Essas formas de visualizagao sao utilizadas para represen-
tar diferentes tipos de jogos, em que cada um deles depende dos jogadores, estratégias e

payoffs [17,18].

2.6.1 Forma Normal

A Forma Normal, também chamada de Forma Estratégica, é a representacao mais
simples de um jogo e ¢é caracterizada por meio de uma tabela que relaciona as estratégias
de cada jogador participante. Por ser um meio simples, direto e que armazena muita
informagao é a forma mais comum de encontrarmos representacoes de jogos.

Na tabela associada a esta forma de jogo, um jogador é representado pelas linhas e o
outro é representado pelas colunas, assim cada estratégia de cada jogador serd representa
ou por uma linha ou por uma coluna respectivamente. Por exemplo, em um jogo com
dois jogadores denominados de Jogador A e Jogador B, cada jogador pode escolher entre
as estratégias X e Y, dessa forma este jogo pode ser representado pela Tabela 2.1.

Tabela 2.1: Tabela com a relagao entre as estratégias escolhidas pelos jogadores e seus
respectivos payoffs.

Jogador A/Jogador B X Y

X (1,2) (3,4)
Y (5,6) (7,8)

Dessa forma os payoffs desse respectivo jogo sao dados a partir das intersecgoes das
linhas com as colunas da tabela, atribuindo valores diferentes de acordo com a combinacao
das estratégias de cada jogador. No caso em que o Jogador A escolhe a estratégia X e o
Jogador B escolhe a estratégia X, temos o payoff de (1,2), que significa que o Jogador A
recebeu 1 e o Jogador B recebeu 2. De forma analoga podemos analisar todos os payoffs
possiveis de acordo com a escolha de estratégia de cada jogador.

Exemplo 2.2 Jhonatan e Vitor estdao em um jogo em que cada um escreve um valor
em um papel e depois fazem a soma entre os valores que cada um escolheu. Jhonatan pode
escolher um valor entre os niimeros 1 e 2 e Vitor pode escolher um valor entre os niimeros
1,2 e 3. Ao final, caso a soma resulte em um valor par Jhonatan vence e, caso a soma
resulte em impar, quem vence é Vitor. Considerando que o payoff do jogador vencedor é
5 e o payoff do jogador perdedor é 0, pode-se representar este jogo pela seguinte tabela:
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Tabela 2.2: Tabela com a relagdo entre as estratégias escolhidas pelos jogadores e seus
respectivos payoffs de acordo com o Exemplo 2.2.

Vitor/Jhonatan 1 2

1 (0,5) (5,0)
2 (5,0) (0,5)
3 (0,5)  (5,0)

Analisando a Tabela 2.2, podemos notar que para Vitor nao faz diferenca escolher o
numero, pois independente de sua escolha a sua chance de vitéria serd sempre de 50%.
Porém, para Jhonatan vale mais a pena optar pela escolha do nimero 1, pois pela Tabela
2.2 fica claro que esta escolha possui maiores chances de gerar a vitoria do jogo. Note
que, a partir deste exemplo, podemos notar a grande importancia da tabela para a orga-
nizacao e a analise dos dados, sendo este método importante para analisarmos o Dilema
do prisioneiro posteriormente.

2.6.2 Forma Extensiva

A Forma Extensiva traz uma representagdo mais dindmica de um jogo por meio de
uma espécie de “arvore”, relacionando as estratégias escolhidas pelos jogadores aos payoffs
gerados por elas. Um jogo nesta forma se inicia a partir de uma raiz e, apés cada escolha
de estratégia dos jogadores, essa raiz vai se dividindo em diferentes ramos, em que cada
ramo representa uma estratégia diferente. Apds cada mudanca de estratégia, mais ramos
surgem até que ao final desses ramos temos o payoff referente a escolha de estratégias dos
jogadores.

Para exemplificar vamos usar o Exemplo 2.2 em sua forma extensiva, dado pela

Figura 2.1.
1_~(0,5)
Vitor 2 5.0)
/ E(0, 5)
Jhonatan ——

1
5 : (5,0)
Vitor ©.5)
(5,0)

Figura 2.1: Representacao da forma extensiva do jogo apresentado no Exemplo 2.2.

2.6.3 Jogos Simétricos e Assimétricos

Jogos Simétricos sdo aqueles em que os payoffs dos jogadores dependem exclusiva-
mente das estratégias escolhidas, independente dos jogadores que as escolheram. Caso
os jogadores forem trocados e os payoffs nao se alterarem, ou seja, quando ha intercam-
bio entre as estratégias, o jogo é considerado simétrico. Geralmente este tipo de jogo
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é associado as representagoes padronizadas do Jogo da Galinha e do famoso Dilema do
Prisioneiro, ao qual vamos nos aprofundar posteriormente neste trabalho.

Jogos Assimétricos sao aqueles em que existem diferentes tipos de estratégia para cada
jogador participante. Neste tipo de jogo as estratégias nao sao intercambiaveis e, como
exemplo, temos o Jogo ultimato [19] ao qual cada tipo de jogador possui tipos especificos
de estratégias.

2.6.4 Jogos de Soma zero e Soma diferente de zero

Jogos de Soma-Zero sao caracterizados pelo payoff final dos jogadores ser igual a zero.
Neste tipo de jogo, para cada combinacao de estratégias que os jogadores escolherem, a
soma dos payoffs de cada jogador ao final do jogo sempre sera zero, ou seja, um jogador
sO lucra a partir do prejuizo de outro jogador. Este tipo de jogo pode ser exemplificado
no famoso jogo de Poker [20], pois o vencedor recebe exatamente a soma do prejuizo dos
jogadores perdedores. Outro exemplo que pode ser associado a este tipo de jogo sao os
classicos jogos de tabuleiro xadrez e damas.

Jogos de soma diferente de zero sao aqueles em que nao necessariamente o ganho dos
jogadores ¢ igual a soma do prejuizo dos perdedores. Neste tipo de jogo, alguns resultados
tem payoffs maiores ou menores que zero. A grande maioria dos jogos apresentados neste
trabalho sdo de soma diferente de zero, como os “Public Good Games” (PGG) e o ja
mencionado Dilema do Prisioneiro.

2.6.5 Jogos Simultaneos e Sequenciais

Jogos simultaneos ou estaticos sao aqueles em que os jogadores, a partir do momento
que tomam uma decisdao, ignoram as decisdes do restante dos jogadores. Neste tipo
de jogo os jogadores podem tomar suas respectivas decisoes ao mesmo tempo ou em
tempos diferentes, porém, o que realmente caracteriza este tipo de jogo é que os jogadores
nao sabem das estratégias tomadas pelos seus adversarios no momento de suas préprias
decisoes.

Jogos sequenciais ou dinamicos sao aqueles em que os jogadores tém conhecimento
das decisoes de seus antecessores, ditando a partir disso suas proprias escolhas. Nao é
necessario um grande conhecimento, por exemplo se um jogador a partir das escolhas de
seus antecessores souber que nao pode realizar uma agao especifica, ja pode ser considerado
um tipo de jogo sequencial.

Dentro dos jogos sequenciais existem subconjuntos de jogos, sendo caracterizados de
acordo com o conhecimento dos jogadores a respeito das decisoes dos outros jogadores.
Jogos dinamicos em que todos os jogadores conhecem os movimentos dos outros jogadores
sao denominados jogos de informacao perfeita. Por outro lado, quando os jogadores nao
sabem exatamente os movimentos e decisoes dos outros jogadores, mas sim uma probabi-
lidade sobre essas preferéncias, os jogos sao denominados jogos de informacgao imperfeita.
Além disso, existem também jogos denominados jogos de informagao completa, nestes os
jogadores tém informagoes sobre as estratégias e payoffs dos outros jogadores, porém nao
conhecem seus movimentos.

A diferencga entre jogos simultédneos e sequenciais pode ser visualizada em sua repre-
sentacao nas diferentes formas discutidas anteriormente. A forma normal é usada para
representar jogos simultaneos, e a forma extensiva é usada para representar jogos sequen-
ciais.
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2.6.6 Jogos Infinitamente longos

Geralmente, jogos estudados pela teoria dos jogos tem ntimeros finitos de movimentos,
com a finalidade de favorecer a analise, porém quando se lida com matematica nao existem
limites. Existe uma teoria matematica, criada a partir dos estudos de Ernst Zermelo,
denominada de teoria dos conjuntos, que se dedica a estudar conjuntos de elementos que
podem ser reunidos de acordo com certos requisitos.

Dentro dos estudos dessa teoria estdo os denominados jogos infinitamente longos, que
tratam de jogos cujas acOes realizadas pelos jogadores podem ter um ntmero infinito de
movimentos. Estes jogos sao particularmente interessantes para andlise de estratégias dos
jogadores a partir do axioma da escolha de Zermelo [11], obtendo com isso consequéncias
importantes para a teoria descritiva dos conjuntos.

2.7 Dilema Social

Em um mundo onde espécies sao moldadas pela competicdo e, apenas aquelas que
melhor conseguem se adaptar prevalecem, como a cooperacao pode surgir entre esses
individuos e se manter perante essa competicao? De acordo com a revista Science, esta
¢ uma das 125 grandes incognitas da ciéncia para os cientistas do séc XXI que até hoje
nao temos uma resposta [21], pois mesmo que a cooperagao entre individuos dentro de
um mesmo sistema seja algo bom para o coletivo, em um sistema de competicao a traicao
acaba sendo muito mais benéfica.

Como vimos anteriormente, o Dilema Social é uma das bases da Teoria dos Jogos e
jé era discutido mesmo antes de sua formulacao formal, pois se baseia diretamente no
comportamento humano. Como descrito por Thomas Hobbes, em sua obra classica “Le-
viata” [8] e Harari em seu best-seller “Sapiens” [1], o ser humano durante toda a histéria
sempre buscou recompensas individuais acima das coletivas na grande maioria das situa-
¢oes. Dilema Social é uma espécie de armadilha coletiva, em que todos os participantes
sao incentivados individualmente a agir ignorando as consequéncias sociais de suas acoes.
Desse modo, os individuos que decidem fazer uma escolha a fim de um possivel ganho
pessoal, acabam de alguma forma saindo prejudicados e podem acabar com resultados
até piores do que aqueles que eles tinham antes da escolha [22].

O jogo de Dilema Social pode ser dividido por dois fatores importantes:

« A traigao entre os jogadores gera um payoff maior para o jogador traidor;

e Quando todos os individuos trapaceiam, o payoff para todos os jogadores é menor
do que caso cooperassem;

Analisando um jogo de Dilema Social, o coletivo de jogadores participantes prospera
e recebe boas recompensas quando existe cooperacgao entre eles, porém quando um dos
jogadores decide nao cooperar e trair os outros jogadores, ele acaba se favorecendo da
coletividade dos demais sem necessariamente arcar com os custos de ajudar os outros
jogadores.

O maior problema gerado por este Dilema surge quando todos os individuos percebem
que trair o comportamento cooperativo do grupo gera uma recompensa maior e, a partir
disso, todos os jogadores passam a trair os outros, gerando com isso um fenémeno chamado
“Tragédia dos comuns”. Quando todos os jogadores passam a ser traidores, deixa de existir
a cooperacao, gerando o colapso do grupo e com isso as piores recompensas para todos os
jogadores remanescentes.
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Podemos notar de forma clara varios exemplos da Tragédia dos comuns, um deles é
nas discussoes politicas atuais entre os paises a respeito da implementacgao de ideias para o
uso sustentavel dos recursos naturais. Neste exemplo, o pais que aceitar a implementacao
destas ideias e assim cooperar com os demais paises, estard se dispondo a diminuir a
emissao de poluentes vindos de industrias a fim de um bem coletivo. Um dos impactos
negativos disso sera na diminui¢do da atividade econdémica do pais, pois terd que arcar
com os gastos que essa diminuicdo de emissao gera. Por outro lado, paises que forem
oportunistas e nao implementarem ideias de sustentabilidade, irdo usufruir do mesmo
beneficio dos demais paises que adotaram a politica, porém suas atividades econdémicas
nao serao prejudicadas e, inclusive, podem ter um aumento devido a queda na atividade
dos outros paises. Depois de um tempo, outros paises também irao perceber que nao
respeitar as politicas sustentaveis gera um lucro individual maior e também irdo trair o
coletivo, aumentando suas atividades econémicas. Em algum momento, todos os paises
terao abandonado totalmente as ideias sustentaveis, gerando com isso o colapso do grupo
e problemas ambientais muito mais agravantes do que os anteriores.

Quando um dos jogadores decide trair os demais e ndo cooperar o ganho individual é
maior, porém o ganho coletivo do grupo diminui e isso, posteriormente, acaba gerando o
colapso do jogo. Este Dilema ¢ amplamente trabalhado em diversos tipos de exemplos,
dos mais cotidianos como escolher entre jogar uma embalagem de salgadinho no lixo ou
no chao, até exemplos mais complexos, como uma poténcia mundial escolher entre atacar
ou nao uma nacao vizinha.

A literatura utiliza-se de diversas metaforas para descrever dilemas sociais, dentre elas
podemos apontar as duas principais sendo a andlise de jogos com multiplos jogadores,
como a Tragédia dos comuns, e jogos que tratam do dilema entre dois jogadores, como o
Dilema do Prisioneiro.

2.8 Dilema do Prisioneiro

O jogo do Dilema do Prisioneiro é uma implementagao tedrica e pratica de como
podemos aplicar a Teoria dos Jogos em diferentes tipos de assunto, principalmente em
coisas relacionadas a politica, guerras, economia e conflitos econdémicos. A formulacao
desse jogo contou com a colaboragao de trés estudiosos, os matematicos americanos Merril
M. Flood (1908 — 1991) e Melvin Dresher (1911 — 1992) e também o matematico canadense
Albert Tucker (1905 — 1995).

Os matematicos Merril e Dresher trabalhavam em uma empresa estadunidense cha-
mada Rand Corporation, uma empresa sem fins lucrativos responsavel por fornecer infor-
macoes estratégicas ao governo dos Estados Unidos, desenvolvendo andlises e pesquisas
principalmente para o Departamento de Defesa. Por ja estarem inseridos em pesquisadas
relacionadas a prépria Teoria dos Jogos para fins econdmicos e principalmente militares,
o refinamento de alguns conceitos elaborados por eles foi extremamente importante para
a evolucao deste estudo e favoreceu a analise de diversos outros estudos diferentes a partir
desta teoria.

O modelo do Dilema do Prisioneiro se baseia na aplicacao da Teoria dos Jogos e
faz referéncia aos chamados jogos de soma nao nula. Existem diversos tipos do jogo do
Dilema, porém a formulagao classica e mais simples foi criada por Albert Tucker com o
tema da pena de prisdo, algo que acabou gerando o nome Dilema do Prisioneiro [2].

A Teoria dos Jogos é uma anélise estratégica de como os jogadores envolvidos em um
determinado jogo avaliam uns aos outros, com o intuito de atingir um determinado resul-
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tado. Cada um dos jogadores, de forma independente, quer que seu resultado aumente
a0 maximo sem se importar com o resultado dos outros jogadores. Esse comportamento
favorece o surgimento de Jogos de soma nao nula ou também chamados de Jogos diferen-
tes de zero, em que neste tipo de jogo o ganho de um dos jogadores nao necessariamente
corresponde a perda dos outros. Esta caracteristica é determinante no modelo classico do
Dilema do prisioneiro, que pode ser descrito pelo seguinte exemplo:

1. Dois individuos sao presos em flagrante por um determinado crime, porém estes
mesmos individuos também sao suspeitos de ter cometido um outro crime.

2. Ainda faltam evidéncias para provar a culpa por esse segundo crime, porém a policia
pode condena-los a até 2 anos pelo crime em flagrante.

3. Ambos os suspeitos estao presos em celas separadas e serdao interrogados separada-
mente, e durante os interrogatorios, a policia propoe a cada um dos suspeitos as
seguintes opcoes:

e Se o suspeito interrogado confessar e seu parceiro em seu respectivo interroga-
tério nao confessar, entao o confessor estara livre e seu parceiro cumprira 10
anos de prisao.

e Se ambos confessarem, os dois suspeitos cumprirdo 5 anos de prisao cada um.
e Se nenhum dos suspeitos confessar, ambos cumprirdao 2 anos de prisao pelo

crime em flagrante.

De acordo com a resposta dos individuos no interrogatério, podemos associar uma
Matriz de Pagamento, sendo esta responsavel por atribuir o payoff de cada jogador de
acordo com suas respostas. Para determinar o payoff dos jogadores sao analisadas todas
as possibilidades possiveis e distribuidas na forma das seguintes fungoes:

Tabela 2.3: Tabela com a relagdo entre a pontuacao e o payoff dos jogadores.

Pontuacao payoff

0 pontos 10 anos de prisao
2 pontos 5 anos de prisao
3 pontos 2 anos de prisao
4 pontos Liberdade

« (Caso o suspeito interrogado confesse e seu parceiro nao confesse, o confessor recebe
4 pontos e seu parceiro nao pontua.

o Caso o suspeito interrogado confesse e seu parceiro também confesse, ambos os
confessores recebem 2 pontos.

« Caso o suspeito interrogado nao confesse e seu parceiro confesse, o interrogado nao
pontua e seu parceiro recebe 4 pontos.

« Caso o suspeito interrogado nao confesse e seu parceiro também nao confesse, ambos
os suspeitos recebem 3 pontos.
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Dentro deste tipo de jogo, a estratégia de ambos os jogadores é sempre buscar o melhor
resultado possivel, ou seja, todas as vezes que existirem opcoes, os jogadores analisam e
escolhem aquela op¢ao que ao final do jogo ird proporcionar o maior payoff. A partir disso
podemos relacionar aos payoffs deste jogo uma Matriz de pagamento para os suspeitos
interrogados, chamados neste caso de Jogador 1 e Jogador 2. Os elementos ai1, a2, as; €
a9 da matriz indicam os payoffs dos jogadores, de acordo com a escolha de estratégia de
cada um deles.

Jogador 2

Confessar Nao confessar
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Figura 2.2: Matriz de Pagamento do Jogo do Dilema do Prisioneiro.

Analisando primeiramente o Jogador 1, no caso 1, em que o Jogador 2 confessa o
crime tem-se duas opc¢oes para o Jogador 1: caso ele confesse recebe 2 pontos e caso nao
confesse nao pontua. Como os jogadores sempre buscam a maior pontuacao possivel, a
escolha do Jogador 1 nesta primeira andlise é de confessar, como representado na Figura
2.3.
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Jogador 2

Confessar Nao confessar
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Figura 2.3: Analise do caso 1 do Jogo do Dilema do Prisioneiro para o Jogador 1.

Agora analisando o caso 2, em que o Jogador 2 nao confessa o crime, tem-se também
duas opgoes para o jogador 1: caso ele confesse recebe 4 pontos e caso nao confesse recebe
3 pontos. Da mesma forma que na andlise anterior, o Jogador 1 ird optar pela estratégia
que gera a ele o maior payoff possivel, portanto, também ira optar por confessar o crime
neste caso, como retratado na Figura 2.4.

Jogador 2
Confessar Nao confessar :
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Figura 2.4: Analise do caso 2 do Jogo do Dilema do Prisioneiro para o Jogador 1.

Em ambas as andlises de respostas do Jogador 1, nota-se que a melhor escolha possivel
para ele é a de confessar o crime, pois pensando de forma individual esta gera o melhor
payoff em ambas as possibilidades de resposta do Jogador 2. Dessa forma, a solucao do
jogo para o Jogador 1 é dada pela Figura 2.5.
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Figura 2.5: Analise do resultado do Jogo do Dilema do Prisioneiro para o Jogador 1.

Em jogos baseados na Teoria dos Jogos sempre sao analisadas todas as possibilidades,
e isso se aplica da mesma forma no jogo do Dilema do Prisioneiro. Analisando da mesma
forma agora para o Jogador 2, no caso 1, em que o Jogador 1 confessa o crime tem-se
duas opgoes para o Jogador 2: caso ele confesse recebe 2 pontos e caso nao confesse,
nao pontua. Como os jogadores sempre buscam a maior pontuagao possivel, a escolha do
Jogador 2 nesta primeira analise é de confessar, como representado na Figura 2.6.

Jogador 2

Confessar N3ao confessar

g dy a2

[P . :

ol 5 i § §
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B I § :
20,9 1 (33
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Z : :

.
P T P T PR PP P P PR PP

Figura 2.6: Analise do caso 1 do Jogo do Dilema do Prisioneiro para o Jogador 2.

Agora analisando o caso 2, em que o Jogador 1 nao confessa o crime, tem-se também
duas opgoes para o jogador 2: caso ele confesse recebe 4 pontos e caso nao confesse recebe
3 pontos. Da mesma forma que na analise anterior, o Jogador 2 ird optar pela estratégia
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que gera a ele o maior payoff possivel, portanto, também ird optar por confessar o crime
neste caso, como retratado na Figura 2.7.

Jogador 2

Confessar Nao confessar

...........................................................................

...........................................................................
.

Jogador 1

. . .
...........................................................................

Figura 2.7: Analise do caso 2 do Jogo do Dilema do Prisioneiro para o Jogador 2.

Assim, da mesma forma que para o Jogador 1, nota-se que a melhor escolha possivel
para o Jogador 2 é a de confessar o crime, pois esta gera o maior payoff individual
possivel. A solucao do jogo para o jogador 2 é dada pela Figura 2.8.

Jogador 2
: Confessar Nao confessar
g i TR A
Qo . .
L'g (2,2) 4, 0)
O i :

...........................................................................

Jogador 1

ccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccc

Figura 2.8: Analise do resultado do Jogo do Dilema do Prisioneiro para o Jogador 2.

Ambos os jogadores analisados, ao final do jogo chegam a conclusao de que, pensando
de forma individual, ¢ muito mais vantajoso confessar do que nao confessar. Dessa forma
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o resultado do jogo pode ser descrito pela seguinte matriz de pagamento representada
pela Figura 2.9.

Jogador 2

Confessar N3ao confessar

Jogador 1

Figura 2.9: Analise de resultado do Jogo do Dilema do Prisioneiro.

O resultado obtido esta de acordo com a estratégia seguida pelos jogadores, de forma
que estratégias que visam a maximizacao do ganho individual acima do coletivo acabam
gerando resultados piores, pois eliminam qualquer tipo de acordo ou visao de beneficio
mutuo que possa existir no jogo. Para que um grupo atinja um melhor resultado de
equilibrio, existe uma exigéncia de que os individuos nao busquem uma melhor pontuacao
individual, e sim uma melhor pontuacgao coletiva, ou seja, se houver uma cooperacao entre
os individuos o resultado final do jogo sera melhor para todo o grupo. Este conceito de
bem estar coletivo é descrito pelo chamado Equilibrio de Nash.

2.9 Equilibrio de Nash

A Teoria dos Jogos é uma teoria matematica, ou seja, busca sempre a maximizagao do
resultado com ganhos e perdas. Porém, ao analisar jogos como o Dilema do Prisioneiro,
percebe-se que, quando os jogadores cooperam entre eles, o ganho coletivo é muito maior
e supera o individual e, com isso, o bem estar do grupo é garantido.

Existe uma corrente filoséfica chamada Utilitarismo, fundada por Jeremy Bentham
(1748 - 1832) e John Stuart Mill (1806 - 1873) (Figura 2.10), sendo uma teoria moral que
defende o ponto de vista de que a cooperacao entre os individuos em uma sociedade gera
muito mais beneficios coletivos, superando assim os beneficios individuais. “Agir sempre
de forma a produzir a maior quantidade de bem-estar” ou “Ac¢oes sao boas quando tendem
a promover a felicidade, e mas, quando tendem a promover o oposto da felicidade” sao
frases ditas por Bentham e Mill em suas respectivas obras “Uma Introducao aos Principios
da Moral e da Legisla¢ao” (1789) [23] e “Utilitarismo” (1861) [24] que exemplificam bem
a ideia dessa doutrina filosofica, sendo esta uma das chaves para a compreensao do que
sera proposto posteriormente por Nash.
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Figura 2.10: Retratos de Jeremy Bentham (& esquerda) e John Stuart Mill (& direita) [25].

O Utilitarismo também ¢é conhecido como uma filosofia consequencialista, pois ¢ a par-
tir das consequéncias que as escolhas geram que é avaliado se elas foram boas ou ruins.
Essa abordagem moral acaba dependendo muito das circunstancias de cada situacao, po-
dendo a cooperacao nem sempre levar a melhor opcao dependendo do caso. Por exemplo,
supondo um professor que esteja dando aula para uma turma de 20 alunos, que nao estao
com vontade de assistir a aula e querem ficar conversando sobre outros assuntos. Neste
caso o professor tem duas opgdes, cooperar com a vontade dos alunos de ficar conversando
e dar uma aula ruim ou exercer a fungdo que se espera de um professor e dar uma boa
aula, desagradando os alunos, mas lhes entregando aquilo que precisam, gerando portanto
uma consequéncia melhor nesta segunda opcao.

Neste exemplo, temos uma circunstancia em que nao seria adequado agradar ao grupo,
por isso na Teoria dos Jogos devemos sempre analisar com cuidado o que o grupo deseja
ganhar e sob quais circunstancias o grupo quer a solugao do jogo.

Quando tratamos de um sistema econdémico, a solugdo de um jogo é, muitas vezes,
associada ao chamado ponto de equilibrio, que é quando o sistema se encontra estavel.
Este mesmo principio pode ser encontrado em um sistema fisico, em que um sistema esta
estavel quando todas as forcas internas ao sistema se equilibram e assim o deixam “em
repouso”, até que seja perturbado por uma forga externa, como dito por Don Ross em seu
estudo intitulado “Game Theory” [2]. Tanto na economia quanto na mecénica cléssica,
os conceitos de equilibrio funcionam como ferramentas de andlise e nao previsoes do que
esperamos observar. E possivel manter esse entendimento de equilibrios no caso da Teoria
dos Jogos.

No Dilema do Prisioneiro analisado anteriormente, o resultado da matriz de pagamento
que representamos como (2,2), indicando deser¢ao mutua, foi considerado a “solugdo”
para o jogo. Quando tratamos de ponto de equilibrio, o que chamamos de “solucao” é
analisado pelo denominado Equilibrio de Nash.

John Forbes Nash Jr. (1928 — 2015) (Figura 2.11) foi um matematico estadunidense
que lutava contra a esquizofrenia, porém sua for¢a de vontade e amor pelos estudos foram
maiores que qualquer empecilho que sua doenga pudesse trazer. Ele trabalhou e contribuiu
em diversos estudos a respeito de geometria diferencial, equagoes diferenciais parciais e,
principalmente, Teoria dos Jogos.
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Figura 2.11: Fotografia de John Forbes Nash Jr. [26].

John Nash era considerado brilhante e venceu diversos prémios em sua carreira, como
o Prémio Teoria John von Neumann e o Prémio Leroy P. Steele, porém o apice de sua car-
reira ocorreu em 1994, quando venceu o prémio Nobel de Economia pela sua contribuigao
a Teoria dos Jogos, em seu trabalho intitulado “Teorema da imersdo de Nash” [27]. Em
seus estudos John Nash analisou principalmente o jogo do Dilema do Prisioneiro. Nele
os jogadores desenvolvem estratégias de dominancia do jogo, pois todos tém sempre o
objetivo de conseguir o maior payoff possivel. Estratégias dominantes sao representadas
matematicamente como:

U(s;) > U(s;) (2.1)

em que o payoff gerado pela funcdo U a partir da estratégia dominante s; é maior que o

7
payoff gerado a partir da estratégia dominada s;.

A idéia de sempre buscar o maior payoff é denominado como racionalidade econémica
do jogador, ou seja, a forma como o jogador pensa a fim de obter um lucro maior. Essas
estratégias de dominancia do jogo de cada jogador acabam se anulando e isso traz uma
espécie de ponto de equilibrio para os jogadores, dessa forma nenhum deles acaba rece-
bendo nem o maximo e nem o minimo payoff, mas sim um mesmo valor intermediario por
consequéncia de ambos usarem estratégias dominantes. [28]
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Vencedor Equilibrio

Figura 2.12: Anélise do resultado do Jogo do velha.

E possivel notar, de forma clara, este tipo de interacdo no famoso “Jogo da velha”.
Neste jogo temos dois jogadores, ambos buscando a vitéria em cima da derrota de seu
adversario, ou seja, so existem as opgoes de vencedor e de perdedor. Porém, existe a opcao
de empate neste jogo, sendo esta considerada como o ponto de equilibrio do jogo, pois
nao ha nem vencedor e nem perdedor e ambos os jogadores obtém o mesmo resultado,
como podemos notar na Figura 2.12.

Jogador 2

Confessar Nao confessar

...........................................................................

...........................................................................

Jogador 1

---------------------------------------------------------------------------

Figura 2.13: Matriz de Pagamento do Dilema do Prisioneiro.

Porém, ao analisar os payoffs possiveis, Nash observou que quando ambos os jogadores
decidem nao confessar também chegariam a um ponto de equilibrio que lhes daria payoffs
intermediarios melhores que aqueles analisados anteriormente, como podemos notar no
elemento asy da Figura 2.13. Para se chegar a este equilibrio era necessario alterar a
racionalidade do jogador, ou seja, a forma com que ele escolhe suas estratégias e opera
no jogo. A racionalidade na teoria dos jogos, de acordo com Don Ross [2], é analisada a
partir de 3 requisitos:

1. Avaliar resultados, a fim de ordené-los de acordo com as contribui¢oes que eles
trazem ao bem estar do agente.



2. Calcular caminhos que levam aos resultados, no sentido de caracterizar as agoes
realizadas que terao a probabilidade de levar a determinados resultados.

3. Selecionar acoes que trarao os melhores resultados ao agente, de acordo com as
escolhas de agoes dos outros agentes.

Caso algum desses requisitos nao seja cumprido, o jogador é considerado como irracio-
nal. Para se alcangar o resultado (3, 3), dado na matriz de pagamento, seria necessario que
houvesse algum tipo de cooperacao entre os jogadores, ou seja, ao escolher uma determi-
nada estratégia o jogador teria que esperar que o outro jogador escolha uma estratégia que
colabore com a dele. Isso na teoria dos jogos é chamado de “Cheap Talk” ou “Conversa
fiada”, que se trata de uma situagdo em que ambos os jogadores, dentro de uma colabora-
¢ao, podem se trair a qualquer momento, ou seja, caracteriza um estado de instabilidade
do sistema de individuos.

O Equilibrio de Nash define que a melhor escolha para os individuos é feita de forma
racional, trazendo o melhor resultado para todos de forma estavel e sem grandes riscos de
perda. Por isso, a situagdo mais provavel de Equilibrio de Nash se encontra no elemento
a11 € nao no elemento age, mesmo que ay; < aos.
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Capitulo 3

Dindmica de Sistemas e Jogos
Evolucionarios

A Teoria dos Jogos é uma &area de estudos que possibilita diversas aplicagoes, dentre
elas esta a relacao de interacao entre individuos dentro de sistemas. Quando temos um
sistema de individuos que evolui com o tempo, ou seja, um sistema dindmico de indivi-
duos, relacionamos esse sistema com a Teoria dos Jogos a partir de um denominado Jogo
Evolucionério.

3.1 Revisao de Sistemas Dinamicos

Sistemas dindmicos, como o préprio nome sugere, trata de sistemas que apresentam
uma certa dinamica envolvida. Dinamica esta diretamente relacionada a evolugao tem-
poral, portanto, sistemas que envolvem algum tipo de evolugao sao considerados sistemas
dindmicos, como um corpo que cai em decorréncia da gravidade, a mudanca climética ou
até mesmo o movimento de planetas.

Os primeiros estudos relacionados a sistemas dinamicos surgiram com o matematico
francés Jules-Henri Poincaré (1854 - 1912) (Figura 3.1). Poincaré contribuiu com prati-
camente todas as areas da matematica e fundou muitas delas como a Teoria das fungoes
Automorfas, Topologia Algébrica e, principalmente, Sistemas Dinamicos. Além disso seus
estudos contribuiram muito com a Fisica na formulacao da Relatividade Restrita e na area
da Astronomia, em que descobriu a tao famosa Teoria do Caos, revolucionando com essa
descoberta toda a Mecanica Celeste [29].
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Figura 3.1: Fotografia de Jules-Henri Poincaré [30].

Para a formulagdo da area de Sistemas Dindmicos, Poincaré iniciou seus estudos a
partir da teoria das equacgOes diferenciais. Esta teoria diz que a maioria das equagoes
diferenciais nao pode ser resolvida analiticamente e, por consequéncia desse fato, Poincaré
quis ir além em seus estudos.

Quando modelamos um fendmeno fisico a partir de equagoes diferenciais, a ideia prin-
cipal é obter com isso analises globais deste fendmeno, como o que vai acontecer com o
sistema depois de determinado tempo. Por exemplo, consideremos um péndulo simples
oscilando, cujo comprimento seja [, massa m e arco descrito pelo vetor ¥ = l9§, como
ilustrado na Figura 3.2. A acelera¢ao do péndulo neste caso é dada pela segunda derivada
temporal da func¢ao do espaco percorrido por ele, isto é,

Figura 3.2: Representagao esquematica de um péndulo simples de massa m e comprimento
L.
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Q=" =1"4 (3.1)

Podemos definir a forca resultante F_}} relacionada ao movimento deste péndulo a partir
da Segunda Lei de Newton, isto é,
d? -

Fr =md = ml—_9. 3.2
r=mad=ml—; (3.2)

As forcas que atuam no péndulo sao a forca Peso Pea forca de Tracao T , dadas por:

P = mg cos 07 — mgsin 68. (3.3)

T = —mg cos 7. (3.4)

A partir da soma entre as equagoes (3.3) e (3.4), podemos notar que a forga resultante
deste sistema também pode ser dada por
Fr = —mgsin 69 (3.5)

Igualando as equagoes (3.2) e (3.5), podemos definir a equagao que descreve o movi-
mento do péndulo como

2
05 9 nod— o, (3.6)
dt? l
com a forca restauradora sendo proporcional a sin 6.

Esta equacao diferencial é nao-linear e requer alguns métodos especiais para ser re-
solvida, porém para Poincaré o que realmente interessava era a resolugao qualitativa do
problema. A informacao de maior importancia neste caso era de que, depois que o péndulo
inicia seu movimento oscilatorio, apds determinado tempo ele acaba perdendo energia por
atrito e parando. Para se obter essa informacao nao ¢é necessario a resolucao da equacao
diferencial, apenas sua interpretacao. Por isso, Poincaré defende que mais importante
do que resolver uma equacao ¢é descrever qualitativamente o comportamento das suas so-
lugoes. Em sua obra “Memoire sur les courbes définies par une équation différentielle”
(1881) [31], ele traz diversas ferramentas criadas por ele para a resolucdo qualitativa de
problemas.

Baseando-se nessa analise qualitativa das equagoes diferenciais, Poincaré fundou a area
de estudos denominada de Sistemas Dinamicos, em que a partir da analise de equacoes
diferenciais, é possivel caracterizar sistemas que mudam com o tempo. Dessa forma, pode-
mos modelar e fazer previsoes do comportamento de diversos sistemas fora do equilibrio.

3.2 Aplicacoes de Sistemas Dinamicos

Sistemas dinamicos, na fisica, é o estudo da relacdo entre as forcas atuantes sobre
corpos e a variagao temporal do estado destes corpos, associados a essas forcas. Desse
modo, podemos fazer uma analogia com populagoes de individuos, em que a dinamica de
populacoes é o estudo da variacao no tempo do estado de uma determinada populacao,
como a mudanca de nimero ou densidade de individuos quando submetidos a uma deter-
minada agao. Estas acoes, podem ser no sentido de aumentar, diminuir ou mesmo manter
o tamanho da populagao constante.
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Este conceito pode ser atribuido a diversos sistemas de individuos, aplicando-se a
sistemas fisicos, bioldgicos, financeiros, entre outros. Alguns exemplos de aplicagdes de
sistemas dinamicos para a analise de populacoes de individuos sao o Modelo Malthusiano
e o Modelo de Lotka-Volterra.

3.2.1 Modelo Malthusiano

O modelo Malthusiano, criado pelo estatistico e economista Thomas Robert Malthus
(1766 - 1834), em sua obra intitulada “Primeiro Ensaio” [32], busca descrever a evolugao
do nuimero e da densidade de individuos de uma determinada populacao. Ele observou
que a evolucao temporal de uma populacao tinha quatro fatores a serem analisados,
sendo estes as taxas de natalidade, mortalidade, migracao e imigragdo. Dessa forma,
considerando p(t) a densidade populacional, ou seja, o niimero de individuos por area de
uma determinada populacao em um tempo ¢, podemos associar a equacao diferencial que
descreve a evolugao dessa populagao como

dp(t)

5 = Natalidade — Mortalidade — Emigracao + Imigracao. (3.7)

De forma mais simples, podemos considerar um sistema em que nao exista emigracao
e imigracao de individuos e que as taxas de Natalidade e Mortalidade sao diretamente
proporcionais a densidade populacional por constantes positivas X e Y respectivamente,
assim podemos reescrever a equagao diferencial (3.7) como:

P _ xp(t) - vl (3.8)

Analisando a equagao (3.8), podemos notar que se tivermos X > Y, ou seja, uma taxa
de Natalidade maior que a taxa de Mortalidade, a populagao tende a crescer. Porém, se
tivermos Y > X, ou seja, uma taxa de Mortalidade maior que a taxa de Natalidade, a
populacao tende a diminuir. De acordo com essa analise de comportamento, podemos
definir uma solugao para a equagao (3.8) na forma de uma exponencial,

p(t) = poe™ ), (3.9)

em que pgy é a densidade populacional inicial desse sistema.

Para uma anélise em intervalos de tempo pequenos, o modelo Malthusiano se mostra
muito eficiente para fazer previsoes do comportamento de sistemas. Entretanto, para
intervalos de tempo maiores, ele nao se mostra tao eficaz, por nao levar em consideracao
outros fatores, além das taxas de natalidade e mortalidade, que favorecem a evolugao
do sistema. Porém, apesar de limitado, o modelo Malthusiano ainda é considerado de
extrema importancia, pois foi o primeiro modelo a analisar o crescimento exponencial de
populagoes, algo que podemos notar de forma muito clara em nossa realidade atual [33].

3.2.2 Modelo de Lotka-Volterra

O modelo de Lotka-Volterra geralmente é usado pra caracterizar sistemas biologicos,
mais especificamente sistemas com a dinamica de presa e predador entre espécies.

Este modelo mateméatico comecou a ser fundamentado em 1925 pelo matematico ita-
liano Vito Volterra (1860 - 1940), descrito de forma clara em sua obra “Theory of Func-
tionals and of Integral and Integro-Differential Equations” [34], em que ele analisou a
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distribuicao de peixes em um periodo de proibi¢ao de pesca, numa determinada regiao do
mar Adriatico. Ele notou que houve um aumento do niimero de tubardes e a diminuicao
do nimero de outros peixes na regiao, ou seja, um aumento de predadores e diminui-
¢do de presas durante esse periodo de proibicdo. A partir disso, Volterra elaborou um
modelo matematico, utilizando equagoes diferenciais para descrever o comportamento da
populacao de peixes.

Na mesma época, o matematico americano Alfred J. Lotka (1880 - 1949) também
desenvolveu um modelo matematico para explicar a dinamica de predador e presa, em
sua obra intitulada “Elements of Physical Biology” [35]. Portanto, como os modelos
destes dois estudiosos foram criados de forma independente, o conjunto de equagoes destes
modelos é conhecido atualmente como Equagoes de Lotka-Volterra [36].

As equagoes de Lotka-Volterra dizem respeito a um par de equagoes diferenciais que
definem a dindmica do sistema, sendo elas

D) _ Xplt) ~ Yimlt) P2, (3.10)
O Xop(t)P(1) ~ VP (1), (3.11)

em que p(t) e P(t) nos dao a densidade de presas e predadores respectivamente, X, e Y,
sao as taxas de crescimento e decrescimento das presas, enquanto Xp e Yp sdo as taxas
de crescimento e decrescimento dos predadores.

Ao dividirmos a equagao (3.11) pela equacao (3.10), chegamos a uma relagao entre
presa e predador dada por

(X, ~%P) ) (Xp—Yep)
P p

Podemos supor que as densidades p e P tém valores iniciais pg e Py respectivamente.

Assim, ao integrarmos a equacgao (3.12) nos intervalos [po, p] e [P, P] chegamos a equagao

dp. (3.12)

X, () = V(P = R) = Yo ln(2) 4 Xo(p o) (3.13)

Podemos reescrever a equagao (3.13) como:
PprYPe(_YpP_XPP) - prpé/Pe(—Yppo—pro)7 (3_14)

e na forma compacta temos

f(Xp7 Y;Da P)f(Xp, YP>p) = .f(Xpa Y;% Po)f(Xp, YP»Z?O)- (315)

A partir da equacdo (3.15), podemos fazer uma anélise semelhante a do modelo
Malthusiano citado anteriormente, em que também teremos uma solucao no espaco de
fase na forma de uma exponencial, dada por

fX,Y, k) = kXe V", (3.16)

Com este conjunto de equacoes diferenciais podemos caracterizar a dindmica de sis-
temas de individuos, em que temos individuos que serao predados e individuos que serao
predadores. Geralmente, a analise numérica desses sistemas fica a cargo de métodos que
envolvem simulagdoes computacionais, em que a partir destas simulagdoes podemos pro-
duzir graficos com as variagdes de densidade de individuos de acordo com pardmetros
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determinados, possibilitando assim andlises como o dominio de um tipo de individuo e a
extincao de outro, como veremos posteriormente.

3.3 Jogos Evolucionarios

A Teoria dos Jogos possibilita diversas aplicagdes e varias andalises de diferentes siste-
mas de individuos, porém, esta teoria é genérica em certos pontos e impossibilita algumas
situacoes. Quando lidamos com sistemas que tendem a mudar de acordo com alguns pa-
rametros, usamos uma outra teoria baseada em Teoria dos Jogos, chamada de Teoria dos
Jogos Evolucionarios.

A Teoria dos Jogos Evolucionarios possibilita a analise de sistemas de individuos com
possibilidades de cooperagao e conflito. A base desta teoria veio do biélogo britanico John
Maynard Smith (1920 — 2004) que, a partir da Teoria dos Jogos, desenvolveu um estudo
para analisar como comportamentos de cooperagao surgiam em populagoes de animais
irracionais [37]. Maynard deixou de lado a andalise de interagoes tnicas entre apenas
dois jogadores, dedicando-se a analisar todo o sistema dindmico de individuos, ou seja, a
evolugao temporal da populacao de jogadores estrategistas, englobando com isso todas as
interacoes possiveis.

3.3.1 Modelo

Baseando-se em equagoes diferenciais de dinamica de populacoes e nos conceitos da
Teoria dos Jogos, Maynard conseguiu criar um modelo que descrevia a evolugao temporal
de um sistema biologico. No sistema analisado, os individuos se reproduziam de acordo
com taxas de reproducao, associadas a um parametro fixo do sistema chamado de aptidao,
ou seja, os individuos s6 podiam se reproduzir se fossem aptos a isso de acordo com um
determinado parametro.

Maynard relacionou esses principios com os fundamentos da Teoria dos Jogos, em
que associou os diferentes tipos de individuos aos jogadores, as estratégias seriam no-
vas caracteristicas que poderiam surgir nestes individuos, e o payoff de cada estratégia
desenvolvida por eles seria a aptidao para se reproduzir dos individuos. Dessa forma,
foi possivel uma espécie da dindmica evolutiva das estratégias, pois caso as estratégias
dos jogadores permitissem a reproducao, significaria que eles eram aptos a se reproduzir,
portanto, as estratégias que nao levavam a essa aptidao eram descartadas e nao eram
repassadas.

Neste modelo, cada tipo de individuo tem uma determinada aptidao associada, porém,
como a reproducao sé é possivel se houver interagao entre dois individuos, a aptidao passa
a depender também de uma dinamica entre os individuos do sistema. Desse modo, a
aptidao deixa de ser um parametro fixo para cada tipo de individuo e passa a ser um
parametro dinamico do sistema, englobando assim todos os tipos de individuos presentes
neste sistema. Dessa forma, temos uma espécie de selecdo natural dentro do sistema, pois
individuos que desenvolverem estratégias dominantes serao mais aptos a se reproduzir do
que individuos que desenvolverem estratégias dominadas, gerando com isso o dominio de
determinados tipos de individuos e a exting¢ao de outros [38].
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3.3.2 Modelo Matematico

De acordo com os conceitos de Jogos sequenciais e Estratégias mistas, abordados no
capitulo 2, podemos representar este modelo de forma matematica. Supondo um grupo
de N jogadores, cada um deles podendo escolher entre estratégias dadas por um vetor
S = (81,82,..,8,). Sendo N; o numero de jogadores que optaram pela estratégia s;,
podemos determinar a frequéncia de escolha das estratégias na populacao de jogadores
como um vetor f, dado por

3 <N1 N2 N”). (3.17)

=y~

Para facilitar a analise do jogo, vamos definir o vetor associado a estratégia escolhida

s; como sendo um vetor unitario, com todos os seus componentes iguais a zero, exceto seu

i-ésimo componente que serd igual a 1. A partir disso, podemos definir o payoff associado
as estratégias escolhidas como sendo

Ulsi, [) = 8- P- [. (3.18)

em que P é a matriz de pagamento, com os payoffs atribuidos as estratégias escolhidas
no jogo. Com isso, o jogador que opta pela estratégia s; recebe um payoff equivalente
a média de ter jogado com todos os outros jogadores do sistema, ou seja, levando em
consideracao todas as possiveis interagoes.

Além disso, podemos definir também o conceito de estratégias dominantes e o Equi-
librio de Nash do sistema, sendo este dado quando ambos os jogadores que interagem
optam por estratégias dominantes fﬁ*, de forma que

froPf=fPf (3.19)

em que o maior payoff é atribuido a jogadores que optam pelas estratégias dominantes.
A partir do momento em que o sistema alcanca o Equilibrio de Nash, dificilmente os
jogadores tenderao a mudar de estratégias novamente, pois isto os levaria a um payoff
menor que o atual. Este conceito é chamado de Estratégia Evolucionariamente Estavel,
que seria um perfil de estratégias dominantes resistentes a invasoes de outras estratégias

[37).

3.3.3 Regra Evolucionaria

Estabelecido que o sistema de individuos do jogo é um sistema dinamico, ou seja,
a populagdo de jogadores muda seu perfil de estratégias no decorrer do jogo, podemos
definir a dindmica do sistema a partir de uma regra evolucionaria.

A regra evoluciondria associada a um sistema de individuos é o que determina como
essa populagao de jogadores podera mudar seu perfil estratégico no decorrer do jogo.
Existem diversos modelos de regras evolucionarios, cada uma delas de acordo a dinamica
envolvida no jogo a ser analisado, dentre as mais estudadas temos a chamada Regra
do Replicador ou Equagao do Replicador. Esta regra define que, em um sistema de
individuos, o crescimento de um determinado tipo de individuo esta associado a diferenca
de aptidao desses individuos em relacao a aptidao média de todo o sistema. Ou seja,
o crescimento de jogadores que usam determinada estratégia esta associado a diferenca
entre o payoff que eles recebem e o payoff médio de todos os jogadores. Desse modo,
podemos caracterizar a regra evolutiva como
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dt

em que p;(t) representa a densidade de jogadores que jogam utilizando a estratégia i, U;
representa o payoff associado & estratégia i e U representa a média do payoff total de
todos os jogadores.

Também podemos reescrever a equacgao (3.20) de acordo com a equacao (3.18), ficando
com

= pi(U; = U). (3.20)

PO (P f-fp ). (3.21)

Assim, a Regra do Replicador nos diz que jogadores tendem a mudar de estratégia
quando uma estratégia se mostra mais bem sucedida que a sua, ou seja, quando um
jogador X mnota que um jogador Y, com estratégia diferente da dele, recebe um payoff
maior que o dele, o jogador X tende a replicar a estratégia do jogador Y. Este conceito é
de grande importancia para a andlise do jogo Evolucionéario do Dilema do Prisioneiro [38].
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Capitulo 4

Jogo Evolucionario do Dilema do
Prisioneiro

A partir das informacoes acerca da Teoria dos Jogos, dinamica de populagoes e Teoria
dos Jogos Evolucionarios abordadas até aqui, podemos aplicar esses conhecimentos no
jogo do Dilema do Prisioneiro. A solucao deste jogo é dada quando ambos os individuos,
a partir de seus pensamentos egoistas, escolhem a estratégia que trara o maior payoff
individual e ambos acabam tendo um resultado nao tao satisfatério, como demonstrado
no capitulo 2.

Vimos entao que, pelo Equilibrio de Nash, o ponto de equilibrio deste jogo era alcan-
¢ado quando ambos os jogadores decidiam confessar ou também quando ambos decidiam
nao confessar. Porém, esta segunda opg¢ao era impossivel, pois era contraria ao compor-
tamento egoista provindo da racionalidade econdmica dos jogadores, cujo pensamento é
o de sempre buscar o melhor resultado individual possivel. Para alcancar o melhor payoff
possivel, dado pelo Equilibrio de Nash, seria necessario que houvesse algum tipo de com-
portamento colaborativo entre os jogadores, de forma que isso nao entrasse em colapso
com a racionalidade econdmica dos mesmos. Este comportamento pode ser analisado
quando tratamos o Dilema do Prisioneiro como um Jogo Evolucionario.

O entao chamado Jogo Evolucionario do Dilema do Prisioneiro ¢ usado para estudar o
surgimento de cooperagao entre individuos egoistas. O pioneiro deste estudo foi o cientista
politico estadunidense Robert Axelrod (1943), a partir de seu livro publicado em 1984
intitulado “The Fvolution of Cooperation” [39], o qual fez com que a abordagem deste
estudo se tornasse uma ferramenta muito importante nas areas de Biologia, Economia,
Ciéncias politicas e do comportamento.

4.1 Estrutura do jogo

De acordo com o artigo “Fvolutionary Prisoner’s Dilemma Game on a Square Lattice”
[40], de Gyorgy Szab6 e Csaba Toke, podemos simplificar o jogo do prisioneiro de forma
que os jogadores e seus vizinhos podem ter dois tipos de estratégias, cooperar (C') ou
desertar (D), o que comparando com nossa analise anterior desse mesmo jogo seria o
equivalente as estratégias de nao confessar e confessar, respectivamente. Dessa forma,
podemos diferenciar os jogadores em dois tipos, aqueles que decidem optar pela estratégia
de cooperar chamados de cooperadores, e aqueles que decidem optar pela estratégia de
desertar, chamados de desertores. Os payoffs sdo dados a partir das escolhas de estratégias
dos jogadores e podem ser representados a partir de uma Matriz de Pagamento 2 x 2.
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Neste jogo temos 4 possibilidades de payoff, sendo estas representadas pelos valores R, P,T
e S, em que temos,

« R: situagdo em que ambos os jogadores que interagem sao cooperadores.
o P: situagao em que ambos os jogadores que interagem sao desertores.

o T: “Tentacao de Desertar”, é a situacao em que o jogador analisado é desertor,
enquanto seu vizinho é cooperador.

o S: “Pagamento do Otario”, é a situagdo em que o jogador analisado é cooperador,
enquanto seu vizinho é desertor.

Estes valores formam a Matriz de Pagamento deste jogo, representada na Figura 4.1,
respeitando as condi¢cbes T'> R > P > S e 2R > T+ S, pois necessariamente a interacao
T deve ter a maior recompensa no jogo e a interacao S deve ter a menor recompensa.

Jogador 2

Desertar Cooperar

.
...........................................................................

H .
...........................................................................

Jogador 1

...........................................................................

Figura 4.1: Matriz de Pagamento do jogo evolucionario do Dilema do Prisioneiro.

Neste jogo, a decisao por uma cooperagao mutua dos jogadores conduz a um payoff
total maior, enquanto que uma decisao por desertar dos jogadores conduz a um payoff
individual maior, porém gera um payoff total menor, pois o payoff individual maior dos
desertores esta diretamente associado a diminui¢ao da média do payoff dos cooperadores.

Os jogadores sao analisados dentro de uma determinada regidao, onde podem interagir
com eles mesmos e com seus vizinhos. Dependendo da estratégia que seus vizinhos adotam
e da remuneracao que esta estratégia gera, os jogadores podem migrar de uma estratégia
para outra, ou seja, este jogo funciona de acordo com uma evolugao temporal que altera o
sistema de individuos de acordo com suas interagoes, assim como na Regra do Replicador
apresentada no capitulo 3.

Este tipo de modelo se baseia no chamado Autéomato Celular, que se trata de um
modelo de evolugao temporal, cujo estado do individuo depende da andlise do estado
dos individuos ao seu redor. Um outro exemplo de aplicacdo deste modelo é o chamado
Jogo da Vida, criado por John Horton Conway (1937 - 2020) em 1970, cuja finalidade era
explicar o comportamento de células em sistemas evolutivos [41].
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4.2 Modelo

No modelo analisado, os jogadores estao localizados em uma malha quadrada e sé
podem escolher entre duas estratégias simples, sempre cooperar ou sempre desertar [40].

A Matriz de Pagamento que representa os payoff deste jogo é mais simples, pois
devido a simplificacdo as tinicas interagdes que nos interessam sao as de cooperadores
com cooperadores (R) e desertores com cooperadores (T'). As interagOes restantes tem
o valor zero atribuido ao payoff, ou seja, P = S = 0. As interacdes entre cooperadores
é atribuido o payoff R = 1 e as interagoes entre desertores e cooperadores ¢é atribuido o
payoff T = b, de forma que a Matriz de Pagamento seja representada de acordo com a
Figura 4.2, com b > 1.

Jogador 2

Desertar Cooperar

...........................................................................

...........................................................................

Jogador 1

ccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccccc

Figura 4.2: Matriz de Pagamento do jogo evoluciondrio do Dilema do Prisioneiro de
acordo com o modelo simplificado.

Os valores de payoff sao dados de acordo com apenas uma interacao, portanto, o valor
de payoff total dos jogadores é dado pela soma dos payoffs atribuidos a todas as interacoes
de cada jogador.

A partir dessa distribuicao de payoffs, analisamos dois sistemas diferentes. No primeiro
sistema analisamos apenas as interacoes do jogador com seus primeiros vizinhos, sendo
assim o payoff de um desertor cercado por cooperadores é de 4b, enquanto o payoff de
um cooperador cercado por cooperadores ¢ de 5, de acordo com a Matriz de Pagamento.
No segundo sistema analisamos as interacoes do jogador com seus primeiros vizinhos e
também com seus segundos vizinhos, dessa forma os payoffs dos desertores e cooperadores
cercados de cooperadores serao 8b e 9 respectivamente.

Para determinar a regra evolucionaria desse jogo, chamamos o jogador analisado de
jogador X e seus respectivos vizinhos de jogadores Y. Assim, determinamos o payoff
atribuido ao jogador X como Px e o payoff atribuido ao jogador ¥ como Py.

Apo6s uma rodada de interagoes, o jogador X escolhido compara seu payoff obtido
apés as primeiras interagoes com o payoff obtido pelos seus vizinhos. Caso haja algum
vizinho com payoff maior que o seu, ou seja, Px < Py, o jogador X tem a inclinacao de

38



mudar sua estratégia para a estratégia do jogador Y. Dessa forma, a regra evolucionaria
W define a probabilidade do jogador X mudar para a estratégia do jogador Y, de acordo
com seus respectivos payoffs. Ou seja, W determina a probabilidade dos individuos do
sistema alternarem entre cooperadores ou desertores, dependendo dos valores de Px e Py
dos mesmos. Assim podemos escrever a regra evolucionaria deste sistema como

1

W= 1+ exp {;(Pyk_PX)} ’ Y

sendo o fator k denominado de fator de irracionalidade. Esse fator faz com que os jogadores
tenham uma pequena probabilidade de mudar de estratégia sem seguir um raciocinio
logico, ou seja, um jogador X tem uma pequena chance de mudar para a estratégia de um
jogador Y mesmo que Px > Py ou manter sua estratégia mesmo que Px < Py. Quando
maior for o fator k, mais irracional sera o sistema, portanto, mais mudancas de estratégia
irdo ocorrer durante as interacoes, como podemos notar pela Figura 4.3, em que temos
a probabilidade de mudanga de estratégia (W) em funcao da diferenca de payoff entre o
jogadores ().

0,8 .

0,6 _

0,4 — k=05 -
— k=001

0
—10 -5 0 5 10

Figura 4.3: Gréfico da probabilidade de mudanca de estratégia (W) em funcao da dife-
renga de payoff dos jogadores (x), para diferentes valores de k.

Para as andlises numéricas do jogo utilizamos o método de simulagoes de Monte Carlo
(MC), em que introduzimos amostragens aleatérias, ou seja, posigoes e estratégias alea-
torias e aplicamos simulacoes utilizando a regra evolucionaria. Para as simulacoes MC,
fixamos o valor de k e o valor de b, de forma que k < 1. Porém, fizemos varias simulacoes
em que em cada uma delas aumentamos o valor de b, e com isso foi possivel determi-
nar a densidade de cooperadores ¢ e a densidade de desertores d dentro do sistema, de
acordo com a variagdo de b. Além disso, variamos o tamanho L do sistema de L = 100 a
L = 1000, pois se fez necessario um sistema relativamente grande para contornar os erros
estatisticos nas regioes criticas, sendo estas quando o sistema tende a ter s6 cooperadores
(¢ — 1) ou quando o sistema tende a ter s6 desertores (¢ — 0) [40].
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4.3 Resultados

Como vimos anteriormente, a dinamica do sistema de individuos esta diretamente
relacionada com a regra evolutiva do jogo, e essa estd relacionada com o payoff dos
individuos. No caso deste jogo, o payoff dos individuos que optam pela estratégia de
desertar depende do valor b, portanto, ao variarmos este valor mudamos a dindmica do
sistema.

O jogo possibilita, a principio, dois estados diferentes para o sistema, a cooperacao
uniforme (¢ = 1) e a deser¢ao uniforme (¢ = 0). Analisando primeiramente o estado
de cooperacao uniforme, para que a grande maioria dos jogadores opte pela estratégia
de cooperar, o payoff dos cooperadores deve ser maior que o payoff dos desertores dado
por b. Com o propdésito de resolver este problema, definimos um valor limite by, sendo
by > 1. Este valor limite funciona como um parametro para a mudanca de estratégia
dos jogadores, pois enquanto tivermos b < b; significa que o payoff total dos desertores
ainda sera inferior ao payoff total dos cooperadores, portanto qualquer aglomerado de
desertores deixa de existir nessas condigoes.

Agora analisando o estado em que temos uma desercao mutua, para que a grande
maioria dos jogadores opte pela estratégia de desertar, o payoff dos desertores deve ser
superior ao payoff dos cooperadores. Assim, da mesma forma que para o estado anterior,
definimos um valor limite bo, tal qual para b > by os individuos ficam mais propensos a
se tornar desertores e os cooperadores deixam de existir nessas condigoes.

Além dos dois estados citados até aqui, podemos observar também a existéncia de
um estado de coexisténcia entre cooperadores e desertores, possibilitado quando temos o
valor b sendo by < b < by. Na Figura 4.4 podemos observar os estados mencionados que
o sistema pode se encontrar.

1g
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Figura 4.4: Grafico da densidade de cooperadores ¢ em funcao de b, com valor de k fixo
em k=0,1.

A densidade de cooperadores, com o fator k£ fixado em £ = 0,1, comecga decaindo
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lentamente com a variacao de b, ou seja, no estado em que temos by < b < by existe a
coexisténcia. Porém, apods b ultrapassar o valor limite by, a densidade de cooperadores
tem uma queda brusca.

A partir do resultado das simula¢oes de MC, podemos identificar um comportamento
em degrau nos graficos de densidade de cooperadores ¢ em funcao de b. Este compor-
tamento fica mais evidente quando atribuimos valores cada vez menores a k, pois dessa
forma a mudanca irracional de estratégia sera cada vez menor, como podemos notar com-
parando a Figura 4.5 e a Figura 4.6.

1g

0 ' :
1 1,2 1,4 1,6 1,8 2

Figura 4.5: Grafico da densidade de cooperadores ¢ em funcao de b, com valor de k fixo
em k=0,7.
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Figura 4.6: Grafico da densidade de cooperadores ¢ em funcao de b, com valor de k fixo
em k= 0,01.

Além disso, é possivel também fazer uma andlise a partir das distribuicoes iniciais e
finais do sistema. Inicialmente temos 10.000 individuos distribuidos de forma aleatéria
em uma malha L = 400, com k fixo em & = 0,1. A partir desta distribuicao, fizemos
8.000 geragoes para cada simulacao variando o valor de b, que seria o equivalente a jogar
este jogo 8.000 vezes mudando o valor de b para cada vez.

Ao analisar o resultado das simulagoes de MC, podemos notar que para o b variando
entre valores abaixo de 1.5 temos a presenga mutua de cooperadores e desertores, ou seja,
o estado com 1 < b < 1.5 pode ser considerado um estado de coexisténcia, como podemos
ver pela comparacao dada pela a Figura 4.7.
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Figura 4.7: Distribuicdo de cooperadores (em branco) e desertores (em preto), com 1 <
b<1,5evalor de k fixo em k = 0,1, apds 8.000 geracoes. Note que neste caso temos um
estado de coexisténcia de cooperadores e desertores.

(c) Distribuigao final.

Para o b variando entre valores abaixo de 1,15, os cooperadores prevalecem sob os
desertores, ou seja, temos um estado de cooperacao mutua para b < 1,15. Portanto, po-
demos concluir que o valor limite by, que determina a mudanca de estratégia neste caso,
esta associado a valores préoximos de b; = 1,15, como podemos observar a partir da com-
paracao pela Figura 4.8, com as distribuigoes iniciais e finais do sistema respectivamente.
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Figura 4.8: Distribuicdo de cooperadores (em branco) e desertores (em preto), com 1 <
b < 1,15 e valor de k fixo em k = 0, 1, apds 8.000 geragdes. Note que neste caso temos
um estado de cooperacao muitua, em que com um nimero alto de geragoes conseguimos
contornar o fator k na distribuicao final e eliminar totalmente a densidade de desertores,
restando apenas os cooperadores (em branco).
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(a) Distribuigao inicial. (b) Distribuigao intermedidria.

(c) Distribuicao final.

Por fim, ao analisarmos a densidade de cooperadores para o b variando entre valores
acima de 1,5, podemos notar uma queda acentuada na densidade de cooperadores em
comparagao com a de desertores, caracterizando assim um estado de deser¢ao mutua para
b>1,5.

A partir disso, podemos concluir que o valor limite by, que determina a mudanca de
estratégia neste caso, se encontra proximo a valores de by = 1,5, como podemos observar
a partir da comparacao dada pela Figura 4.9, com as distribui¢oes iniciais e finais do
sistema, respectivamente.
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Figura 4.9: Distribuicdo de cooperadores (em branco) e desertores (em preto), com 1 <
b < 2 e valor de k fixo em k = 0,1, ap6s 8.000 geragoes. Note que neste caso temos um
estado de deser¢ao mitua, em que com um niimero alto de geracoes conseguimos contornar
o fator k£ na distribuicao final e eliminar totalmente a densidade de cooperadores, restando
apenas os desertores (em preto).

(a) Distribuigdo inicial. (b) Distribui¢ao intermediéria.

(c) Distribuicao final.
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Conclusoes

Neste trabalho fizemos uma Introducao a Teoria dos Jogos, indo desde a formagao
do pensamento referente a analise de jogos até a consolidagao da teoria. Trabalhamos
os principais conceitos referentes a jogadores, estratégias, payoffs e diferentes tipos de
jogos, além de também desenvolvermos algumas anélises de diferentes tipos de jogos, em
especial a analise do Dilema Social, Dilema do Prisioneiro e a situacao de Equilibrio de
Nash. Além disso, fizemos uma breve revisao a respeito de Sistemas Dinamicos, explicando
a origem dessa area de estudos e a aplicagao da mesma em alguns modelos como o modelo
Malthusiano e o modelo de Lotka-Volterra. Em seguida, introduzimos a Teoria de Jogos
Evolucionérios, decorrendo desde a formacao da teoria até os conceitos e as aplicagoes
da mesma. Por fim, reproduzimos o modelo de um Jogo Evolucionario do Dilema do
Prisioneiro, descrito no artigo “Evolutionary prisoner’s dilemma game on a square lattice”.
Com o auxilio de um método computacional, e utilizando linguagem de programagao C
e simulagoes de Monte Carlo, conseguimos plotar graficos com informag¢des numéricas
muito semelhantes aos do artigo original e, com isso, realizamos as devidas analises de
comportamento do sistema.

Entre as perspectivas de trabalhos futuros, pretendemos continuar trabalhando a ana-
lise de jogos estudados pela Teoria dos Jogos e pela Teoria dos Jogos Evolucionarios, em
especial os denominados Public Good Games (PGG). Este tipo de jogo trata de com-
portamentos cooperativos de grupos com incentivos a desercao, e sabendo disso estamos
trabalhando na reproducao desse tipo de jogo em um sistema sem malha e considerando
o movimento dos jogadores, a fim de trabalhar com um sistema cada vez mais préximo
de algo real.
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Apéndice A
Cédigo utilizado para as analises

Como discutido no Capitulo 4, a andlise numérica do problema foi feita a partir de um
método computacional, utilizando linguagem de programacao em C e simula¢des de Monte
Carlo. Seguem abaixo os codigos produzidos, utilizando a linguagem de programagao
C, que serviram como base para a analise numérica do Jogo Evolutivo do Dilema do
Prisioneiro.

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

#include <math.h>

#include <time.h>

#include <gsl/gsl_rng.h> // biblioteca dos nimeros aleatérios

#define Ni 400 // tamanho da rede em i
#define Nj 400 // tamanho da rede em j
#define NG 8000 // n. de geragdes (tempo)
#define NS 2 // n. de simulagdes

#include "../pd.h"

void op(int , int *); // funcgdo output (saida)
void ic(gsl_rng *, int *); // funcdo para a condicao inicial

int main(int argc, char **argv){

int i, j, ii, jj, t, gd; // gd —-> grid
int ativo, vizinho, temp;
int *phi;

double *po;

int id, ie, ia, ib;
double b;

int X, Y;

double W;

double K;

double acao;

double *c;

double dc;
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47
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49

50

51

52

53

54

55
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57

58

59

60

61

62

63

64

65

67

double sc;
int ns;
int bi;

phi= (int *) calloc(Ni*Nj, sizeof(int)); // criacdo de um vetor (rede)
po (double *) calloc(Ni*Nj, sizeof(double));
¢ = (double *) calloc(NS, sizeof(double));

if (arge==2){
gsl rng default_seed= atoi(argv[i]);
Yelse{
gsl_rng default_seed= time(NULL);
b
gsl rng *w= gsl rng alloc(gsl_rng taus);
//revervando espago na memdria para o gerador de nimero aleatdrios

b = 1.0; //parametro de payoff dos desertores
K = 0.5; //parametro de irracionalidade
bi = 1;

// ic(w, phi);

// op(0, phi);
while(b < 2.00){
printf("/d\n \n", bi);
for(i = 0; i < NS; i++){
cl[i] = 0.0;
}
ns = 0;
//Inicio das NS simulagdes
while (ns<=NS){

ic(w, phi);

//inicio da fase transiente
for(t= 0; t < NG+1; t++){

gd = 0;

while(gd < Ni*Nj ){

48



68

69
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104
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106
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108

109

110

111

112

113

114

115

i= gsl_rng uniform(w)*Ni;
j= gsl_rng uniform(w)*Nj;

X= i*Nj+j;
vizinho = gsl_rng uniform(w)*4;

switch(vizinho){

case O:
Y = ((A+1)%Ni)*Nj+j;
ii = (i+1)%Ni;
ji =3;

break;

case 1:
Y = ((1-1+N1i)%Ni)*Nj+j;

ii = (i-1+Ni)¥%Ni;
ji = 3;
break;
case 2:
Y = ixNj+(G+1)%Nj;
ii = 1i;
jj = (G+DUNG;
break;
default:
Y = i*Nj+(G-1+Nj)%Nj;
ii = i;

jj = (G-1+Nj)%Nj;

}
pol[X] = 0.0; // payoff do jogador X
polY] = 0.0; // payoff do jogador Y

// matriz de pagamento

ativo = X;

ie = ((A-1+Ni)%Ni)*Nj+j;
id = ((A+1)%NL)*Nj+j;

ia = i*Nj+(j+1)%Nj;

ib = ixNj+(j-1+Nj)%Nj;

if ((philativo])==1){
polativo]+=1.0; // auto-interacéo

if ((phi[ie]l)==1){ // esquerda
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118

119

120

121

122

123

124

125

126

127

128

129

130

131

132

133

134

135

136

137

138

139

140

141

142

143

144

145

146

147

148

149

150

151

152

153

154

155

156

157

160

161

162
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polativo]+=1.0;

Yelse{
polativo]+=0.0;

}

if ((phil[id])==1){ // direita
polativo]+=1.0;

}elsed{
polativo]+=0.0;

}

if ((philial)==1){ // acima
polativo]+=1.0;

}elsed{
polativo]l+=0.0;

}

if ((phil[ib])==1){ //abaixo
polativo]+=1.0;

}elsed{
polativo]+=0.0;

}

Yelseq

polativo]+=0.0; // auto-interacéo

if ((phi[ie]l)==1){ // esquerda
polativo] +=b;

}else{
polativo]+=0.0;

}

if ((philid])==1){ // direita
polativo] +=b;

}else{

polativo]+=0.0;

}

if ((philial)==1){ // acima
pol[ativo] +=b;

telse{
polativo]+=0.0;

}

if ((phil[ib])==1){ // abaixo
pol[ativo] +=b;

telse{
polativo]+=0.0;

}
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164

165

166

167

168
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171
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178
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203

204

205
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209

210

211

ativ

ie =

id
ia
ib

if

Ye

o=1Y,;

((1i-1+Ni)%Ni)*Nj+jj;
((Ai+1)%NL) *Nj+j5;
1ixNj+(jj+1)%N5;
1i*Nj+(Gj-1+NjI%Nj;

((philativo])==1){
polativo]+=1.0; // auto-interagédo

if ((phi[iel)==1){ // esquerda
polativo]l+=1.0;

telsed{
polativo]+=0.0;

}

if ((phil[id])==1){ // direita
polativo]l+=1.0;

telsed{
polativo]+=0.0;

}

if ((phi[ial)==1){ // acima
polativo]l+=1.0;

telsed{
polativo]+=0.0;

}

if ((phi[ib])==1){ //abaixo
polativo]l+=1.0;

telsed{
polativo]+=0.0;

}

1se{
polativo]+=0.0; // auto-interacdo

if ((phi[ie])==1){ // esquerda
polativo]+=b;

telsed{
polativo]+=0.0;

}

if ((philid]l)==1){ // direita
polativo] +=b;

Yelse{

polativo]+=0.0;

}

if ((phi[ial)==1){ // acima
pol[ativo] +=b;
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polativo]+=0.0;

if ((phi[ib])==1){ // abaixo
polativo] +=b;

polativo]+=0.0;

W= (1.00/(1.0 + exp(-((polY]-po[X])/K)) );
// probabilidade de X mudar o comportamento de acordo com o vizinho Y

acao = gsl_rng uniform(w);

if(acao < W{

// phi[X] = philY]

}//Fim do transiente

op(bi, phi);

// célculo do nimero de cooperadores em cada uma das simulagdes
for(i=0; i< Ni; i++){
for(j=0; j<Nj;j++){
if ((phi[i*Nj+j])

clnsl+=1.0;
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292
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295

printf ("Namero de cooperadores da simulacgio %d = %e\n", ns, c[ns]);

ns+=1;
} //Fim das NS simulagdes

printf ("/d\n \n", bi);
bi+=1;

sc = 0.0;

for(i = 0; i < NS; i++){
sc += c[i];

}
sc = sc/NS;

printf ("Nimero médio de cooperadores %e\n", sc);

// Calculo da densidade média depois das NS simulagdes
dc = sc/(NixNj); // densidade de coperadores

printf ("Densidade de cooperadores %e para o valor de b=e\n \n", sc, b);
FILE *file=fopen('"c.dat", "a");

fprintf(file, "Je %e\n", dc, b);

fclose(file);

b=5b+ 0.01;

3

gsl_rng free(w);
free(phi);
free(po);
return O;
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