Universidade Estadual de Maringa

YA. Centro de Ciéncias Exatas

' Universidade Estadual de Maringa Depart amento de FiSlC&

Trabalho de Conclusao de Curso

Grupos de Lie e Aplicacoes na Fisica

Académico: Luiz Felipe Demétrio
Orientador: Prof. Dr. Miguel Jorge Bernabé Ferreira
Coorientador: Prof. Dr. Daniel Gardelli

Maringa, 19 de novembro de 2020



Universidade Estadual de Maringa

YA. Centro de Ciéncias Exatas

' Universidade Estadual de Maringa Depart amento de FiSlC&

Trabalho de Conclusao de Curso

Grupos de Lie e Aplicacoes na Fisica

Trabalho de conclusao de curso
apresentado ao Departamento de
Fisica, da Universidade Estadual de
Maringé, como parte dos requisitos
para obtencao do titulo de bacharel
em Fisica

Académico: Luiz Felipe Demétrio
Orientador: Prof. Dr. Miguel Jorge Bernabé Ferreira
Coorientador: Prof. Dr. Daniel Gardelli

Maringa, 19 de novembro de 2020



"The scientist does not study nature because
it is useful to do so. He studies it because he
takes pleasure in it, and he takes pleasure in
it because it is beautiful. "

Henri Poincaré

"In our search for new ideas, beauty plays many roles.
It’s a guide, a reward, a motivation. It’s also a systematic bias.”

Sabine Hossenfelder
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Resumo

O presente trabalho trata sobre grupos de Lie, dlgebras de Lie e algumas de suas aplica-
¢oes na Fisica. Sua importancia reside em sua capacidade de modelar matematicamente o
abstrato conceito de simetria, o que lhes confere aplicacoes em diversas areas de pesquisa
avancada. Primeiramente, fazemos uma introdugao a teoria de grupos e a nog¢ao de va-
riedade, com foco em exemplos. Em seguida, apresentamos a noc¢ao de grupos continuos
e sua relacao com as algebras de Lie, com alguns exemplos importantes sendo estuda-
dos. Com isso, analisamos aplicacoes de grupos de Lie em &reas conhecidas da Fisica: o
Grupo de Galileu na Mecanica Cléssica; os grupos de translagoes espaciais, temporais e
rotacoes na Mecanica Quéantica; o Grupo de Poincaré na Teoria da Relatividade. Por fim,
apresentamos uma aplicagao de teoria de grupos em Teoria Cléssica de Campos, que é a
derivagao da interac@o eletromagnética a partir do grupo U(1). O uso de grupos em tais
casos ¢é relevante porque exigir a invariancia as leis da Fisica sob a acao de determinado
grupo facilita encontrar sua forma.

Palavras-chave: Grupos de Lie, Algebras de Lie, Simetria.



Abstract

The present work deals with Lie groups, Lie algebras and some of its applications in Phy-
sics. Their importance rests on their capability of mathematically modeling the abstract
concept of symmetry, which gives them applications in a variety of advanced research
areas. First, an introduction to Group Theory and the notion of manifold is given, with
emphasis on examples. Then, the notion of continuous groups and their relation with Lie
algebras is presented, with some key examples being studied. After, some applications of
Lie groups in common areas of Physics are presented, in particular the Galilei Group in
Classical Mechanics, the rotations, spatial and temporal translation groups in Quantum
Mechanics, and the Poincaré Group in Special Relativity. In the end, an application of Lie
groups in Classical Field Theory is presented, which is the derivation of the electromag-
netic interaction with the U(1) group. The use of groups in such cases is relevant because
the demand of invariance of the laws of Physics under the action of a group makes it
easier to find their explicit form.

Key-words: Lie Groups, Lie Algebras, Symmetry.
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Introducao

No estudo da natureza, é util introduzir certas ideias matematicas para representar
nocoes abstratas. Os nameros, por exemplo, foram criados para representar a ideia de
quantidade. Um conjunto de duas laranjas nao é o mesmo que um de duas macas, mas a
quantidade é a mesma e se encontra associada ao nimero 2. De forma analoga, os vetores
foram criados para representar deslocamentos e as fungoes para representar relagoes entre
grandezas.

Uma outra nocao abstrata muito comum na natureza é a de simetria, relacionada
a propriedades de objetos que nao mudam quando esses sofrem certos tipos de transfor-
macoes. Um cilindro, por exemplo, é simétrico por rotagoes em torno de seu eixo, uma
vez que mantém a mesma forma quando rotacionado em torno de seu eixo, porém nao é
simétrico quando rotacionado em torno de um eixo transversal.

2

A simetria é algo muito presente na natureza, aparecendo em diversos padroes
biolégicos - como nossos proprios rostos - ou em formagoes naturais - como flocos de
neve. Da mesma forma, a simetria é algo recorrente em diversos sistemas estudados na
Fisica, sendo interessante conhecé-las, uma vez que isso nos da o conhecimento de quais
transformacoes nao os alteram, permitindo trabalhar com a forma mais simples para a
analise.

Assim como as de ideias quantidade, deslocamentos e relagoes podem ser represen-
tadas matematicamente, as simetrias também podem. Os objetos que fazem isso recebem
o nome de grupos, sendo definidos como conjuntos que satisfazem algumas propriedades.
Dessa forma, um bom entendimento de teoria de grupos facilita o estudo de simetrias e,
consequentemente o estudo de muitos fenémenos fisicos.

No caso dos sistemas estudados em Fisica, é comum se encontrar as chamadas
simetrias continuas, modeladas por um tipo especifico de grupo conhecido como grupos
de Lie. Em particular, tais grupos podem ser usados para descrever propriedades de
invariancia das leis da Fisica, tornando assim mais facil encontrar a forma dessas leis,
fato que ocorre desde a Mecéanica Classica até a Mecanica Quéantica e Relatividade. Um
exemplo de grande sucesso da aplicacao de teoria de grupos na Fisica é oferecer uma forma
simples de encontrar as leis matematicas que descrevem as interacoes fundamentais da
natureza, conseguindo prever muitos resultados observados nos aceleradores de particulas
modernos. Dessa forma, o estudo de teoria de grupos é extremamente interessante e
relevante, motivando o desenvolvimento deste trabalho.

A apresentacao deste texto esté exposta da seguinte forma: No Capitulo 1 é feita
uma introdugao as no¢oes mateméticas de grupos e variedades. Neste capitulo damos um
enfoque para os exemplos e para o fato de que objetos aparentemente distintos podem ser
entendidos como aspectos de um mesmo grupo. No Capitulo 2, unimos as nocoes de grupo
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e variedade para apresentar a nocao de grupos de Lie e sua relagao com as algebras de
Lie, que representam propriedades infinitesimais dos grupos associados. Com o objetivo
de introduzir as ferramentas matematicas e depois focar apenas em aplicagoes fisicas, no
Capitulo 3 apresentamos alguns exemplos importantes de grupos de Lie e suas respectivas
algebras de Lie que aparecem na Fisica.

Com as principais ferramentas apresentadas, dedicamos os proximos capitulos a
mostrar os diferentes contextos em que os grupos de Lie sao encontrados na Fisica. No
Capitulo 4, apresentamos os grupos da Mecanica Cléssica, sendo demonstrado que estes
sao apenas partes de um grupo maior chamado Grupo de Galileu - que representa as
principais simetrias da Mecanica Classica - e a partir dele construimos a lagrangiana para
particulas cléssicas livres. No Capitulo 5, construimos os principais grupos da Mecéanica
Quantica a partir das dlgebras de Lie dos operadores sobre o comutador. No Capitulo 6
estudamos as transformacoes de Lorentz da Teoria da Relatividade no contexto da teoria
de grupos, com tal método sendo usado para obter um entendimento mais profundo da
geometria do espaco-tempo relativistico. Por fim, no Capitulo 7 estudamos as chama-
das simetrias de gauge, definidas como simetrias que ocorrem em Teorias de Campos.
Foi apresentado um método para descrever interagoes fundamentais baseadas nos grupos
associados a elas e, como exemplo, construimos a interacao eletromagnética a partir do

grupo U(1).
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Capitulo 1

Nocoes preliminares e motivacoes

Neste capitulo, sera estudada a ideia de grupo, com enfoque em exemplos. O
objetivo serd mostrar que objetos muito distintos podem apresentar semelhancas quando
analisados como grupos. Por fim, é apresentada a nogao de variedade e como analisar se
um conjunto é ou nao uma variedade.

1.1 O conceito de Grupo

Ao se analisar alguns sistemas, podemos ver que estes nao sao afetados por certos
tipos de transformacoes. Uma carta de baralho, por exemplo, nao muda quando rotaci-
onada em 1809, como pode-se ver na Figura 1.1. E importante ressaltar que nem todas
as transformacoes preservam a simetria de um sistema, a mesma carta ser submetida a
uma reflexao, ela nao mantém a mesma forma, o que pode ser visualizado na Figura 1.2,
e portanto as reflexdes nao sao simetrias em cartas de baralho.

90° 90°

Figura 1.1: rotacao de uma carta de baralho. Imagem feita pelo autor no site Lucid.app [Inc08|.
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Figura 1.2: carta de baralho espelhada. Feito pelo autor no site Lucid.app.

Figura 1.3: tridngulo de Sierpinski. Fonte: Coding, math, art.

Além das rotacoes e reflexdes existem varios outros tipos de transformacoes que
podem ser simetrias, como por exemplo transformagcoes por escala, como o caso do tri-
angulo de Sierpinski da Figura 1.3. Entretanto, nem todas as simetrias sao visuais. Por
exemplo, ao se somar uma fase de 27 na funcao cosseno, estd se mantém invariante

cos(x + 27) = cos(x), (1.1.1)

ou seja, a fungao cosseno é simétrica com relacao a esta transformacao. Em particular,
esta simetria ainda pode ser visualizada graficamente como deslocar a funcao por 2w,
porém este nem sempre é o caso para simetrias definidas algebricamente.

Ao estudar um sistema fisico, é conveniente entender suas simetrias, pois isso
permite ter uma ideia da liberdade que temos de modificar a forma que o estudamos sem
afetar seu comportamento. Isso nos permite usar tais simetrias para analisar o sistema
da forma mais simples possivel, sem perder informagoes. Como exemplos, podemos citar
o ato de calcular as 6rbitas de planetas: pode-se calcula-las tanto em relagao a Terra, ou
em relacao ao Sol, o que facilita muito o processo.

Como ressaltado, as simetrias podem ser extremamente abstratas, como veremos
quando forem analisadas as aplicagoes Fisicas em capitulos posteriores. Isso eventual-
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mente pode tornar complicado de se trabalhar diretamente com elas. Com tais observa-
¢oes em mente, torna-se relevante identificar as propriedades compartilhadas por todas
as simetrias. E nesse contexto que é conveniente definir a nocdo de um grupo, pois é algo
comum a todas as simetrias. Para fazer isso, vamos analisar um exemplo motivacional.

Exemplo 1.1.1. Resolu¢ao de uma equacao do 1° grau.

Ao resolver um sistema numérico, normalmente somamos nimeros de ambos os

lados, porém preservando a relacao de igualdade. Para perceber isso, vamos resolver um

2 7 7
porém explicitando os passos [Socl3]:

r+1=2, (1.1.2a)
(x+1)4+(-1) =2+ (-1), (1.1.2b)
r+(1-1)=1, (1.1.2¢)
r+0=1, (1.1.2d)

= z =1, (1.1.2¢)

note que cada operacao realizada preservou a igualdade, mantendo uma simetria da equa-
¢ao.

Ao realizar cada passo, foi necessario que, em ordem [Socl3|:

1. O resultado de uma soma de ntimeros seja também um ntmero;

2. O fato de podermos realizar a operacao de soma em qualquer ordem, conhecido
como associatividade,;

3. O fato de um nimero mais seu oposto resultar em zero, propriedade conhecida como
existéncia do elemento inverso;

4. Ao somar um ntmero com zero(0), o resultado ser o proprio nimero. Devido a isso,
chamamos o zero de elemento neutro da soma;

Existem vérios outros conjuntos com as mesmas propriedades, com alguns exemplos
simples sendo [GMO1]:

1. Os numeros reais R e complexos C sobre a soma usual +;

2. Os nameros reais R e complexos C menos o 0 (pois ele ndo possui inverso) sobre o
produto usual -;

3. As matrizes quadradas invertiveis N x N sobre o produto matricial;
Dessa forma, para estudar conjuntos com tais propriedades quando equipados com
uma operacao e, podemos abstrair tais ideias, e chamar qualquer conjunto que as satisfaca

de um grupo. Formalmente, um grupo ¢ um conjunto G equipado com uma operagao e,
que possui as seguintes propriedades [GMO1|[Soc13]:
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1. Operagao interna: se g;,9o € G, entao g; @ go € G, isto é, operagoes entre
elementos do grupo resultam em elementos do grupo;

2. Associatividade: se g1, g2, g3 € G entao

(91 L 92) ®gs =gy ® (92 o 93),

ou seja, a ordem das operagoes entre os elementos nao importa;

3. Elemento Neutro: existe 1 € G tal que para todo g € G,

gel=1leg=y,

em outras palavras, sempre existe um elemento do grupo que nao afeta os outros
elementos;

4. Elemento oposto: para todo g € G, existe g~ € G tal que

-1 -1
geg =g eg=1,

dessa forma, para todo elemento, existe um oposto e, ao combinar os dois, o resultado
é o elemento neutro;

Note que em grupos nao se exige a propriedade de comutatividade

g1 ®gs = gz ® g,

isto é, de poder trocar a ordem dos elementos nas operacoes. Esta contrasta com a
associatividade, a qual permite a troca da ordem das operagoes, mas nao dos elementos.
Grupos em que a comutatividade é valida sao chamados de grupos abelianos, enquanto
aqueles onde ela nao é valida sao chamados de nao-abelianos.

Neste momento ¢é valido refletir sobre a vantagem de se fazer uma definicao para
conceitos tao simples. A tal questionamento pode-se argumentar o seguinte: explicitar
tais propriedades nos permitird aplicar as mesmas nocgoes para diferentes conjuntos e
objetos mais abstratos, que a principio seriam complicados de se trabalhar. Isso facilitara
o posterior estudo de simetrias mais complexas observadas na natureza. Deve-se ressaltar
também que a forma da operacao e nao foi especificada: qualquer operacao que satisfaca
as propriedades de grupo, por mais abstrata que seja, consistird um grupo. Além disso, a
notacao e para a operacao foi usada nessa secao para dar enfoque a ela, a qual nao seréa
mais usada adiante.

1.2 Exemplos e comparacoes

A fim de assimilar melhor a no¢ao de grupo, vamos analisar mais a fundo alguns
exemplos e perceber como alguns grupos se comportam de maneira muito similar, apesar
de inicialmente serem formados por objetos muito distintos

Exemplo 1.2.1. Jogo de sinais, nimeros pares e impares.

Considere o conjunto composto pelos nimeros 1 e —1, {1, —1}. Sob a multiplicagdo
usual X, esse conjunto forma um grupo, pous:
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1. A operacao € interna, os resultados de operagoes no conjunto sao também elementos
dele. As diferentes combinagoes de elementos do grupo se encontram organizadas
na tabela 1.1 .

Tabela 1.1: possiveis combinagoes de operagoes do grupo composto pelo elemento 1 e (—1).

X 1] -1
1 1| -1
-1 -1 1

2. A associatividade € herdada dos nimeros reais;
3. O numero 1 atua como a identidade;

4. O nudmero 1 € seu proprio inverso, assim como —1, pois 1x1 =1e(=1)x(=1) =1;

Vamos considerar também um outro grupo, completamente diferente, composto pela
classe de numeros pares cujos membros sao da forma x = 2n e pela classe de nimeros
impares x = 2n + 1, com n qualquer [Flo16a/. Por exemplo:

8 € par com n = 4, pois 8 = 2 - 4, (1.2.1a)
5 € impar com n =2, pois 5 =2-2+ 1. (1.2.1b)

Deve-se ressaltar, entretanto, que os elementos do conjunto sao apenas as duas
classes, e nao os nimeros em si. Esse conjunto, equipado com a soma, também forma um
grupo, pois

1. Soma de numeros pares ou impares serd um niumero par ou impar;
2. A associatividade € herdada da soma usual;

3. O inverso de um niumero impar € um numero impar, e o inverso de um par € um
par, pois:

(2n1 4+ 1)+ (2ne + 1) = 2(ny + ny + 1) - nudmero par (1.2.2a)
2

(2n1) + (2n2) = 2(ny + n2) - numero par (1.2.2b)

4. Os nimeros pares P atuam como elemento neutro, pois ao somar um par com um
impar, o resultado € impar, e ao somar um par com um par, o resultado € par:

(2ny + 1)+ (2

) =2(n1 + ng) + 1 - nimero impar, (1.2.3a)

Ny
ng) = 2(ny + ng) - numero par. (1.2.3b)

Com isso, podemos escrever as possiveis combinagoes de operagoes na Tabela 1.2.

!Tabelas como esta sdo conhecidas como tabelas de Cayley, com a operacao do grupo sendo indicada
no canto superior esquerdo [Soc13].
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Tabela 1.2: possiveis combinagoes de operagoes do grupo composto pelos ntimeros pares e
impares.

+ | P I
P |P|I
I |I|P

Comparando as Tabelas 1.1 e 1.2, pode-se ver que 0s dois grupos possuem a mesma
estrutura se considerarmos 1 equivalente aos niumeros pares e —1 aos numeros impares.
Desta forma, dois conjuntos completamente diferentes apresentam a mesma estrutura, se
analisados como grupos.

Quando uma situagao assim acontece, dizemos que os dois grupos sao isomorfos,
o que significa que trabalhar com um ou com outro é equivalente. No caso, identificamos
os dois grupos como sendo o grupo Z(2) = {1, —1}.

Isso significa que uma soma é equivalente a um produto nessas condi¢oes. Obvia-
mente, as operagoes aqui escolhidas sao simples, mas relacoes de tal tipo podem ser muito
uteis para computar operagoes em um grupo mais complicado tomando um mais simples
como equivalente.

Exemplo 1.2.2. Grupos de funcgoes.

O conjunto de fungoes reais bijetoras G = {f|f : R — R} é um grupo sob a
operacao de composi¢do o de fungoes:

1. A composi¢ao de duas fungdes bijetoras f(z) o g(x) = h(x) € também bijetora;
2. Para f(x),g(x), h(x) bijetoras, vale que:
(fog)oh=fo(goh), (1.2.4)
que garante a associatividade;
3. A funcao identidade e(x) = x atua como elemento neutro;

4. O elemento inverso é dado pela fungao inversa: f(x)o f~'(x) = e(x), com o fato de
as fungoes serem bijetoras sendo necessdario para garantir a existéncia da inversa;

E relevante apontar que tal grupo é nio abeliano. Tome, por exemplo, flz)=xz+1
e g(x) = 2z, entao:

Q
—~
8
~—
Il

flg(@)) = (22) +1=22+1, (1.2.5a)
g(f(x)=2(x+1) =2z +2, (1.2.5b)

que sao diferentes, ou seja, a comutatividade nao vale para grupos de funcoes.

As simetrias referidas anteriormente podem ser pensadas como fungoes, que levam
um sistema de uma configurac¢ao para outra. Nesse sentido, pode-se considerar os grupos
de simetria como grupos de funcaes.
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Exemplo 1.2.3. Grupos das matrizes quadradas.

O congunto das matrizes quadradas N x N invertiveis, ou equivalentemente com
determinante nao nulo forma um grupo sob a operagao de multiplicagao matricial [GMO1]:

1. O produto matricial de matrizes quadradas de ordem N € também uma matriz qua-
drada da mesma ordem;

2. A associatividade € garantida pela sequinte propriedade da multiplicacao matricial
(AB)C = A(BC), (1.2.6)
vdlida para quaisquer matrizes A, B, C;
3. O elemento neutro € a matriz identidade I, pois detl # 0 e
Al =TA = A,
para qualquer matriz A;

4. O elemento inverso é dado pela matriz inversa, pois MM~ = I, em que I ¢ a
matriz identidade, com o fato de as matrizes serem invertiveis sendo mecessdrio
para garantir esta propriedade;

Este grupo é conhecido como grupo geral linear de ordem N, identificado como
GL(N,K), em que K é o conjunto das entradas das matrizes, que neste trabalho serd
tomado como os reais R ou os complexos C.

E interessante apontar que as matrizes quadradas podem ser pensadas como trans-
formacoes lineares entre espacos vetoriais de mesma dimensao, sendo essencialmente fun-
coes.

Exemplo 1.2.4. O grupo de rotagoes no plano.
Considere a rotagao de um vetor v = vz’z—i-vyj' no plano xy no sentido anti-hordrio,

da maneira vista na Figura 1.4. Se a rotagao for de um dngulo 6 arbitrdrio, entao as novas
coordenadas do vetor sao:

V), = cos Ov, — sen Ov,, (1.2.7a)
v, = sen Ov, + cos Ov,, (1.2.7b)

observando a Figura 1.4, também pode-se ver que rotagdes nao alteram o mddulo |0 do
vetor, deixando a sequinte equag¢ao invariante
2 .2 (=22
z* +y° = 0], (1.2.8)
ou seja, sao transformagoes de simetria de uma circunferéncia de raio |v]%.

Para mostrar que o conjunto dessas transformagoes realmente forma um grupo,
poderia-se analisar explicitamente a forma anterior, porém isso seria muito trabalhoso.
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Esse trabalho pode ser facilitado se notarmos que elas sao equivalentes a sequinte multi-

plicacao matricial:
v\ [cosf —senf\ (v,
(v;) N (sen¢9 cos ) <vy> ' (1.2:9)

Y
A
vP
>
vy =vsen (a + B)
V V=V cos (a + B)
e /i
‘B
- > X
V'

Figura 1.4: rotagdo de um vetor (cujo dngulo inicialmente é ) por um angulo a no plano zy.
Imagem feita pelo autor no site Lucid.app.

Portanto, os elementos do grupo podem ser representados por matrizes, que iden-
tificaremos como matrizes de rotagao, vinculadas a wm pardmetro identificado como o
angulo 6:

senf@ cosf (1.2.10)

Mo = (

com 1sso, verificar os axiomas de grupo torna-se simples:

cos —sen 9)

1. ao multiplicar duas matrizes de rotacao, obtemos:
~ (cost —sent, cosf, —sen b,
M(01) M (62) = (sen 0; cosb, ) (sen Oy cosfy |’

_ (cosBycosby —sen fysen By —(sen 0y cos Oy + cos fysen 6s)
~ \sen 6, cos Oy + cos O;sen O cos 0, cos 05 — sen Gysen 6, ’

(1.2.11)

note que o cosseno e seno de uma soma de dngulos sao dados por
cos (01 + 02) = cos 6y cos 3 — sen Oysen O, (1.2.12a)
sen (6, + 03) = sen 6, cos Oy + cos Oysen Oy, (1.2.12b)

0 que nos permite reconhecer o lado direito como uma rotagcao por 01 + 0:

M8, + 6,) = cos 6y cos By — sen Bysen By —(sen 0y cos Oz + cos Bysen by)
L 277 \ sen 0y cos Oy + cosBysen s cos by cos By — sen Hysen Oy ’
(1.2.13)
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e que também permite expressar

ou seja, que uma composicao de rotagoes equivale a uma rotacao pela soma dos
angulos, que concorda com nossa intuicao sobre rotagoes, e que também mostra que
0 grupo € abeliano;

2. a associatividade € garantida pelo fato de o grupo se basear em uma multiplicagdo
de matrizes, sendo um caso particular do exemplo anterior;

3. a matriz inversa da matriz M(0) € obtida com M~ = M(—8), equivalendo a girar
no sentido oposto e que também concorda com nossa intuicao;

4. a identidade equivale a uma matriz de rotagdo com 6 =0, com a matriz identidade
sendo obtida nesse caso;

Como pode-se notar, as rotagoes no plano formam um grupo, pois podem ser repre-
sentadas por matrizes que satisfazem tais propriedades. Entretanto, é valido ressaltar que
as rotagoes nao sao as matrizes, pois elas sozinhas nao carregam o significado geométrico
de rotagoes, pois sdo caracterizadas pela aplicagdo de M (#) em um vetor .

O que ocorre é que um conjunto de objetos abstratos pode ser melhor entendido
se estudado como matrizes equivalentes a ele. Quando um grupo ¢é representado por um
subgrupo do grupo de matrizes, o dltimo é dito uma representacao do primeiro. Dessa
forma, para facilitar o estudo de grupos abstratos, analisaremos representacoes destes,
pois as matrizes sao mais simples de se operar na maioria dos casos.

1.3 Nocao de Variedade

Além do conceito de grupo, para se estudar simetrias, também é necessario um
outro conceito independente, o de variedade. Uma variedade é basicamente um conjunto
que localmente se parece com os reais R” em alguma dimensao n, isto é, que em escalas
pequenas, se parece com os reais [Car].

)

1 2 3

Figura 1.5: grafico da funcao cos(z). Exceto se mencionado o contrario, todas as imagens desta
secao foram feitas pelo autor usando o software Geogebra [HH02|.
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Como exemplos de variedades, podemos citar as curvas dos graficos de fungoes
bem comportadas, como por exemplo a fungao f(z) = cos(z), que em pequenas escalas
se parece com a reta real, assim como mostrado na Figura 1.5. O mesmo se aplica para
vérias fungoes, mas nem todas sao variedades, assim como notado na Figura 1.6.

fx)
Sl

Wl

-2

Figura 1.6: funcao de Weierstrass. Note que ela mantém a mesma forma ao receber um zoom.
Fonte: Wikipédia.

As funcoes reais de uma variavel bem comportadas sao variedades de dimensao 1,
pois se assemelham & reta real. Mais interessantes ainda sao as variedades bidimensionais,
com exemplos sendo superficies bidimensionais como a esfera vista na Figura 1.7, bem
como fungoes de duas variaveis f(x,y) bem comportadas.

1 2 3

Figura 1.7: uma esfera vista de diferentes distancias. Ela se trata de uma variedade de dimensao
2, pois ao nos aproximarmos de um ponto P (2), vemos que a vizinhanga ao redor dele se aproxima
cada vez de um plano, (3), assemelhando-se ao R2,

Para tais fungoes, a cada ponto P = (xo, %o, f(z0,%0)) pode-se definir um plano
tangente a fun¢do com a expansao em série de Taylor em primeira ordem [Lei86]:

f(z,y) = f(zo,90) + % P(fc — 1) + % P(y —Y0) (1.3.1)

que constitui uma superficie definida por dois parametros z, e y, que é um plano por ser
linear em ambas as varidveis.
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Exemplo 1.3.1. Planos tangentes a um paraboloide.

Na (1.3.1), podemos tomar f(z,y) = 5(2® + y?), cujo grdfico é um paraboloide, e
calcular os planos tangentes:

flz,y) ~ %(953 +45) + zo(® — 20) + Yo (y — vo) (1.3.2)

que pode ser visualizado para diferentes pontos P na Figura 1.8.

Figura 1.8: gréfico da funcdo f(x,y) = %(x2 + 9?). As setas indicam pequenos deslocamentos
tangentes a cada ponto, sendo proporcionais as derivadas parciais.

O mesmo ocorre para superficies como a esfera, que pode ser visualizada na Figura
1.9. Tal caracteristica é uma propriedade geral de variedades, que podem possuir um
respectivo R" as tangenciando, o qual é conhecido como espago tangente, se comportando
como um espago vetorial.

Figura 1.9: planos tangentes a esfera. Apesar de nao ser uma funcao, ela também pode ser
aproximada por um plano tangente em cada ponto, pois é uma variedade. Novamente, as setas
indicam pequenos deslocamentos sobre a curva.

Até agora, apresentamos os conceitos de grupo e variedade, porém de forma desco-
nexa um do outro. Isso se deve ao fato de os dois conceitos serem independentes. Porém,
a categoria de grupos que pretendemos estudar neste trabalho, e cujas aplicacoes na Fisica
sao imensas, une as duas ideias. Estes sao os chamados grupos de Lie.
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Capitulo 2

Grupos de Lie e Algebras de Lie

Neste capitulo, serao estudados os grupos continuos, conhecidos como grupos de
Lie. Serao analisadas propriedades gerais destes, com enfoque para a geometria. Sera
também introduzida a nocao de algebras de Lie e sua conexao com os grupos de Lie,
e um método para comparar grupos de Lie usando suas respectivas algebras de Lie é
apresentado. Por fim, faz-se uma classificagao de grupos de Lie de matrizes.

2.1 Grupos continuos

O estudo dos grupos continuos foi iniciado no século XIX pelo matematico Sophus
Lie (Figura 2.1), que os analisou no contexto de equagdes diferenciais, estudando apli-
cagoOes desses objetos nesta drea. Ele também foi o primeiro a perceber que tais grupos
podem ser estudados analisando sua versdo infinitesimal, as chamadas Algebras de Lie.

Figura 2.1: Sophus Lie. Fonte: Wikipédia.

Formalmente grupo de Lie é um grupo G que é também uma variedade. Ou
seja, ¢ um conjunto munido com uma opera¢ao que satisfaz os axiomas de grupo, mas
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cuja estrutura local se assemelha a R™. Com isso em mente, podemos usar as mesmas
ideias de variedades para estudar tais grupos, como o uso de parametros para representar
elementos do grupo [Barl8a].

A ideia de um grupo continuo deve ficar mais clara com um exemplo. Assim, como
ja foi apontado, o conjunto dos niimeros complexos (sem o 0) é um grupo sobre a multi-
plicagao usual. Vamos agora analisar um subgrupo importante dos niimeros complexos.

Exemplo 2.1.1. Numeros complexos unitdrios.

Vamos analisar o conjunto de nimeros complexos cuja norma € 1. Em forma
polar, os elementos desse conjunto sio da forma geral [GMO1][Bar18b]

z=e". (2.1.1)

Essa forma analitica € itil para manipulacoes algébricas, mas esconde o cardter de
variedade do conjunto. Para isso, vamos reescrever os elementos como

z = cost +isinb, (2.1.2)
que podem ser representados por pares ordenados cujas coordenadas sao x = cosf e y =

sinf, e que satisfazem
2yt =1, (2.1.3)

e'? = cos ¢ +isin @

sin @

Ocos o 1 Re

Figura 2.2: grupo dos complexos unitérios visto como uma variedade, que é uma circunferéncia
de raio 1. Fonte: Wikipédia.

que € a equacao de uma circunferéncia de raio 1 centrada na origem, como pode-se ver
na Figura 2.2. Isso indica que esse grupo pode ser estudado simplesmente como tal
curva, com o dngulo 0 sendo o pardmetro que representa um elemento do grupo sobre
ela, o que demonstra que ele € também uma variedade e, portanto, um grupo de Lie.
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Entretanto, a nocao de um grupo como variedade leva a uma nova questao. No
Capitulo 1, mostrou-se como comparar dois grupos por meio de uma tabela com as pos-
siveis combinacgoes entre elementos do grupo. Porém para isso seria necessério construir
explicitamente todas as combinacoes, o que pode ser trabalhoso em alguns casos. Além
disso, tal procedimento é inviavel para grupos com infinitos elementos, que levariam a
infinitas combinagdes, as quais ndo podem ser computadas [Flol6a]. Com isso, somos
levados a nos perguntar como comparar dois grupos de Lie, que sao infinitos devido ao
fato de serem continuos. Para responder a essa pergunta, é necessario analisar outro as-
pecto dos grupos como variedades, relacionado a deslocamentos infinitesimais sobre tais
conjuntos.

2.2 Espaco tangente e geradores

Assim como as variedades sao localmente parecidas com R", os grupos de Lie
também os sao. Para cada ponto, ha um subconjunto do R™ parecido com sua vizinhanca,
que é chamado de espaco tangente ao ponto, sendo um espago vetorial, assim como foi
notado no caso da esfera. Esse espaco vetorial, naturalmente, pode ter seus elementos
identificados por coordenadas em uma base. No caso das fungoes, vimos que tais vetores
poderiam ser obtidos com o gradiente da funcao.

Se pensarmos nas variaveis das fungoes como os parametros da variedade, entao
podemos generalizar essa ideia para um grupo de Lie geral. Suponha que um elemento
qualquer g seja representado por parametros x;. Entao, os elementos que geram o espaco
vetorial podem ser obtidos com

g
gi = D,
em cada ponto P, sendo semelhantes as coordenadas do gradiente de fungoes reais. Po-
rém, para que o conjunto seja um grupo, ¢ necessario que ele contenha a identidade, a
qual é comumente identificada como possuindo todos os parametros x; = 0. Assim, nas
proximidades da identidade tais elementos seriam dados por

(2.2.1)

P

(2.2.2)

$i:0

e sao conhecidos como os geradores do grupo de Lie, podendo ser visualizados na Figura
2.3. A principio, poderia-se pensar que estes seriam tuteis apenas nas proximidades da
identidade. Entretanto, pode-se demonstrar que estes servem para representar elementos
do grupo a partir da chamada aplicagao exponencial. Para entendé-la, precisamos antes
introduzir a noc¢ao de exponencial de uma matriz.

A série de Taylor de uma funcao exponencial é dada por:

xr . xn
" = ZH (2.2.3)
n=0

1'2 ZES
=1+a+ ot gte (2.2.4)

Analogamente, define-se a exponencial de uma matriz quadrada M fazendo v — M
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Figura 2.3: geradores de um grupo de Lie. Eles sao representados pelas setas tangentes a cada
ponto da variedade e geram os espacos tangentes, que sdo espagos vetoriais. Imagem feita pelo
autor usando o software Geogebra.

na expressao anterior [Flo16a]:

o0

Mn
M _
eM = ZO — (2.2.5)
2 M3
=1+ M+ Tt et (2.2.6)

visto que o produto de n vezes uma mesma matriz quadrada, M™, é bem definido. Note
que tal expressao nao necessariamente converge para todas as matrizes.

Exemplo 2.2.1. Cadlculo de exponencial de uma matriz.

Vamos calcular a exponencial da matriz M = Jx, em que

0 —1
(03, 220
para 18s0, € interessante notar que

J2:—((1) [1)) , J?’:—GJ _01>, (2.2.8)
Jt = (é [1)) ., = <(1) _01), (2.2.9)

ou seja, na 5 poténcia, a matriz original € reobtida, e o ciclo se repete. Pode-se notar
também que os termos pares e impares serao apenas a matriz identidade e a matriz J a
menos de poténcias de (—1). Dessa forma, a série pode ser separada em duas, uma par e
uma impar, vezes tais matrizes:

N~ (5D 00 (10) o (5D 5 (0 -1
=D Gt (0 D2 e o) (2:2.10)
n=0 n=0
Essas séries representam as funcoes trigonométricas:
o] _1)
cosT = Z(@ng'x%, (2.2.11)
n=0 ’
_ - (_1)7’L 2n+1
senxr = Z%ml’ s (2212)
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e, ao somar as duas matrizes resultantes, obtemos que:

ol _ (cosa: —sen x) ‘ (2.2.13)

sen xr COS ™

Suponha agora um grupo de matrizes em que os elementos sejam dados por

N
M (zq, 29, ..., xN) :exp{Zhixi}, (2.2.14)
i=1

com os x; sendo os parametros do grupo. Os elementos h; podem ser obtidos por meio da
derivada nas proximidades da identidade:

hi_

= | (2.2.15)

x;=0

que é idéntica a forma dos geradores. Portanto, em grupos cujos elementos sao uma
exponencial da forma (2.2.14), os argumentos da exponencial sdo justamente os geradores

do grupo:
N
M = exp {Z gm} : (2.2.16)
=1

relagao que é valida para grupos de Lie gerais, e conhecida como aplicagao exponencial
[Bar18a].

A aplicacao exponencial conecta uma propriedade local, infinitesimal do grupo,
no caso os geradores, com propriedades globais da variedade. E importante ressaltar
que, assim como as derivadas nao fornecem todas as informacoes sobre uma funcao, os
geradores também nao determinam totalmente o grupo.

Como um elemento arbitrario do grupo pode ser representado pela aplicacao ex-
ponencial, isso significa que, caso dois grupos possuam os mesmos geradores, entao a
estrutura geral de seus elementos ¢é parecida, sendo uma forma viavel de comparagao
entre eles.

Entretanto, deve-se tomar cuidado com tal comparagao. Como os geradores sao
obtidos a partir de derivadas, eles exibem apenas a estrutura local dos grupos, e nao
necessariamente a global. Obviamente, espagos vetoriais diferentes nao podem ser com-
parados de forma simples, entretanto, pode-se fazer isso com um outro tipo de estrutura,
que veremos a seguir.

2.3 Algebras de Lie

Formalmente, uma algebra de Lie A é um espaco vetorial que também possui uma
operagao interna [A, B] = C, A, B,C € A conhecida como colchete de Lie [, ] que satisfaz
as seguintes propriedades [Sanl0] [Barl8a]:

1. Anticomutatividade: [A, B] = —[B, 4] ;
2. Bilinearidade: [A, B+ AC| = [A,B]| + M\A,C| e [A+ AB,C] = [A,C| + \[B, C];
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3. Identidade de Jacobi: [[A, B],C] + [[B, C], A] + [[C, 4], B] = 0;

Como um corolério da primeira propriedade, temos que o colchete de Lie de um
vetor consigo mesmo é sempre nulo:

[A7 A] =0,

que, aliada a bilinearidade, também indica que o colchete entre um vetor e um multiplo

escalar é sempre nulo:
[A,NA] = A[A4, A] =0,

ou seja, em espacos vetoriais de uma dimensao, a Algebra de Lie é sempre trivial.

Exemplo 2.3.1. Produto vetorial dos vetores no R3.

O primeiro exemplo de dlgebra de Lie que a maioria dos estudantes tem contato
sao os vetores do espago euclidiano R3 sob a operacdao do produto vetorial x, definido
para U,V quaisquer por:

7k
W=UXT = |u, U, U, (2.3.1)
Ve Uy U,

-~

Figura 2.4: produto vetorial. Fonte: Sharetechnote.

com tal operacao podendo ser visualizada na Figura 2.4.

Nesse caso, se fizermos o produto vetorial entre vetores da base, obtemos exata-
mente o outro vetor da base:

ixj =k (2.3.2)
ixk = i (2.3.3)
kxi = 7, (2.3.4)
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o 4

Figura 2.5: esquema visual para calcular o produto vetorial entre os versores 4, 7, k. Ao percorrer
o ciclo no sentido horario, o resultado é positivo, sendo negativo para o anti-horério. Fonte:
Vectorified.

ou, de forma geral, o produto vetorial entre o i-ésimo vetor da base é; e o j-€simo é;
fornece o k-ésimo éy, a menos de uma constante (Figura 2.5):

3
éi X éj = E gijkéka (235)
k=1

em que os indices assumem os valores 1,2,3, representando as direcoes x,y,z e €5 €
conhecido como simbolo de Levi-Civita, definido por [Bal94/:

1 sei,j, k formam uma sequéncia. Ex: c193 = €310 = 1;
gijk = § 0 se algum dos indices for repetido. Ex: €131 = €120 = 0; (2.3.6)

—1 sei,j, k formam uma sequéncia negativa. Er: £301 = €130 = —1;
Por exemplo:

€1 X €3 = €121€1 + €122€2 + €123€3,

- ég.

Relaces semelhantes a (2.3.5) sdo uma caracteristica geral de Algebras de Lie.
De forma geral, ao se tomar o colchete de Lie entre dois vetores da base em um espaco
vetorial de dimensao IV, se obtém uma combinacao linear dos vetores da base:

N
(i, 65] =) _ Fijkbr, (2.3.9)
k=1

essas constantes da combinacao linear sao conhecidas como constantes de estrutura da
algebra, sendo caracteristicas da Algebra de Lie estudada. Se tais constantes forem nulas,
dizemos que a Algebra de Lie é trivial e, consequentemente o grupo de Lie associado é
abeliano [Bar18al.

Matrizes quadradas formam naturalmente espacos vetoriais com a operagao de
soma de suas entradas. Elas também formam naturalmente algebras de Lie sob a operacao
conhecida como comutador entre duas matrizes A e B, definido por

[A, B] = AB — BA. (2.3.10)
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Assim como apontado anteriormente, os geradores dos grupos de Lie formam uma
base do espaco tangente a cada ponto. Se um grupo de Lie for representado como um
espaco de matrizes, entdo seus geradores naturalmente possuem a estrutura de Algebra
de Lie sob o comutador das matrizes.

Se dois grupos de Lie possuem a mesma Algebra de Lie de seus geradores, os
espagos tangentes sao equivalentes. Dessa forma, localmente os dois grupos possuem a
mesma estrutura, assim como duas variedades podem se parecer localmente. Tal técnica
pode ser usada para apontar semelhancas entre dois grupos de Lie aparentemente distintos.

Exemplo 2.3.2. Matrizes de rotagcao e complexos unitdrios.

Suponha o grupo gerado pelas matrizes de rotacao

M(0) = (COSG _Sme), (2.3.11)

sinf cos0

o gerador € obtido com

_ (—81119 —0950) _ (0 —1>’ (2.3.12)
—0 cos) —sinf 9—0 1 0

cuja dlgebra de Lie € trivial, por possuir dimensao 1.

d
—M
do

O grupo dos complexos unitdrios, por outro lado, possui a forma geral de seus

elementos sendo '
z=e" (2.3.13)

que € um grupo formado por matrizes complexas 1 X 1. O gerador pode ser calculado com

4
a0°

= ie”|,_, =i, (2.3.14)
0=0 B

cuja dlgebra de Lie também € trivial. Com isso, o espaco vetorial dos geradores € o
mesmo e, portanto, a estrutura local dos dois grupos € idéntica. Além disso, se fizermos

a identificagcao
4 0 —1
4> (1 0 ) : (2.3.15)

e o et (2.3.16)
— () < M(0), (2.3.17)

entao

com um complexo unitdrio sendo equivalente a uma matriz de rotacao, o que indica que
0s dois grupos sao isomorfos. Apesar de serem dois objetos matemdticos muito distintos
(matrizes reais 2x2 e nimeros complezos), o comportamento como grupo € essencialmente
0 mesmo.

E importante tomar cuidado, pois o fato de a &algebra de Lie dos geradores ser
a mesma nao significa que necessariamente os dois grupos sao isormorfos, como pode-se
perceber no proximo exemplo.
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Exemplo 2.3.3. Numeros reais e complexos unitdrios.

O conjunto R dos nimeros reais, é um grupo sobre a operacio de soma +, sendo
também uma variedade, a propria reta real. Elementos da reta podem ser indicados com
apenas um pardimetro real x. O que desejamos € compard-lo com o grupo dos nimeros
complexos unitdrios, mas para 1SS0 precisamos representar 0s reais como um grupo de
matrizes. Podemos fazer isso com a sequinte func¢ao:

1 =«
p:R%MZX% p(‘T) = (0 1)7

que € uma representacao dos reais, pois ela preserva a estrutura do grupo:

ot = (g 1) (o 4)
)

= p(z +y)-

Os elementos desta representagdo sao entao definidos por um unico pardametro real x.
Podemos entao calcular o gerador de tal grupo com

_d (1 x

(01

~\0 0/’
note que um elemento arbitrdario do grupo pode ser representado pela aplica¢ao exponen-
cial:

’
=0

notando que
0 1\* (0 1\ /0 1
0 o/ \o 0/\0o 0)”
(0 0
~\0 0/’
as poténcias maiores que 2 portanto se anulam e ficamos com

o(z) = (é ?) + (8 é) v, (2.3.18)

= (é f) : (2.3.19)
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que € exatamente a forma original da representacdo dos reais que escolhemos.

Como o grupo dos nimeros reais possui apenas um gerador, a dlgebra de Lie é
trivial:

[or, gr] = 0, (2.3.20)

sendo portanto a mesma dlgebra de Lie do grupo dos niumeros complexos unitdrios dis-
cutida no exemplo anterior. Dessa forma, os dois grupos possuem a mesma estrutura
local, o que faz sentido, pois uma multiplicacao de nimeros complexos unitdrios pode ser
visualizada como uma soma de seus argumentos 0:

2120 = €016 (2.3.21)

e 01+62) (2.3.22)

)

que € 0 mesmo comportamento da soma nos NUMEros Teqis.

Entretanto, isso nao garante que o comportamento global é o mesmo. Por exemplo,
um numero complexo nao muda ao ser multiplicado por complexos cujos argumentos sao
maultiplos inteiros de 2m:

Zez27rn — 6196127”1,

6i(0+27rn)
= cos (§ + 2mn) +isen (0 + 2mn),
= cos (0) + isen (0),

:Z’

que indica uma periodicidade em tal operacao, o que em geral nao ocorre na soma dos
nUMeros reais:

x # x+ (2mn),

para todo n nao nulo.

Geometricamente, isso ocorre pelo fato de o grupo dos complexos unitdrios visto
como variedade ser uma circunferéncia, que € uma superficie compacta e com condigoes
periodicas de contorno, em contraste com a reta real, a qual € uma reta infinita, com
ambas podendo ser visualizadas na Figura 2.6. Dessa forma, vemos que dois grupos de
Lie podem possuir a mesma dlgebra de Lie, mas nao serem isomorfos.
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Figura 2.6: circunferéncia unitaria e da reta real. As pequenas vizinhangas de cada ponto,
destacadas em vermelho, sao muito parecidas nos dois conjuntos, mas globalmente eles possuem
propriedades muito diferentes. Fonte: o autor.

Dessa forma, pode-se perceber a importancia de conhecer os geradores de um grupo
de Lie, pois podem mostrar também conexoes entre grupos distintos.

2.4 Formalismo para Grupos de Lie

Aqui sera desenvolvido um formalismo geral para grupos de Lie [Bar18al, indicando
os objetos que estaremos interessados em analisar para cada grupo. Sao eles:

1. A forma geral dos elementos do grupo em fungao dos pardmetros: g = g(z;);
2. Representacao do grupo como variedade;

3. A dimensao, representada pelo nimero de parametros x; ou equivalentemente pelo
numero de geradores;

4. Os geradores, dados por
. = ag .
%= Bui
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5. As relagoes de comutacao dos geradores:

N
[9i,95] = Z ik Ok
k=1
em que os f;;; sao as constantes de estrutura da algebra.

No Capitulo 3, aplicaremos o formalismo aqui desenvolvido para alguns grupos de matri-
zes. Antes, porém, apresentaremos uma classificacao desses grupos.

2.5 Classificacao de grupos de matrizes

Conforme mencionado no Capitulo 1, uma representacao ¢ uma funcgao p que liga
um grupo G a um subgrupo do grupo GL(n,K), mas que também preserva a estrutura
de grupo, ou seja:

p:G— GL(n,K),
p(g1®g2) = pg1) ® p(g2), com g1, 9; € G, (2.5.1)
em outras palavras, em vez de trabalhar com grupos abstratos, transformamos isso em
operagoes com matrizes, com as quais sabemos fazer calculos. Nesse sentido, em vez de

se trabalhar diretamente com os grupos, trabalharemos com suas formas matriciais, ou
seja, com representacoes destes, o que é conhecido como teoria de representagoes.

Com tais consideracoes, € 1til se definir alguns tipos de matrizes, pois as represen-
tacoes dos grupos que analisaremos serao grupos de matrizes com estas propriedades, as
quais se encontram no Quadro 2.1 [Oli06], em que a conjugada de uma matriz de entradas
complexas se refere a tomar o complexo conjugado de suas entradas.

Tabela 2.1: classificagao de alguns tipos de matrizes.

Tipo Entradas | Propriedade

Ortogonais | R Matriz transposta igual & inversa M =M1
Especiais RouC Determinante igual a 1 detM =1
Unitéarias | C Matriz transposta conjugada é igual a inversa | (M1)* = M~!

Como essa classificacao é muito geral, é instrutivo analisar alguns exemplos.

Exemplo 2.5.1. Matrizes ortogonais, especiais e unitdrias.

Para tornar a classificacao menos abstrata, sequem exemplos de cada tipo de ma-
triz:

1. Matriz ortogonal:

L 3 1 3
A=(% 2. pois AT = s 1) (2.5.2)
2 2 2 2
r (10
e AA" = <O E
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2. Matriz especial:

o

8. Matriz unitdria:

g

\%) , pois detB=+v2-v2—-1-1=1. (2.5.3)

C= % C i) , pois (CT)* = % (_1@ _12) : (2.5.4)
e COT) = (1) 2) (2.5.5)

N\

sendo também interessante apontar que a matriz identidade de qualquer tamanho N €
ortogonal, especial e unitdria.

Baseado na classificacao do Quadro 2.1, é comum também classificar grupos de
matrizes de forma semelhante, que se encontra na tabela 2.2.

Tabela 2.2: classificacao de alguns grupos de matrizes.

Notacgao | Nome Caracteristicas das matrizes
O(N) | Grupo ortogonal de ordem N Ortogonais

SO(N) | Grupo especial ortogonal de ordem N | Ortogonais e especiais
U(N) | Grupo unitario de ordem N Unitarias

SU(N) Grupo especial unitario de ordem N | Unitérias e especiais

Obviamente, tal classificagao é também muito geral. Para melhor visualizar tais
propriedades, no proximo capitulo faremos a analise de alguns casos particulares usando
o formalismo desenvolvido na se¢ao 2.4, que também sao interessantes por serem repre-
sentacoes dos grupos que estudaremos na Fisica.
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Capitulo 3

Alguns grupos de Lie relevantes para a
Fisica

Neste capitulo, iremos analisar alguns exemplos importantes de grupos de Lie
de matrizes. Por enquanto, estamos interessados nesses grupos apenas como objetos
abstratos e as aplicagoes Fisicas se tornarao claras nos proximos capitulos. Isso foi feito
com o objetivo de nao carregar as discussoes relacionadas a aplicacoes de tais grupos na
Fisica.

3.1 O grupo U(1)

O grupo U(1) é o grupo de todas as matrizes 1 x 1 de uma tnica entrada com-
plexa cuja transposta conjugada é igual & inversa [Bar18b|. Como tais matrizes possuem

apenas uma entrada complexa z:
M = z, (3.1.1)

a matriz complexa conjugada possui entrada tnica z, e a condigao é
2z =1, (3.1.2)

em que o lado esquerdo é o modulo ao quadrado do complexo z. Dessa forma, vemos
que esse grupo é formado pelos complexos cujo modulo é 1, equipado com a multipli-
cacao usual, sendo simplesmente o grupo dos complexos unitéarios ja estudado. Vamos
novamente explicitar suas informacoes:

2 U(l) se z=¢", (3.1.3)

com isso, pode-se ver que a dimensao do grupo ¢ 1, pois os elementos sao identificados
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apenas pelo parametro 6, o que significa que ele possui apenas um gerador, dado por

d
—Z

do 9:0’

d .

_619 ’

g |,_,

= ie” lo—o >

— i, (3.1.4)

9o =

e, como hé apenas um gerador,a Algebra de Lie é trivial:

[9i, 9] = 0. (3.1.5)

Visto como uma variedade, o grupo U(1) é simplesmente uma circunferéncia de raio 1,

satisfazendo
2?4yt =1, (3.1.6)

para z = x + iy. Tal circunferéncia pode ser visualizada na Figura 3.1.

Figura 3.1: grupo U(1) visto como variedade no plano dos complexos C. Os elementos i e —i
se encontram associados a rotagoes de 7/2 e 37w /2, respectivamente. Fonte: Springer.

3.2 O grupo SO(2)
O grupo SO(2) é formado pelas matrizes 2 x 2 cujo determinante é a unidade e

que sdo ortogonais, isto ¢, cujas matrizes transpostas sdo iguais & inversa, M ! = M7
[Bar18b]. Supondo uma matriz 2 x 2 geral:

M = (Z Cbl) (3.2.1)

a respectiva matriz transposta é dada por

M = (Z 2) : (3.2.2)
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e a matriz inversa ¢ dada por

—C a

M= ( d _b> : (3.2.3)

A condicao de ortogonalidade indica que M* = M~!, logo:

M = (Z ;) = <_dc _ab) : (3.2.4)

que nos fornece as seguintes condigoes:

a = d,
b = —c,

e que também nos permite reescrever tal matriz com apenas dois parametros livres:

M = (_“b 2) , (3.2.5)

e usando que a condi¢ao de que o determinante ad — bc € igual a 1, vemos que isso implica
a+ v =1, (3.2.6)

que, novamente, é a equacao de uma circunferéncia. Isso nos permite reexpressar as
entradas com senos e cossenos em funcao de um tnico parametro livre 6:

(3.2.7)

sinf cos0

cosf) —sinf
que ¢é simplesmente o grupo das matrizes de rotacao, que ja estudamos antes. Tal grupo
possui dimensao 1, com um elemento arbitrario sendo identificado apenas pelo parametro
0. O gerador é dado por

d (cosf —sinf

My = do (sin@ cos 6 ) 9:0’ (3.2.8)
—sinf —cosf

o ( cos 6 —sin@) 0:0’ (3.2.9)

_ ((1) —01) | (3.2.10)

e, como ha apenas um gerador, a Algebra de Lie é trivial, isto é:

[9i,9;] =0, (3.2.11)

o que indica que o comportamento de SO(2) é similar ao de U(1). A semelhanga se torna
explicita se escrevermos elementos genéricos de ambos os grupos em termos da aplicagao
exponencial:

w
|

= e (3.2.12)
M = %% (3.2.13)
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por simples comparagao, temos um elemento de U(1) para cada elemento de SO(2), as-
sociado ao mesmo parametro. Isso indica que os dois grupos sao isomorfos, ou seja, um
problema relacionado a um deles é totalmente equivalente a resolver um no outro. A
relagao anterior também indica uma ligacao entre a unidade imaginaria e a matriz que

gera SO(2):
i gg = ([1) _01) : (3.2.14)

que se deve ao fato de ambos representarem uma rotagao de m/2, com a matriz fazendo
tal papel para o R? e a unidade imaginaria o mesmo no plano complexo.

Vale lembrar que, como este grupo ¢é essencialmente o mesmo das matrizes de
rotacao, ele consiste de transformagcoes de simetria de circunferéncias, com o U(1) fazendo
o0 mesmo papel.

3.3 O grupo SO(3)

Nos casos anteriores, foi possivel derivar a forma explicita dos elementos do grupo
usando as propriedades das matrizes que os constituem. Entretanto, para matrizes de
ordem mais alta, como o ntimero de entradas cresce com N2, tal procedimento torna-se
cada vez mais trabalhoso, embora em teoria seja possivel.

No caso do grupo SO(3), as matrizes serdo especiais, ortogonais e possuirdao ordem
N = 3, ou seja nove entradas. Aumentando muito a algebra do problema. Derivaremos
entdo sua forma explicita a partir de outras consideracoes [Barl8b|[BC11].

Como ja vimos, o grupo SO(2) essencialmente representa as rota¢oes em um plano.
Entretanto, nada foi especificado sobre qual plano tal rotacao ocorre. Para uma rotacao
ocorrendo no plano xy, do espaco cartesiano R3, a coordenada z nao sera afetada, e
portanto a forma da matriz pode ser tomada como

cosfl; —sinf; 0
R,y(05) = | sinf3 cosfz O, (3.3.1)
0 0 1

que consiste de uma matriz que pertencente ao SO(2) e as outras entradas sendo repetigoes
da matriz identidade. O angulo foi identificado como #3 por ser o angulo no plano cuja
normal ¢ a direcao z, que ¢ a 3% coordenada.

Usando raciocinio anélogo, podemos montar as matrizes de rotacao nos outros
planos exigindo que as entradas associadas as coordendas do plano sejam matrizes de
SO(2) e as outras sejam as da identidade [Bar18b]. Assim

1 0 0
R,.(601) =10 cosf; —sinb, |, (3.3.2)

0 sinf#; cosb,
representa uma rotacgao no plano yz, tendo a dire¢cao x como normal. Por fim

cosbtly 0 sinfy
R..(0y) = 0 1 o0 |, (3.3.3)
—sinfy 0 sinf,
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representa uma rotagao no plano zz, tendo a direcao y como normal. Note que o sinal das
entradas com sin fy foram trocadas, pois as rotacoes sao definidas no sentido anti-horario.

No caso de rotacoes tridimensionais, podemos pensar em uma rotacao geral como
composta por rotagoes em cada plano, o que nos permite construir os elementos de tal
grupo como uma multiplica¢do das matrizes (3.3.1) , (3.3.2), (3.3.3) anteriores:

cosfs —sinfs 0 cosfly 0 sinfy 1 0 0
R(04,05,05) = | sinfl3  cosf; 0 0 1 0 0 costy —sinb,
0 0 1 —sinfy 0 sinf, 0 sinf; cost
(3.3.4)
cosfy cosfl3 — cosfisen 05 + sen Oysen O cosfs  sen fasen b5 + cos Oysen 6, cos 05
= | cosfisen O3 cos 1 cos 03 + sen Oysen fysen B3 — sin 6y cos B3 + cos f1sen Bysen O3
—sen 0y sen 0, cos 0 cos 1 cos 0y
(3.3.5)

como tal matriz é um produto de matrizes ortogonais e especiais, segue que ela também é
especial e ortogonal, possuindo ordem 3. De fato, esta é a forma mais geral para matrizes
3 x 3 ortogonais e especiais parametrizadas pelos angulos 61, 05, 05, representando portanto
um elemento genérico do grupo SO(3), sendo uma representacao do grupo de rotagoes
tridimensionais.

Como pode-se notar, o grupo possui dimensao 3, e agora podemos calcular seus
geradores:

d 00 0
s = —R,.(01) =(0 0 -1}, (3.3.6)

G n=0 \0 1 0

d 0 01

40, m=0  \-1 0 0

d 0 —1 0
§3 = — R, (63) =(1 0 O (3.3.8)

40 =0 \0 0 0

As relagoes de comutagao entre os geradores sao:
[51,52] = 83, (3.3.9)
[59, 53] = 51, (3.3.10)
[53,51] = 52, (3.3.11)
ou, de forma geral
3
[5i, 8] = Z&‘jkﬁk, (3.3.12)
k=1

que sdo exatamente as mesmas dos vetores da base canonica do R? com o produto vetorial.

Vale fazer um comentério sobre a forma do grupo SO(3) como variedade. Seguindo
nossa intuigao, pode-se esperar que, como o grupo de rotagoes no plano SO(2) é uma
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circunferéncia, o grupo de rotagoes no espago seja uma esfera, mas isso é incorreto. Pri-
meiramente, o grupo SO(3) necessita de trés parametros para ser descrito, em contraste
com a esfera, que por ser uma variedade bidimensional precisa de apenas 2. No caso, SO(3)
¢ uma variedade de dimensao 3, mas cuja forma explicita é complicada de se analisar e
nao trard informacgoes relevantes.

3.4 O grupo SU(2)

Este grupo se refere a todas as matrizes 2 x 2 de entradas complexas unitarias e
com determinante igual a 1 [Bar18b]|[BC11]. A forma geral das matrizes 2 x 2 é dada por:

U= (z“ z”) (3.4.1)

221 22

a transposta de U é dada por

Ut = (Z“ 221) (3.4.2)

212 k22

e, apos conjugar as entradas:

Z12 Z22

(U) = (2“ 221) (3.4.3)

a condicao de a matriz ser unitaria indica que a tultima matriz deve ser igual a inversa da

original, dada por:
1 z —2z
Ut = 2 12 3.4.4
detU (—221 Z11 ( )

a qual é simplificada pela condi¢ao de detU = 1. Comparando as duas matrizes, obtemos:

il Za\ _ [ F22 212 (3.4.5)
212 Z22 —201 2 )’ o

que nos fornece as seguintes condigoes:

Zin = 292, Zo1 = —Zi2, (3.4.6a)

219 = —Z91, 299 = 211, (346b)

das quais apenas duas sao independentes, e que sao satisfeitas supondo z11 = Zoo = a e
219 = —Z91 = 8. Com isso, vemos que a forma geral das matrizes desse grupo é dada por

U= (—QB g) , (3.4.7)

Agora convém analisar a condi¢cao do determinante detM = 1. Usando a forma
(3.4.7), obtém-se:

o +[8]*= 1, (3.4.8)

Assumindo @ = w + zi e f§ = y + wi, nota-se que a equagao satisfeita pelos
parametros €

w? 22 P =1, (3.4.9)
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a qual representa uma esfera em 4 dimensoes, conhecida como hiperesfera, ou 3-esfera, a
qual nao pode ser visualizada, mas cuja intuicao é dada na Figura 3.2.

Figura 3.2: 3-esfera. Se ela fosse submersa por seres 4D em nosso mundo, verfamos ela passando
como uma esfera em expansao e depois contracao. Fonte: PBS Infinite Series.

A matriz (3.4.7) entdo assume a forma:

(3.4.10)

Uy, 2 w) = (w—l—zz y+xz).

—y+xi w— 2z

Para calcular os geradores, convém separar a matriz em uma soma de matrizes,
cada uma associada a um parametro:

(w0 zi 0 0 y 0 i
Ulz,y, z,w) = (0 w) + (0 —zz’) + (—y 0) + (m 0) ’
10 v 0 0 1 0 1
=w (0 1) +z (0 _Z.) +y (_1 0) +2x (z 0) , (3.4.11)

e com a forma (3.4.11) torna-se simples calcular os geradores. Entretanto, deve-se notar
que, dos 4 parametros w, x, ¥y, z, um deles é redundante, pois pode-se calcula-lo a partir
dos outros com a condigao do determinante (3.4.9). Podemos fazer isso isolando w, a
menos de um sinal:

UJ(I’,y, Z) = j:\/l —x? - y2 - ZQ, (3412)
sendo 1util notar que
ow x
A = 3.4.13
ox :F\/l—x2—y2—z27 ( a)
ow Y
— =F , 3.4.13b
oy V1—a2 =y — 22 ( )
0
~ & (3.4.13¢)

E::F\/l_xz_?ﬁ_zw
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que se anulam para x,y, 2 = 0. Com isso, podemos calcular explicitamente os geradores:

ou 0 1
U, = a_]] o = <’L 0) , (3414&)
ou 0 —1
= = 3.4.14b
ou ¢ 0
u, = % o = <0 —Z) . (3414C)

As relagoes de comutagao entre os geradores sao as seguintes:

[Ug, 1] = 2u,, (3.4.15a)
[Uy, 1] = 2u,, (3.4.15b)
[uz, u,| = 2u,. (3.4.15¢)

A algebra de Lie obtida ¢é idéntica a dos geradores de SO(3), a menos do fator 2.
Entretanto, se tomarmos como novos parametros sendo a metade dos originais z; — z; =
x;/2, entao os geradores obtidos seriam

L /0 i

0 =5 (z O> : (3.4.16a)
1/0 —1

o =3 (1 . ) , (3.4.16b)

17 0
0 =5 (O —i) : (3.4.16¢)

que sao as conhecidas Matrizes de Pauli a menos da unidade imaginéria ¢, estando associ-
adas a élgebra de momento angular e de spin em Mecanica Quéantica [SN14|. Nesse caso
as relagoes de comutagao ficam, simplesmente:

(04,04 = 0, (3.4.17a)
0y, 0] = 03, (3.4.17h)
[0, 04] = 0y, (3.4.17¢c)

que agora sao idénticas as de SO(3). Isso indica que, localmente, os dois grupos possuem
exatamente o mesmo comportamento. Entretanto, globalmente, hé algumas diferengas, e
em particular as variedades obtidas sao distintas.

3.5 O grupo O(1,1)

Nos casos anteriores, os grupos de matrizes foram definidos fazendo uso apenas das
propriedades das matrizes que os constituem, porém para definir o grupo O(1, 1) usaremos
outra estratégia.

O grupo O(1,1) é definido como o grupo de matrizes ortogonais que deixam a
seguinte forma quadratica invariante [Bar18b|:

v —y? =1, (3.5.1)
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que equivale a uma hipérbole, e portanto tal grupo representa as transformagoes de sime-
tria de hipérboles. Uma opcao seria analisar a transformagao linear z — 2’ e y — 3/ que
preserva a forma anterior, ou seja

" —y? =1, (3.5.2)

porém, as manipulagoes algébricas podem ser simplificadas se definirmos uma variavel
auxiliar w como [Run20]

w =1y, (3.5.3)
que, ao ser invertida fornece y = —iw. Substituindo na forma (3.5.1), obtemos:
2>+ w? =1, (3.5.4)

que é a equacao de uma circunferéncia. As transformagcoes que a mantém simétrica sao
representadas pelo grupo SO(2) analisado anteriormente:

M(6) = (COS" —sen 9), (3.5.5)

senf cosf

co1m

tanf = 2, (3.5.6)
X

com w fazendo o papel de nova coordenada y. Voltando para a variavel original y, pode-se
notar uma coisa interessante:

tanf = ig, (3.5.7)
x

com a tangente associada ao angulo # resultando em um ntmero imaginario. Como cos-
senos e senos de numeros reais resultam em ntmeros reais, segue que ¢ é necessariamente
complexo. Assumindo que se trata de um imaginario puro

0 = iv). (3.5.8)

Para obter a forma explicita do grupo (3.5.5) em termos da variavel real ¥, esta-
remos interessados em calcular entdo cos?d e sen 79. Relembrando a formula de Euler:

¢ = cos 6 + isen 6, (3.5.9)
e a respectiva expressao para o conjugado do niimero complexo:

e % = cosf —isen 6, (3.5.10)

se quisermos calcular cos@ e sen f, podemos somar (3.5.9) com (3.5.10) para isolar o
cosseno e o analogo para o seno com a subtragao. Obtemos entao

0 —1i0
cosf = %, (3.5.11)
0 —if
senf = 53i—, (3.5.12)
1

46



Figura 3.3: grupo O(1,1). Ele pode ser visualizado como uma hipérbole e variar o parametro ¢
é equivalente a andar sobre ela. Imagem feita pelo autor usando o software Geogebra.

mas, em nosso caso, # = i, logo:

0 | 0
cosi) = %, (3.5.13)
)
sen i) = %, (3.5.14)
i

relembrando que as fungoes hiperbdlicas sao definidas como:

coshx = %, (3.5.15)
senha = % (3.5.16)

que, ao serem comparadas com (3.5.13), vemos que

cosiy = cosh, (3.5.17)
sen i) = isenh?, (3.5.18)

ou seja, que os senos e cossenos de angulos imaginarios sao proporcionais a Senos e cossenos
hiperbdlicos, o que também nos diz que esse grupo, visto como variedade, equivale a uma
hipérbole, visualizada na Figura 3.3.

Se substituirmos tais relagdes na transformacao matricial:
x’ coshy —isenh )\ [z
(w’) N (isenhél cosh ¥ ) (w) (3.5.19)
mas y = iw e y = iw’', logo:
/

¥’ = coshdz + senh Jy, (3.5.20)
y" = senh vz + coshdy, (3.5.21)

e a matriz da transformacao pode ser reescrita em termos de ¥ como:

cosh?d senh
M(9) = (senh#/1 cosh 19) (3.5.22)
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sendo semelhante a uma matriz de rotagao, porém agora sobre o angulo hiperbdlico .
Note que, de forma anéloga as rotagoes usuais, a matriz inversa seré dada por

M~ () = M(—9) (3.5.23)
cosh?  —senh d
- (—senhﬁ‘ cosh ¥ ) ’ (3.5.24)

equivalendo a uma rotagao no sentido inverso. Por motivos que ficarao claros em capitulos
posteriores, tomaremos a convengao da equagao (3.5.23) como representando os elementos
do grupo, e a (3.5.22) sendo a inversa. Assim como uma rotac¢ao equivale a "andar" sobre
uma circunferéncia, rotagoes hiperbolicas equivalem a se deslocar sobre hipérboles, o que
pode ser visualizado na Figura 3.4.

F 3 F'y

\J A

Figura 3.4: rotagao hiperbdlica. Note que rotagoes usuais (esquerda) ndo mudam o tamanho
de vetores, enquanto as hiperbdlicas (direita) mudam. Fonte: Wikiwand.

Agora que possuimos a forma explicita (3.5.23) dos elementos do grupo, podemos
calcular o gerador:

d < cosht? —senh 19)

~ 49 \—senhd  coshd 9o
([ senhd —cosh?
~ \—coshd¢ senh 9o

=<i 53’ (3.5.25)

e mais uma vez, a algebra de Lie ¢é trivial, o que indica comportamento local similar
a U(1), SO(2) e a reta real, porém, assim como ja foi notado, globalmente este grupo
equivale a uma hipérbole.
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3.6 O grupo SO(1,3)

Assim como o grupo O(1, 1) é composto pelas transformagoes de simetria de hipér-
boles, o grupo SO(1,3) é composto pelas transformagoes da seguinte forma quadratica:

—w? + 2% + y* + 2° = constante, (3.6.1)

note que, se w for fixado, tal curva se resume a uma esfera, cujas transformacoes de
simetria sdo as rotagoes tridimensionais, sendo representadas pelo grupo SO(3). Matrici-
almente, uma matriz de transformagao que mantém w invariante é dada por:

w’ 1 0 0 0 w
@ 0 Rii Rip Ris x

= , 3.6.2
Yy 0 Roi Ry R Yy ( )
z z

0 Rs1 Rz Rss

em que os R;; sdo as entradas das matrizes de SO(3) (3.3.4). Além disso, sabemos que,
se mantermos w livre e fixarmos as outras coordenadas duas a duas, a forma (3.6.1) ira
se simplificar para hiperboéles nos planos das coordenadas nao fixadas:

y e z fixos : 2° — w? = constante, (3.6.3a)
z e x fixos : y* — w® = constante, (3.6.3b)
x e y fixos : 2> — w? = constante, (3.6.3¢)

porém, ja sabemos que as transformacoes de simetria de tais hipérboles sao dadas por
matrizes do grupo O(1,1). Assim, de forma analoga as rotagdes tridimensionais as trans-
formacoes de simetria desse grupo em cada plano sao rotagoes hiperbolicas, sendo dadas
por

cosh?; —sinh?¥; 0 0
—sinh? hd; 0 0
gxw (191) = SHS ! COSO ' 1 0] (3648’)
0 0 0 1
coshdy 0 —sinhd, 0
0 1 0 0
Zy(2) = | _ sinh?dy 0 coshdy 0]’ (3.6.4b)
0 0 0 1
coshds 0 0 —sinh;
0 10 0
Low(V3) = 0 01 0 : (3.6.4c)
—sinhd; 0 0 coshds

com a forma geral dos elementos do grupo sendo dada pelo produto das matrizes (3.6.4)
com as de SO(3) (3.3.4). Com isso, ja possuimos os geradores da parte de SO(3), restando

49



calcular os geradores das rotagoes hiperbolicas:

d
[ = — %0V 3.6.5
= g L)) (365)
sinh?¥; —coshdy 0 0
B —coshd; sinhd; 0 0
= 0 0 00 (3.6.6)
0 0 00 910
0 -1 00
-1 0 00
= o o0 0ol (3.6.7)
0O 0 00
d
lh, = — %, (0 0.
2= G, (V) ot (3.6.8)
sinhv, 0 —coshdy O
0 0 0 0
= —coshds 0 sinhdy 0 (3.6.9)
0 0 0 0 9220
0 0 -1 0
0O 0 0 0
= 10 0 ol (3.6.10)
0O 0 0 O
d
[ = — AW 3.6.11
o= g )|, (36.11)
sinh?¥3 0 0 —coshs
0 00 0
= 0 00 0 (3.6.12)
—coshds 0 0  sinhds 94=0
0 0 0 —1
0O 00 O
= 0 00 ol (3.6.13)
-1 00 O

dessa forma, vemos que o grupo possui dimensao 6, sendo definido por 3 angulos de
rotagoes usuais e 3 angulos de rotagoes hiperbolicas. As relagoes de comutagao entre os
geradores calculados e os de SO(3) (que é subgrupo de SO(1, 3), sdo as seguintes [Flo16b]:
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5;,8;] = Zewksk, (3.6.14a)
[Zv [ Z Ewkﬁk, (3614b>

517 j Zez]k[ka (3614C>

com a primeira sendo a anteriormente vista para SO(3), e as outras sendo um tanto pecu-
liares: o comutador de dois geradores das rotacoes hiperbodlicas resulta em uma rotacao
usual, com um comutador entre duas rotacoes de tipos diferentes resultando em uma
hiperbélica.

Nos proximos capitulos, iremos analisar aplicagoes destes grupos na Fisica, em
particular na Mecanica Classica, Mecanica Quéntica, Teoria da Relatividade e Teorias de
Campos.
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Capitulo 4

Grupos na Mecanica Classica

Neste capitulo, analisaremos alguns casos em que grupos aparecem na Mecanica
Classica. Existem véarias formas de se formula-la, mas uma das mais interessantes para se
analisar simetrias e leis de conservagao é a formulagao lagrangiana, baseada no chamado
Principio da Minima Agao [GPS02| [Lan73|. O Principio da Minima Agao postula a exis-
téncia de uma grandeza S conhecida como agao do sistema, definido por N coordenadas
generalizadas ¢;, com ¢ = 1,2,3, ..., N, como:

to

S= / L(gi, 6, )t (4.0.1)

t1

A trajetoria tomada por uma particula sujeita as leis é aquela para qual a acao

¢ minimizada!, em processo que pode ser visualizado na Figura 4.1. A funcao £ do

integrando é conhecida como lagrangiana do sistema e fornece as equacoes de movimento
por meio do seguinte conjunto de equagoes diferenciais:

Figura 4.1: Principio da Minima ac¢ao. De todas as trajetorias possiveis, a tomada é aquela
para a qual a acao é minima. Fonte: Wikipédia.

doc oL
dt 0 Og;

LOu de forma mais geral, extremizada, podendo também ser um méximo.

(4.0.2)
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conhecidas como equagoes de Euler-Lagrange, e que sao equivalentes & condi¢ao de mini-
mizar a eq. (4.0.1) [Marl3|. Para que elas sejam equivalentes a segunda Lei de Newton,
em geral, a fungao lagrangiana deve ter a forma [Sym60|

L=T-V, (4.0.3)

com T sendo a energia cinética e V' a energia potencial. Note que tal escolha é postulada,
sendo aquela que fornece a equagao de movimento correta para a maioria dos sistemas.

Figura 4.2: espaco cartesiano R3. Ele serve de palco dos eventos na Mecanica Classica e deve
ser visualizado como o representado pelas coordenadas (x,y,z), com o tempo servindo como
pardmetro independente. Fonte: Landsurvival.

Neste capitulo, iremos denotar eventos A no espago da Mecanica Classica (Figura
4.2) como matrizes colunas da forma [AP09]:

(4.0.4)

o
Il
—_ N e 8 o+

pois sao necessarias 3 coordenadas para identificar um ponto no espago, bem como o
instante de tempo t. A peculiar entrada com o fator constante 1 é adicionada apenas
para facilitar manipulagoes algébricas com translagoes, como veremos mais adiante neste
capitulo, na Secao 4.2.

4.1 Leis de conservacao

Definindo o momento generalizado p; associado & coordenada generalizada ¢; como

_oc
- 0g;

Di (4.1.1)
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Figura 4.3: Emmy Noether. Uma das maiores mateméticas do século XX, sofreu muito precon-
ceito devido a seu sexo. Fonte: Wikipédia.

as equagoes de Euler-Lagrange assumem a forma

d oL
W 5 (4.1.2)

e pode-se notar que, caso a lagrangiana nao dependa explicitamente da coordenada ge-
neralizada ¢;, 0L/Jq; = 0, e o respectivo momento generalizado é dito ser uma constante
do movimento [GPS02|, uma vez que

d
—p; =0, 4.1.
dtp 0 (4.1.3)

que indica uma lei de conservagao.

O raciocinio desenvolvido nessa Se¢ao é um caso particular do chamado Teorema
de Noether, demonstrado pela matematica Emmy Noether (Figura 4.3). Ele enuncia que
quaisquer simetrias continuas na acao de um sistema levam a leis de conservacao.

Entretanto, devido a exigir conhecimentos de Célculo Variacional, neste trabalho
nao nos aprofundaremos mais neste tema. As simetrias estudadas nas proximas segoes e
suas respectivas leis de conservacao podem ser encontradas na Tabela 4.1.

Tabela 4.1: simetrias e leis de conservacao.

Transformagao Grandeza conservada
Rotagoes Momento angular
Translagoes espaciais Momento linear
Translagoes temporais Energia
Transformagoes de Galileu X
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4.2 Homogeneidade espacial e conservacao do momento
linear
Segundo a argumentagao anterior, para casos em que a lagrangiana nao depende

explicitamente das coordenadas cartesianas usuais x, y ou z, os respectivos momentos
lineares dados por:

oL
oL
Y ay
oL
z = N 421
p:= 5> (4.2.1c)
serao conservados, como pode-se ver no Exemplo 4.2.1 a seguir.
Exemplo 4.2.1. Conserva¢cao do momento linear.
Suponha um sistema fisico descrito pela sequinte lagrangiana
1 5, 1
L= 5md + 5™y + Fyx cos wt, (4.2.2)

que descreve uma particula em duas dimensoes submetida a uma for¢a F(t) = F,coswt
na dire¢ao x. Os momentos podem ser calculados com as eqs. (4.2.1):

0 (1 1
Pe =5 (§m3'32 + §mg)2 + Fyx cos wt) = mi, (4.2.3a)
P, = 2 1my'c2 + 1mgf + Forcoswt | = my (4.2.3b)
Yo \2 2 ’

e as deriwvadas espaciais ficam:

0 (1 1

Ep (§m$2 + §my'2 + Fyx cos wt) = Fycoswt, (4.2.4a)
O (L4 lmp 4 t] =0 (4.2.4b)
— | zmi”+ -m reoswt | = 2.

0 que nos permite escrever, usando as equagoes de FEuler-Lagrange (4.0.2), que

d

pr (mi) = Fycoswt, (4.2.5a)
d

— (my) =0. 4.2.5b
% (i) = 0 (4.2.50)

A sequnda equagao indica uma lei de conservagao para o momento p,, em contraste
com pg, que nao € uma constante do movimento. Isso ocorre pois a coordenada y nao
aparece explicitamente na fungao lagrangiana (4.2.2), o que nao ocorre para a coordenada
x. Dessa forma, vemos que o movimento € inercial na direcao y e forcado na direcao x,
o que era de se esperar devido ao fato de a forca estar apenas na dire¢ao x.
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Se a lagrangiana possui a simetria de nao depender das coordenadas z,y e z ex-
plicitamente, entao ela deve ser invariante por transformagoes de translagao espacial sob
essas coordenadas, isto ¢ [AP09]:

t'=t, (4.2.6a)
' =z + o, (4.2.6b)
Y =y + o, (4.2.6¢)
2 =z+ 2, (4.2.6d)

equivalentes a deslocar a origem do sistema de coordenadas por um vetor 7 = o + yoJ +
zok. Tais transformacoes formam um grupo, embora isso nao seja explicito na forma
anterior. Para deixar isso mais claro, pode-se reescrevé-la na forma matricial notando que
o novo evento em fungao do antigo ¢ dado por:

t/ 1 00 0 O t
T 01 0 0 =z T
vy 1 =100 1 0 yl, (4.2.7)
2 000 1 z z
1 0000 1 1

com isso, nota-se que tais transformagoes podem ser representadas na forma matricial em
funcao de trés parametros livres xg, 4o, 2o:

1000 O
01 0 0 =
G(20,Y0,20) = [0 0 1 0 wo |, (4.2.8)
0001 2
000¢O0 1

que um grupo continuo de matrizes. Como hé trés parametros livres, podemos calcular
os geradores associados a cada um deles:

00000
) 00001
w=-"-a¢ =loooool, (4.2.9a)
90 Lm0 {0 0 0 0 0
00000
00000
5 00000
o,=5 G =|o0001]f (4.2.9b)
Yo lyo=0 00000
00000
00000
) 00000
.= 2a =loooool, (4.2.9¢)
920 =0 |0 0 0 0 1
00000
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e, por meio do comutador, pode-se demonstrar que a algebra de Lie dos geradores é
simplesmente:

ou seja, o grupo é abeliano. E interessante analisar a composicao de duas transformagoes:

10000 10000

01 0 0 = 010 0 zj
GoG'=10010 yw||loo1 0y (4.2.11)

000 1 2 000 1 2

000¢O0 1 0000 1

1000 O

0100 z+d

=lo010 y+y (4.2.12)

00 0 1 z4%]

0000 1

dessa forma, pode-se ver claramente que operar com dois elementos do grupo é equivalente
a somar coordenada a coordenada os vetores de deslocamento 7 e 7, sendo isomorfo ao
R? equipado com a soma usual.

4.3 Isotropia do espaco e conservacao do momento an-
gular

Na Secao 4.2, foram discutidas leis de conservagao para as chamadas coordenadas
cartesianas (z, vy, z), porém, pode-se usar diferentes tipos de sistemas de coordenadas, com
alguns sendo mais adaptados para certos tipos de problemas que outros. Por exemplo, ao
usar coordenadas cilindricas (p, 0, z) ou esféricas (r, ¢, 6), que em termos das coordenadas
cartesianas sao definidas por

Coordenas Cilindricas:  p = /22 + 12, tanf = g, z =z, (4.3.1a)
T
Coordenas Esféricas: r =22+ y?+ 22, tanp = Q7 tanf = z, (4.3.1b)
x r

torna-se mais simples de se analisar sistemas com simetria cilindrica ou esférica, respecti-
vamente. As novas coordenadas podem ser visualizadas na Figura 4.4. Porém, algo novo
ocorre: surgem angulos # e ¢ como coordenadas, que indicam dire¢oes nas quais observa-
mos o espaco ao invés de distancias, cuja informacao se encontra contida nas coordenadas
p e r, respectivamente.
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Figura 4.4: representagio de coordenadas cilindricas e esféricas, respectivamente. Fonte: Math
Wiki.

Se a lagrangiana nao depender dos angulos 6, p, entao havera uma quantidade
conservada, sendo o momento associado a tais coordenadas, o momento angular:

oL
oL
= — 4.3.2

com sua forma sendo ligeiramente diferente dos momentos lineares porque as coordenadas
sao angulos [Sym60] e ndo possuem a dimensao de espago, o que deve ficar claro com um
exemplo.

Exemplo 4.3.1. Conserva¢cao do momento angular para potenciais centrais.

Os potenciais centrais possuem a forma geral V =V (r) em coordenadas esféricas,
com dois casos particulares importantes sendo o newtoniano V(r) = —GMm/r e o oscila-
dor harménico central V(r) = kr?/2. Para a classe de potenciais centrais, a lagrangiana

fica:
1 1 .
L= §m7'“2 + §mr292 —Vi(r). (4.3.3)

Os momentos podem ser calculados com eq. (4.1.2) e ficam:

Po = % (%mf2 + %mr292 - V(T)) = mr), (4.3.4a)
1 1 :
Py = % <§m7‘2 + §mr292 — V(T)) = mr, (4.3.4b)

e as respectivas derivadas espaciais sao:

oL B 0 1 .9 1 202 _

5 = 55 (e gt =vi) =o —
oL 0 (1 5 1 4. B o dV

5 = 3 <2mr + 5" 0 V(r)) = mrf o (4.3.5Db)
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portanto, usando as equagoes de Euler-Lagrange (4.0.2), obtemos:

% (mrd) = 0. (4.3.6a)

— (m7) = mrf® — —. (4.3.6Db)

A equagdo (4.3.6a) indica a conservag¢io do momento angular py = mrzé, 0 que
nao ocorre com o momento radial na sequnda equacao, sendo uma consequéncia direta
da isotropia do espago, isto €, de o dngulo 0 nao aparecer explicitamente na lagrangiana.
Fisicamente, isso significa que, messe tipo de sistemas, o movimento dos objetos ficard
restrito a um plano, sendo equivalente & Lei das Areas de Kepler no caso gravitacional

[Sym60].

No exemplo anterior, o momento angular se referiu a uma das componentes do
momento angular vetorial L, definido como um produto vetorial:

-

L=7xp, (4.3.7)

axis of r
rotation L

Figura 4.5: momento angular L. Note que ele é normal ao plano de rotacao desta. Fonte:
University of Texas.

em que 7 € o vetor de posicao com relacao ao eixo de rotacao e p'é o vetor momento
linear. Essas grandezas podem ser visualizadas na Figura 4.5.

Como os angulos representam diregoes do espago, se a lagrangiana nao depende
dos angulos, entao todas as dire¢oes do espago sao equivalentes para esse sistema. Essa
caracteristica recebe o nome de isotropia do espaco.

As transformacoes que variam os angulos de vetores sao as rotagoes. Dessa forma,
uma lagrangiana que nao muda quando suas variaveis angulares sao rotacionadas deve ser
invariante por rotacoes, as quais ja foram apresentadas no contexto da teoria de grupos
nos Capitulos 1 e 2.

Uma vez que o espaco da Mecanica Classica é tridimensional, o grupo que repre-
senta as rotagoes pode ser tomado como sendo o SO(3), porém agindo apenas sobre as
componentes espaciais do evento. Em linguagem matricial:

t 1 0 0 0 0 t
x 0 RH R12 ng 0 T
y’ = 0 R21 R22 R23 0 Yy s (438)
2 0 R31 R32 R33 0 z
1 0 0 0 0 1 1
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com a matriz de entradas R;; sendo a mesma de (3.3.4) e pertencendo ao grupo SO(3).
No caso de sistemas com simetria cilindrica, apenas um angulo é usado como coordenada
e, portanto, eles serdo invariantes sobre o grupo SO(2) atuando no plano de simetria.

4.4 Simetria temporal e conservacao da energia

Analisaremos agora a lei de conservacao da energia, mas para isso, é necessario
obté-la em funcao da lagrangiana. Como a lagrangiana é uma fun¢ao apenas do tempo,
velocidades e coordenadas generalizadas L= E(qz-, gi, t), temos que:

Z 7. oL i+ Z . (4.4.1)

O termo com a segunda derivada pode ser eliminado usando a regra do produto:

8[, ac 8£

que, ap6s substituir na eq. (4.4.1), fornece:
N

d N 1o d [oLC d (0L oL
#:;{%“(am *Zdt<a )+ 5 49

com os termos entre parénteses sendo nulos devido as equagoes de Euler-Lagrange (4.0.2).
Isso nos permite reescrever tal expressao da seguinte forma

oL  d [~oL
= g — , 4.4.4
ot~ di <i:1 a4, £> (444)
ou seja, se a lagrangiana nao depender explicitamente do tempo, 0L/t = 0, a quantidade

N
oL

E = —q; — L, 4.4.5
> 95, (4.4.5)

i=1
é conservada, a qual pode ser identificada como a energia mecéanica do sistema.

Exemplo 4.4.1. Conservacao da energia no oscilador harmoénico.

No caso de um oscilador harménico unidimensional com V(z) = kx*/2, temos a
sequinte lagrangiana:

1 1
L= me'z — 5]{:952. (4.4.6)
Note que a lagrangiana nao depende explicitamente do tempo e, portanto, a energia
(4.4.5) € conservada:
0 (1 1 1 1
=% < mi? — §kx ) T — (§m$2 - ékx2> : (4.4.7)
o 1 5 1 5
=ma” — —ma” + -k~ (4.4.8)
2 2
L 1 Lha? (4.4.9)
= —mg —kx 4.
2 2 ’

60



que pode ser identificada como a energia mecanica usual do sistema.

Mesmo para os casos em que nao é conservada, a fungao (4.4.5) é muito interessante,
podendo ser usada para formular a Mecanica Cléssica de outra forma, conhecida como
formulagao hamiltoniana.

Para que a lagrangiana nao dependa explicitamente do tempo, ela deve ser in-
variante sobre as chamadas translagoes temporais. De maneira anédloga as translagoes
espaciais, as translacoes temporais equivalem a mudar a "origem"do tempo, ou o instante
em que os relégios comegam a marcar o tempo. A forma analitica dessas transformacoes
é:

=t 41, (4.4.10a)
=z, (4.4.10b)
Yy =y, (4.4.10¢)
Z =z, (4.4.10d)

as quais também formam um grupo continuo, o que fica explicito exibindo a forma ma-
tricial:

t 1 0 0 0 ¢t t
x’ 01 000 x
y =100 1 0 0 yl, (4.4.11)
2! 00010 z
1 000O01 1
portanto, os elementos do grupo possuem a forma geral
10 0 0 ¢t
01000
Gi(t)) =10 0 1 0 O (4.4.12)
00010
00001
O gerador do grupo é dado por
d
- —q ,
Gt dto t o
00001
000O0O
=10 00 0 0O}, (4.4.13)
000O0O0
000O0O

com a Algebra de Lie sendo trivial e, consequentemente, o grupo é abeliano. A composicio
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de duas translagoes temporais resulta em:

1000 t\ /1000 ¢

01000|[0o1000
GoGi=[0o0010o0[[0010 0 (4.4.14)

00010|l0o0010

0000 1/\0000 1

100 0 to+t

0100 0

=loo10 o |, (4.4.15)

0001 0

0000 1

e pode-se notar que esse grupo ¢é equivalente aos reais R equipado com a soma.

Ao comparar as translagbes temporais com as espaciais, notam-se muitas seme-
lhancas, porém estas foram agrupadas de forma diferente devido aos diferentes papéis de
tempo e espago na Mecanica Classica, com a conexao entre os dois ficando ainda mais
estreita na Mecanica Relativistica.

4.5 Grupo dos boosts de Galileu

Em secoes anteriores, analisamos transformacoes que mudavam a origem do sis-
tema de coordenadas, as translagoes. Entretanto, apenas no caso em que as translagoes
sao constantes no tempo foi analisado, nao sendo estudado o caso em que estas podem
depender do tempo.

Se a origem O’ do sistema de coordenadas transformado variar com o tempo, a situ-
acao se torna mais complicada, porém ainda tratavel. Embora este tipo de transformacao
a principio nao pareca manter a Fisica invariante de acordo com nossa intui¢ao, ja no
século X VI o estudioso Galileu (Figura 4.6) estudou que isso ocorre quando a velocidade
de variagao de O’ for constante [Nusl13].

Figura 4.6: Galileu Galilei. Fonte: Wikipédia.
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Em termos matemaéticos, a situacao

analisada por Galileu culmina na forma

d
Ex’ = —,, (4.5.1a)
d
-y = v, (4.5.1b)
d
%z’ = —u,, (4.5.1¢)

em que z’,y', 2’ sdo as coordenadas da particula no referencial O’, e os parametros vy, vy, v,
sao constantes. Isso indica que as novas coordenadas em funcao das antigas sao dadas

por |Eis61]
t'=t, (4.5.2a)
¥ =1 — v, (4.5.2b)
Y =y — uyt, (4.5.2¢)
2=z —w,t, (4.5.2d)

sendo aqui valido ressaltar que z, y, z sao coordenadas das particulas vistas de O, os quais
nao variam com o tempo, com apenas o referencial O" estando em movimento. O processo
pode ser visualizado na Figura 4.7. Note também que a medida de tempo t nao é afetada.

] y’

b1

0
z z

Figura 4.7: visualiza¢ao de uma transformacao de Galileu. Fonte: Quora.

As transformagoes (4.5.2a) sdo conhecidas como transformagdes de Galileu, ou
boosts, por simplicidade. Como pode-se observar, elas nao possuem interpretacao geomé-
trica direta. Além disso, elas s@ao obtidas empiricamente por meio da regra de adi¢ao de
velocidades, além de nao possuir relacao aparente com os grupos de matrizes expostos
anteriormente. Tal auséncia de simetria desaparece no contexto da Relatividade Restrita.

Em forma matricial, essas transformacoes sao dadas por

1 0000
—v, 1.0 0 0

Gs(vg vy v.)=|—-v, 01 0 0], (4.5.3)
—u, 00 10
0 0001

note que ela é ¢ definida por trés parametros, que representam as componentes da velocidade
U = V30 + vy 7 + v,k do referencial em movimento em relacido ao primeiro. Dessa forma,
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os geradores sao obtidos com

0 00O0O
P -1 0 0 00
bgc:a G =0 000 0}, (4.5.4a)
Ve lua=0 0 0000
0 00 0O
0 00O0O0
9 0 00O0O0
b, = 8_G =|-100 0 0}, (4.5.4b)
Yy loy=0 0 0000
0 00O0O
0 00O0O
9 0 0000
b, = 3 =10 000 0}, (4.5.4c)
Yo om0 -1 000 0
0 00O0O
com as relagoes de comutagao entre eles sendo triviais:

o que indica que boosts em diferentes direcoes comutam. Isso se torna claro fazendo a
composicao de dois boosts com velocidades U = v,i + v,j + vk e U = uyt + uy) + uk
diferentes:

1 0000 1 0000
—v, 100 0| [-u 1 00 0
GsoGg=|-v, 010 0[|[-u, 010 0],
—v, 001 0ff[-u 0010
0 0001 0 0001
1 0000
—(vgFu) 1 0 0 0
= | —(,+u,) 010 0], (4.5.6)
—(v.+u) 00 1 0
0 0001

com a transformacao resultante sendo equivalente a um boost associado a um vetor velo-
cidade que é a soma dos anteriores, ¥ — U + .

Perceba que, tanto na forma matricial dos elementos do grupo quanto na dos gera-
dores, os boosts conectam coordenadas de espago e tempo, em contraste com as rotagoes,
que conectam coordenadas de espaco diferentes entre si e os boosts que associam uma
mesma coordenada com a antiga.

Outro ponto relevante é que, assim como as outras transformacoes, os boosts pos-
suem uma grandeza conservada associada, mas cuja derivagao ¢ complicada e nao seré
aqui analisada [KB04|. Eles também possuem uma grandeza que é deixada invariante: a
forga [Nus13]. Em outras palavras, ao se aplicar uma transformagao de Galileu e mudar
um referencial O para O’, os dois concordarao com as forgas medidas.
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4.6 Grupo Geral de Galileu e Referenciais Inerciais

Nas Secoes 4.2, 4.3 e 4.4, foram estudadas as principais simetrias da Mecanica
Classica separadamente: boosts, rotacoes, translagoes temporais e espaciais e suas respec-
tivas representagoes como grupos de matrizes. Nesta Sec¢ao, analisaremos o conjunto das
simetrias como um todo.

Ao se combinar todas as transformagoes de simetria da Mecanica Classica, obtemos
o chamado Grupo de Galileu, com um elemento geral desse grupo em forma matricial
sendo dado pelo produto de seus componentes individuais:

1 0 0 0
—v, Rin Rig Riz 1o
G(U,70, R,to) = | —v, Rar Rox Raz wo |, (4.6.1)
—v, Rz Rz Rzz 2
0 0 0 0 1

o qual possui 10 parametros, sendo 3 angulos de uma rotagao R(01,0s,03), 3 coordenadas
de um vetor de translacdo 7y = zoi +yoJ + 2ok, 1 Coordenada  temporal de translagao tem-
poral e 3 coordenadas do vetor velocidade 7 = v, + Uy 7+ v,k de um boost. E interessante
notar a quantidade de elementos nulos na matriz geral do grupo de Galileu. Em parti-
cular, os elementos nulos superiores, caso fossem nao nulos, gerariam uma transformacao
nas unidades de tempo, dependendo da posi¢ao do espago:

' 1 Ay, Ay AL O t
x 0O 1 0 0 0 x
v01=lo o 1 0 oflly], (4.6.2)
b4 0O 0 0 1 0 z
1 0O 0 0 0 1 1
t+ Az +Ayy + Az
x
= y , (4.6.3)
z
1

as quais nao ocorrem em Mecéanica Classica, e indicam uma assimetria entre tempo e
espago, a qual é abandonada na Relatividade. Apesar de o estudo das grandezas con-
servadas poder ser desenvolvido sem o uso de grupos, vamos fornecer aqui uma simples
aplicacao onde o papel destes fica mais claro, estando intimamente ligado as equagoes de
movimento em referenciais inerciais

Assim como comentado no inicio deste capitulo, a lagrangiana £ =T —V em que
T = mv?/2 e V é a energia potencial, funciona para a maioria dos sistemas, porém a
forma geral desta pode ser entendida como:

L= ﬁlivre + £int7 (464)

com Lijpre = T € Ly = —V na maioria dos casos. O primeiro termo significa a lagrangiana
de uma particula livre, isto é, de sistemas sem interagao, enquanto o outro representa as
interacoes entre eles. Estas sao obtidas pela experiéncia, mas a lagrangiana para uma
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particula livre, Ly, = mv?/2 é postulada, sendo apenas aquela que fornece a equacao
de movimento correta. Usaremos entao o Grupo de Galileu para deriva-la, a partir de
suposicoes de simetria.

Seguindo Landau [LanT73], a lagrangiana de particula livre em um referencial iner-
cial deve levar a conservacao de todas as grandezas anteriores, sendo portanto invariante
com relacao as transformacoes apresentadas. Para levar a tais leis de conservacao, por-
tanto, a lagrangiana nao pode depender das coordenadas do espaco x, ¥y, z, nem do tempo
t, sendo portanto uma fun¢ao apenas das velocidades. Além disso, para garantir a con-
servacao do momento angular, ela nao pode depender de angulos 6;, sendo uma funcao
apenas do modulo da velocidade da particula:

L= L(v?), (4.6.5)

embora a dependéncia tenha sido muito simplificada, a forma da funcao ainda nao foi
definida. Porém, podemos obté-la exigindo que as equagoes de movimento sejam inva-
riantes sob transformagoes de Galileu, ou seja que todos os referenciais inerciais sejam
equivalentes. Vamos fazer isso para o caso unidimensional:

L= L(i%), (4.6.6)

No novo referencial O', £ — L', mantendo a forma funcional, porém agora em funcao de
T— i =1—u,

L =L((& —v,)%) (4.6.7)
e as equacoes de Euler-Lagrange ficam, respectivamente:
d |0L
—_— — p— 4- .
dt {ax} 0 (4.6.8a)
d [oL
il =0 4.6.8b
dt { oz } ’ ( )

ao exigir que as duas sejam iguais, temos que:

d [0L d [oL
—|=|——=|—=—| =0. (4.6.9)
dt | 0% dt | 0z
Para poder analisar esta relagao mais precisamente, vamos fazer uma expansao das
lagrangianas em série de poténcias:

L= i anx", (4.6.10a)
n=0
L= i an (T — v)", (4.6.10b)
e os momentos ficam -
g—g = gnaninl, (4.6.11a)
%g = ; na, (& — v,)" . (4.6.11b)



As derivadas temporais ficam:

% {g—ﬂ => n(n—1)a,i" i, (4.6.12a)
X
d {8/;’} i . 2.
— =1 =) nn-—1a,(&—v,)" "%, (4.6.12b)
dt | Ot —
de modo que a relagao (4.6.9) fica:
> n(n = D)ani" i = n(n = Day(i — v,)" 2 =0, (4.6.13a)
n=0 n=0
= Y n(n—1a, [#"7% = (& —v,)"?] & =0, (4.6.13b)

n=0

para que tal relacao seja nula, é necessario que n = 0 ou n = 1 ou ainda, se tomarmos
m=n—2:
" = (& —v,)™, (4.6.14)

que ¢é verdadeira apenas se m = 0 ou seja n = 2. Assim, a forma geral da lagrangiana é
'Clivre =ap + alft + CLijQ’ (4615)

mas por substituicao direta, os dois primeiros termos nao afetam as equagoes de Euler-
Lagrange. Podemos entao identificar as = m/2 como a massa da particula a menos de
um fator 2 e, assim, a lagrangiana assume a forma usual

ma?

ﬁlivre - Ta (4616)

que ao invés de ser postulada, foi derivada exigindo certas invariancias sobre o grupo de
Galileu, sendo uma aplicacao direta da teoria de grupos na Mecanica Cléssica.
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Capitulo 5

Grupos na Mecanica Quantica

Neste capitulo, apresentaremos os grupos no contexto da Mecanica Quéantica. Tal
teoria descreve fenomenos da escala atomica baseada em um objeto chamado funcao de
onda V¥ (7, t), a qual é uma grandeza complexa que fornece a probabilidade de se encontrar
uma particula entre a e b por meio da regra de Born:

b
Pabz/ UWdz, (5.0.1)

com outras propriedades sendo obtidas aplicando certos operadores na fungao de onda.
Por exemplo, o operador de posi¢ao & e o de momento p sao dados por [Eis61]

x, (5.0.2a)
—ihV, (5.0.2b)

=
I

p
e fornecem os valores de momento e posicao da particula quantica ao operarem sobre

funcoes de onda.

Além disso, temos que a evolucao temporal da funcao de onda é dada pela equacao

de Schrodinger

HU (7 1) = m%qf (7, 1) (5.0.3)

em que o operador hamiltoniano # é obtido por meio da hamiltoniana classica [GS18]

H= o V() (5.0.4)

fazendo p — p o que o faz adquirir a forma geral

2

FTRLR V(7 1). (5.0.5)

2m

5.1 Algebra dos Operadores

De maneira analoga as matrizes, define-se o comutador de dois operadores A e B
como:
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(A, BlW = A <B\If> B (A\p) , (5.1.1)
com a notacao de parénteses sendo usada para ressaltar a ordem de aplicacao dos opera-
dores.

Tal operacao satisfaz as propriedades de um colchete de Lie usual e, além disso, os
operadores formam um espaco vetorial com a soma usual, o que os torna uma algebra de
Lie. Além disso, o comutador carrega a interpretacao fisica de quao precisamente pode-se
obter as grandezas de A e B ao mesmo tempo, o chamado Principio da Incerteza.

Exemplo 5.1.1. Comutador de operadores de posicao.

Se considerarmos os operadores posi¢cao no eixo x, T =T e no eixoy, y =y, entao:

[z, 9]V =z (y¥) —y (2V), (5.1.2)
= (xy —yx) U, (5.1.3)
=0, (5.1.4)

o que indica que se pode obter tanto a posi¢ao em x quanto a em y simultaneamente com
mdazrima prectsao.

Exemplo 5.1.2. Comutador entre operador de posi¢cao e de momento.

Se considerarmos a posi¢ao no eixo x e o respectivo operador momento p = —ihd/0x:
0 0
r,p|V=x(—th—V | —ih— (V¥ 1.
1w = (ing ) ~ i (@0), (5.15)
ov ov
=ih|—2—+V — 5.1.6
i ( T + v+ x@x) : ( )
= 1hWV (5.1.7)

ou, de forma mais sucinta, € comum se escrever
[z, p] = ih, (5.1.8)
o que indica a tmpossibilidade de se obter com precisao o momento e a posicao de um

objeto qudntico simultaneamente.

Com a operac¢ao do comutador, o espaco dos operadores pode ser entendido como
uma algebra de Lie. Fazendo uso dessa informagao, usaremos o seguinte raciocinio neste
capitulo: por meio das relagoes de comutacao dos operadores, os identificaremos como
algebras de Lie de um grupo de Lie, cujos elementos sao obtidos com a aplicacao ex-
ponencial dos geradores, os quais serao os operadores em questao. Partiremos entao de
grandezas observaveis para definir novos operadores com estrutura natural de grupo.

5.2 Algebra dos operadores momento linear e transla-
coes

Os operadores de momento linear na i-ésima diregao sao definidos fazendo a seguinte
substituicao:
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0

; p; = ih 2.1
p’L —> pl 1 axz7 (5 )
de modo que:
0
py = th— 2.2
Pz =ilg, (5.2.2a)
D, = zhﬁ (5.2.2b)
py - ay? /N
0
p, = ih—, 2.2
pe =i (5.2.2¢)

e as relagoes de comutacao entre eles podem ser calculadas com
[Di, i1V = pi (p;¥) — p; (B:i¥),

0 0 0 0
=1h h—V | —ith— | th—U
! 8:1:1 (Z 6.Tj ) ! al'j (2 axl ) ’

0 0 0 )
_ %2 7 T
= {8% (axj q;) 0z (axij)} ’

— 0, (5.2.3)

ou seja,
o que indica que os operadores momento em diferentes direcoes comutam, e pode-se
portanto ter informagao sobre os momentos em duas diregoes diferentes simultaneamente.

Podemos entao assumir que a eq. (5.2.4) sejam as relagoes de comutagao de um
grupo, que é abeliano devido a ela ser trivial. Os geradores sao os operadores momento a
menos da constante de Planck, para que o argumento da exponencial seja adimensional:

T(%) = exp {—%ﬂfiﬁi} )

- Xp laxi 9

=12 + 22—+ .. (5.2.5)
xX; ZL'Z-

com tal operador representando uma translagao na dire¢ao Z;, sendo necessario fazer uma
soma no argumento da exponencial para composicoes de translacoes.

O papel deste novo operador se torna mais claro ao operar sobre uma fungao W(r).
Sem perda de generalidade, vamos supor que Z; = ¥ = xi, para simplificar a algebra.

Operando sobre a funcao, temos:

T(2)U(F) = U(F) — x(%xp(f) + %ﬁ%\l}(?) + o (5.2.6)
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A expansao em série de taylor de uma fungao W(7") em torno de um deslocamento em uma
direcao ¥ é dada por:

Lo J _ 1 [0* . 9
V(7 —Z) = U(F — T)|po+ (8%\11(7")) . X (—x;) + 2 (@\P(r — x)> . X (z7) + ...
(5.2.7)
B 0 1 ,0%
que ¢ idéntica a (5.2.6), portanto
T(2)¥ = U(F — ), (5.2.9)

ou seja, o operador construido representa uma translagao de fungoes de onda [SN14].
Por este motivo, os operadores de momento linear sao conhecidos como geradores de
translacoes: sua algebra representa a Algebra de Lie do Grupo de Lie dos operadores de
translagao.

5.3 Algebra dos operadores momento angular e rota-
coes

Devido & natureza mais abstrata da Mecanica Quéantica, o conceito de rotacao
torna-se mais obscuro nessa formulag¢ao. Devido a isso, primeiramente, vamos analisar
como motivagao os chamados operadores de momento angular L. Classicamente, tal
grandeza é dada por

~ ~

wull}
I

=l

X

g7l
|

r oy =z
Pr Py D:

(ypz—Zpy>
+ (2P — 2p2)J
+ (xpy — ypa)k. (5.3.1)

~

Promovendo os momentos para operadores por meio de

0
O;
as coordenadas do momento angular se tornam operadores dados por
A 0 0
L,=—ih|ly— —2— ), 3.
i (yaz zay) (5.3.3a)
- . 0 0
A 0 0
L,=—th|rt— —y— 3.
; i (may y@x) , (5.3.3c)



que satisfazem as seguintes relagoes de comutacao

Ly, L,) = ihL., (5.3.4a)
[L,,L.] = ihL,, (5.3.4b)
(L., L) = ihL,, (5.3.4¢)
ou, de forma geral
3
[Li, Lj) = iy eijnla, (5.3.5)
k=1

que, novamente, é idéntica a algebra de Lie usual do produto vetorial e também a dos
geradores de SO(3) e SU(2). Isso indica que podemos construir um grupo de Lie de
operadores que possui como geradores os operadores de momento angular a partir da

aplicacao exponencial \
N 7 ~
R(6;) = exp {—ﬁ 2; ez-Lz} : (5.3.6)

que, de maneira analoga aos operadores de translacao, resulta em operadores de rotacao.
Por este motivo, os operadores de momento angular sao conhecidos como geradores de
rotacoes.

5.4 Grupo dos operadores de evolucao temporal

Na equagao de Schrodinger (5.0.5), o operador hamiltoniano s6 pode depender do

—

tempo por meio do potencial V. Se supormos que este nao depende do tempo, V = V(r),
a equacao de Schrodinger nao ira depender do tempo. Podemos entao fazer uma separacao
de variaveis [Eis61]:

U(rt) = v(r)e(t), (5.4.1)
que, apoés substituir na equagao de Schrodinger e separar a dependéncia temporal da
espacial, chegamos a

- ih do(t)
— — V2 (P + V(7 (F) = 2 =F,, 5.4.2
gV )+ VD () = o (5.4.2)
em que F, é uma constante, e que depende de um indice n. A parte temporal pode ser
reescrita como

d 1B,
—o(t) = ——Lo(t 5.4.3
Loty =" 1), (543
que possui como solu¢do normalizada ¢(t) = e Rt [Eis61]. Dessa forma, a n-ésima
solucao é dada por
iEp
W (ryt) = e” m (i), (5.4.4)

com a variacao temporal estando contida completamente na exponencial. Ao comparar
com um elemento arbitrario do grupo U(1):

e &5 e, (5.4.52)
E,
0 < —?t, (5.4.5Db)
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com tal fator fazendo o papel de fase neste grupo. Desta forma, é usual escrever a evolugao
temporal das autofungdes como

U, (7, 1) = U(t, to) ¥, (7, 0) (5.4.6)

com U(t) = e, em associacdo direta com U(1). Neste caso a identidade ¢ dada por
U(0), e as propriedades de grupo seguem naturalmente das propriedades da exponencial.
Com isso, vé-se que a evolugao temporal das autofungoes pode ser entendida como a acao
de um grupo, o grupo dos operadores de evolugao temporal.

Ainda, assim como ¢ é o gerador do grupo U(1), podemos calcular o gerador deste
grupo por meio de

d _ibn,
_ % =

B,
- = -

=3 (5.4.7)

t=0 t=0

com isso, vemos que o gerador das translagoes temporais sobre autoestados de 7:1, a menos
de uma constante, é dada pela energia do autoestado em questao, o que indica que, em
algum sentido a energia é o gerador de translagoes temporais, ou da evolucao temporal,
fazendo para o tempo o mesmo papel que a os momentos fazem para o espago.
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Capitulo 6

Grupos na Teoria da Relatividade

Neste Capitulo, serao analisados casos onde os grupos aparecem na teoria da Re-
latividade, sendo portanto relevante fazer uma breve contextualizacao historica da teoria.

No inicio do século XX, a Mecéanica Cléssica, analisada no Capitulo 4, ja se en-
contrava consolidada e, da mesma forma, estava o eletromagnetismo classico, baseado nas
equagoes de Maxwell|[Nus15|

vV E=", (6.0.1a)
€0

V-B=0, (6.0.1b)
. . 9B

E=-=—"2 6.0.1
V X ETe ( ¢)
. - OF
VxB= Moj + /JJQETOE. (601(1)

em que o = 8,85 x 10712A%s*kg ™ 'm? é a permissividade elétrica do vacuo, py = 1,25 x
1075N/A? & a permeabilidade magnética do vacuo, p (7,t) ¢ a densidade de carga elétrica,
J (7,t) ¢ a densidade de corrente elétrica, E (7,t) é o campo elétrico e B (7,t) é o campo
magnético.

Na Mecanica Classica, as leis da Fisica sao invariantes por transformagoes de Ga-
lileu, porém isto nao ocorre para as equacoes de Maxwell. Aplicar uma transformacao de
Galileu propriamente dita nas fontes e nos campos seria muito trabalhoso, porém, para se
introduzir a ideia, vamos considerar tais equagoes no vacuo onde, como nao ha matéria,
os termos de densidades p e J sdo nulos [Gri05]:

V-E=0, (6.0.2a)
V-B=0, (6.0.2b)
. - OB

=_— 0.2
VxFE 5 (6.0.2c)
ﬁxé:wﬁg, (6.0.2d)

como é bem conhecido, essas equagoes podem ser convertidas em equagoes de ondas em
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termos dos campos. Fagamos isso para o campo E, aplicando o rotacional na (6.0.2c):

—

ﬁx(ﬁxﬁ) = V(ﬁ-ﬁ)—ﬁﬁ,

— V(v E) -V _% (V% 5, (6.0.3)

ﬁ) =V (6]3) — V2F. Usando as
B para obter :

—

em que foi usada a identidade vetorial V x (ﬁ X
(6.0.2a) e (6.0.2d), podemos eliminar V - E ¢ V X

Lo 1 O°E
V2E=——— 6.0.4

que ¢ uma equagao de onda para o campo E', possuindo velocidade v = 1/ [40E ), Nume-
ricamente idéntica a velocidade da luz ¢ no vacuo, o que sugeriu aos fisicos da época que
a luz era descrita por campos elétricos e magnéticos [Nusl4||Eis61].

O problema é que, como as equagoes de Maxwell nao sao invariantes por trans-
formacgoes de Galileu e a velocidade das ondas obtidas é constante, a principio pode-se
pensar que as equacoes de Maxwell nao sao validas em todos os referenciais inerciais, e que
foi a postura adotada pelos fisicos da época: considera-las validas apenas no referencial
do chamado éter luminifero.

O éter luminifero seria um meio material onde a luz se propaga, preenchendo o
espaco interplanetario ao invés do vacuo. Porém, ele deveria possuir propriedades muito
absurdas, e tentativas de deteccao do éter foram frustradas pelo resultado negativo nao
esperado no experimento de Michelson e Morley de 1887 [Eis61], que tentou detectar a
velocidade da Terra com relagao ao éter, mas cujo resultado foi nulo, fazendo a comunidade
cientifica procurar por outras alternativas, culminando em diferentes aspectos do que hoje
conhecemos como teoria da Relatividade [MAR15].

6.1 O Grupo de Lorentz em uma dimensao

Uma vez que as equagoes de Maxwell nao sao invariantes por transformagoes de Ga-
lileu, se elas forem validas em todos os referenciais inerciais, segue que as transformacoes
de Galileu devem ser modificadas para outras transformacoes que relacionam referenciais
inerciais. Estas sao as chamadas transformacoes de Lorentz?, que, para uma velocidade
na diregao = sao dadas por |Eis61]

= (t+ %z) , (6.1.1a)
¥ =5 (x—ot), (6.1.1b)
y =y, (6.1.1c)
2=z, (6.1.1d)

'Pode-se também derivar uma equacao de onda para o campo B com procedimento semelhante.
2No caso, uma teoria fisica é dita relativistica se manter a mesma forma ao ser submetida a transfor-
magoes de Lorentz.
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comy=1/4/1— Z—j sendo chamado pelo fator de Lorentz, com a transformacao para x

sendo exatamente um boostt de galileu (4.5.2b) na dire¢do x multiplicado por tal fator
sendo também comum denominar essas transformagoes de boost de Lorentz [AP09].

E interessante apontar que, em contraste com os boost de Galileu (4.5.2a), o tempo
t também ¢é transformado para um referencial com uma velocidade na dire¢ao z, o que
nao ocorre em Mecanica Classica, com o tempo sendo absoluto.

As transformacoes de Lorentz podem ser derivadas de véarias formas diferentes,
como os postulados de Einstein, consideracoes de isotropia e homogeneidade do espaco,
ou a derivacao original de Lorentz, baseada em sua teoria do éter. Discussoes baseadas
em sua derivacao poderiam fornecer um trabalho inteiro a respeito e, por este motivo,
nao entraremos neste mérito [MAR15.

Aqui analisaremos outra questao: o significado fisico e geométrico das transfor-
magoes de Lorentz. Ao analisar (6.1.1), pode-se ver que sua definigdo é muito abstrata,
remetendo pouco a nossa intuicao e a outros entes matematicos. Com isso em mente,
vamos agora analisar a estrutura de grupo dessas transformagoes, o que seréd tutil para
melhor compreendé-las. Uma vez que as coordenadas y e z nao foram afetadas, vamos
analisar apenas x e t:

v

t' =t — 2% (6.1.2a)

¥ =~yx — yut. 6.1.2b
Y Y

O préximo passo seria reescrever a transformacao em forma matricial. Entretanto,
ha um pequeno detalhe: se fizermos isso agora, a matriz teré a forma

A:< B _70_2), (6.1.3)
-y

que nao possui todas as entradas com a mesma dimensao fisica. Para facilitar a analise,
seria interessante possuir todas as entradas sendo grandezas adimensionais, assim como
as matrizes de rotacao analisadas nos Capitulos 1 e 2. Podemos fazer isso multiplicando a
transformacao do tempo t pela constante ¢, a fim de que ele obtenha dimensao de espaco:

of = —7%1: oy (ct), (6.1.4a)

1 =yr— 79 (ct), (6.1.4b)
c

com a coordenada ct sendo a transformada. A transformacao escrita em linguagem ma-

(ZJ ) ( ’y UC C) <C ) ( )

sendo util, para facilitar a notagao, definir o pardmetro adimensional 8 = v/c¢ sendo
a fracao da velocidade do referencial com relacao a velocidade da luz. Dessa forma,
v =1/4/1— % e a matriz de transformagao adquire a forma:

AB) = (_3 ; _35> , (6.1.6)
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com tais transformagoes constituindo um grupo de matrizes. No caso, a associatividade é
herdada da multiplicagao matricial, o elemento neutro é a matriz identidade obtida com
£ =0, a inversa sendo dada por

At =A(-B), (6.1.7)
_ (7 B
— (76 7) , (6.1.8)

pois

A(B)A (—f) = (_15 ‘jﬁ) (jﬁ Vf), (6.0.9)
2 242 20 2
- (—772615% 7726— vzﬂg)’ (6.1.10)

= ((1) (1]) (6.1.11)

restando analisar se uma composicao de duas transformacgoes de Lorentz também é uma
transformacao de Lorentz. Ao multiplicar duas transformagoes vinculadas a ([, e [,
obtemos:

_ B! b Y2 —2032
A(/@l)/\(ﬁz)—(_%ﬁ1 " )(—7262 o ) (6.1.12)

A+ BiB) e — (B4 Be) e

= (— (Br + B2) v (1 + Bifa) 71727) (6.1.13)

ao comparar com a equacao (6.2.8), vemos que ela possui a mesma forma assumindo que
a resultante esteja vinculada a um parametro '

7= (14 BiB2) e, (6.1.14)
B = (B1+ B2) 1172, (6.1.15)

e, substituindo a eq. (6.1.14) na eq. (6.1.15), vemos que

_ BB,
1+ B1Bs

que é a regra de adicao de velocidades relativisticas. Reexpressando em termos das ve-
locidades, pode-se ver que, no limite que ¢ — oo, recuperamos a soma de velocidades
usual

g (6.1.16)

v’ a4
- = frum (6.1.17)
= v & v+ vs. (6.1.18)

Como esse grupo se encontra definido por um parametro 3, podemos entao calcular seu
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gerador:

1 __ B
(— d \/1_52 \/1_52
= % Vs 1
VI8 V18 [ 5
- B
= (1-p%)2 5 \/1—521 (1-p%)2 (6.1.19)

_ 1
Vi-82 (g3 (1-8%)3 =0

_ (_01 _01) , (6.1.20)

como héa apenas um gerador, a Algebra de Lie é trivial, o que nao ajuda muito. Porém,
o gerador é exatamente o mesmo do calculado para o grupo O(1,1), o que sugere que o
comportamento do grupo formado pelas transformagoes de Lorentz é semelhante ao de
O(1,1). Isso fica ainda mais claro se notarmos que as duas entradas de (6.2.8) satisfazem:

V=B, =7 (1-8%),
1
]
—1, (6.1.21)

Y

pois 72 = 1/(1 — 3?). Dessa forma

2
v - (=*8)" =1, (6.1.22)
que ¢ a equagao de uma hipérbole. Podemos ent@o escrever [Run20] [Ros64]

v = cosh ¥, (6.1.23a)
v = senh ¥, (6.1.23b)
0 que nos permite usar como parametro para o grupo um angulo hiperbélico 1. Sua forma

explicita em fun¢ao do parametro antigo pode ser obtida divindo as (6.1.23) uma pela
outra:

senh ¢
tanh = ——— .1.24
an cosh?’ (6 )
VB
= 6.1.25
S ( )
=B, (6.1.26)

vemos entao que o paradmetro 3, cuja interpretacao fisica é de uma fracao de velocidade
com relagao a velocidade da luz, também pode ser entendido geometricamente como a
tangente de um angulo hiperboélico. Finalmente, na nova parametrizacao, as matrizes do
grupo se tornam:

coshy —senh 19) 7 (6.1.27)

A(9) = (—ser1h13l cosh 9

que, como notamos, podem ser interpretadas geometricamente como rotagoes hiperbodlicas
em um plano abstrato definido pelo tempo e pelo espago, preservando a forma

— (ct)® + 2® = constante, (6.1.28)
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ou, de maneira analoga a feita para andlise do grupo O(1,1), em termos da variavel
imaginaria w = ict, obtém-se:

w? + 2* = constante, (6.1.29)

com tempo e espaco entrando em pé de igualdade e as transformacoes de Lorentz as-
sumindo o papel de rotacoes usuais neste plano, assim como visto na Figura 6.1. No
contexto da teoria da Relatividade, a transformagao w = ict ganha o nome de rotagao de
Wick, e permite transformar um problema relativistico em um problema geométrico no
espago euclidiano, assim como neste caso. Dessa forma pode-se ver claramente como um
melhor entendimento de transformacoes abstratas foi obtido a partir da anélise do ponto
de vista da teoria de grupos.

ct'

-

ct |

Figura 6.1: visualizagao das transformagoes de Lorentz como rotagoes. Fonte: o autor.

6.2 O Grupo de Lorentz em 3 dimensoes

Nesta secao, estudaremos o Grupo de Lorentz em 3 dimensoes, que é definido como
o grupo composto pelas rotacoes tridimensionais e as transformacoes de Lorentz, também
tridimensionais. As transformagoes de Lorentz em cada direcao sao dadas, em analogia
com a eq. (6.1.1) por

1. Em z:
t' =, (t — —gx) : (6.2.1a)
=y (x — v,t), (6.2.1b)
y' =y, (6.2.1c)
Z =z (6.2.1d)
2. Em y:
I — S
t' =1y, (t = y) , (6.2.2a)
=, (6.2.2b)
Y =, (y — vyt), (6.2.2¢)
2 =z (6.2.2d)



3. Em z:

t' =, <t — —2z> : (6.2.3a)

=z, (6.2.3b)

y =y, (6.2.3¢)

2 =7,(z — v,t); (6.2.3d)

em que
1
= —. 6.2.4
! V1—0v?/c? ( )

Em linguagem matricial, ao operarem sobre um evento no espaco-tempo, definindo 3; =
v;/c, tais transformagoes podem ser representadas matricialmente como

ct’ v o =B 0 0 0 ct
x —B: v 0 00 x
v 1= o 0o 100]|]|y], (6.2.5)
2’ 0 0 010 2
1 0 0 0 0 1 1
ct’ v 0 =B, 00 ct
x 0 1 0 0 0 T
y1=1-5 0 ~v 00[]y], (6.2.6)
2! 0O 0 0 10 z
1 0O 0 0 01 1
ct’ v 00 =B, 0 ct
x 0 10 0 0 T
v | = o 01 0 0 vl (6.2.7)
2 —B., 00 v 0 z
1 0 00 0 1 1

Com essas matrizes correspondendo as transformacoes de Lorentz associadas a cada uma
das direcoes, vinculadas a trés parametros (3, f,, ., isto é [Barl8b|:

Yy =8 0 0 0
—B: v 0 00
AB)=1| 0 0 100], (6.2.8a)
0 0 010
0 0 001
¥ 0 —yv, 0 0
0 1 0 00
AyBy)=1|-8, 0 v 0 0], (6.2.8b)
0O 0 0 10
0 0 0 01
v 00 —yv, 0
0 10 0 0
AB)=] 0 01 0 0 (6.2.8¢)
6. 00 v 0
0 00 0 1

o
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As transformagoes de Lorentz em cada dire¢cao formam um grupo de matrizes, com
a identidade sendo obtida com [3; = 0 e as matrizes inversas sendo associadas ao parametro
inverso A™! = A(—p;), equivalente a um referencial se movendo com velocidade oposta.
Entretanto, ao se compor uma transformacao em uma dire¢cao com outra em uma dire¢ao
diferente, o resultado em geral nao é uma transformagao do mesmo tipo.

Fisicamente isso ocorre pois, para se obter um boostt de Lorentz em uma direcao
arbitraria, é necessario aplicar um boostt nos eixos coordenados usuais e depois rotacionar
o sistema de coordenadas, ou seja, aplicar uma rotacao. Dessa forma, pode-se perceber a
necessidade de se incluir também as rotacoes para formar o chamado grupo de Lorentz.

A partir das relagoes (6.2.8), poderia-se calcular os geradores explicitamente por
meio das derivadas com relagao aos parametros ;. Entretanto, nesta forma, isso seria al-
gebricamente trabalhoso. Para facilitar a tarefa, vamos fazer uma mudanca de parametro
semelhante ao caso unidimensional. Assim como na se¢ao anterior, facamos a mudanca
de coordenadas [Run20]

Yi — cosh v, (6.2.9a)
Yifi — sinh ¥;, (6.2.9b)

o que é valido se identificarmos (3; = tan1;. No contexto da relatividade, os parametros
¥; sao conhecidos como rapidez, em contraste com as velocidades usuais. Dessa forma,
as matrizes assumem a mesma forma das rotagoes hiperbolicas (3.6.4) de SO(1, 3):

cosht?y —sinhd; 0 0
—sinh v hd; 0 0
Aa@) = [ 750 T o] (6.2.10a)
0 0 01
coshd¥y 0 —sinhd,; 0
0 1 0 0
Ay (V2) = —sinh®¥s 0 coshdy 0]° (6.2.10D)
0 0 0 1
coshtys 0 0 —sinhds
0 10 0
A (V3) = 0 01 0 : (6.2.10c)
—sinhd¥; 0 0 coshds

ou seja, as transformacoes de Lorentz podem ser interpretadas como rotagoes hiperbolicas
em planos compostos por uma dire¢ao espacial e uma temporal. Além disso, os geradores
sao exatamente os mesmos de SO(1,3). A fim de ilustragao, vamos comparé-los com seus
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equivalentes no grupo de Galileu:

0 -1 000 0 0 -1 00 0 00 —1 0

-1 0 000 0 0 0 00 0 00 0 O
L=(0o o oo0oo0o|l,=[-10 0 0o0|l,L=]0 00 0 0],
0 0 000 0 0 0 00 100 0 0

0 0 000 0 0 0 00 0 00 0 O
(6.2.11a)

0 0000 0 0000 0 0000

-1 0000 0 0000 0 0000

b= 0 0000|, b,=[-10000],6.=]0 0000

0 0000 0 0000 ~1 00 0 0

0 0000 0 0000 0 0000
(6.2.11b)

Pode-se ver que os geradores dos boost de Lorentz possuem a mesma forma que os dos
boost de Galileu, porém com uma entrada nao nula extra, que relaciona tempo com espaco.
Fisicamente isso indica que uma mudancga de referencial afeta também as medidas de
tempo, o que nao ocorre na Mecénica Classica, assim como analisado em (4.6.2).

Uma vez que os boost de Lorentz podem ser interpretadas como rotagoes hiperboli-
cas e o grupo de Lorentz é composto por boost e pelas rotacoes, temos que ele na verdade
se resume a SO(1,3) disfar¢ado. Assim como ja foi apontado no Capitulo 2, tal grupo
consiste nas transformacoes de simetrias da seguinte forma quadratica.

— (ct)? + 2% + y* + 2 = constante, (6.2.12)

que é a equagao de um hiperboléide em 4 dimensoes. Dessa forma, exigir que as leis
da Fisica sejam as mesmas em todos os referenciais inerciais é equivalente a manté-las
invariantes por boost de Lorentz, que por sua vez é equivalente a preservar a forma (6.2.12).

6.3 O Grupo de Poincaré e a Geometria do Espaco-
Tempo

Assim como o Grupo Geral de Galileu engloba as rotagoes, boost e translagoes, ha
um analogo no caso relativistico, que é o grupo de Poincaré. Ele se resume ao grupo de
Lorentz acrescido das translagoes usuais da Mecanica Cléssica, sendo idéntico ao grupo de
Galileu, porém com os boost sendo substituidos pelas transformagoes de Lorentz [AP09]
e a forma geral de seus elementos sendo dada, em analogia com (4.6.1), por

A A Az Ay to
Agr Agp Aoz Aoy x9
P(v,70, R,to) = [ Asi Asa Az Azs w0 |, (6.3.1)
Ap A Az A 2
0 0 0 0 1

em que os A;; se referem a entradas dos elementos do grupo de Lorentz ou SO(1,3),
podendo ser obtidos por produtos dos boost em cada direcao com as rotagoes em cada
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plano, mas cuja forma explicita é complicada e nao acrescentara muito na discussao. Como
agora estamos considerando translagoes do sistema de coordenadas, a forma quadratica
da eq. (6.2.12) se torna

— A (t—t0) + (x —20)° + (y — w0)* + (2 — z)” = constante. (6.3.2)

Relembrando a forma como distancias d entre dois pontos Py = (xg, %o, 20) € P =
(x,y, z) do espago euclidiano sao calculados

d(P,Py) = (x —0)° + (y —yo)* + (2 — 20)%, (6.3.3)

vemos que a eq. (6.3.2) possui a mesma forma, mas com uma componente temporal um
tanto diferente. Porém, com a rotacao de Wick w = ict, ela assume a mesma forma de
uma distancia no R*

(. —20)° + (y — y0)* + (2 — 20)° + (w — wy)® = constante, (6.3.4)

dessa forma, a eq. (6.3.2) é muito semelhante a uma distancia, apesar de poder assumir
valores de "constante"negativos. Podemos denominar essa constante de As?, sendo uma
distancia entre pontos no espaco-tempo, possuindo em si a nogao de diferenciacao entre
espaco e tempo em seus sinais. Ainda, se fizermos:

At =t — i, (6.3.5a)
Azr = x — xy, (6.3.5Db)
Ay =y — yo, (6.3.5¢)
Az =z — 2, (6.3.5d)
entao, a distancia no espaco-tempo se torna
As? = A + Ax® + Ay? + A2 (6.3.6)

sendo batizada de intervalo de espago-tempo, que também possui embutida em si a no¢ao
de causalidade no espago-tempo, pois, se a velocidade v de uma particula livre que se
propaga entre os dois pontos for dada por

vt = + + , 6.3.7
A AP AP (6.3.7)
em termos da velocidade, o intervalo de espago tempo se torna
2 2 A 42 v’
As® = —c"At (1 — 6—2) , (6.3.8)

vemos entdo que o sinal de As? é determinado pela velocidade da particula, o que mostra
que ele também possui embutida a nogao de causalidade em seu sinal:
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Futuro As? = -2Af2 +Ax?

\
2

Passado

As> 0 As <0

As=0

Figura 6.2: cone de luz. Ele delimita diferentes regioes de acordo com suas relagoes de causali-
dade. Imagem feita pelo autor no site Lucid.app.

1. Se v < ¢, As? < 0 com isso, a distancia temporal entre dois eventos é maior que a
espacial, e um pode ser causa do outro. Se refere a regiao interna as linhas retas na
Figura 6.2;

2. Se v = ¢, As? = 0 regiao chamada de cone de luz, representada pelas linhas retas
da Figura 6.2, e representa a propagacgao de sinais luminosos;

3. Se v > ¢, As? > 0 com isso, a distancia espacial entre dois eventos é maior que
a temporal, e um nao pode ser causa do outro, pois exigiria uma propagacao com
velocidade maior que a da luz. Se refere a regiao externa as linhas retas na Figura
6.2;

Se considerarmos dois pontos no espago-tempo arbitrariamente préximos, o inter-
valo de espaco-tempo fica
ds® = —c*dt* + da® + dy® + d2°, (6.3.9)

com a forma (6.3.9) sendo conhecida como Métrica de Minkowski, fornecendo uma dis-
tancia infinitesimal no espago-tempo relativistico. Podemos ainda expressa-la em termos
da velocidade, agora dada por:

V=t st (6.3.10)

_T LY (6.3.11)


http://lucid.app/

e ds pode ser expresso como
ds = —cy/1 —v?/c2dt, (6.3.12)
com tal forma podendo ser integrada para obter o intervalo As?.

E relevante apontar que, com uma rotaciao de Wick, tempo e espaco entram em pé

de igualdade total, como pode ser visto fazendo w = ict na métrica de Minkowski (6.3.9)
[Min13]:

ds® = dw? + dz* + dy® + dz?, (6.3.13)

ou, nas belas palavras do proprio Minkowski®(Figura 6.3): "Dessa forma a esséncia do
postulado pode ser expressa matematicamente de forma muito concisa na férmula mistica:

3 x 10° Km = v/—1 segundos.” (6.3.14)

Expressando uma relagao concisa entre espago e tempo. Fonte: Space and Time, pagina
50.

Embora a discussao anterior tenha se assimilado a questoes de matemaéatica pura,
na verdade, a métrica de Minkowski da eq. (6.3.9) permite expressar de forma muito
concisa as leis da Fisica em forma relativistica. Sabemos da experiéncia que particulas
livres percorrem linhas retas, pois elas sao as curvas que minimizam a distancia entre dois
pontos. No caso relativistico, a relagao serd parecida, porém a quantidade minimizada
seré a distancia no espaco-tempo, o As. Dessa forma, podemos expressar o movimento
de particulas livres com o seguinte problema de minimizacao

to 02
As = —c/ 1 — —dt, (6.3.15)
t1 (&

Figura 6.3: Hermann Minkowski. Ele percebeu que a teoria da Relatividade poderia ser expressa
em termos de um espago quadridimensional, com o tempo fazendo o papel da quarta dimensao.
Fonte: Space Time Society.

que se assemelha muito ao Principio da Minima Ac¢ao, com a quantidade minimizada
sendo As. Essa quantidade possui dimensao de espaco e nao de agao, mas podemos
corrigir multiplicando-a por um fator mc com m sendo a massa da particula e ¢ a
velocidade da luz. Obtemos entao que a acao de particulas livres relativisticas é dada por

3Tradugao livre do original "Thus the essence of this postulate can be expressed mathematically very
concisely in the mystical formula: 3 x 10° Km = v/—1 seconds."

85


https://www.minkowskiinstitute.org/mip/MinkowskiFreemiumMIP2012.pdf
https://www.minkowskiinstitute.org/mip/MinkowskiFreemiumMIP2012.pdf

to
S = —mc2/ V1—w0v2/ctdt (6.3.16)
t1

com a lagrangiana sendo
L=—-mc’\/1—v2/c? (6.3.17)

e que no limite de baixas velocidades se reduz a lagrangiana usual da Mecéanica Classica
a menos de uma constante irrelevante:

1
L~ —me* + §m1)2. (6.3.18)

Analisando as equagoes de Euler-Lagrange da eq. (4.0.2), vinculadas & nossa la-
grangiana relativistica da eq, (6.3.17), vemos que, na dire¢ao z, por exemplo:

o P22 2
£($7 Y, Z) = —mc2\/1 - g - g - g, (6319)
oL
= = 3.2
—= - =0 (6.3.20)

e a equacgao de movimento é uma lei de conservacgao:

d mi

— |l —— ] =0 6.3.22
y — , ( )
C2
com a quantidade conservada sendo
e (6.3.23)

Pz = —F—
Ji-s

que ¢ conhecida como momento relativistico na direcao . Note que ele é exatamente
o momento classico usual p, = ma, porém considerando uma variacao da massa das
particulas, a qual ja foi atestada experimentalmente. Isso fica claro fazendo

m' = my (6.3.24a)
= p, =m'i. (6.3.24b)

Note que a lagrangiana encontrada satisfaz as mesmas condi¢oes de isotropia e
homogeneidade estudadas no caso classico, porém agora sendo invariante por transforma-
¢oes de Lorentz ao invés de Galileu, oferecendo também uma interpretacao geométrica,
diferentemente do caso classico.

Assim como consideramos lagrangianas gerais como termos de particulas livres
mais interagoes, podemos fazer o mesmo com a lagrangiana anterior assumindo um termo
de interacao V, o que nos forneceria a 22 Lei de Newton em forma relativistica:

2
L=—-mc*/1— 2—2 + V(z,y,z,t), (6.3.25)
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e a equacao de movimento na direcao = se torna, simplesmente:

d ov

— Pz = —%7

6.3.26
o (6.3.26)

possuindo a mesma forma da 22 Lei usual, porém com o momento relativistico ocupando
a posicao do momento usual. Agora pode-se também calcular a energia relativistica por
transformada de Legendre. Supondo o caso unidimensional, temos:

oL
=—a—L 6.3.27
.2 -2
mi 9 T
= 1—— 6.3.28
—1_i2/62+mc = ( )
2
S L — (6.3.2)
V1—32/c?
e que se reduz a energia cinética usual para baixas velocidades v/c << 1:
2 Lo
H ~ mc” + —mi*, (6.3.30)

2

possuindo também um termo mc? nao nulo mesmo no caso do repouso @ = 0, conhecido
como energia de repouso.

Dessa forma, podemos ver como o fato de expressarmos as transformacoes de Lo-
rentz na linguagem de teoria de grupos nos permitiu perceber uma simetria do espagco-
tempo, tornando possivel reexpressar tais transformagoes de modo mais simples e geomé-
trico, além de ser util para se construir uma dindmica relativistica naturalmente invariante
sob transformagoes entre referenciais inerciais.
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Capitulo 7

Simetrias de Gauge em Teorias de
Campos

Nos capitulos anteriores, foram estudadas transformagoes nas coordenadas de even-
tos e suas respectivas simetrias, equivalentes a mudancas de coordenadas. Tais transfor-
macoes sao ditas globais, pois afetam todos os pontos do espago da mesma forma.

Além dos eventos no espago tempo, outros objetos importantissimos para a Fisica
sao os campos. Eles sao usados para modelar as interagoes fundamentais, como a gravi-
tacao e o eletromagnetismo, sendo utilizados para representé-las sem o uso de interacgoes
instantaneas a distancia. Teorias fisicas que descrevem o comportamento de campos sao
denominadas de Teorias de Campos.

Neste capitulo apresentaremos algumas simples teorias de campos, bem como suas
respectivas simetrias. Nesse contexto, as simetrias sao conhecidas como simetrias de
gauge ou transformacoes de gauge e sao definidas como transformacoes que nao afetam
os campos e consequentemente a Fisica do sistema estudado.

Além de facilitar manipulagoes algébricas, exigir que uma dada teoria possua uma
simetria de gauge possui outra vantagem: é uma forma natural de construir interagoes
entre diferentes campos. Esse método foi estudado por Hermann Weyl (Figura 7.1) no
inicio do século XX, ao buscar por uma teoria que unificasse a gravitacao com o eletromag-
netismo. Aqui pretende-se aplica-lo para descrever a interacao eletromagnética partindo
de sua respectiva simetria de gauge e grupo de Lie associado.

Para tornar as expressoes mais concisas, neste capitulo usaremos a chamada con-
vencao de soma de Einstein

A B" = —AgB° + A\B' + A, B* + A3 B3 (7.0.1)

em que os indices gregos assumem os valores p = 0,1, 2,3, indicando coordenadas do
espago-tempo, com o tempo identificado como 0. Além disso a métrica

-1 0 0 0
0 1 00

Ny = 0 010 (7.0.2)
0 0 01
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Figura 7.1: Hermann Weyl. Fonte: Wikipédia.

¢é usada para baixar ou subir indices:

Au = npuAya (703&)
A= A, (7.0.3b)

valendo que 7,,n* = ¢}, que ¢ a matriz identidade, servindo para trocar indices de lugar:

A, =84, (7.0.4)

7.1 Teorias de Campos

O formalismo de teorias de campos consiste em descrevé-las por meio de uma
acao que deve ser minimizada, a qual consiste em uma integral no espaco-tempo de uma
fungao £' dos campos ¢, de suas derivadas espago-temporais® 9,¢ e eventualmente das
coordenadas z,, sobre uma regiao do {2

S=/£(¢, 0, x,)d , (7.1.1)
Q

com tal problema de minimizacao sendo equivalente as chamadas equagoes de Euler-

Lagrange para campos [AP09]:
oL oL
Oy | ——— | = ==, 7.1.2
(s07) = % (712

e que fornecem as equacoes de campo da teoria. Note que, em contraste com a Mecanica
Classica, que descrevia o movimento de particulas, em vez de termos um parametro

IEsta funcdo recebe o nome de densidade lagrangiana, mas nos referiremos a ela simplesmente como
lagrangiana, para simplificar.
2A notagao 9, se refere a p-ésima derivada do espago tempo: 8, = 9/0z,,.
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de integragao na agao (o tempo), agora temos quatro parametros, representados pelas
dimensoes do espago-tempo, com as antigas coordenadas espaciais tendo sido rebaixadas
a parametros e os campos assumindo como varidveis de interesse.

A notagao em (7.1.2) ¢ um tanto sofisticada. Por este motivo, convém calcular as
equagoes de campo de alguns exemplos.

Exemplo 7.1.1. Equacao de Dirac

A equacao de Dirac descreve com precisao o comportamento de sistemas qudnticos
relativisticos, prevendo o espectro do datomo de hidrogénio, a existéncia da antimatéria
e ainda incorporando efeitos de spin. Neste exemplo, iremos derivar tal equagdao com
base em sua lagrangiana, em contraste com a derivacao original de Dirac (Figura 7.2).
Suponha a lagrangiana de Dirac para um campo escalar complexo ¢ e seu conjugado 1
[AP0Y):

L =1 (ihy" 9, — me) ¥, (7.1.3)

em que 0s " sao matrizes com coeficientes constantes. Vamos calcular a equagao de
campo associada a . Temos que

g_g = (ihy"' 8, — me) ¥, (7.1.4a)

oL
— =0, 7.1.4b
0 (9u)) S

portanto, a equagdo de campo (7.1.2) é dada por
(ihy"0, — mc) ¢ = 0, (7.1.5)

que € chamada de Equagao de Dirac e descreve o campo v associado a elétrons. Note que
ela se encontra em funcao de 1, e nao de seu conjugado .

Figura 7.2: Paul Dirac. Ele derivou sua famosa equagdo com argumentos puramente matemé-
ticos, sendo capaz de explicar varios fenémenos com ela. Fonte: Wikipédia.
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Vamos agora calcular a equacao de campo associada a ). Temos que

oL —
o —mc), (7.1.6a)
oL L ,0(0)
—— =iy , 7.1.6b
50,0 " 900 (7:1.60)
usando que
9 (0u)
=, 7.1.7
7(0,0) (4D
e substituindo em (7.1.6b) fornece
oL
= ihvy" ",
0@
= th*, (7.1.8)
e a equagao de campo associada a ) €
(ihy"d, — mc) b = 0, (7.1.9)

possuindo a mesma forma da equagao de Dirac (7.1.5), porém em termos da fun¢ao con-
Jugada 1.

Assim como a lagrangiana £ = mv?/2 descreve as particulas livres da Mecanica
Classica, as lagrangianas de Dirac e a de Klein-Gordon (ndo analisada neste trabalho)
descrevem campos livres, isto é, campos que nao interagem com outros campos. No
Capitulo 4, vimos que a lagrangiana livre pode ser obtida a partir de consideragoes de
simetria. Analogamente, as de Klein-Gordon e Dirac podem ser obtidas com argumentos
semelhantes baseados nas chamadas simetrias globais [AP09], porém que ndo analisaremos
neste trabalho.

No caso do movimento de particulas, certas simetrias levavam a quantidades con-
servadas que simplificam o estudo dos sistemas em questao. O mesmo ocorre para teorias
de campos, porém isso agora ocorre para os proprios campos e sao denominadas de si-
metrias de Gauge, ou simetrias de calibre. Vamos analisar um simples exemplo onde isso
ocorre.

Exemplo 7.1.2. Gravitacao Newtoniana

A teoria Newtoniana da gravitacdo pode ser resumida com as sequintes equagoes

V20 = 47Gpyy, (7.1.10a)

j=-Vo, (7.1.10b)

em que ® € o potencial gravitacional, § o campo gravitacional e pyr a densidade de massa.
A primeira é uma equacao de campo, fornecendo o potencial gravitacional em func¢do da

fonte pyr, enquanto a sequnda relaciona o campo gravitacional com o potencial gravitaci-
onal, que interage com particulas através da forca F = —mg.
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Para ilustragao, € itil descrever a teoria newtoniana usando o formalismo de teo-
rias de campos. Como ela € nao relativistica, apenas varidveis espaciais serao utilizadas.
Dessa forma, vé-se que a equagao de campo pode ser derivada da sequinte lagrangiana:

L=——" (6@)2 — pu®. (7.1.11)

A partir da equagao (7.1.10b), vé-se claramente que podemos somar uma constante P

ao potencial gravitacional sem alterar o campo gravitacional § e consequentemente as
interacgoes fisicas:

O — ' =P+ Dy, (7.1.12a)

— o § =-Vd = -V, (7.1.12b)

que € equivalente a definirmos o nivel zero da energia, ou o ponto de observac¢ao. Isso

€ coerente com nossa intuicao de que podemos observar um objeto em queda livre tanto

de cima de um prédio quanto do chao sem alterar a Fisica do problema. Também € inte-

ressante apontar que, se a lagrangiana for expressa em fungao de Y, ela serd modificada
apenas por um termo que nao altera a equagao de campo:

1 /. A2

Agora que desenvolvemos o formalismo para teorias de campos, vamos aplici-lo no
estudo da interacao eletromagnética.

7.2 Eletromagnetismo Classico

A teoria do eletromagnetismo cléssico é baseada nas equagoes de Maxwell, [Nus15|:

V- E="2 (7.2.1a)
€0
V-B=0 (7.2.1b)
Lo 0B
E=—-—"—— 7.2.1

V x T ( c)
S - OF
VxB= [LQJ“— Moeog (721d>

em que p é a densidade de carga, J a densidade de corrente, £ e B os campos elétrico
e magnético, respectivamente. Esses campos interagem com particulas carregadas, com
carga ¢, e velocidade U seguindo a lei de forca de Lorentz:

—

F:q<E+Ux é). (7.2.2)

Para melhor analisar essa teoria, vamos reescrevé-la a fim de torna-la explicitamente
covariante por transformacgoes de Lorentz, bem como reescrever as equagoes de campo em
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termos de uma lagrangiana [Lab19][AP09]. Isso pode ser feito inicialmente notando que,
como V - B = 0, este pode ser igual ao rotacional de um campo vetorial

B=VxA4, (7.2.3)

conhecido como potencial vetor. Ao substitui-lo em (7.2.1c), obtemos

E
. (. 894
— VX <E+ a_) — 0, (7.2.4)

como na expressao anterior temos que o rotacional de um campo vetorial é nulo, este pode
ser igualado ao gradiente de um campo escalar ¢, conhecido como potencial elétrico:

0A -
E+20_ _
. . A

Vemos entao que os campos podem ser redefinidos em funcao dos seguintes potenciais
[Gri05):

B =VxA, (7.2.6a)
- A
E = 7.2.6b
Vo (7.2.60)
Note que os campos E e B sdo inalterados se aplicarmos as seguintes transformacoes
6= (7.2.78)
A A=A+ Vf (7.2.7b)

o que nos confere uma liberdade de calibrar os campos sem mudar a Fisica e que constitui
a simetria de gauge do eletromagnetismo. A principio, pode-se pensar que tal liberdade
se constitui apenas de uma curiosidade matematica, porém ela permite simplificar varios
problemas.

Substituindo as (7.2.6) na (7.2.1), podemos reexpresar as equagoes de Maxwell em
funcao dos potenciais. Note que as equagoes sem fonte, (7.2.1b) e (7.2.1¢) sdo trivialmente
satisfeitas, decorrendo diretamente das definicoes dos campos. As outras equagoes se
tornam:

0A
V-V o = g, (7.2.82)
D /A o . ) A
. J— 2 — i
v(v A) V2A = o J + uoaol = (w) e (7.2.8b)

onde na segunda equagao foi usada a identidade vetorial V x <ﬁ X ﬁ) =V (6 . F ) —

V2F. Agora temos condigao de apresentar um exemplo de simetria de calibre no contexto
do eletromagnetismo.
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Exemplo 7.2.1. Calibre de Coulomb

Suponha uma situacao eletrostdtica, isto €, com B = 0, J =0 e as derivadas
temporais se anulando. Neste caso, a unica equagao nao trivial é a (7.2.8a), que se
simplifica para

V=1 (7.2.9)
€0

que € uma equacgao de Poisson nao homogénea, com a nao homogeneidade sendo dada pela
densidade de carga p. Essa equacao, por vezes, pode ser resolvida com técnicas usuais

) ) )
como separa¢ao de varidveis.

Suponha agora uma situacao magnetostdatica, isto €, com E = 0, p = 0 e as
derivadas temporais se anulando. Neste caso, a tinica equagao nao trivial é a (7.2.8b),
que se torna:

v (ﬁ : ,I) A = (7.2.10)

que € mais complicada que a eq. (7.2.9). Porém, agora podemos usar a simetria de Calibre
para simplificd-la. Podemos escolher como Calibre [Gri05]

V-A = 0, (7.2.11)
— V2f = —V.A4, (7.2.12)
e que faz a eq. (7.2.10) assumir a mesma forma de uma equacao de Poisson vetorial:

— V%A = poJ (7.2.13)

ou, se escrita em termos das componentes em coordenadas cartesianas:

—V2A, = poJs, (7.2.14a)
—V2A, = oy, (7.2.14b)
—V?A, = o, (7.2.14c)

ou seja, neste calibre, comparando com a eq. (7.2.9), um problema de magnetostdtica se
tornou equivalente a um problema de magnetostdtica se fizermos as substituicoes

1

S0 (7.2.15a)
0

p—Ji, (7.2.15b)

o — Ay, (7.2.15¢)

simplificando muito a resolucdo de problemas magnetostdticos.
Continuando com nossa tarefa de reescrever as equagoes de Maxwell, vamos agora

deixar os termos com os potenciais do lado esquerdo e os de fonte do direito, bem como
eliminar a constante 3 com

(7.2.16)
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dessa forma, obtemos:

10 (¢ 2y (9 _

7 <V-A> -V (E) = po (cp) , (7.2.17a)
Loy =10 (¢ 1A o,
V(V%0+V{&%&ﬁ]+g§?—VA = o (7.2.17h)

Desde o inicio, pode-se perceber a quantidade maior de termos na segunda equacao

em contraste com a primeira. Para deixé-las mais semelhantes entre si, vamos completa-
1 9%¢/c.

AT

10 /= «~ 10[10 (¢ 10 (¢ =o(0) _
‘za(v*“%za[za(z)} *@@(z)‘v(z)—ﬂo(cp* (7.2.18a)

v (v.4) +V[1%<?)} +;§§_;(g)_ﬁz* _ ] (7218b)

las somando e subtraindo um fator

como desejamos mostrar que as equagoes de Maxwell sao de fato covariantes por transfor-
macoes de Lorentz, é necessério que tempo e espago entrem em pé de igualdade em nossa
formulagao, o que na verdade ja se encontra implementado. Para perceber isto, convém a
partir deste ponto usar a notacao de indices. Usaremos que componentes espaciais serao
indicadas por indices romanos, e as do espago-tempo por indices gregos. Dessa forma:

V = 8, (7.2.19a)
A= A, (7.2.19b)
J = J;, (7.2.19¢)
também tomaremos 19

= 7.2.20
c Ot = =%, ( )

para colocar espaco e tempo em pé de igualdade®. Assim, as (7.2.18) assumem a forma

j 09 L 509?519 % _

808 Aj — (908 E + 0 602 — 0 832 = Mo (Cp) s (7221&)
QﬁjAj — &80% + 8080142‘ — 8]8]141 = ,uOJia (7221b>

ainda, no espaco-tempo, os indices gregos repetidos indicam um somatorio. Dessa forma:

"0, = —09y + 070, (7.2.22)

ou seja, as equagoes ficam:
D Aj — aoaoé - a“au% = uo (cp) , (7.2.23a)
07 A; — (97;(90% + 0"0,A; = o, (7.2.23b)

30 sinal negativo na derivada temporal se deve & métrica — + ++.
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note que, ignorando os indices somados, em que o indice livre ¢ aparece na segunda
equagao, este aparece como 0 na primeira, indicando que a primeira se encontra associada
ao tempo e a outra ao espago, sendo um indicio de simetria relativistica. Porém, isso nao
ocorre para as fontes e para os potenciais. O mesmo pode ser feito se os identificarmos
como componentes de quadrivetores da seguinte forma:

Al = (%,/T) — % — Ay, (7.2.24a)

JH=(cp,J) = cp=y, (7.2.24Db)

sendo também interessante apontar que as transformagoes de Gauge das egs. (7.2.7) em
notagao covariante se tornam simplesmente

Ay — A=A, +0.f (7.2.25)
Agora podemos reescrever as equagoes de Maxwell como
DD Aj — 8y9° Ag + 0"0, A = Jo, (7.2.26a)
0 A; — 0,0°Ag + 00, Ai = o Ji, (7.2.26D)
agrupando os indices somados com (7.2.22)
0,0"Ag — 0"Oy A, = Jo, (7.2.27a)
0,0"A; — 0"0; A, = ;. (7.2.27Db)

Como cada termo possui um indice livre 7 para o espaco e 0 para o tempo, podemos entao
resumi-las com uma tnica equagao tensorial usando um indice v livre:

0" (0,4, — 0,A,) = ol (7.2.28)
sendo também comum definir o chamado tensor de Faraday F},, como
F,=0,A,—0,A,, (7.2.29)

que engloba todas as informagoes sobre os campos elétrico e magnético. Pode-se notar
isso primeiramente escrevendo as componentes dos campos (7.2.6) usando a notagao de
indices em termos das componentes de A*:

Ei =cC (—&AO - 80AZ) = CF[)Z‘, (7230&)

assim, as componentes de tal tensor sao as componentes dos campos a menos de constan-
tes, e sao dadas por
0 E./c E,/c E,/c
o -E,/Jc 0 —-B, B,
W\ -E,/Jc B, 0 -B,
—-E./c -B, B, 0

(7.2.31)

Por fim, as equagdes de Maxwell em termos do tensor de Faraday se tornam [Lab19]:

" Fy = pioJ,, (7.2.32a)

e agora que possuimos a forma covariante das equagoes de Maxwell, podemos analisar
outro exemplo interessante de calibre.
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Exemplo 7.2.2. Calibre de Lorenz

Vamos assumir o sequinte calibre [Gri05]

oA, =0 (7.2.33)
que, ao ser substituido em (7.2.28), a simplifica para
0"0, A, = 1oy, (7.2.34)
que, se os indices somados forem escritos explicitamente, fornece:
1 0%A -
B Y+ V2A, = oy, 7.2.35
2 o + Ho ( )

ou seja, cada componente A, do quadripotencial satisfaz uma equacao de onda nao ho-
mogénea, com a nao-homogeneidade sendo dada pelas componentes J, da quadricorrente.
Isso permite resolver um problema eletromagnético em termos de equacoes de onda.

Resta agora a tarefa de encontrar uma lagrangiana da qual as equagoes (7.2.32)
possam ser derivadas. Comparando diretamente com as equagoes de Euler-Lagrange
(7.1.2) para campos, temos que a lagrangiana £ deve satisfazer

oL
= — pw
50,4 P (7.2.36)
oL )
aAV = MoJ s (7237)

a menos de constantes multiplicativas. Uma lagrangiana que satisfaz tais condigoes é
dada por
L::{——l—ﬁmﬁﬁgg——J“Aa}, (7.2.38)
441
com a constante j sendo posicionada dessa forma para que a lagrangiana possua a dimen-
sao correta e o sinal negativo sendo escolhido para que a energia associada seja positiva.
Vamos verificar se tal escolha realmente funciona:

oL ) 1
— o af .
dA, — 0A, [ 4MOF1 Fas = J A“}’
LOA,
=/ A,
= —JeoY,
= —J. (7.2.39)

A derivada com relagao a 9,4, é:

A = O g A
- DT A~ A7) (0.~ 0,4,
:—ﬁﬂ@mﬁﬁM%agzﬂm%—%%)
+(aaA5-aﬂAa)5Té;zﬁ(a®Aﬁ-a@Aaﬂ (7.2.40)
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usando que

0 (0~A”)
= ™ 7.2.41
2(0,4,) " (7.2.41a)
e, (7.2.41b)
0 (0a4p)
——— = MY 241
) (auAu) aVB (7 C)
portanto, a derivada (7.2.40) fica:
or 1 (61650% AP — 61650P A — 151 0% AP + 6167 0° A* (7.2.42)
8(5MAV) 4,&0 < Bv RN Bv / \ﬁ av v B av _
oA v An av An oA
+ 0 0 Ay — 1 O Ao — PN O Ag + 0P 05 A,) (7.2.43)
rAv v Ak v An gnAY
1
=———4("A” — 9V A+ 7.2.44
ol ) (7.2.40)
—— (7.2.45)
Ho

que, unida a (7.2.39), fornece as equagoes de campo (7.2.32).

E interessante notar que, no vacuo (J¢ = 0), as equagoes de campo e a lagrangiana
se reduzem para, respectivamente

0, F" =0, (7.2.46a)
1
= FSF, 2.4
L= P Fas (7.2.46D)

com tal termo da lagrangiana sendo identificado como exclusivo do campo eletromagnético
e o outro representando interagdes com correntes J¢, geradas por fontes. Note que a teoria
eletromagnética nao pode ser considerada uma teoria de campos completa ainda, pois a
natureza das correntes J* nao esta clara, nao sendo possivel atribui-las a efeitos de outros
campos.

E interessante também apontar que a equacdo (7.2.46a) indica que o quadridiver-
gente do tensor F*” ¢é nulo, ou seja, que este é conservado no espago-tempo. Se pensarmos
F* como o campo eletromagnético propriamente dito, isso significa que ele nao é alte-
rado no vacuo, com apenas a sua manifestacao em campos elétricos e magnéticos variando
como ondas, assim como ditado pela equagao de onda (6.0.4).

7.3 Transformagoes de Gauge na equacao de Schrodin-
ger

Na secao 7.2, foram apresentadas as transformacgoes de gauge (7.2.7) do eletro-
magnetismo, mas assim como a forma original das transformacoes de lorentz, elas ainda
estao escritas de maneira muito abstrata, o que dificulta seu entendimento. Entretanto,
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sabemos que simetrias podem ser modeladas usando grupos, o que nos induz a questionar
se essas transformacoes também podem ser representadas dessa forma.

Para tentar encontrar um possivel grupo associado as transformagoes de gauge,
é instrutivo avaliar seu efeito sobre a equacgao de Schrodinger. Para isso, precisamos
encontrar a forma do operador hamiltoniano em funcao dos potenciais.

A lagrangiana que fornece as equacoes de movimento de uma particula nao relati-
vistica em campos elétricos e magnéticos em fungao dos potenciais é dada por [Lem07]

1 S
L= §m112 —qo+qA- T, (7.3.1)

cujas equagoes de Euler-Lagrange fornecem a forga de Lorentz (7.2.2). Em termos das
componentes, a lagrageana fica:

1
L= 3 (% + 92+ 2°) —qd + q(Agi + Ay + A.2), (7.3.2)

e os momentos generalizados sao dados por:

o
bi = axla

de modo que a respectiva hamiltoniana pode ser calculada como uma transformada de
Legendre:

3

H = szxz - L,
i=1

= [m (#* 4+ 9° + 2*) + ¢ (Ayd + Ay + A.2)]

1
— [§m(:t2+3)2+z‘2)—q¢+Ax:t+Ayy'+Azz’ ,

1
= émv2 + q¢. (7.3.4)

Porém, a funcao hamiltoniana deve ser expressa em termos dos momentos generalizados.
Isso pode ser feito usando

mi; = p; — qA; (7.3.5)
1 1, e
mt = — (mw) —m ;1 Tid, (7.3.6)

que, ao ser substituida na hamiltoniana, fornece, em forma vetorial:

MW= % (ﬁ— q,af)2 + g, (7.3.7)

de forma que o operador hamiltoniano em fungao dos potenciais fica [Opel§|:

H = % (p - qff)z +q¢, (7.3.8)
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em que p = —ihV é 0 operador momento. A equacao de Schrodinger entao é dada por:

L )
o (—mv - qA>2 )+ qép = @ha—¢,

(7.3.9)

com 1 sendo sua solu¢do. Apos aplicar a transformacdo de gauge (7.2.7), a equagao se
torna [Opel8|:

i [09 —a (A49)] 0 (o - (7.3.10)

m

of el
875) V=i

com ¢’ sendo a nova solucao. Para entender como a funcao de onda sera afetada, vamos
reescrevé-la da seguinte forma:

1 [ (o ige N ;o iqof
%{—zh(v+%Vf)—qA} w+q¢¢—zh(at h@t)w’ (7.3.11)

observe que a equagao de Schrodinger mantém a mesma forma original (7.3.9), porém
com as substituicoes

Vo D=V4+ %W, (7.3.12a)
9 0 igof

Pode-se ver que o efeito de tais derivadas é cancelado se a solugao for multiplicada por
um fator exponencial

Y =ye 17, (7.3.13)

pois as novas derivadas ficam

_ (a_¢> . (7.3.14a)
. |

- (ﬁw) e~ (7.3.14b)

dessa forma, vemos que o efeito desses operadores é equivalente a aplicar as derivadas
originais e rotacionar a fungao de onda por uma fase § = —if/h, ou seja, aplicar uma
transformacdo (3.1.3) relacionada ao grupo U(1). E vélido ressaltar que f = f(7,t), ou
seja, a funcao de onda foi rotacionada por uma fase que depende da posi¢ao no espaco e
no tempo.
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Uma vez que a equacao de Schréodinger manteve a mesma forma sob as transfor-
magoes anteriores a menos da fase na func¢ao de onda, podemos supor que a nova solugao
é simplesmente a antiga multiplicada por tal fator:

ig

Y =pe w7 (7.3.15)

e a equacao de Schrodinger transformada em termos das novas derivadas é dada por

1 — — 2
— (—mD _ qA) W + g = ihDy, (7.3.16)
2m

mas, das (7.3.14), temos que

ih Dy = ih%—fe—? , (7.3.17a)
(—@'hﬁ . q,af) W = [—z’h (W) . /qu] et (7.3.17b)
= N\ 2 5 5 2 .
— (—z‘hD _ qA) - [—ih (w) _ A¢] e (7.3.17¢)

portanto, ao substituir ¢’ = we_iqu em (7.3.16), a equagao toma a forma

— - 2 iq ig
(% [—mv — qA} v+ qd)@b) e nd = ihaﬁ—qfe_ﬁ : (7.3.18)

e, como 1 satisfaz a equacao de Schrodinger, segue que a 1)’ escolhida é soluc¢ao da equacao
transformada. Dessa forma, vemos que que uma transformagao de gauge nos potenciais
é equivalente a aplicar uma transformagao do grupo U(1) na fungao de onda 1) [Opel8|.

Pode-se notar que tal transformagao nao alterou a distribuigao de probabilidade.
Entretanto este exemplo mostra uma certa conexao entre a simetria de gauge e o grupo
U(1), com o parametro sendo a fun¢do f do calibre, a menos de constantes. A seguir
usaremos essa informagcao para descrever a interacao eletromagnética.

7.4 Construcao da interacao eletromagnética a partir
do grupo U(1)

Para simplificar a discussao, nesta se¢ao usaremos unidades tais que
h=c=1, (7.4.1)

o que facilitara manipulagoes algébricas.

Como pode-se ver na segao anterior, uma transformagao de Gauge nos potenciais
é equivalente a modificar a fun¢do de onda 1) com o grupo U(1), o que indica uma relagao
entre o grupo e a interagao eletromagnética. Entretanto, isso foi feito para a equacgao
de Schrodinger, que foi construida com base na Mecanica Cléssica e nao sendo portanto
invariante por transformacoes de Lorentz. Se analisarmos sua equivalente relativistica, a
equacao de Dirac

(iv"0y —m) ¥ =0, (7.4.2)
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e a lagrangiana associada B
£ = 9y, — m)v, (7.4.3)

temos que essa equagao e sua respectiva lagrangiana nao sao invariantes sob o grupo U(1).
Pode-se notar isso diretamente substituindo uma 1)’ = e"t). A lagrangiana fica

L= L= ("8, — m) ),
— (e ) (i, — m) (em).
— e (177, — m) ) — e e,
=1 (iy"'0, — m) Y — Yy"o,n, (7.4.4a)
havendo um termo adicional devido & derivada parcial d, e, portanto, a equagao de Dirac
nao é invariante! sob a aciao do grupo U(1). Entretanto, pode-se corrigir isso modificando

a derivada acrescentando um termo que cancela a variagao da lagrangiana, em raciocinio
analogo ao da segao anterior [Labl8]:

D, = 8, +iqA,, (7.4.5)

em que os A, sao fungoes ainda desconhecidas. Essa derivada é conhecida como derivada
de gauge, sendo andloga a derivada covariante construida no contexto da Relatividade
Geral. Fazendo essa substitui¢ao na lagrangiana obtemos:

L— L =YD, —m), (7.4.6)

=1 ((9"0, — m) ¥ — gy YA, (7.4.7)

Se agora transformarmos a fungao de onda sob a agao do grupo U(1) com ¢/ = e,
obtemos que:

L — L = (iv"D, —m) ', (7.4.8a)

= (e (iv" Dy — m) (ve™)
= e M) (iy"0, — m) ¥ + ihe” My (D™ + igA ™) |

— 3§ (i70, — m) b — gl (AM " éa,m) , (7.4.80)

ou seja, a lagrangiana mantém a mesma forma (7.4.7) se transformar a fungdo de onda
pelo grupo U(1) for equivalente a modificar a fungao A, por

1
A= A= Ayt =0y (7.4.9)

Note ela que possui exatamente a mesma forma da transformagao de gauge (7.2.25) do
eletromagnetismo se a fungao A, for identificada como o quadripotencial e %77 como o
calibre f (7, t) a menos de constanes. Dessa forma, vemos que, para garantir a invariancia
da equagao de Dirac, foi necessario postular a existéncia de um campo que se comporta
exatamente como o eletromagnético.

4Note que isso s6 se aplica se a fase for uma funcao 7 = n(7,t), com a simetria se mantendo no caso
de uma fase constante.
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Como sabemos, mesmo em um espaco livre, isto é, sem fontes, ainda pode existir
um campo eletromagnético. Dessa forma, a lagrangiana que descreve o comportamento
de elétrons e sua interagao com o campo eletromagnético deve ser composta por um termo
livre (7.2.46b) do campo eletromagnético, um livre do campo 1 do elétron e mais o termo
de interacao que encontramos com a derivada covariante. A lagrangiana que satisfaz essas
condicoes é dada por

1 _
Loep = _4_,UDFWFW + @b(iy“l)u —m)y, (7.4.10)

em que QFED vem do inglés Quantum FElectrodynamics, por ela descrever a interagao do
campo eletromagnético com o do elétron a nivel quantico. Ela também pode ser escrita
explicitamente em funcao da derivada parcial usual:

1 - _
Lorp = _4_,LLOFWFW —1—3/1(17“6“—7%)1@ —qw'y“wAlj . (7.4.11)

campo eletromagnético

TV
campo do elétron termo de interacao

Vamos agora calcular as equagoes de campo. A equagao associada ao campo A, pode ser
facilmente calculada notando que o termo de interacao possui a mesma forma da interagao
eletromagnética, com

JH — qiy* ), (7.4.12)

fazendo o papel de quadricorrente e termo de fonte, além de ser constante em relacao a A,,.
As equagdes do campo eletromagnético sao, portanto idénticas as equagoes de Maxwell
em forma covariante (7.2.32) com o termo de fonte sendo dado pela expressao anterior:

D F"™ = poqy . (7.4.13)

Da mesma forma, calculando a equagao de campo associada a 1, obtemos

(17" 0u — m) b = gy Auib, (7.4.14)

com a parte da esquerda sendo a equacao de Dirac original (7.1.5) e o outro termo re-
presentando a interagao com o campo eletromagnético. Vemos, portanto, que a interagao
entre dois campos fundamentais, no caso o do elétron e o do eletromagnético, pode ser
encontrada apenas com a exigéncia de que a lagrangiana que descreve os dois seja invari-
ante pela acao do grupo U(1) no campo do elétron, equivalente a uma transformagao de
gauge no campo eletromagnético.

Tabela 7.1: interagoes fundamentais e seus respectivos Grupos de Lie.

Eletromagnetismo U(1)
Interagao Nuclear fraca | SU(2) x U(1)
Interagdo Nuclear forte SU(3)
Gravitagao 777

Além de matematicamente elegante e simples, esse método também é poderoso
por descrever corretamente os fenémenos da natureza. A lagrangiana (7.4.10), apresenta
excelente concordancia com os fenomenos eletromagnéticos em escala quantica, prevendo
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os resultados obtidos nos aceleradores de particulas atuais e ainda nao tendo sido refutada
por experimentos |Lab18].

O método de descrever as interagoes fundamentais a partir de grupos de simetria
nao se restringe ao eletromagnetismo, tendo sido uma ferramenta 1til para analisar tam-
bém as interagoes Nuclear Forte e Nuclear Fraca, falhando apenas para a gravitagao. As

interacoes fundamentais e seus respectivos grupos de simetria podem ser encontrados na
Tabela 7.1.

Vemos entao que o uso da teoria de grupos para descrever simetrias é essencial
no contexto das teorias de campos, pois as simetrias de calibre que estas apresentam sao
muito abstratas para serem tratadas de outra forma. Além disso, seu uso proporciona um
método simples para se encontrar a forma das lagrangianas que as descrevem.
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Consideracoes Finais

Neste trabalho estabeleceu-se uma base matematica e conceitual da teoria dos gru-
pos de Lie e algebras de Lie, bem como suas aplicacoes em diferentes areas da Fisica. Em
particular, mostrou-se como diferentes simetrias podem ser expressas por grupos, e tam-
bém que, devido aos grupos de Lie serem variedades, estes também possuem propriedades
geométricas, o que facilita seu estudo e amplia suas aplicacoes.

Também foi apresentada a conexdo com as Algebras de Lie, com enfoque para o
papel das relagoes de comutacao dos geradores. Mostrou-se a importancia de tais relagoes
para comparar diferentes grupos de Lie, bem como como construir um grupo a partir de
seus geradores com a aplicagao exponencial, que foi feito para os operadores da Mecéanica
Quéantica.

Apos as ferramentas matemaéticas terem sido apresentadas, mostrou-se como os
grupos de Lie sao uteis para descrever simetrias presentes na natureza. Além disso,
apresentou-se como a exigéncia de invariancia das leis da Fisica sob alguns grupos facilita
encontrar sua forma, como relembrado na Tabela 7.2.

Tabela 7.2: leis da Fisica e respectivos grupos.
Lei da Fisica Grupo
Particula livre classica de Galileu
Particula livre relativistica | de Poincaré
Interagao eletromagnética U(1)

Tais conhecimentos também sao usados em areas mais avancadas da Fisica. Em
particular, temos as Teorias Quéanticas de Campos, onde as interagoes fundamentais sao
descritas com base em grupos de simetria, e a Relatividade Geral ou outras teorias de
gravitagao, pois o conhecimento dos grupos de simetria facilita a analise das variedades
que representam o espago-tempo, dentre outras. Dessa forma, os topicos aqui apresentados
sao pré-requisito para se iniciar a pesquisa em tais areas.
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