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RESUMO

Os quatérnions sao nimeros bastante parecidos com os nimeros complexos, po-
rém com a diferenga que possuem trés unidades imaginarias, diferentemente dos niimeros
complexos, que possuem somente uma. Historicamente, a formulacao do conjunto dos ni-
meros complexos trouxe um avango em diversas areas da matemaética, dentre elas temos
a criagao da analise complexa, o estudo das rotagoes no plano e a algebra dos complexos,
por exemplo. Os quatérnions, por sua vez, inovaram ainda mais, ja que sao capazes de
descrever as rotacgoes no espaco euclidiano tridimensional de maneira bastante elegante e
sucinta. Além disso, a dlgebra dos quatérnions é anterior a formulacao vetorial utilizada
atualmente, sendo assim, analisando a algebra dos quatérnions conseguimos entender a
motivacao da definicao dos produtos interno e vetorial usuais entre vetores.

Neste trabalho vamos estudar detalhadamente a algebra dos quatérnions e também
veremos como algumas leis da fisica podem ser formuladas fazendo uso destas estrutu-
ras algébricas. Em particular, mostraremos como escrever um novo formalismo para as
leis das Mecanica Newtoniana e as equacoes de Maxwell. Intuitivamente pode parecer
estranho formular as leis da fisica com os quatérnions, porém ha um ganho com essa
nova formulacao. Em particular, utilizamos os quatérnions para definir o campo elétrico
e magnético por meio do potencial eletromagnético, de modo que, nesse formalismo, é
possivel reduzir as quatro equacoes de Maxwell a somente duas.

Palavras-chave: Quatérnions, Niimeros Complexos, Rotagoes

v



ABSTRACT

Quaternions are numbers that are very similar to complex numbers, but with the
difference that they have three imaginary units, unlike complex numbers, which have
only one. Historically, the formulation of the set of complex numbers brought an advance
in several areas of mathematics, among them we have the creation of complex analysis,
the study of rotations in the plane and the algebra of complex numbers, for example.
The quaternions, however, innovated even more, since they can be used to describe the
rotations in the three-dimensional Euclidean space in a very elegant and succinct way.
In addition, the algebra of quaternions is prior to the vector formulation used today, so,
by analyzing the algebra of quaternions it is possible to understand the motivation for
defining the usual internal and vector products between vectors.

This work is a detailed study of the algebra of quaternions and it also aims to
show how some laws of Physics can be formulated using these algebraic structures. In
particular, it will be shown how to write a new formalism for Newtonian mechanics
laws and Maxwell’s equations. Intuitively, it may seem strange to formulate the laws
of Physics with quaternions, but there is an advantage in using this new formulation.
Specifically, quaternions are used to define the electric and magnetic field by means of the
electromagnetic potential, so that, in this formalism, it is possible to reduce Maxwell’s
four equations to just two.

Key-words: Quaternions, Complex Numbers, Rotations



CAPITULO 1

INTRODUCAO

Os primeiros registros de célculo das raizes quadradas de niimeros negativos acon-
teceram na Grécia cerca de 1 século antes de Cristo nos trabalhos do matematico e en-
genheiro Heron de Alexandria. Heron, em seu tratado intitulado “Métrica”, apresenta as
equacoes que permitem calcular a area de figuras planas e o volume dos sélidos. Em uma
das suas tentativas de encontrar o volume do tronco de uma piramide, Heron se deparou
com uma raiz quadrada de um ntmero negativo, algo até entao inimaginavel até mesmo
por ele, que ja que havia proposto um método para aproximar a raiz quadrada de um ni-
mero que nao ¢ um quadrado perfeito. Pouco tempo depois, Heron acabou abandonando
a ideia das raizes quadradas de ntimeros negativos.

Durante os séculos XV e XVI, diversos mateméticos discordavam em relacao a
existéncia da raiz quadrada de nimeros negativos em equagoes de segundo grau. Para
muitos deles essas equacoes s6 podiam ter solucoes reais - uma, duas, ou nenhuma - mas
jamais uma solucao envolvendo raiz quadrada de nimeros negativos. Na tentativa de
responder a respeito da existéncia de raizes de nimeros negativos, muitos mateméaticos
da época comegaram a estudar as equagoes cubicas, também chamadas de equagoes de
terceiro grau, mas sem sucesso para uma solucao geral. Porém, Niccolo Fontana Tartaglia
(1499 - 1447), juntamente com Girolamo Cardano (1501 - 1576), acabaram encontraram
as solucoes para um caso particular de equacoes do tipo 22 + px 4+ ¢ = 0. Em sua obra
“Ars Magna”, Cardano dedica os créditos da descoberta da solugao das equagoes ctbicas
ao matematico Scipione del Ferro (1465 - 1526). O genro de del Ferro, Annibale della
Nave, sucessor da cadeira de seu mentor, foi quem apresentou os livros de del Ferro a
Cardano.

Havia ainda um problema em relacao as solugoes propostas pelos matematicos. Na
época ja eram conhecidas as solugoes para algumas equagoes de terceiro grau via fatoracao,
como por exemplo, a equacao x® — 15z — 4 = 0, que tem solucdes z1 = 4, T3 = —2 — /3
e 3 = —2 + /3. O grande problema era que muitas vezes as solucbes propostas por
Tartaglia-Cardano levavam a raiz quadrada de niimeros negativos. Era necesséario entao,
formular uma nova estrutura algébrica para lidar com essas raizes, surgindo a &lgebra
dos ntimeros complexos, onde a raiz quadrado do ntmero negativo -1 recebe o nome de
unidade imaginaria e é denotada por i = v/—1.



Neste periodo, a comunidade matemética ansiava pela descoberta de novas estrutu-
ras algébricas e objetivava a construcao de outras estruturas, munidas de novas operagoes
e, com isso, novas propriedades. Uma dentre tantas tentativas foi a do matematico e as-
tronomo Sir William Rowan Hamilton (1805 - 1865), que supos a existéncia nao de uma,
mas de duas unidades imaginarias, denotadas por i e j. Com isso, surge a chamada teoria
dos Tripletes, cujo o objetivo principal para Hamilton era de descrever rotagoes no espago
tridimensional, j4 que os nimeros complexos o fazem no plano bidimensional. Hamilton
dedicou mais de 10 anos da sua vida na tentativa de descrever rotacoes com os Triplets,
porém a definicao de produto entre esses elementos nao obedecia a propriedade de fecha-
mento do conjunto. No dia 16 de Outubro de 1843, enquanto Hamilton caminhava com
sua esposa em direcao a Academia Real da Irlanda, Hamilton fez sua mais importante
descoberta. Para que ele pudesse trabalhar com as rotacoes no espago, ele deveria supor
a existéncia de uma terceira unidade imaginéria, além das unidades i e j ja definidas.
A estrutura algébrica dessas unidades foi talhada por Hamilton perto da Broome Bridge
em Dublin. Tradicionalmente, até os dias de hoje, os mateméticos do departamento da
Universidade Nacional da Irlanda percorrem anualmente o mesmo caminho que Hamilton
fez no dia de sua descoberta.

Figura 1.1: Placa honoréaria & Sir William Rowan Hamilton devido a descoberta dos
Quatérnions [I].

Neste trabalho apresentamos primeiramente a estrutura algébrica do conjunto dos niime-
ros complexos, com a qual iremos estudar as rotagoes no plano. Na sequéncia, o objetivo
principal é definir o conjunto dos quatérnions e estudar sua estrutura algébrica, definindo
seu espago vetorial e sua algebra. Ademais, utilizaremos a multiplicagao entre quatérnions
para definir rotagdes no espago euclidiano tridimensional, posteriormente, utilizaremos os
quatérnions para reescrever leis fisicas conhecidas.

No capitulo 2, definimos o conjunto dos niimeros complexos com auxilio da introdugao
da unidade imaginaria i. Em seguida, definimos a algebra dos nimeros complexos e
mostramos como podemos rotacionar vetores no espaco bidimensional fazendo uso do
produto entre niimeros complexos, sempre comparando com a matriz de rotagao usual.

No capitulo 3, introduzimos duas outras unidades imaginéarias j e k, para a construcao do
conjunto dos quatérnions. Mostramos também que o conjunto dos quatérnions forma um



espago vetorial de dimensao quatro e que também defini uma algebra nao comutativa.

No capitulo 4 falamos sobre as rotagdes no espaco tridimensional fazendo uso da algebra
dos quatérnions.

No capitulo 5, introduzimos os quatérnions como formulacao as leis e resultados fisicos
conhecidos para mostrar que é possivel reescrevé-los com os quatérnions, como as leis de
Newton e as equagoes de Maxwell.

Além dos capitulos, temos mais 2 apéndices, o primeiro traz as defini¢oes de espaco
vetorial e dlgebra. No segundo demonstramos as féormulas de Euler para os complexos e
para os quatérnions, que serao essencialmente tuteis na parte das rotacoes.



CAPITULO 2

A ALGEBRA DOS NUMEROS COMPLEXOS E AS
ROTACOES NO PLANO

Este capitulo tém como objetivo definir o conjunto do ntimeros complexos, as ope-
ragoes de soma, produto por escalar e multiplicacao entre elementos desse conjunto. Além
disso, traremos as principais propriedades algébricas dessas operagoes e mostraremos que
esse conjunto forma um espaco vetorial e também uma algebra comutativa e associativa.
Posteriormente, definiremos o modo como podemos rotacionar vetores no plano euclidiano
com o produto entre niimeros complexos.

2.1 O espaco vetorial dos Complexos e suas operacoes

Definicao 2.1. O conjunto que contém os numeros na forma, x + yi, com z,y € R
e i2 = —1 ¢é chamado de conjunto dos nimeros complexos. A unidade 7 ¢ chamada de
unidade imaginaria e o conjunto serda denotado por C. Em notagao de conjuntos, podemos
definir o conjunto dos nimeros complexos por

C:{x—l—yﬂx,yER e i2:—1}.

Definigao 2.2. Seja z um ntmero complexo qualquer, tal que z = x + yi, entao suas
partes real e imaginaria serdo representadas por R(z) = x e J(z) = yzﬂ, respectivamente.

Definigao 2.3. Um ntimero complexo ¢é dito ser puro ou imaginario se, e somente se, sua
parte real é nula. Ou seja,

R(z)=2=0.

Definicao 2.4. Sejam z; e z; nimeros complexos quaisquer, tal que z; = 1 + y1i e
Z9 = Tg + Yot, €ntao z; = zp se, e somente se, as partes real e imaginaria de um sao iguais,

tUsualmente, os livros de algebra representam a parte imaginaria de um ntimero complexo sem a
unidade imaginaria. Optaremos por escrever a parte imaginaria de um ntmero complexo com a unidade
imaginaria, para que ao estudarmos os quatérnions ocorra uma transi¢cao mais natural entre os nimeros
complexos e os quatérnions.



respectivamente, as do outro. Ou seja,
T1+ Y17 = T2 + Y2t sSe, e somente se, T1 =Ty € Y = Ys .

Definicao 2.5. Sejam z; e 2z, nimeros complexos quaisquer, tal que z; = 1 +y1i e 25 =
T+ 191 entao, as operagoes de soma e produto por escalar sao definidas, respectivamente,
por
21+ 20 = (21 + 1) + (22 + i) = (21 + 22) + (Y1 +12)7
Azy = My +y1i) = Axy + Ayri = (Azq) + (Ayr)i com A €ER.

Lema 2.6. O conjunto dos numero complexos sobre a operagao de soma ¢é associativo.
Isto é, para todos os niimeros complexos z1, 29 € z3, temos que

21+(22+23):(21+22)+2’3.

Demonstracgao 2.7. Sejam z1, 23 e z3 nimeros complexos quaisquer, tal que z; = 1+,
29 = X9 + Yol € 23 = T3 + Ys3i, € como o conjunto dos niimeros reais sobre a operacao de
soma ¢ associativo, entao

21+ (22 + 23) = (21 +y17) + (22 + yoi) + (73 + y37))
z1 + y14) + (22 + 23) + (Y2 + y3)i)
zy + (v2 +x3) + (Y1 + (Y2 +y3))i

(
= (
= (
= (@1 + 22+ 23) + (Y1 + y2 + y3)i
(
(
(

(21 4+ 22) + 23) + (Y1 + y2) + y3)i
(21 + 22) + (Y1 + y2)i) + (w3 + y3i)
(21 4+ y18) + (22 + y21)) + (23 + y3i)
= (21 + 22) + 23 ,

portanto, o conjunto dos niimeros complexos sobre a operacao de soma ¢ associativo. W

Lema 2.8. O conjunto dos ntimeros complexos sobre a operacao de soma é comutativo,
ou seja, para todos os nimeros complexos z; e 29, temos que

21+ 29 =29+ 21 .

Demonstracao 2.9. Sejam z; e z; ntimeros complexos quaisquer, tal que z; = x1 + yy¢
e 2y = Xg + Yot, entao

21+ 22 = (x1 + Y1) + (T2 + yoi)
= (21 +22) + (Y1 + y2)i .
Por outro lado,
20 + 21 = (22 + yo1) + (21 + y17)
=(xo+ 1)+ (Y2 +y1)i .

Porém, visto que x1, 2, y1 € Y2 sao nimeros reais e como o conjunto dos nimeros reais
sobre a operagao de soma é comutativo, entao

2o+ 21 = (X1 +x2) + (Y1 + Y2)i = 21 + 22,

portanto, o conjunto dos niimeros complexos sobre a operacgao de soma ¢ comutativo. H



Lema 2.10. O conjunto dos nimeros complexos sobre a operacao de soma possui elemento
neutro. Isto é, existe o elemento 0 = 0+ 04, tal que para todo niimero complexos 27, temos
que

21+0:0+21221 .

Demonstracao 2.11. Seja z; um ndmero complexo qualquer, tal que z; = x1 + y12, €
0 = 0+ 07, entao

=(r1+0)+ (y1 +0)i
=1+ Y1t

=2z1,
portanto, o elemento neutro em relagao a soma é 0 = 0 + 0. [ |
Lema 2.12. O elemento neutro da soma ¢é tinico dentro do conjunto dos niimeros com-
plexos.

Demonstracao 2.13. Suponha que existem dois elementos neutro distintos no conjunto
dos nameros complexos, denotados por 0 e 0/, entao

0+0 =0,
porém, supomos que 0’ também é um elemento neutro e distinto de 0, com isso
0+0 =0,

logo, os elementos nao sao distintos. Essa conclusao é uma contradicao ja que foram
tomados dois elementos distintos e portanto, o elemento neutro é inico dentro do conjunto.

Lema 2.14. O conjunto dos niimeros complexos sobre a operacao de soma possui inverso
aditivo. Isto ¢, para todo niimero complexo zq, tal que z; = x1 + 17, existe o elemento
—z1 = —x1 — Y1t, tal que

z1 + (—Zl) = (—Zl) +z1 = 0.

Demonstragao 2.15. Seja z; um ntamero complexo qualquer, tal que z; = z1 + Y11, e
seja —z1 = Xo + Y9l seu inverso aditivo, entao

21+ (—21) = (21 + 11) + (—21 — y17)
= (z1—x1) + (Y1 — )t
=0+0s
=0,

portanto, o conjunto dos ntimeros complexos sobre a operacao de soma possui inverso
aditivo. [ |

Lema 2.16. Para todo ntimero complexo z; e « e [ escalares reais quaisquer, entao
a(Bz) = (af)z .
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Demonstracao 2.17. Seja z; um nimero complexo qualquer, tal que z; = 1 + y14, € «
e [ escalares reais arbitrarios, entao

(521) = a(B(z1 + y17))
(Bx1) + (By1)i)
a(Bxy) + a(Byr)i
afz1) + (aByr)i
af)(z1 + yii)

afb)zy .

(s
af
(

(4

o~~~

?

Lema 2.18. Existe um escalar real, denotado por 1, tal que, para todo niimero complexo
z1, temos que
12’1 =21

Demonstracao 2.19. A demonstracao decorre de forma trivial. [ |

Lema 2.20. Para todos os niimeros complexos z; e 2o juntamente com « sendo um escalar
real qualquer, temos que
a(z1 + 22) = az; + az; .

Demonstracao 2.21. Seja z; e 2o nimeros complexos quaisquer, tal que z; = x1 +y1i e
29 = Tg + Yot, € a um escalar real arbitrario, entao

az1 + 22) = a((@1 +y1i) + (22 + 121))
= a((z1 + z2) + (Y1 + v2)i)
= a1 +x2) + a(yr + y2)i
= a(zy + yi1) + a(xe + yo1)
=z + azy .

O lema compreende a distributividade da multiplicacao por escalar em relagao a
soma entre nimeros complexos. [ |

Lema 2.22. Para todo niimero complexo z; juntamente com « e 3 escalares reais quais-
quer, entao
(a+B)z1 = az + Pz .

Demonstracao 2.23. Seja z; um nimero complexo qualquer, tal que z; = x1 + y1i, e «
e [ escalares arbitrarios, entao

(a+ B)z1 = (a+ B)(z1 + yii)
=(a+ B)r1 + (a+ B)yi
= awy + By + ayii + By
= axy + ayii + fry + Byai
= a(x1 +y1i) + B(z1 + Y1)
=az + Pz .



Teorema 2.24. O conjunto dos nimeros complexos sobre a operacao de soma e produto
por escalar define o espago vetorial dos ntimeros complexos. Além disso, esse espaco
vetorial é isomorfo ao R?, ou seja,

C={z+vyi|lz,ycR e i®=—-1} 2R*>.

Demonstracao 2.25. A demonstracao parte da definicao de espago vetorial, apresentada
no apéndice [A ] juntamente com os lemas [2.6] 2.8] 2.10] [2.12] 2.14] 2.16], 2.18| 2.20] ¢ [2.22]
Para demonstrar que o espaco vetorial dos niimeros complexos é isomorfo ao R?, basta
tomar a seguinte transformacao

T:C— R?
r+yi— (x,y) .

Claramente a transformacao é inversivel e linear, portanto temos um isomorfismo entre o
espaco vetorial dos complexos e o R2. [ |

2.2 A algebra dos Numeros Complexos sobre os Reais

Vamos agora mostrar que é possivel definir uma estrutura de algebra sobre o espaco
vetorial dos niimeros complexos. Para isso definimos uma nova operacao denotada por
e. Essa operacao serd chamada de produto entre ntimeros complexos. Primeiramente
podemos definir o produto entre as unidades fundamentais dos nimeros complexos 1 e
1, faremos isso através de uma tabela com as unidades e seus respectivos produtos como
mostrado abaixo.

1] 2
11| 2
| 1| -1

Tabela 2.1: Produto entre as unidades fundamentais do conjunto dos ntimeros complexos.

Definicao 2.26. Sejam 2z; e zo nimeros complexos quaisquer, tal que z; = x1 + Y17 e
Zy = Tg + Y2i, 0 produto é entao definido por linearidade, logo

2 @ 29 = (w1 + y11) ® (T2 + Yo1)
= 21Ty + T1Yoi + Toyri + Y1Yai®
= (1122 — Y1) + (T1y2 + 2201 )7 .

Os numeros complexos podem ser compreendidos como uma generalizacao dos ni-
meros reais, ja que, de fato, considerando a parte imaginaria nula, obtemos a mesma
estrutura apresentada pelos niimeros reais. Com isso, surge a questao a respeito da es-
trutura algébrica que esse conjunto, munido das operagoes de soma, multiplicagao por
escalar e produto definidas anteriormente, satisfaz. Sendo assim, mostraremos as princi-
pais propriedades do produto e posteriormente, catalogaremos a estrutura algébrica que
o conjunto dos ntimeros complexos obedece.



Lema 2.27. O conjunto dos nimeros complexos sobre a operacao de produto é associa-
tivo, ou seja, para todos os niimeros complexos zy, 22 € 23, temos que

21 0 (20 023) = (21 029) @ 23.

Demonstracao 2.28. Sejam z;, z5 e z3 numeros complexos quaisquer, tal que z; =
r1 + Y11, 29 = To + Yot € 23 = x3 + Y31, utilizando também a definicao [2.26, temos que

21 0 (22 @ 23) = (21 + y11) @ (22 + y2i) ® (23 + y3i))
= (w1 + y11) ® (w23 — Yays) + (T2y3 + T3Y2)7)
= [z1 (223 — 12y3) — Y1 (T2ys + T3Y2)]
21 (22ys + T3Y2) + Y1 (2223 — Yous)]i
= (112973 — T1Y2Y3 — ToY1Y3 — T3Y1Y2)

+(172y3 + 2173y + T2T3Y1 — Y1Yay3)i -
Pelo outro lado da igualdade,

(21 + Y1) ® (w2 + 1o1)) ® (w3 + Y31)
(2172 — y1y2) + (T1y2 + T201)1) @ (23 + Y31)
(2122 — y1y2) s — (T1Y2 + T2y1)Ys]
+H(r122 — Y1y2)ys + (212 + D2y1) w30
= (12973 — T3Y1Y2 — T1Y2Y3 — T2Y1Y3)
+(T122y3 — Y1Y2ys + T123Y2 + ToT3Y1 )i
=z 0 (20023),

(210 29) ® 23

=
=
= |

com isso, o conjunto dos niimeros complexos sobre a operagao de produto é associativo.
|

Lema 2.29. O conjunto dos niimeros complexos sobre a operagao de produto é comuta-
tivo, ou seja, para todos os nimeros complexos 2; e 29, temos que
Z1 @29 — 29 @ 2.

Demonstracao 2.30. Sejam z; e zo nimeros complexos quaisquer, tal que z; = x1 + Y11
e 29 = Ty + Yol, ¢ utilizando a definigdo [2.26] temos que

21 @ 2 = (1 + y1i) ® (w2 + Yo1)
= (1122 — Y1y2) + (T1y2 + Y172)1.
Ja pelo lado direito da igualdade, temos que
2o @ 21 = (g + yot) ® (21 + 1%)
= (w221 — Youn) + (291 + Y211)i.

Como x1, T9, Y1 € Yo s&0 nimeros reais e o conjunto dos niimeros reais sobre a operacao
de produto é comutativo, entao

2 @ 21 = (1172 — Y1Y2) + (V1Y + Tay1)i = 21 @ 2o,

portanto, a operacao de produto entre niimeros complexos é comutativa. |



Proposicao 2.31. O conjunto dos niimeros complexos sobre a operacao de produto possui
elemento neutro. Isto é, existe o elemento 1 = 1+ 07, tal que para todo nimero complexo
21, temos que

lezi=z101 =2

Demonstracao 2.32. Seja z; um nimero complexo qualquer, tal que z; = x1 + y1¢, €
1 =1+ 017, entao

2101 = (x1+y11) e (14 0i)
:.’L'1+y1i

= Z1 .
Portanto, o elemento neutro do produto no conjunto dos niimeros complexos é 1 = 14 0s.

Definicao 2.33. Para todo nimero complexo z; = 1 + ¢, definimos seu complexo
conjugado, denotado por Zz7, por
Z1 =1 — Y1t .

Definigao 2.34. O moédulo de um niimero complexo zj, representado por ||z ||, é definido

como
1]l = Vzi 077

Resultado 2.35. Seja z; um ntmero complexo qualquer, tal que z; = z1 + ¥4, entao,
seu modulo é dado por

|21]] = vz 021 = \/(331 + y14) ® (21 — Y1)

_ 2 ; : 2,2
= \/xl — T1Y1t + T1y11 — Y1t

=z +ui

A nogao de médulo de ntimeros complexos muito se parece com as distancias entre
pontos no plano real e nao é por acaso, ja que o espago vetorial dos complexos é isomorfo
ao espaco vetorial dos vetores no R?. Este fato ficara mais evidente a frente e sera de
grande ajuda quando formos estudar as rotagoes no plano.

Proposigao 2.36. O complexo conjugado do complexo conjugado de um ntmero com-
plexo é o proprio naumero complexo, ou seja, para todo nimero complexo z;, temos que

(_1) =2z .

Demonstracao 2.37. Seja z; um numero complexo qualquer, tal que z; = x1+ 414, entao

(z1) = (21 — y19)
= (21 + (—y1)7)
=1 — ()i
=71+ Y1t

=2z .
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Proposicao 2.38. O conjugado do produto é o produto dos conjugados, ou seja, para
todos os nimeros complexos z; e zo, temos que

21 @29 =21 @29

Demonstracao 2.39. Seja z; e 2o nimeros complexos quaisquer, tal que z; = x1 + y1t e
2o = Ty + Yot, entao

71 ® 23 = (21 + y1i) ® (22 + yoi)

= (1172 — y1y2) + (21Y2 + T2y )i
= (1172 — Y1y2) — (T1y2 + T2y1 )i .

Pelo outro lado da igualdade, temos que

z1 @ 23 = (11 + y17) ® (v2 + yai)

= (21 — y1i) ® (22 — ya2i)

= (T122 — Y1y2) + (—21Y2 — 2241 )i
= (T122 — Y1y2) — (¥1Y2 + T2y1 )i

=210 29.

Proposicao 2.40. O moédulo do produto é igual ao produto dos médulos, ou seja, para
todos os nimeros complexos z; e 2y, temos que

21 @ 25| = [zl |22

Demonstracao 2.41. Sejam z; e zp ntmeros complexos quaisquer, e com auxilio do
resultado [2.35] entao

21 020 = /(10 2) o (o1 9 22)
=V(z102)e(z10%)

:\/2102202_102_2

=VzeZienern
=VzneZVnen

= [lza [ ]zl -

Lema 2.42. O conjunto dos nimeros complexos sobre a operagao de produto possui
elemento inverso. Isto é, para todo ntmero complexo nao nulo z;, existe um elemento,

1

chamado de elemento inverso e denotado por z;7* = —, tal que
z

1

ez t=zlez=1.
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Demonstracao 2.43. Seja z; um ntmero complexo qualquer nao nulo, entao

1 1
Z1 @21 =Z10 —,
21
porém, nenhuma das propriedades estudadas consegue lidar com o nimero complexo no
denominador de uma fracao. Para contornar esse problema, iremos multiplicar e dividir
a expressao pelo seu conjugado, sendo assim
. Iz
21821 T X0 — 60—
c1 21

g 21 [ ] —2
[zl

21021

- 2
Izl

2
N
- - 9
||21||2

_ 1 .
portanto, o niimero complexo z; ' = — é o elemento inverso de z;. [ |
<1

Resultado 2.44. O elemento inverso de um ntimero complexo z;, pode ser escrito como

1 Z1

21 = —— .
[zl

Lema 2.45. O conjunto dos niimeros complexos sobre a operacao de produto é distribu-
tivo & esquerda em relagdo a soma, ou seja, para todos os niimeros complexos 27, z3 € z3,

temos que
z10 (294 23) =21 @20+ 21 @ 23 .

Demonstracao 2.46. Sejam zi, zo e z3 numeros complexos quaisquer, tal que z; =
1+ Y1t, 22 = Ty + Yol € 23 = T3 + Y31, e juntamente com a defini¢ao temos que

= (71 + y11) ® ((z2 + yai) + (73 + y317))

= (1 + y17) @ (w2 + 3) + (Y2 + y3)1)

21(22 + 23) — Y1 (Y2 + y3)] + [21(y2 + y3) + y1 (2 + 23)]0
T1To + T1X3 — Y1Y2 — ylys] + [$1y2 + T1Y3 + Y1x2 + yliES]i .

z1 0 (29 + 23)
= [
= [

Pelo outro lado da igualdade, temos que

21 @2y + 21 @ 23 = (1 + y17) @ (T2 + Y2i) + (21 + y17) @ (w3 + y3i)
= [(z122 — 1y2) + (T1y2 + 22y1)1] + (2123 — y1y3) + (21y3 + 2391)1]
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colecionando os termos associados a unidade 7, concluimos que

2 @29+ 21 ® 23 = [T122 + X123 — Y1Y2 — Y1Ys] + [T1y2 + T1Y3 + Toun + T3y

2210(ZQ+23),

portanto, o produto entre niimeros complexos é distributivo a esquerda em relagao a soma.
|

Lema 2.47. O conjunto dos niimeros complexos sobre a operacao de produto é distribu-
tivo a direita em relagao a soma, ou seja, para todos os niimeros complexos 2, 29 € 23,
temos que

(21 +20) @23 =21 023+ 20025 .

Lema 2.48. Sejam z;, z3 e 23 numeros complexos quaisquer, tal que z; = z1 + Y11,
Zo = To + Yol € 23 = T3 + Y3i, entao

(21 + 22) @ z3 = ((21 + 117) + (T2 + 121)) @ (T3 + y31)
= ((z1 + 22) + (Y1 + 1y2)7) ® (z3 + ys31)
= (71 + 22)w3 — (Y1 + y2)ys] + [(71 + 22)ys + (y1 + y2) 23]
= [v123 + D23 — Y13 — Yous| + [T1y3 + Tays + Y123 + yoxs) i
Pelo outro lado da igualdade, temos que

21 @23 4 25 @ 23 = (w1 + Y1) ® (w3 + ysi) + (w2 + yo1) @ (w3 + Y30)
= [(z173 — 11y3) + (213 + 23y1)i] + [(v273 — Yoys) + (T2y3 + T3Y0)7] ,

colecionando os termos associados a unidade 7, concluimos que

21 @ 23+ 25 ® 23 = (1123 + To3 — Y1Y3 — Yous| + [T1Ys + Tays + Y123 + Yoxs) i

= (21 + 22) ® 23,

portanto, o produto entre os ntimeros complexos é distributivo & direita em relagao a
soma. -

Lema 2.49. Para todos os niimeros complexos z; e zo juntamente com o um escalar real
qualquer, entao
Oé(Zl [} ZQ) = (OéZl) ® 2o =210 (OéZQ) .

Demonstracao 2.50. Sera demonstrado apenas a primeira igualdade do lema acima.
Para isso, sejam z; e 2o nlimeros complexos quaisquer, tal que z; = x1+y 12 € 20 = X9+ Yot,
entao

a(z1 @ 22) = af(z1 + y1i) ® (z2 + ya1))
= a((z112 — Y1y2) + (T1Y2 + 22y1)1)
= o172 — Y1y2) + a(T1Y2 + T2y )i

= aT1T2 — aY1Y2 + QT1Y2l + QT2Y1t .
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Pelo outro lado da igualdade,

= (a(z1 4 y11)) @ (x2 + yai)

= (a1 + ayii) e (v + y2i)

((aw1) + (ay1)i) @ (22 + yai)

((axy)wy — (ay1)ye) + ((wy)ye + 2(ay))i
= QT1Ty — QY1Ys + AT1Y2? + AT2Y1t

(zq) ®

=z @ 2) .

Teorema 2.51. O conjunto dos ntimero complexos munidos das operagao definidas em
e forma uma &lgebra de divisao associativa e comutativa.

Uma algebra é um espaco vetorial munido com uma operagao de produto entre
elementos desse espaco. Essa operagao deve satisfazer alguns axiomas, dentre os mais
importantes estao a condicao de fechamentoﬁ e a distributividade do produto em relagao
a soma, tanto a direita quanto a esquerda. Quando o produto entre elementos de uma
algebra comutam, temos uma &algebra comutativa. Da mesma forma, quando o produto
for associativo, temos uma algebra associativa.

Demonstracao 2.52. A demonstragao parte da definicao de algebra apresentada no

apéndice [A.2] juntamente com os lemas [2.27] 2.29] 2.42] 2.45] [2.47] e [2.49]

$Um conjunto sobre uma operacao satisfaz a condicao de fechamento se, e somente se, dados dois
elementos do conjunto, a operagao entre eles também esta no conjunto. Para os nimeros complexos, por
exemplo, sejam z; e 2o nidmeros complexos quaisquer, entao z; @ zo também é um nimero complexo e
portanto, a condicao de fechamento é satisfeita.
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2.3 Rotacoes no plano

Os numeros complexos sao especialmente tteis quando queremos estudar rotagoes de
um vetor no plano bidimensional. Para isso utilizaremos um nimero complexo unitério
juntamente com o vetor que desejamos rotacionar. Os nimeros complexos sao isomorfos
aos vetores no plano euclidiano, sendo assim, tratar de niimeros complexos ou vetores sao
equivalentes.

A representacao polar de um nimero complexo sera extremamente tutil a partir
desse ponto, entao demonstraremos esse novo modo de representar um niimero complexo
através do plano de Argand-Gauss exposto na figura abaixo.

(x1.¥7)

Z

0y | 1

Figura 2.1: Plano de Argand-Gauss com os vetores z;, X; € yi.

Suponha que z; seja um nimero complexo qualquer, tal que z; = x; + y14, pelo
isomorfismo entre as estruturas podemos associa-lo ao par ordenado (z1,y;). Com isso,
decompomos o vetor z; em duas componentes, tal que

Z, =X1+Yy1-
Além disso, conseguimos escrever os moédulos de cada um desses vetores, entao

lzall* = (31 + y1, %1+ y1)
2 2
= [P ll” + llyall

com ||x1|| e |ly1|| sendo os modulos dos vetores x; e yi, respectivamente. Com isso,
podemos calcular o seno, cosseno e a tangente do angulo 6, logo

sen(f;) = Iy cos (01) = 4] e tan () = Iy

Nzl A I
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Com todos esses resultados em maos, podemos escrever o niimero complexo z; = x1 + Y17
da seguinte forma,

2= a1 +yii = x| + ||yl d
cos (01) ||z || + sen(601) [|z1]] i
= ||z1]| (cos (61) + sen(6))

= /Il + [y (cos (61) + sen(61)i) ,

podemos simplificar ainda mais esse resultado lembrando que €' = cos (0;) + sen(6,)i e

chamando também 1/||x1]|* + ||ly1||* de 1, por fim

2 = re?t
Essa igualdade é conhecido como forma polar do nimero complexo z;. Definiremos nova-
mente as operacgoes de produto para complexos escritos dessa forma.

011

Definicao 2.53. Sejam 2z; e 2z nimeros complexos quaisquer, tal que z; = 7€’ e

2y = r9e’?’, entdo o produto entre z; e z, é definido como

Z1 @29 = (7"1@911) ) (T2602Z) — T1T2€611+621 — T1T26(91+92)Z .

01

Definigao 2.54. Seja z; um ntimero complexo qualquer, tal que z; = r1e?!, entdo o seu

conjugado sera definido por
T =re
Definicao 2.55. Seja 1 um vetor unitario qualquer e z um vetor qualquer no plano bidi-
mensional. Iremos associar esses vetores aos seguintes nimeros complexos u = cos () +
sen(f)i e z = re™. Entao,
Y =uez

define uma rotagao do vetor z em 6 graus no sentido anti-horario. O nimero complexo
Z' representa o vetor rotacionado ja que o conjunto dos nimeros complexos é isomorfo ao
R2

Com isso, seja @t um vetor unitario e z um vetor qualquer do plano bidimensional,

com os seguintes niimeros complexos associado u = € e z = re’®. O produto entre eles
¢ dado por

uez=(e’) e (re®)

— 7“6(9+a)7'

Y

portanto, o médulo do vetor z’ ¢ o mesmo do vetor z, ou seja,
12| = ||z]| =

Com isso, ocorre apenas uma alteragao no angulo resultante e consequentemente a posigao
do vetor no plano. Iremos expandir os niimeros complexos z e o z’ nas componentes seno
e cosseno, logo

z =rcos (o) + rsen(q)i
2 =rcos(0+ a)+rsen(d + )i,
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portanto, temos como resultado o seguinte vetor rotacionado z’ = r cos (6 + a)X+rsen(f + ).
Conseguimos entao calcular o dngulo formado entre esses vetores, logo

B (z,2')
) = ]

(rcos (a)X + rsen(a)y,rcos (6 + a)X + rsen(0 + a)y)
2

r
2

= %(cos (a) cos (a + 8) + sen(a)sen(a + 6))
= cos(a — (a+6))
= cos(—0) = cos(h) ,

e portanto, 7 = 6. Mostramos entao que o parametro 6 gera todas as possiveis rotagoes
no sentido anti-horéario do vetor z no plano bidimensional.

Exemplo 2.56. Seja z = 3%— 13 um vetor no R? e suponha que gostariamos de rotaciona-
lo em I radianos. Através da matriz de rotacao usual, temos que

) (%) (5 5) () -(9)

2 2

portanto, o vetor rotacionado é z’ = 2v/2% + V/2§.

Associando o vetor z = 3X — 1§ ao numero complexo z = 3 — ¢ e utilizando o

complexo u = cos(%) + Sen(%) 1, entao

J=zeu

= 3=i)e (cos(7) +sen(])i)

:<% ﬁ)%&lﬁ)i

2 2

= 2v2+V72i,

com isso, podemos associar o nimero complexo resultante com o vetor rotacionado z’' =
2/2%+ ﬁy. Obtendo o mesmo resultado com a matriz de rotacao usual e com os niimeros
complexos.
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CAPITULO 3

A ALGEBRA DOS QUATERNIONS

Como foi visto no capitulo anterior, a algebra dos niimeros complexos engloba a algebra
dos ntmeros reais, ou seja, tomando a parte imaginéria de todos os nimeros complexos
como sendo nula, retornamos as defini¢coes de soma, multiplicagao por escalar e produto
presentes na algebra dos reais. Na tentativa de encontrar um conjunto que englobasse os
ntmeros complexos, Hamilton formulou sua teoria dos quatérnions e além disso, conseguiu
trabalhar com rotacoes no espago tridimensional. Com esse capitulo, objetivamos definir
o espago vetorial dos quatérnions e a algebra utilizada por Hamilton para estudar as
rotagoes no espaco euclidiano.

3.1 O espaco vetorial dos Quatérnions e suas operacoes

Definicao 3.1. O conjunto que contém os numeros na forma, ¢t + xi + yj + zk, com t, x,
y, 2 € Rei? = j2 = k> = —1 é chamado de conjunto dos quatérnions. As unidades i, j e
k sao chamadas de unidades imaginaria e o conjunto sera denotado por H. Em notacao
de conjuntos, podemos definir o conjunto dos quatérnions por

H={t+zi+yj+zk|t,z,y,2€R e i’=j"=k = -1}

Definicao 3.2. Seja £ um quatérnion qualquer, tal que Q = t + zi + yj + zk, entao
suas partes real e imaginaria serao representadas por ®(Q) =t e I(Q) = zi + yj + 2k,
respectivamente.

Definicao 3.3. Um quatérnion é dito ser puro ou imaginario se, e somente se, sua parte
real é nula. Ou seja,

R =t=0.
Definicao 3.4. Sejam £Q; e 9 quatérnions quaisquer, tal que Qi = t; + x17 + y1j + 21k
e Qo =ty + 291 + 1o + 20k, entdo Q; = Qs se, e somente se, as parte real e imaginaria

(separadamente) de um sao iguais, respectivamente, as do outro. Ou seja,

Q1 =y se, e somente se, t; =1y, T1 =1=To, Y1 =Yo € 21 = 23 .
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Definicao 3.5. Sejam £, e 9, quatérnions quaisquer, tal que Q; = t; +x1i+vy1j + 21k e
Qg = to+ 20+ Y2J + 20k entdo, as operagoes de soma e produto por escalar sao definidas,
respectivamente, por

Q1+ Qo = (b1 + 210 + 1] + z1k) + (to + 290 + yoj + 20k)
= (i +t2) + (x1 +22)i + (Y1 +y2)J + (21 + 22)k
Ay = Aty + x84+ y1j + z1k)
= (A1) + (Az1)i + (A\y1)j + (A21)k .

Lema 3.6. O conjunto dos Quatérnions sobre a operagao de soma é associativo. Isto ¢,
para todos os quatérnions 1, Qs e Q3, temos que

Q1+(QQ+Q3): (91—1—92)4—93.

Demonstragao 3.7. Sejam 91, Q, e Q3 quatérnions quaisquer, tal que Qy = ¢, + x1i +
Y]+ 21k, Qo = to+ 9l +yoj + 20k € Q3 = t3+x3i+ Y37 + 23k, juntamente com a defini¢ao
[3-5] temos que

Q1+ (Qo +Q3) = (t1 +x1i + 1) + 21k) + ((ta + @9t + y2J + 20k) + (t3 + 230 + y3j + 23k))

(
(t1 + 218 4+ y17 + 21k) + (k2 + £3) + (22 + 23)i + (y2 + y3)j + (22 + 23)k)
(
(

ti+ (fa +t3) + (w1 + (w2 +23))i + (Y1 + (Y2 +y3))J + (21 + (22 + 23))k
t1+t2+t3)+($1+$2+I3)Z—|—(y1+y2+y3)]+(21+22+2’3)k’.

Por outro lado,

(Q1 +92) + Q3 = ((t1 + 21t + 1) + 21k) + (t2 + 220 + yoJ + 22k)) + (L3 + 230 + y3j + 23k)

((t1 +t2) + (21 +22)1 + (Y1 +92)7 + (21 + 22)k) + (t3 + 230 + y3j + 23k)
((t1 +t2) +t3) + (w1 + w2) +23)i + ((y1 + y2) +y3)j + ((21 + 22) + 23)k
=(t1+ta+1t3)+ (x1 + a0+ x3)i + (Y1 + Y2 +y3)j + (21 + 22 + 23)k

=0+ (Q2 +Q3),

portanto, o conjunto dos quatérnions sobre a operacao de soma é associativo. [ |

Lema 3.8. O conjunto dos quatérnions sobre a operacao de soma é comutativo. Isto é,
para todos os quatérnions 9Q; e s, temos que

Q1+ =+ 9.

Demonstracao 3.9. Sejam Q; e Qs quatérnions quaisquer, tal que Q; = t;+x1i+y1j +
21k e Qo =ty + x9i + y2J + 20k, entao

Q1+ Qo = (b1 + 210 + 1] + 21k) + (to + 290 + yoj + 20k)
= (t1 +t2) + (21 + 22)i + (1 + 1)) + (21 + 22)k .

Por outro lado,
Qo + Q1 = (to + 221 + YoJ + 22k) + (t1 + 210 + 11j + 21k)
= (Lo +t) + (2 +x1)i+ (Y2 +y1)i + (22 + 21)k
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Porém, visto que tq, to, X1, T2, Y1, Y2, 21 € 22 SA0 nNUMeEros reais e o conjunto dos niimeros
reais sobre a operacao de soma é comutativo, entao

Qo+ = (ty + 1) + (1 +x2)i + (y1 +y2)7 + (21 + 22)k
=9+ 9,

portanto, o conjunto dos quatérnions sobre a operacao de soma é comutativo. |

Lema 3.10. O conjunto dos quatérnions sobre a operac¢ao de soma possui elemento neu-
tro. Isto é, existe o elemento 0 = 0+ 0i + 05 + 0k, tal que para todo quatérnion £, temos
que

Qi+o=0+9; =9;.

Demonstracao 3.11. Seja £; um quatérnion qualquer, tal que Q; = t; +x1i+y1j+ 21 k,
e o0 =0+ 0¢4 05 + 0k, entao

Q14+ 0=(t1 + 210 +y1j + 21k) + (04 0i + 05 + Ok)
=t +0)+ (x1 +0)i+ (y1 +0)j + (21 +0)k

=t1+x1i+y1j+zlk
:Q17

portanto, o elemento neutro em relagao a soma é 0 =0+ 0z + 05 + 0k. [ |

Lema 3.12. O elemento neutro da soma é tinico dentro do conjunto dos quatérnions.

Demonstracao 3.13. A demonstracao é semelhante a apresentada em no capitulo
dos niimeros complexos. [ |

Lema 3.14. O conjunto dos quatérnions sobre a operagao de soma possui elemento inverso
aditivo. Isto é, para todo quatérnion Q; = t; + 17 + y1J + 21k, existe o elemento
- = —t1 — 211 — y1J — 21k, tal que

9 + (—Dl) = (—Ql) +9Q:=0.

Demonstracgao 3.15. Seja ; um quatérnion qualquer, tal que Qi = ¢t +x1i+y1j + 21k,
e seja —zy = —t; — x11 — y1J — 21k seu elemento inverso, entao

Ql + (_Ql) = (tl + xlz' + ylj -+ Zlk') + (—tl — xlz' — ylj — 21]{?)
=1 —t)+ (r1—x1)i+ (1 — )i + (21 — 21)k
— 0+ 0i+0j+ 0k
= O’

portanto, o conjunto dos quatérnions sobre a operagao de soma possui inverso aditivo. B

Lema 3.16. Para todo quatérnion £, juntamente com « e [ escalares reais quaisquer,
entao

a(f) = (af) .
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Demonstracao 3.17. Seja ; um quatérnion qualquer, tal que Q1 = t; +x1i+y1J + 21k
e sejam « e ( escalares arbitrarios, entao
a(BQ) = a(B(ty + x1i + y1j + z21k))
= a((Bt1) + (Bx1)i + (Byr)j + (Bz1)k)
= (aft1) + (aBz1)i + (aBy1)j + (aBz1)k .

Por outro lado,
(aB)Qi = (aB)(tr + 210 + 17 + 21k) ,

com isso, o produto dos escalares « e 3 pode ser entendido como um novo escalar e assim,
pode-se usar a definicao usual do produto por escalar. Considerando a3 = 7, obtemos
que

(af)Q1 =71 = y(ty + z1i + Y17 + 21k)
= (vt1) + (vx1)i + (yy)i + (vz1)k

voltando aos escalares considerados no lema, temos que

(af)Q = (affty) + (afz1)i + (aByr)j + (afz)k
= Oé(ﬁQl) .

Lema 3.18. Existe um escalar real, denotado por 1, tal que, para todo quatérnion 9y,
temos que

1}31 — Ql .
Demonstracao 3.19. A demonstracao decorre de forma trivial.

Lema 3.20. Para todos os quatérnions £; e Qs juntamente com « um escalar real
qualquer, temos que

a(Q; + Q) = ay +ay .

Demonstracao 3.21. Sejam £, e £y quatérnions quaisquer, tal que Q; = t; + 17 +
y1j + z1k e Qo =ty + woi + y2J + 22k, e seja a um escalar real qualquer, entao

a(Qr + Q) = a((ti +x1i +y1j + 21k) + (ta + 220 + yoJ + 22k))
= a((ty +t2) + (v1 + 22)i + (Y1 + y2)J + (21 + 22)k)
= a(ty +t2) + a(z) + 22)i + a(yy + y2)j + a(z1 + 22)k
= aty + aty + axyi + axst + ayrj + ayeJ + azik + azk

(aty + axyi + ayrj + azik) + (aty + axei + aysj + azok)
=a(ty + x1i +y1j + 21k) + a(te + 290 + yoj + 20k)
=a; +a,.

O lema [3.20] compreende a distributividade da multiplicacao por escalar em relagao a
soma entre quatérnions. |
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Lema 3.22. Para todo quatérnion £; e « e 3 escalares quaisquer, entao
(a+8)Q1 = a9, + Q.

Demonstracao 3.23. Seja Q; um quatérnion qualquer, tal que Qi = t; +z1i+y1j + 21k,
e sejam « e [ escalares reais quaisquer, entao

(a+p)Q = (a+ B)(t1 + z1i +y1j + z1k)

como os escalares pertencem aos reais, a sua soma também pertence, sendo assim, pode-
mos tomar o + =y, com isso,

(a+B)Q = (V) = ()t + 218 + 1] + 21k)
= (vt1) + (yr19) + (yy1)j + (v21)k

voltando aos escalares inicias, e lembrando que os coeficientes de um quatérnion sao
nimeros reais, obtemos que

(a+8)Q: = ((a+ B)t) + ((a+ B)x1)i + ((a+ B)y1)i + ((a+ B)z1)k
= (aty + Bt1) + (axy + Bx1)i+ (ayy + By1)j + (az1 + Bz1)k
= aty + Bty + axi + Bri + oy g + Byig + ank + Bk

colecionando os termos com « e [ separadamente, assim

(a4 B) = alts + 1@ + y1j + 21k) + Bt + 218 + y1j + 21k)
= ay + Qs

Teorema 3.24. O conjunto dos quatérnions sobre as operagao de soma e produto por
escalar define o espaco vetorial dos quatérnions. Além disso, o sub-espago vetorial do
quatérnions puros, denotado por Hy, ¢ isomorfo ao R3, ou seja,

Ho={zi+yj+zk|z,y,2€R e i*=4=k=—-1} 2R’

Demonstracao 3.25. A demonstracao parte da defini¢ao de espago vetorial, apresentada

no apéndice[A.T] juntamente com os lemas 3.6} [3.8] [3.10] [3.12] [3.14] [3.16} 3.18, [3.20] ¢ [3.22]

Para demonstrar que o espaco vetorial dos quatérnions puros ¢ isomorfo ao R?, basta tomar
a seguinte transformacao

T:HO—>R3

3.1
xi+yj+zk— (v,y,2) . (3:1)

Com esse mapeamento entre os conjuntos, observamos que a transformagao é inversivel e
linear. Com isso, os espacos sao isomorfos.
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3.2 A Algebra dos Quatérnions sobre os Reais

Vamos agora mostrar que é possivel definir uma estrutura de algebra sobre o espaco
vetorial dos quatérnions. Para isso sera definido uma nova operacao denotada por e.
Essa operacao sera chamada de produto entre quatérnions. Primeiramente, podemos
definir o produto entre as unidades fundamentais dos quatérnions 1, i, j e k, faremos
isso através de uma tabela com as unidades e seus respectivos produtos como mostrado
abaixo.

o[ 1] ik
L[1]:]j ]|k
i |11 k|
G k1]
k\k| g |-1]-1

Tabela 3.1: Produto entre as unidades fundamentais dos quatérnions.

Conseguimos perceber que a definicao de produto entre as unidades fundamentais
dos quatérnions engloba a definicao de produto dos nimeros complexos. Esse resultado
pode parecer trivial, porém, diversos matematicos se questionaram a respeito da existéncia
de uma estrutura que pudesse englobar os nimeros complexos. Hamilton, por exemplo,
tentou durante 10 anos construir essa estrutura ao qual deu o nome de Tripletes. Porém
nao obteve sucesso, ja que a propriedade de fechamento neste conjunto nao era satisfeita.
Contudo, Hamilton conseguiu definir a estrutura que engloba os complexos enquanto
caminhava para a académia real irlandesa. Essa definicao invadiu seus pensamentos e
sobre a Broom Bridge em dublin, Hamilton talhou as famosas relagoes entre as unidades
fundamentais dos quatérnions conforme mostrado na figura[I.1] Nessas talhas, Hamilton,
tras a definicao do produto cruzado entre as unidades i, j e k, e através dela, conseguimos
o resultado dos produtos entre as unidades, duas a duas, conforme apresentado na tabela
3.1 Vale ressaltar que, a priori, Hamilton nao considerou a comutatividade do produto
entre as unidades. Com a definicao dos produtos entre as unidades, podemos definir o
produto entre dois quatérnions quaisquer, conforme sera feito abaixo.

Definigao 3.26. Sejam £ e Q5 quatérnions quaisquer, tal que Q; = t; +x1i +y17 + 21k
e Qo =ty + Toi + yo2j + 22k, o produto é entao definido por linearidade, logo

D00y = <t1 +z1i+ 17 + Zlk) ° (tg + z9t + Y27 + 22/{})

= tito + tiwot + 1Yo + t1 22k
+x1tot + T1290° + T1Yol @ ] + 21207 @ k
+yita) + y122] @ i + Y1y2)° + yr1z2j @ k
+21tok + 2100k @5 + 210k @ § 4 21 2pk?

= (tity — 2172 — Y1y2 — 2122)
+(t1 + ta1 + Y122 — Yo21)i
+(t1ys + tagn + T2z — 2122)]
+(t129 + toz1 + T1y2 — o1 )k

23



A defini¢ao de produto entre quatérnions é massante e notacionalmente confusa.
Sendo assim, introduziremos uma nova forma de representar quatérnions. Para isso iremos
associar a parte imaginaria de um quatérnion a um vetor no espaco euclidiano, ja que o
espaco vetorial dos quatérnions puros é isomorfo ao R® como mostrado em [3.1]

Definicao 3.27. Seja Q; um quatérnion qualquer, tal que Q; = t; + 211 + y1j + 21k,
entao podemos representa-lo da seguinte forma

Qi=qa+Qi,
com q =t e Qq >+ ylj + 21k sendo um vetor no espago tridimensional.

Proposig¢ao 3.28. Sejam £; e Q, quatérnions quaisquer, tal que Q; = ¢; + Q1 e Qy =
g2 + Q2, o produto nesta notagao é dado por

Q10 = (1 + Q1) e (2 +Q2)
= (12 — (Q1,Q2)) + (11Q2 + Q1 + Q1 X Qa) (3.2)

com (Q;, Qz) sendo o produto interno entre os vetores associados aos quatérnions e Q; x
Q2 sendo o produto vetorial usual.

Lema 3.29. O conjunto dos quatérnions sobre a operacao de produto é associativo. Isto
é, para todos os quatérnions 1, Qs e N3, temos que

910(92033) = (531‘532)0533.

Demonstragao 3.30. Sejam ;, Q, e Q3 quatérnions quaisquer, tal que Q; = ¢; + Qq,
Ny =q2 + Q2 € Q3 = ¢35 + Q3, entdo

Q1 0(Q090;3) =(¢1+ Q1) e ((¢2+Q2) ® (g5 + Q3))

= (1 + Q1) ® (233 — (Q2,Q3)) + (2Q3 + 3Q2 + Q2 X Q3))

= q1(q203 — (Q2,Q3)) — (Q1,2Q3 + $3Q2 + Q2 x Q3)
+q1(2Q3 + 3Q2 + Q2 X Q3) + (q203 — (Q2,Q3)) Q1
+Q1 X (2Q3 + 3Q2 + Q2 X Q3)

= 19293 — 01 {Q2, Q3) — ¢2 (Q1, Q3) — 33 (Q1, Q2) — (Q1, Q2 X Q3)
+0102Q3 + 1133Q2 + ¢1Q2 X Q3 + 203Q1 — (Q2, Q3) Qu
+3Q1 X Q3 + ¢3Q1 X Qo+ Q1 X (Q2 X Q3) .

Por outro lado,

(Q109:) 003 = ((1 + Q1) o (2 +Q2)) ® (g3 +Qs3)

= (192 — (Q1,Q2)) + (1Q2 + ©2Q1 + Q1 x Q2)) @ (g3 + Q3)

= (0132 — (Q1, Q2))g3 — (11 Q2 + Q1 + Q1 X Q2, Q3)
gz — (Q1,Q2)) Qs + ¢3(11Q2 + Q1 + Q1 x Qo)
H@1 Q2 + Q1 + Q1 X Q2) X Q3

= 19293 — g3 <Q1, Q2> —q1 <Q27 Q3> — 42 <Q17 Q3> - <Q1 X Qa, Q3>
+0132Q3 — (Q1, Q2) Q3 + (193Q2 + 233Q1 + 3Q1 X Q
+01Q2 X Q3 + Q1 X Q3+ (Q1 X Q2) x Q3 .
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Para compararmos essas expressoes utilizaremos algumas identidades vetoriais, para isso,
sejam A, B e C vetores quaisquer no espaco euclidiano e sejam « e [ escalares arbitrario,
entao

(A A)=|A]"
AxA=0,
AxB=-BxA,
(aA,B) =a(A,aB) =a(A,B) |
(aA 4+ 0B,C)=a(A,C)+((B,C) ,
(0A) x B=A x (aB) = aA x B,
(A,B) = (B,A)

W W W W~ —~ —~ —~ —~ —~ —
© 0 ~J O Ut = W
S N T T N T T T N N

A x(aB+p8C)=aAxB+pAXC, (3.10
Ax(BxC)=(A,C)B-(A,B)C, (3.11
(AxB)xC=(C,A)B—-(C,B)A, (3.12

(AxB,C)=(B,CxA) = (A,BxC). (3.13

Utilizando as identidades vetoriais e podemos simplificar as expressoes encon-
tradas, entao

Qi10(Qr003) = (1 + Q1) e ((q2+Q2) o (g3 +Qs3))
= 019233 — @1 (Q2, Q3) — 2 (Q1,Q3) — 43 (Q1, Q2) — (Q1, Q2 x Qs)
+0102Q3 + 113Q2 + 1 Q2 X Q3 + 203Q1 — (Q2, Q3) Qs
+3Q1 X Q3 + ¢3Q1 X Qo+ (Q1,Q3) Q2 — (Q1,Q2) Qs .

E pelo outro lado da igualdade, temos que

(Q109:)0 Q3= ((1 +Q1) e (02 +Q2)) ® (g3 +Q3)
= 019293 — @1 (Q2, Q3) — 2 (Q1, Q3) — 3 (Q1, Q2) — (Q1, Q2 x Qs)
+0102Q3 + 13Q2 + 1 Q2 X Q3 + 233Q1 — (Q2, Q3) Qs
+32Q1 x Q3 + 3Q1 X Q2 + (Q1,Q3) Q2 — (Q1,Q2) Qs
:531.(532.533) s

com isso, demonstramos que o conjunto dos quatérnions sobre a operacao de produto é
associativo . ]

Lema 3.31. Em geral, o conjunto dos quatérnions sobre a operacio de produto NAO ¢
comutativo. Isto é, existem quatérnions 9Q; e £, tal que

91'5327&5320531-

Demonstracao 3.32. A nao comutatividade entre os quatérnions pode ser visualizada
através da propria definicao do produto entre as unidades 1, 7, j e k, dada na tabela[3.1],
jAqueiej=Fkejei= —k comisso, iej # jeie portanto, os quatérnions, no geral,
nao comutam.
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Traremos uma demonstragao da nao comutatividade do produto entre quatérnions
de uma forma geral, para isso, sejam £Q; e Q5 quatérnions quaisquer, tal que Q; = ¢; + Q1
e Qo = q2 + Qo, entao

Q10 = (1 + Q1) e (2 + Q)
= (192 — (Q1,Q2)) + ((1Q2 + ©2Q1 + Q1 x Qo) .

Por outro lado,

Q00 = (g2 +Q2) @ (q1 +Qu)
= (21 — (Q2, Q1)) + (11Q2 + Q1 + Q2 x Q) ,

utilizando as igualdades vetoriais [3.5) e [3.9) juntamente com a propriedade de comutati-
vidade dos niimeros reais sobre a operacao de produto, temos que

Q001 = (2 +Qa) ® (q1 +Qu)
= (102 — (Q1,Q2)) + (11Q2 + Q1 — Q1 x Q) .

O 1nico termo diferente entre os produtos é o produto vetorial entre as partes imaginérias
dos quatérnions. Como o produto vetorial Q; x Qs representa o vetor que é perpendicular
tanto a Q; quanto a Q», temos que nao ha outro possibilidade dos quatérnions comutarem,
a nao ser que Q1 X Q2 = 0. Sendo assim, ou Q; e Q5 sao paralelos, ou Q; =0, ou Qs =0
e portanto, os quatérnions, no geral, nao comutam. |

Lema 3.33. O conjunto dos quatérnions sobre a operacao de produto possui elemento
neutro. Isto é, existe o elemento 1 = 1 + 0, tal que para todo quatérnion £;, temos que

le); =9,01=41).

Demonstracao 3.34. Seja ; um quatérnion qualquer, tal que Q; = ¢1 +Q1, e 1 = 140,
entao

109 =(1+0)e(q+ Qi)
= (@ —(0,Q1)) + (Q1 + 10 + 0 x Q)
=q +Q
=0 .

Portanto, o elemento neutro do produto no conjunto dos quatérnions é 1 =1+ 0.

Definigao 3.35. Seja Q; um quatérnion qualquer, tal que ; = ¢ + Qu, definimos seu
conjugado, denotado por £y, por

53_12611—Q1~

Definigao 3.36. Seja Q; um quatérnion qualquer, definimos o modulo de i, denotado

por |||, por
||Q1|| =V )} '53_1'
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Resultado 3.37. Seja Q; um quatérnion qualquer, tal que Q; = ¢ + Q, entdo seu
modulo é dado por

191 = \V Qi 'Q_l

= V(@ + Qi) e (g — Qi)
= \/q% —(Q1,—Q1) — Q1 + 1 Q1 + Q1 x (—-Q)

=/q +(Q1, Q)
=@ +11Ql*.

Tomando ¢; igual a 0, retornamos ao médulo dos vetores no R3, este fato nao
é coincidéncia, ji que o espaco vetorial dos quatérnions puros é isomorfos ao espaco
euclidiano. Esse resultado sera importante mais a frente e serd de grande ajuda quando
formos estudar as rotagoes com os quatérnions.

Proposicao 3.38. O conjugado do conjugado de um quatérnion é o préprio quatérnion,
ou seja, para todo quatérnion £, temos que

(Q1) =2 .

Demonstracao 3.39. seja Q; um quatérnions qualquer, tal que Q1 = ¢; + Qq, entao

Q1) = (0 + Q)

=g -
=q +(—-Qu)
=q — (—Qu)
=q+Q
=9, .

Proposicao 3.40. O conjugado do produto é o produto dos conjugados com a ordem
trocada, ou seja, para todos os quatérnions 2; e 5, temos que

}310Q2:Q_2053_1.

Demonstragao 3.41. Sejam 9, e 9, quatérnions quaisquer, tal que Q; = ¢; + Q; e
Qo = qo + Qa, entao

Q10 = (1 + Q1) e (g2 +Q2)

= (12 — (Q1,Q2)) + (11Q2 + ©2Q1 + Q1 x Qy)
= (12 — (Q1,Q2)) — ((1Q2 + ©2Q1 + Q1 x Qo) .
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Pelo outro lado da igualdade, temos que

Q001 = (g +Q2) ¢ (1 + Q1)
= (2 — Q2) o (1 — Q1)
= (201 — (—Q2,— Q1)) + (—01Q2 — Q1 + (—Q2) x (=Qq)) ,

utilizando as igualdades vetoriais 3.5 [3.6] [3.8] e juntamente com a propriedade de
comutatividade do conjunto dos niimeros reais sobre a operacao, obtemos que

Q01 = (132 — (Q1, Q2)) — (1Q2 + Q1 + Q1 X Qo)
= 531 L 532 .

Proposicao 3.42. O moédulo do produto é o produto dos modulos, ou seja, para todos
os quatérnions £; e Ly, temos que

191 @ Qof| = [|Qu] Q2 -

Demonstragao 3.43. Sejam ; e Q> quatérnions quaisquer, utilizando também a defi-
ni¢ao de modulo dada em e a proposicao [3.42] temos que

191 @ Dl = /(1 0 Q) 0 (21 0 2)
— Q1000000
= /e (197 )
= 12 (2, 0 Q)

— 1) 1P
— Il 119u)?

= 192 19
= 19 1921l -

Lema 3.44. O conjunto dos quatérnions sobre a operacao de produto possui elemento
inverso. Isto é, para todo quatérnion nao nulo, existe um elemento, chamado de elemento

e denotado por Q; ' = —, tal que

Qs
Q1.Q1_1 :Ql_l.Q1 =1.
Demonstracao 3.45. Seja Q; um quatérnion qualquer, entao

1
91053;1:91.}3—1,
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porém, nenhuma das propriedades até aqui estudadas consegue lidar com quatérnions no
denominador de fragoes. Para contornar esse problema, iremos multiplicar e dividir a
expressao pelo seu conjugado, sendo assim

el A
QI.QI —Ql.Ql.E
2,

o ———
Q1.Q1
e
19
531'53_1

BN
_ 2

19,
—1,

-9,

=,

. _ 1 :
portanto, o quatérnion £ '— — ¢ o0 elemento inverso de 9.

2

Resultado 3.46. O elemento inverso de um quatérnion nao nulo £, pode ser escrito
como

_ 0
Ql ! - —12 .
194
Lema 3.47. O produto entre os quatérnions é distributivo em relacao a soma pela es-
querda. Isto é, para todos os quatérnions i, Qs e 3, temos que

Q10 (Q+9Q3) =100, +Q,09;.

Demonstragao 3.48. Sejam £, Q, e Q3 quatérnions quaisquer, tal que Q; = ¢; + Qq,
Qr = q2 + Q2 e Q3 = g3 + Qg, entao
Q0 (Q+9Q3) = (1 + Q1) e (32 + Q2) + (g3 + Q3))
= (@ +Q1)e((¢2+¢) +(Q2+Qs))
=q(q2+q3) — (Q1, Q2+ Q3) + (g2 + ¢3)Qu
+01(Q2 + Q3) + Q1 X (Q2 + Q3)
=qq+qg — (Q1,Q2) — (Q1,Qs3) + Q1 + 3Q
+1 Q2+ (1 Q3+ Q1 X Qa+ Q1 X Qs
= (12 — (Q1, Q2)) + (1 Q2 + Q1 + Q1 X Q2))
+((143 — (Q1,Q3)) + ((1Q3 + ¢3Q1 + Q1 x Q3))

= (@1 +Q1)e(2+Q2) + ((1 + Q1) @ (g3 0 Q3))
=000+ 003,

portanto, o produto entre os quatérnions é distributivo em relagao a soma pela esquerda.
|
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Lema 3.49. O produto entre os quatérnions é distributivo em relagao a soma pela direita.
Isto é, para todos os quatérnions Qi, Q, e N3, temos que

(Q1+QQ)CQ3:Q1‘533+5320533.

Demonstracao 3.50. Sejam 9;, Qs e Q3 quatérnions quaisquer, tal que Q; = ¢; + Qq,
Qo = qo + Q2 e Q3 = g3 + Q3, entao

(1 +q2) + (Q1+ Q2) @ (g3 + Q3))
Q1+ q2)q33 — (Q1 + Q2, Qs))
+(g3(Q1 + Q2) + (¢1 + ¢2) Q3 + (Q1 + Q2) x Q3)
= q1q3 + 23 — (Q1, Q3) — (Q2,Q3)
+@3Q1 + 3Q2 + 1 Q3 + Q3 + Q1 X Q3 + Q2 x Qs
= (143 — (Q1,Q3)) + (1Q3 + ¢3Q1 + Q1 x Q3))
+((g2q3 — (Q2,Q3)) + (2Q3 + 3Q2 + Q2 X Q3))
=0, 003+,09;3,

(Q1+9:)00;5=((1+ Q1) + (2 +Q2)) ® (g3 + Q3)
= (
= (

portanto, o produto entre os quatérnions é distributivo em relagao a soma pela esquerda.
|

Lema 3.51. Para todos os quatérnions £; e £,, juntamente com « um escalar real
qualquer, entao

Oé(Ql L] Qz) = (OéQl) L] 532 = Dl L (06532) .

Demonstracao 3.52. Sejam £Q; e £, quatérnions quaisquer, tal que Q; = ¢ + Q; e
Qo = ¢ + Qa, € também « um escalar real arbitrario, entao

a(Qr0Q:) = (g + Q1) e (g2 + Q2))
= a((12 — (Q1,Q2)) + (1 Q2 + 2Q1 + Q1 x Q2))
= (aq1q2 — @ (Q1,Q2)) + (a1 Q2 + 2g2Q1 + aQ1 X Qy)
= ((aq1)g2 — (aQ1, Q2)) + ((aq1) Q2 + ¢2(a Q1) + (aQ1) X Qo)
= (aq1 + Q) o (g2 + Q2)
= (a(q1 + Q1)) o (2 + Q2)
= (Ole) L DQ )

Teorema 3.53. O conjunto dos quatérnions munidos das operagoes definidas em e
forma uma &lgebra de divisao associativa e nao-comutativa.

Demonstracao 3.54. A demonstragao parte da definicao de algebra apresenta no apén-

dice [A.2], juntamente com os lemas [3.29] [3.31] [3.33] [3.44], [3.47], [3.49] e [3.51]
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CAPITULO 4

ROTACOES NO ESPACO COM QUATERNIONS

Ao trabalharmos com rotagoes no espagco tridimensional nos deparamos com alguns
problemas. Um dos exemplos mais importante é o efeito “Gimbal Lock” que acontece
com as matrizes de rotacao de Euler. Esse efeito ocorre quando temos a presencga de 3
eixos independentes que giram livremente, porém quando dois desses eixos ficam paralelos
entre si ocorre a perda de um grau de liberdade, ou seja, um dos eixos nao consegue se
movimentar como deveria. Esse efeito é mostrado nas figuras 4.1(a){e 4.1(b)}

(a) Rotagdo de um objeto sem a pre- (b) Rotagdo de um objeto com a pre-
senga do “Gimbal Lock” [3]. senca do “Gimbal Lock” [4].

Figura 4.1: Figuras referentes ao problema do “Gimbal Lock” presente nas matrizes de
rotacao de Euler.

A tentativa de Hamilton, ao dedicar sua vida aos quatérnions, era de tentar re-
solver esse problema das rotagoes no espago tridimensional. Para isso, ele postulou que
deveria haver uma operagao entre um quatérnion puro 8 e um quatérnion unitario Q que
rotacionasse em 6 graus o vetor associado ao quatérnion 8 em torno do vetor associado
a 9. Essa operacao ficou conhecida como conjugacao e é definida abaixo.
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Definicao 4.1. Seja § um vetor unitério e P um vetor no espago tridimensional, iremos
i ] 411 H — 6 5 4 —
associar esses vetores aos seguintes quatérnions = cos(3) + qsen(5) e B = 0+ P,

respectivamente. Entao,

P=QePe,

define uma rotacao do vetor P em torno do versor q em 6 graus com P’ representando o
vetor resultante desse produto. Para mais detalhes, ver [6] e [7].

O quatérnion £ é construido da forma exposta acima, com cosseno e seno para que
seu modulo também seja igual a 1, ja que isso implica na conservacao do moédulo do vetor
P. Com isso, trataremos primeiro da parte tedrica das rotacoes para depois partirmos
para a parte algébrica.

Suponha que P é um vetor qualquer no espaco euclidiano e q é um versor qualquer
conforme mostrado na figura a seguir.

Figura 4.2: Vetor P que seré rotacionado em torno de q.

HA forma como o quatérnion £ é construido decorre da exponencial de sua parte pura, assim como
fizemos para os nimeros complexos na defini¢ao 2.55] Trazemos a demonstragao da exponencial de um
quatérnion puro no apéndice @
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Apos a rotagao teremos os seguintes vetores,

Figura 4.3: Vetor P’ que representa o vetor P rotacionado.

Iremos decompor o vetor P em duas componentes, uma sobre o versor q e outro
perpendicular a ele, que representaremos por P, conforme ilustrado nas figuras [4.4] e [4.5

A

Z

Figura 4.4: Os vetores P, P’ e suas componentes perpendiculares, P, e P’ ao vetor q
e o angulo € entre as projegoes dos vetores.

Na figurad.5] o versor § encontra-se saindo do plano enquanto os vetores P, e P’
se encontram sobre o mesmo plano, sendo assim o versor q ¢ normal a superficie forma
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Figura 4.5: A componente perpendicular do vetor rotacionado P’ em 6 graus juntamente
com o vetor P .

pelas projecoes de P e P’. Sendo assim, o angulo que estamos interessados 6 corresponde
a abertura entre as projecoes perpendiculares ao versor . Com isso, demonstraremos
que o angulo de abertura entre os vetores é totalmente determinado pelo 6 escolhido
arbitrariamente. Com isso,

QePeN = ((cos (g) —i—sen(g)(]) . (O+P)> . (Cos <g> — sen(g)(])
“(Fen(g) @ri (o (G)r (g axe) o (w0 (3) ~wn(3)a)
— sen(§ ) cos (5 ) @ P) = (cos (5 )Pt sen(§ ) ax Posen(F ) a)
s (2) Py s (2) (s ()0 sn( D))
s (D) (2)a ) o (sn(£)a)

Y
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utilizando as igualdades vetoriais [3.7] [3.10} [3.12] e [3.13] do capitulo anterior, temos que

aemed - son( ) o (1) @p o 2) o (2) @ (2) P

+sen? (g) (§,P) § + cos® (g)P + sen(g) cos (g)q x P
+sen<g> COS (g)q x P — sen? (g) (@xP)xq
= sen’ (g) (§,P) § + cos? (g) P+ 2561(1(%) cos (g) gxP
5[0\ . . 2 (0 .
—sen”| 5 (q,4) P + sen 2 (@, P)a,

como (q, q) representa o produto interno de um vetor unitério com ele mesmo, o resultado

é 1 e, portanto

= 9 Q R N 2 Q i 2 Q Q Q )
Q e‘P e = 2sen (2) (q,P)q+ (cos <2> sen (2)>P+2sen<2> Ccos (Q)qu.

Usando as seguintes igualdades trigonométricas

2sen? (g) =1 —cos(f)
ot (2) =t (2) = o0

0 0
ZSen(§) cos <§> = sen(f) ,
por fim, obtemos que

NePe = (1—cos(h)(qP)g+ cos (0P +sen(d)g x P
=(q,P)q —cos (0) (q,P) q + cos (0)P +sen(0)q x P
= (4, P) G+ cos (0)(P —(q,P) @) +sen(0)g x P,

como queriamos demonstrar.

(4.1)

Para a devida interpretacao das rotagoes devemos decompor o vetor P em duas
componentes, um sobre o versor q e outra perpendicular a reta formada por ele. Repre-

sentaremos essas componentes das seguintes formas
P=Pq+P.nh
onde 11 é o versor perpendicular a reta formada pelo versor q. Com isso,

QePe =(q PG+ Pii)d+ cos(9)((Pja+ Pii) — (§, Pja+ Pii)q)
+sen(0)q x (Pq + P.)

1(84, @)+ PL(q, 1) q+cos(0)(P§q+ Poh— P (4,4 q— PL(q

+Pysen(0)§ x q + Pysen(0)q x 1.
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Como tomamos o versor i perpendicular ao versor ¢, entao o produto interno entre eles é
nulo. Como versores tem médulo unitéario, o produto interno de um versor com ele mesmo
¢ 1, com isso,

NePeQ =PF§+cos(d)(Pa+ P h— Pg) + Prsen(d)q x i
= Piq+ Py cos(0)h + Pisen(d)q x i
= P|q+ Py (cos (0)n +sen(0)q x )
O termo que acompanha P, representa um novo versor que sera responsavel por descrever

todos os vetores sobre o plano que contém P | e P’ |, ja que ele e o versor 11 sdo linearmente
independentes. Podemos calcular o dngulo « entre P, e P’ |, entao

(P 1, P (cos(f)h + sen(f)q x n))
[ PLi[ [ PL(cos (0)h + sen(f)q x )

cos () =

Calcularemos os médulos separadamente para evitar confusao, sendo assim

[P = /(PLi, P i) = 4/ P *(h,A) =P *=P,

Para o outro termo, temos que

| Py (cos(0)i 4 sen(0)q x 11)|| = \/(PL(cos(0)h + senfg x ), Py (cos(f)i + sen(h)q x 1))

= \/1[12 (cos(f)nr + sen(0)q x 1, cos(A)i + sen(0)q x n)

como X n é perpendicular tanto a q quanto a 1, o produto interno de i com q X n é
Zero, com isso,

||PL(cos(f)i + sen(0)gq x )| = \/PJ_2(COSZ(9) + sen?f)

=VP?*’=P

com 1isso,

P, ? (i, cos (6)i + sen(h)g x D)
P’
cos () = (i, cos (€)1 + sen(f)q x i)

cos () =

como afirmamos anterior, ¢ X n é perpendicular tanto a q quanto a n, entao

cos () = cos () (i, i)

cos (a) = cos (0)

e, portanto, o = 6. Sendo assim, o angulo arbitrario # tomado inicialmente corresponde
ao angulo que o vetor P ¢é rotacionado em torno de q.

Exemplo 4.2. Suponha que gostariamos de rotacionar o vetor P = —2% + 1y + 1Z em
/3 graus em torno do versor q = \/iifc + %S/ + %2 Associamos o vetor P ao quatérnion
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T s
B =0+ P e o versor q ao quatérnion £ = cos (E) +q sen<g> e utilizamos a operacao
de conjugacao, entao

P = (cos (%) - qsen(%» *(0+P)e (COS <%> -4 Sen(%))

com P’ sendo o vetor rotacionado. Utilizando o resultado temos que
, . 1. 1, . . .
P = —x+§y+—z,—2x—|—1y+1z

11 1
+ cos (g) (—2§c+ 19 + 12 — <ﬁ§<+ S+ 52, 2%+ 17+ 1z>)
T 1

1 1
” e to ) ot 1o 413
—|—sen<3) (_\/§X+ 55 + 2z) (—2%+ 1y + 12) ,

fazendo os produtos internos e vetoriais, temos que

\)

Pr= o (14 VR) 4 (- 2V3 - 2B~ VB)g + {(4 - 2V3 + 2V + V)

~ —1,20711% — 1, 1855 + 1, 771292 .

Além disso, podemos calcular o angulo entre o vetor P e P’ para verificar se a rotacao foi
de % graus. Para isso, utilizamos que

(P, P’)

s (0) = B[P

(4.2)

com # sendo o angulo entre os dois vetores. Iremos calcular os médulos de cada um dos
vetores separadamente, entao

[Pl = (P, P)

= V(2% + 1y + 12, 2% + 1§ + 12)
=Vi+1+1
~ V6

e para o vetor P’, temos que

Pl = /(P P)

-

<1+\/5)2+%(4—2\/_—2\/3—\/6)2+%(4—2\/§+2\/§+\/6)2

1 =
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Com isso, podemos calcular o dngulo 6 da expressao [4.2] entao

(P, P’)

s (0) = IB]TeT

(241912, - (24 2v2) R+ (4 - 2v2 - 2V3 - V6)§ + (4 — 2v2 4+ 2V3+ V6)z)
- 4(v6)?

(44 4v2) + (4 = 2v2 - 2v3 - V6) + (4 — 22 + 2/3 + V/6)
24

12
24
1

2 Y

portanto, o angulo 6 é igual a g graus conforme queriamos. Nas figuras 4.6(a), 4.6(b)| e

4.6(c), temos os vetores P e P’ juntamente suas proje¢oes perpendiculares ao versor q e
o angulo de rotagao de g graus.

(a) Rotagao do vetor P em torno do versor § com 6 = 60°.
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(b) Rotagéo do vetor P do ponto de vista de um plano com um dos eixos saindo na
direcao do papel.

N

(¢) Os vetores P, P’ e suas proje¢oes perpendiculares ao versor q de
um ponto de vista contrario ao da primeira figura.

Figura 4.5: Rotagao do vetor P em torno do versor § em 60 graus em diferentes angulos.

Sendo assim, podemos ver claramente que os quatérnions podem ser usados para
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rotacionar vetores no espacgo euclidiano tridimensional e além disso, os quatérnions nao
sofrem com as ambiguidades e com o problema de “Gimbal Lock” que as matrizes de
rotacao de Euler apresentam. Para mais detalhes a respeito da relagao entre as rotagoes
com os quatérnions e com as matrizes de Euler, consultar [2] e [5].
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CAPITULO 5

APLICACOES DOS QUATERNIONS NA FISICA

Conforme comentamos no decorrer do texto, as aplica¢oes dos quatérnions na Fisica
sao muitas, como as rotagoes no espago tridimensional conforme explorado no capitulo
anterior. Neste capitulo objetivamos aplicar os quatérnions em outros problemas fisicos
para mostrar que recuperamos os mesmos resultados ja obtidos nas matérias de Fisica
Basica da graduagao.

A introdugao da algebra vetorial é posterior aos quatérnions e foi feita pelos fisi-
cos Josiah Willard Gibbs (1839 - 1903), Oliver Heaviside (1850 - 1925) e Hermann Von
Helmholtz (1821 - 1894) em meados de 1880. A substitui¢do da linguagem quaternionica,
para a vetorial ocorreu devido a expressao para a multiplicacao de quatérnions ser con-
fusa e extremamente extensa. Porém, desejamos mostrar que a utilizagao dos quatérnions
no contexto fisico resulta em uma releitura de resultados ja obtidos, porém de maneira
mais elegante e sucinta. Ao final desse capitulo, reescreveremos as equagoes de Maxwell,
compactando-as em 2 equacoes, e as equacoes da onda na linguagem quaternionica.

Para utilizarmos os quatérnions nos problemas fisicos, iremos introduzir uma trans-
formacao quaternionica, denotada por I', que seré necesséario para a reescrita da mecanica
Newtoniana e do Eletromagnetismo.

Definigao 5.1. Seja ; um campo quaternionico qualquer, tal que Q; (¢, x, y, z)ﬁ%ql (t,z,y,z)+
Q:(t,z,y, z), definiremos a transformagao quaternionica deste quatérnion, denotada por
I'(Q;), como

0 0
() = 2 _ (V,Qu) ) + sl +Va+VxQ), (5.1)
ot ot
d. 0~ 0 . N
com V = —i+ —j+ —k, — sendo a derivada com relagao ao tempo e Vg; sendo o
Jor Oy 0z Ot

gradiente de ¢ .

$SPor vezes, iremos escrever apenas 7 = ¢; + Q1, porém fica subentendido que o quatérnion 9 e
seus parte real e imaginaria dependem de ¢, x, y e z, salvo mencao contréria
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Proposigao 5.2. Sejam £Q; e Q, campos quaternidnicos quaisquer, juntamente com -y
um escalar real arbitrario, entao

L(Q; +792) =T'(Q) +1T(Qo),
ou seja, a transformagao ¢ linear.

Demonstracao 5.3. Sejam £; e £y campos quaternidnicos quaisquer, tal que Q; =
g1+ Q1 e Qs = g2 + Qo, juntamente com um escalar real ~ arbitrario, entao

[(Q1 +7Q2) =T'((¢1 + Q1) + (g2 + Q2))
(@1 + Q1) + (vg2 +7Q2))
(g1 +742) + (Q1 +7Qz2))

I
I
(8@1 ) g (q+ 7Q2)>>

0(Q1 +7Q2)
—- <T +

V(g +79g2) +V x (Q1 + 7Q2)> :

Da linearidade dos operadores diferencias, do rotacional, do divergente e da derivada
temporal, temos que

o 0
@+ = (54052 - (9.Q0 +7(7.01)
+ (821 + 822 +VQ1+’YVC]2+V><Q1+”YV><Q2) ;

reorganizando os termos, obtemos que

['(Q) +vQ2) = ((%qtl (V, Ql)) + <% +Vqg +V x Ql))

(% - 1) + (1 Va0 ) )
((%qtl (v, Q1>) <Q18t+vq1+V><Q1>)

”((aat <VQ2>) (a§2+VqQ+VXQ2))

= F(Ql) + ’}/F(Qz) .

E facil observar que o ntucleo da transformacao é trivial e que a dimensao do dominio é
igual ao do contra-dominio, portanto I' é linear. Além disso, o dominio e o contra-dominio
sao os quatérnions e portanto, a transformacao I' sera chamada de aplicacao linear.

Para utilizarmos os quatérnions no contexto do Eletromagnetismo sera necessario
reescrever a transformacao I" através de um operador quaterniénico, denotado por A. Essa
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reescrita é importante devido a necessidade de definir comutadores e anti-comutadores no
contexto do Eletromagnetismo, para isso definiremos o modo como o operador A age
sobre um campo quaterniénico qualquer tanto a direita quanto a esquerda. Introduzirei

um fator —, sendo ¢ a velocidade da luz, em alguns termos para deixé-los dimensionalmente
c

corretos, o que fara grande diferenca nas definicoes dos campos elétrico e magnético na

secao [5.2]

Definigao 5.4. Seja Q; um campo quaterniénico qualquer, tal que Q; = ¢; + Qq, o
operador A aplicado & esquerda de £Q; sera definido por

Aes) = <%% + <V,Q1>> + (%% +VQI + V x Q1> , (52)

com A e £, representando a acao do operador A a esquerda de £;.

Definigao 5.5. Seja ; um campo quaterniénico qualquer, tal que Q; = ¢; + Q, o
operador A aplicado & direita de £, serd definido por

10¢ 10
QloA: (Ea_qt+ (V, Q1>) + <E (;Qtl +Vq1 -V x Ql) (53)

com £; e A representando a acao do operador A a direita de ;.

Com as defini¢oes da aplicacao linear I e do operador A agindo tanto a esquerda
quanto a direita de um quatérnion qualquer, podemos reformular duas das mais importan-
tes teorias dentro da fisica. A primeira delas, a mecanica Newtoniana, seré reescrita com
auxilio da aplicagao linear definida em [5.1] ja a segunda, Eletromagnetismo de Maxwell,
serd reformulada com auxilio do operador A e com a constru¢ao de comutadores e anti-
comutadores que seréd definida na secao [5.2]

5.1 Segunda Lei de Newton com Quatérnions

Com a aplicacao linear I' partiremos para a aplicacao dos quatérnions no contexto fisico.
Para isso, suponha uma particula de massa m em um sistema fisico com a posi¢ao definida
pelo vetor r em relacao a um referencial adotado. Construiremos a partir desse vetor um
quatérnion, denotado por R, tal que

R=t+r,

com t representando o tempo. Podemos aplicar a transformacao I' no quatérnion R afim
de encontrarmos a velocidade do sistema através dos quatérnions. Ou seja,

I(R) =R = (@—<V,r>) + (@+Vt+V><r)

ot ot
— (1= (V,r)) + (F+V x1)
= (1—3)+1

— 247,
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A parte real do quatérnion resultante corresponde ao quadridivergente do quadrivetor
posicao no espaco de Minkowski@]. Para demonstrar a segunda lei de Newton com os
quatérnions tomaremos apenas a parte vetorial do quatérnion resultante, sendo assim,
denotaremos o quatérnion velocidade como

r

V=R )=r1.

com esse resultado, podemos obter a segunda lei de Newton com os quatérnions. Para
isso, iremos calcular a aplicacao linear I' sobre o quatérnion *U, entao

ot ot
= (Vi) +i=0+F=2,

(W) = T(0 + 1) (ao <v,r>) 4 (ﬁ+vo+vm~)

a aplicagao ' sobre o quatérnion velocidade resulta no quatérnion aceleracao, denotado
por 2. Com isso, obtemos a segunda lei de Newton com os quatérnions. Representaremos
a forca resultante sobre o sistema através do quatérnion §, tal que § = 0+ F. Com isso,

§ = mI(V) = mA .

Exemplo 5.6. Suponha que exista uma forca sob uma particula m, tal que F = —kr,
onde r é a posigao da particula em relagao a um referencial inercial. Assim, a segunda lei
de Newton com os quatérnions para esse sistema sera

§=04+F=0—kr=mA=m(0+7)

com 1isso,
F = —kr = mr
Y

que é a EDO do movimento e cuja a solugao é conhecida e é dada por
r(t) = Acos (wot) + Bsen (wot) ,

com A e B escalares reais quaisquer, que podem ser determinados pelas condic¢oes de

contorno do problema, e wy = \/% sendo a frequéncia angular do sistema.

110 espaco de Minkowski ¢ extremamente importante dentro da Teoria da Relatividade Restrita,
formulada por Albert Einstein, ja que unifica o conceito de espaco e tempo dentro de uma tnica estrutura
matematica. Podemos entender o espago de Minkowski como sendo uma variedade quadrimensional, cujo
é atribuido o valor positivo para o tempo e negativo para as componentes do espago.
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5.2 Potenciais e Campos Eletromagnéticos com Qua-
térnions

Consideremos agora o exemplo do eletromagnetismo cléassico, formulado pelas
equagoes de Maxwell,

p 0B
E) - £ E - -
<V7 > 60 v X at
OE
(V, B> = 0 VxB = /J()J + Ho€o—=—

ot

Tabela 5.1: Leis de Maxwell na forma diferencial.

Como (V,B) é nulo, podemos associar o campo magnético a um potencial vetor
A, tal que

B=VxA, (5.4)

com isso, podemos substituir o campo magnético na Lei de Faraday, e obtemos que

OV xA) 0A
VXE__T__VX&S’ (5.5)
entao, podemos obter a seguinte igualdade,
0A
E+—|=0. 5.6
v x ( + 2 ) (5.6)

A expressao |5.6| sugere que podemos associar o campo dentro dos parénteses com um
potencial escalar, logo

0A

Portanto, os campos elétrico e magnético podem ser descritos pelos potenciais escalar e
vetorial, de modo que

E +

A
E=-V¢— 6:9_75 (5.8)

B=VxA. (5.9)

Iremos generalizar o conceito de potencial eletromagnético através da construcao
de um quatérnion cuja as parte real e imaginaria sao os potenciais escalar e vetor, respec-
tivamente. Ou seja,

A="+A, (5.10)
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com A sendo o quatérnion que generaliza o potencial eletromagnético. Além disso, po-
demos observar que o quatérnion potencial eletromagnético nao é nada mais que o qua-
dripotencial eletromagnético. Iremos utilizar o operador A, aplicando-o primeiramente &
esquerda do quatérnion A conforme foi definido na expressao portanto

Aed— Cg (¢> v, A)) <1%—?+V¢+VXA>

([ 10¢ 10A ¢
= (?E — (V,A>> + (—EJFV +V x A) . (5.11)

O primeiro termo associado a expressao [5.11| geralmente é adotado como sendo
nulo e é chamado de Calibre de Lorenz. Ja o segundo termo representa os campos elétrico
e magnético em funcao dos seus potencias conforme demonstrado nas expressoes|[5.8 e[5.9]

entao
Ae A—O+( (%j%—qu)%—VXA)

— 0+ (—EJrB) : (5.12)

C

além disso, podemos aplicar o operador A a direita de A conforme foi definido em [5.3], ou

seja,
10 (¢ 10A [0)
AeV = (c@t( > (VA>> (ZE—FV——VXA)

= (i%_<v7A>> + <1%‘;‘+iv¢ VXA)

1 (0A
:O—i-(—(E—i—V(b)—VXA)

=0+ (—E - B) . (5.13)

c

Com os resultados do operador A aplicado tanto a esquerda quanto a direita de
A, expressoes e podemos construir um comutador, que serd denotado entre
colchetes, e um anti-comutador, que sera denotado entre chaves, portanto

A A ==(Aed—AeA) (5.14)

-B. (5.15)
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(A A== (AeA+ AeA) (5.16)

((Fem)e(2m))

N~ N

:1(_E+B+_E_B>

2 c c
E

- 1
- (5.17)

Portanto, os campos elétrico e magnético podem ser definidos através do quatérnion
potencial eletromagnético definido em [5.10| e com auxilio das comutagoes presentes nas

expressoes [0.15] e [5.17] ou seja,
E=—c{A A} e B=[AA . (5.18)

Através desse resultado, podemos redefinir os campos elétrico e magnético com os
quatérnions. Para isso, iremos associar os campos as partes imaginarias dos quatérnions
£ e B, ou seja,

E
£=0-— e B=0+B. (5.19)

Para obtermos as equacoes de Maxwell com os quatérnions, basta aplicarmos as comuta-
¢oes apresentadas em [5.14] e [5.10] nas generalizagoes dos campos feita na expressao [5.19
Ou seja, para o campo quaternionico £, temos que

AE]=-(AeE—EoA) (5.20)

L

2

1 E 10E 1 E 10E 1
—§<(—<V’—z>—c—@—zWE>—(—<V’—z>—c—@ TV E))

1 1 1 OE 1 1 1 8E 1

1/1 10E 1 10E 1
:§<2<V’E>—§§—5V B (V)G Y E)
1
— —~VxE (5.21)
C
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e

(V.6} = L(AectEen) (5.22)

({o2) 28 o) (o 8) 280000

1 10E 1 1 1 8E 1

N | — l\DI

N | —

1/1 10E 1 18E
= — — —_—— = — _—— — E
5 (c (V,E) 20 CV xE4 - (V E) 25 V )
1 1 OE
De modo analogo, temos para o campo quaternidénico B que
A, B :%(AoB—BoA) (5.24)
1 10B 10B
—§(< <VB>+—W+V B) ( <VB>+EE_V B))
1 10B 10B
25(—<V,B> —E‘FVXB—F(VB)——E‘FV B)
=V xB (5.25)
e
{A, B}—E(AQB—FBOA) (5.26)
1 16B 10B
1 10B 10B
=— |- e — - = B
2( <V’B>+cat+VXB <V’B>+c8t V x )
18B
. 2
—(V.B)+ - (527)

Com o célculo das comutacoes entre o operador A e os campos quaternidénicos £
e B, podemos demonstrar as equagoes de Maxwell com os Quatérnions. Para isso, utilize

as expressoes [5.20] e [5.26] cujos os resultados sdo dados em e [5.27], de modo que

(A B} —[A€] = — (V,B) + %%—B FIVXE, (5.28)

porém, pelas equagoes de Maxwell, expostas na tabela , temos que (V,B) = 0 e
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B
VXE:—aa—t,logo

1 /0B

{A,B} —[A,€] = +- <E+VXE>

1
:+E(_VXE+VXE>:O’

por fim, obtemos que

A €] ={A,B} .
Analogamente, utilizando e [b.25} temos que
1 1 0E
A A Bl =- E)— —— B
{AE) +AB = (V.E) - 55+ Vx B,
E 1
porém, V x B = pod + /L()an—, (V,E) = LA - ——, entao
ot €0 €oMo
1/p 1 0E
A€ ABl=-(~— VxB—-——
eriam =1 (L) +(ven-157)
= — + pioJ

J
= focp + pod = poc /H‘E :

(5.29)

O campo quaterniénico p + — sera denotado por P e representa o campo quaternionico

c
das densidades de corrente e carga elétrica, com isso

{A,EY+ A, B] = pocP .

(5.30)

As expressoes e sao conhecidas como Leis de Maxwell para os quatérnions.

As equagoes de onda no eletromagnetismo podem ser obtidas com os quatérnions
da mesma forma como fizemos para os campos em funcao do quatérnion potencial ele-
tromagnético. Ou seja, basta calcularmos as comutagoes dos comutadores de £ e B e

considerar as densidades de corrente e carga elétrica nulas. Portanto,

A [AE] == (Ae[AE]—[AE]e A)

(3+(-278) - (15 x5) )
(

N = N =

c? ot

_ (_<v,_%vXE>—C—EW+%VX(V><5)>)
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(—<V,—1VXE>—1M—%VX(VXE)>

(5.31)



utilizando a igualdade vetorial e lembrando que (V,V) = V? é conhecido como
laplaciano, temos que

(A [AE]] = —%v (V,E) + %V2E (5.32)
e como estamos considerando que a densidade de carga elétrica ¢ igual a 0, temos que
A,[8,8]) = +; VB (5.33)
Podemos ainda calcular o anti-comutador de [A, £], ou seja,

{AVAE]} == (Ae[AE]+[AE]e A)

(3+(-tv ) (i) ea)

((— <V,—%V><E> —lM—%VX (ng))

N~ N~

c? ot

(v team) LB o v

19(V xE)
c? ot

N | —

1
:+E<V,VXE>—

__lor o8B
29 ot

1 0°B
= —— 5.34
2 Ot? ( )
De modo anéalogo, para o campo quaterniénico B, temos que

AAB] = 5 (Ae[AE] - [AE]0A)

:%((—<V,VXB>+%%+VX(VXB)>

- (—(V,VXB>+%W—VX(VXB)))

=V x (V x B)
=V (V,B) - V’B
= -V°B, (5.35)

ja que a densidade de corrente elétrica é nula. Para o anti-comutador de [A, B], temos
que
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(A, (A, B)] —%(A. A, €]+ [A, €] o A)
:%(<—<V,VXB>+%W+VX(VXB))
4 (—(V,VXB>+%W—VX(VXB)>>
— —(v.vxB) 4 12O XB)
-2 (= %)
:%3827];3 (5.36)

Com as demonstragoes das comutagoes entre os comutadores de A com os campos
quaternionicos £ e B podemos obter as equagoes da onda. Primeiramente, precisamos
relembrar as equagoes de onda obtidas com as equagoes de Maxwell na forma diferencial.
Para o campo elétrico, temos que

1 0°E
e para o campo magnético, sabemos que
1 0°B

Pela algebra quaternidnica, iremos obter a equagao da onda para o campo elétrico E, para
isso utilizamos as expressoes [5.33] e [5.30], e por simples comparagao, obtemos que

[A A, €]] = {A, [A, B} (5.39)
e para o campo magnético B, encontramos que

[A7 [A7BH = - {Av [Av g]} . (540)

Percebemos que a introducao dos quatérnions no contexto do Eletromagnetismo
classico traz algumas vantagens em relagao a visao usual estudada nos cursos de gradua-
¢ao e pos-graduacao. A primeira vantagem decorre da “fusao” das equagoes de Maxwell
transformando-as em apenas 2 equagoes com a introdugao de comutagoes entre o operador
A e os campos quaternionicos £ e B. Além disso, conseguimos escrever as equagoes de
onda para esses campos com o auxilio desse operador, o que pode ser visto como uma van-
tagem se aplica em teorias que necessitam da aplicagao de comutagoes, como a mecanica
quantica, por exemplo. Sendo assim, a linguagem quaterniénica tras um novo panorama
para as teorias fisicas que levam a resultados interessantes e importantes que podem ser
utilizados em outras areas das ciéncias exatas.
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CONSIDERACOES FINAIS

O desenvolvimento deste trabalho possibilitou a construcao da algebra dos ntimeros com-
plexos e dos quatérnions, trazendo as defini¢coes das operagoes e suas propriedades. Além
disso, proporcionou o estudo das rotagoes no plano e no espaco euclidiano tridimensional,
como visto na secao e no capitulo [d Do ponto de vista matematico, os quatérnions
sao muito importantes, ja que historicamente formam a primeira &lgebra associativa mas
nao comutativa. Do ponto de vista da fisica, a estrutura algébrica dos quatérnions leva
a formulagoes alternativas (porém equivalentes) de algumas leis, como as leis de New-
ton e as equacoes de Maxwell. Com isso, observamos que os quatérnions podem ser de
grande valia na modelagem matematica de uma série de situagoes fisica, ja que, muitas
vezes, a mudanca de formulacao fisica leva a resultados mais imediatos do que em outras
formulagoes.
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APENDICE A

ESTRUTURAS ALGEBRICAS

A.1 Espacos Vetoriais

Um espaco vetorial é um conjunto de elementos munidos com duas operagoes cha-
madas, usualmente, de soma e produto por escalar. Denotaremos o conjunto por V. Os
elementos de V' sao chamados de vetores e os escalares sao ntimeros reais ou complexos,
geralmente. O conjunto é fechado em relagao as operagoes, ou seja, para quaisquer ele-
mentos v e u pertencentes ao conjunto e juntamente com « um escalar arbitrario, temos
que

v+uelV e avel .

Além disso, esse conjunto munido essas operagoes deve satisfazer alguns axiomas. Ou
seja, para quaisquer elementos v, u e w pertencentes a V' juntamente com « e 3 escalares
quaisquer, temos que

) (v+u)+w=v+(ut+w) ,
2) vtu=u+v ,

3) Existéncia do elemento neutro, isto é, existe o elemento 0, tal que para todo vetor
v,temosque v+0=0+v=v |

4) Existéncia do elemento inverso, isto é, para todo elemento v, existe um elemento
—v,talque v+ (—v) = (—v)+v=0 ,

5) a(fv) = (af)v ,
6) Existe um escalar, denotado por 1, tal que para todo elemento v, temos que 1v = v,
7 (a+B)v=av+pv .

Diversos sao os exemplos de espagos vetoriais como por exemplo

a) O conjunto das matrizes de ordem m X n com entradas reais, ou complexas, e as
operagoes usuais de soma e produto por escalar ;
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b) O conjunto dos ntmeros reais sobre as operagoes usuais de soma e produto por
escalar ;

¢) O conjunto das fungoes lineares com escalares reais ;

d) O conjunto dos vetores no R?* e R® munidos com as operagoes usuais de soma e
produto por escalar

Um ponto muito importante entre espagos vetoriais é quando eles sao isomorfos. Dizemos
que dois espagos vetoriais sao isomorfos se, e somente se, existe um mapeamento entre seus
elementos, de modo que s6 existe um elemento de um espaco associado a outro elemento
do outro espaco. Ou seja, temos uma bije¢ao entre os espagos, além disso, essa bije¢ao
deve ser linear.

A.2 Algebras

A estrutura algébrica chamada algebra é um espaco vetorial munido com mais uma
operacao chamada, usualmente, de produto. Denotamos essa operagao por e e além disso,
essa operacao dever ser fechada, ou seja, para quaisquer elemento v e u pertencentes a
V', temos que v e u também pertence a V.

A operacgao entre elementos do conjunto também deve ser bilinear, ou seja, os seguintes
axiomas devem ser satisfeitos

1) ve(u+w)=veu+vew
2) (vtuew=vewtuew ;
3) (av)e(fu)=(af)veu

Quando para quaisquer dois elementos v e u do conjunto V for satisfeito a seguinte
propriedade
veu=uev

temos uma &lgebra comutativa. Podemos ter uma &lgebra associativa, ou seja, para
quaisquer elementos v, u e w, temos que

ve(uew)=(veu)ew.
Diversos sao os exemplos de algebras como por exemplo
a) O espago vetorial dos ntimeros reais munido com a operagao usual de produto ;

b) O espago vetorial dos nimeros complexos munido com a operagao de produto

¢) o espago vetorial das matrizes quadradas com entradas reais e o produto usual entre
matrizes
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Além disso, quando temos uma algebra associativa e para qualquer elemento nao-nulo
desta algebra, existe o seu inverso, tal que

vevi=vliev=1,

sendo v~! o elemento inverso de v, temos uma algebra associativa e de divisao.

Frobenius mostrou que s6 existem 4 algebras associativas e de divisao de dimensao
finita, sao elas a dos reais (R), a dos complexos (C), a dos quatérnions (H) e a dos octénios

(0).
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APENDICE B

FORMULAS DE EULER

B.1 Foérmula de Euler para os ntiimeros complexos

Como sabemos podemos escrever uma fung¢ao como série de poténcias em torno de um
ponto. Com isso, podemos escrever as séries de poténcias das seguintes fungoes

N z? a8 = "

e :1+x+§+§+...:nz_%m, (B.1)
.1'2 .1’4 336 0 (_1)711.271
3 P 27 o0 (_1)nx2n+1

Podemos calcular a exponencial de 6, para isso basta tomar a expansao em série da
exponencial e substituir x por i, entao

@y @) (@) (o)

0 __ :
e’ =1+ (if) + 51 i m = -

como i? = —1, temos que
, 62 (i0%) 0 (i60°)
0 __ 1 N 2\ ) v ")
e T TR TR
colecionando os termos com a variavel imaginaria e também utilizando as expansoes em
série das fungoes seno e cosseno apresentas em e [B.3] temos que

w_({_ 0 ¢ P
e = —E‘I‘E—i‘ + |2 ‘f‘g‘f“ﬁ—

= cos (#) + sen(6): .
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Portanto, a formula de Euler ¢ ¢ = cos (6) + sen(8)i.

B.2 A Extensao da férmula de Euler para os Quatérni-
ons

O mesmo procedimento é valido para os quatérnions, ou seja, podemos calcular a expo-
nencial de um quatérnion puro £. Utilizando a expansao em série da funcao exponencial

dada em [B.I], temos que

2 Qs Q4 95
0 = = = 4=
et =14+9+ o + i + o + = +...

porém, as partes puras dos quatérnions sao isomorfa aos vetores do espago euclidiano e
supondo que Q = 0 + Q, entdo
N 9 2 3 4 5
CE IR Qo g T e

Analogamente ao apéndice devemos obter as poténcias do vetor Q, para isso utili-
zaremos o produto entre os quatérnions definido em [3.2] juntamente com as identidades

vetoriais [3.3] e sendo assim
QP =0+Qe(0+Q =-(QQ+QxQ=-]Q|",
Q' =(0+Q((0+Q)e(0+Q)=-]Ql*Q,
Q' =(0+Q)e(0+Q)e((0+Q)e(0+Q) =Q]",
Q=Q'eQ=QI'Q.
Com isso podemos calcular a exponencial de um quatérnion puro, de modo que

1> 1QrqQ  1qlt . IqQl'q
T L

lel*  lQl’ IQIFQ  lQl'Q
_<1_ 5 + 1 —...>+(Q— a0 + I

=eQ=14+Q -

Iremos multiplicar e dividir a parte associada ao vetor Q por ||Q|| para colocar o vetor
normalizada em evidéncia, entao

o [, laF lal Il IQllele il
‘ G I S B N oY DA o) IR Te) R,

_ IQl” Il I’ Il Q

Q

:cos(HQH)+SeH(HQH)||Q|| ’
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portanto, essa é a formula de Euler para os quatérnions. Esse resultado pode parecer sem
utilidade, porém, caso tomemos o modulo de Q igual a 1 e juntamente com a exponencial

de Q adicionarmos um fator de g, entao

exp (Qg) = cos (g) + sen(%) Q,

sendo essa a expressao utilizada na parte das rotagoes com os quatérnions. Com isso,
temos que todo quatérnion puro e de moédulo unitario pode ser escrito na formula de
Euler, bastando a escolha de um angulo 6.
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