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Resumo

Este é um trabalho de revisao bibliografica, que envolve conteiidos, em maior ou menor
grau, sobre Topologia, Fisica da Matéria Condensada, Teoria de Campos, Particulas Ele-
mentares e Teoria de Gravitacao (Relatividade Geral) aplicados & Cosmologia. Pretende-
se assim, apresentar a influéncia da transicdo de fase que se supoem ter ocorrido no
Universo Primordial, e a sua relacdo com os defeitos topologicos. A quebra espontanea
de simetria é um mecanismo que da massa para as particulas do Modelo Padrao, ela é
descrita pelo Campo Escalar de Higgs. O Universo Primordial era quente o suficiente para
restaurar as simetrias do Campo de Higgs. E especulado que diversas transicoes de fase
ocorreram durante a expansao e consequente resfriamento do Universo logo apés o Big
Bang. No contexto do Mecanismo de Kibble, considera-se que as transi¢oes com quebra
espontanea de simetria G — H geram configuracoes topologicamente estaveis que, por
sua vez, resulta em uma fase ndo-homogénea que nao pode se transformar em uma fase
homogénea a partir de uma variagao continua do parametro de ordem. Tais configuracoes
sao regioes que contém a fase de maior simetria H e recebem o nome de defeito topologico.
No ambito da Cosmologia, a sua producao em laboratorio é inviavel e é especulado que os
unicos existentes no presente sdo aqueles que foram produzidos no Universo Primordial.
E, que a unica forma de verificar sua existéncia é a partir de observagoes astronomicas.

Palavras-chave:Transicoes de Fase, Defeitos Topolégicos, Universo Primordial.



Introducao

A Teoria da Relatividade Geral trata o espaco e o tempo como sendo partes de um sé
espaco quadrimensional. Além disso, a gravidade é vista como sendo uma curvatura do
espaco-tempo, e a equacao de Einstein é o que relaciona essa curvatura com a massa e a
energia de um sistema.

Ao usar as equacoes Einstein para descrever a matéria presente no Universo encontra-
se um modelo, denominado de Modelo Padrao. Esse modelo sugere que o espago-tempo
comecou a partir de uma singularidade, o Big Bang, e que a cada instante de tempo
o0 espaco o Universo se expande. E razodvel inferir que o Universo era muito denso, e
consequentemente muito quente, momentos apos o Big Bang.

O Modelo Padrao envolve particulas elementares, e descreve os quarks e os leptons e
como eles interagem. No caso, a teoria de Gauge das interagoes forte e eletrofraca, que é
obtida a partir de argumentos de simetrias locais. Existe uma hipétese de que em altas
temperaturas existam um conjunto maior de simetrias e que conforme o Universo expandiu
e esfriou tais simetrias foram quebradas e que podem ter originado os defeitos topolédgicos.
Tal processo é descrito pelo mecanismo de Kibble um dos tépicos importantes deste
trabalho. A saber, tais defeitos s6 foram observados em sistemas de matéria condensada
apds uma transicao de fases e usados desta forma como um “laboratoério cosmolégico”,
como por exemplo o contido na referéncia [1], e os defeitos topoldgicos cdsmicos até o
momento sao apenas propostas.

O estudo de quebra de simetria em sistemas de matéria condensada foi proposta na
década de 50 por Nambu na teoria da supercondutividade. E segundo, Joas [2]: “Nambu
(1960b) propds que a quebra espontdnea de simetria, ideia derivada da fisica do estado
solido e usada na teoria de transi¢ao de fases, pode também ser um conceito 1til na Teoria
Quantica de Campos de particulas elementares. Ele baseou uma nova teoria do vacuo em
uma analogia com o estado supercondutor da matéria e mostrou como particulas podem
adquirir massa por meio de um mecanismo similar ao da formagao do gap de energia em
supercondutores” .

Vale ressaltar que caso nao ocorresse a quebra de simetria no Universo Primordial
as particulas existentes seriam em ntimeros iguais e se aniquilariam, e nao haveria como
existir formagao de estruturas, e o Universo nao seria o que é atualmente.

Portanto, é interessante estudar essa possivel geracao da quebra da simetria em uma
possivel transicao de fase ocorrida no Universo Primordial e que tenha levado na formacao
de defeitos topolégicos, e ainda, que existe um Mecanismo que permite compreender essa
formacao. Bem como, estudar as propostas e problemas de como detectar tais defeitos.
De forma que, o presente trabalho esta estruturado como segue:

No Capitulo 1 é apresentado a geometria do espago-tempo, que é a base para a des-
cricdo da Relatividade Geral. Inicia-se com os conceitos de vetores, tensores e como se
descrever o espaco-tempo plano, ou seja, a Relatividade Restrita. Em seguida, é apresen-
tado os objetos geométricos que sao necessarios para descrever um espago com curvatura.



Depois disso, usando as equacoes de Einstein, alguns casos importantes sao mostrados
sendo eles, a curvatura do espago-tempo devido a uma simetria esférica e as equagoes de
Friedmann-Robertson-Walker (FRW), que formam a base do Modelo Cosmolégico Padrao.

No Capitulo 2 é apresentado o modelo classico que descreve a quebra espontanea de
simetria em uma transicao de fase. Elas costumam gerar defeitos topoldgicos que sao
explorados neste trabalho via Mecanismo de Kibble. Trés tipos sdo mostrados: parede,
corda e monopolo, e que suas implicacoes astrofisicas sao diversas e meios que permitem
detecté-los.

Por fim, apresentam-se as Consideracoes Finais, as Referéncias, seguida de um Apén-
dice sobre Topologia.

Com relacao a notacgado, adotamos que: indices latinos i, 7, k, . . ., variam de 1 - 3
e representam as trés coordenadas espaciais. Os indices gregos pu,v, . . ., variam de 0-3
representam coordenadas do espago-tempo. Também foi adotado a notacio de Einstein,
isto é, indices repetidos sao somados. A notacgao para derivadas serd % = 0;. Além disso,

My = /% é a massa de Planck.



Capitulo 1

A geometria do espaco-tempo

A Teoria da Relatividade Geral (TRG) formulada por Einstein é de grande importancia
para o modelo atual do Universo. A partir de suas equagoes € possivel construir o modelo
de que o Universo esta expandindo e, que no passado ele foi muito mais quente e denso.

Tendo em vista uma apresentacao clara e consistente, primeiro serao descritas as
estruturas matematicas necessarias para o entendimento da formulacao fisica. Tal que, a
discussao que se segue neste capitulo é baseada em [3,4] e visa apresentar os conceitos
basicos da geometria diferencial.

1.1 Espacos topolégicos

E possivel classificar as estruturas de um conjunto a partir das funcoes que atuam nele.
Por exemplo, dois conjuntos A e B sdao chamados isomorfos caso exista um mapeamento
bijetivo entre eles. O fato de uma bijecao associar um elemento de A para cada elemento
de B implica que os dois conjuntos possuem o mesmo nimero de elementos, sendo assim,
eles tétm o mesmo tamanho. Condigao valida para conjuntos finitos e infinitos.

Os espacos topoldgicos sao conjuntos com o tipo mais simples de estrutura que fornece
a definicao de conceitos tais como: convergéncia, conexidade e continuidade.

Considere um conjunto M, P(M) é o conjunto que possui todos os subconjuntos de
M como elementos. Uma topologia em M é um conjunto O C P(M), tal que:

e DeO®eMecO;
. UV} CO UV €O

O par (M, O) é chamado de espago topoldgico.

Em geral, dado um conjunto existem muitos outros conjuntos que servem como topo-
logia. Uma terminologia comumente usada é que, quanto mais elementos ela possuir mais
forte ela é. Sendo assim, O = P(M) é a topologia mais forte que um conjunto pode ser,
e a mais fraca ¢ O = {0, M }.

Seja (M, O) um espago topoldgico. Um subconjunto S de M é dito aberto, em relagao
a O, caso S € O. Se M/S € O entao S é dito fechado. Nesse sentido, aberto e fechado
nao sao mutuamente exclusivo, um conjunto pode ser fechado e aberto, um exemplo é
o conjunto vazio. Nesses termos, uma fun¢ao é continua caso a imagem de conjuntos
abertos forem abertos.



A topologia usual do conjunto do R¢, denotada por O, é
UeO;,:&vVpelU:IreR": B (p) CU, (1.1)

sendo que, B,(r) é uma bola' aberta de raio r centrada em um ponto z e é definida como:

B(z) = {y € RY| (1.2)

para qualquer x € R? e qualquer r € R* := {s € R|s > 0}. Além disso, z := (z1, 79, ..., Tq)
€Y= (y17y27 "'7yd)7 com x;,Y; € R.

1.1.1 Variedade

Um espaco topoldgico (M, O) que é Hausdorff? e paracompacto®, é dito ser uma va-
riedade n-dimensional se para todo ponto p € M existir uma vizinhanga U(p) e um
homeomorfismo z : U(P) — X(U(p)) C R™. Ou seja, uma variedade é um espago topo-
l6gico tal que cada ponto do espaco se parece localmente com o R™. No entanto, apenas
a variedade (M, Q) nao é estrutura suficiente para definir a diferenciabilidade de curvas
v : R — M, fungbes f : M — R ou mapas g : M — N. A definicdo formal de
variedade foi deixada para o Apéndice A

Considerando a variedade (M, ), uma carta é um par (U,z) em que U € O e x :
U — z(U) € R? é um homeomorfismo (x é continuo assim como sua inversa z71). Essa
funcio associa cada ponto p € U a um conjunto de ntimeros reais z(p) = (z*, 22, ..., xd),
em que os mapas x' : U — R sdo coordenadas. Por conveniéncia, as coordenadas serao
denotadas apenas por z*. No contexto da Fisica, o sistema de coordenadas recebe o nome
de referencial ou observador.

Uma colecdo de cartas, A = (U, T(a)la € A), ¢ um atlas caso:

M = UaeAUa.

Uma mudanca das coordenadas da carta (U, x) para as coordenadas da carta (V,y) em
um ponto p pode ser pensada, como aplicar a inversa x~1 no dominio de x e em seguida
aplicar y, a composi¢ao de duas aplicagdes é representada da seguinte forma:

y(xz~ (p)) =yox ' (p).

Essa mudanga de coordenadas também é chamada de transicao de cartas.

Um jeito de mostrar a diferenciabilidade de uma curva v : R — U ¢é primeiro mostrar
que, dado uma carta x, é possivel diferenciar a curva usando as suas coordenadas, x o+ e,
em seguida, mostrar que o mesmo ¢é valido para uma carta y e suas coordenadas. Sendo
assim, pode-se afirmar que a diferenciabilidade é independente da escolha de coordenadas,
logo, v é diferenciavel.

Duas cartas (U, z) e (V,y), de uma variedade, sdo ditas serem compativeis caso um
dos seguintes itens for verdade:

IExpressao matemaética referente ao espaco interior a uma esfera; é dita aberta quando exclui os pontos
de fronteira e fechada quando os inclui.

2Quando quaisquer dois pontos distintos possuem vizinhancas disjuntas.

3E quando um refinamento localmente finito é admitido por toda cobertura aberta.



e Caso a interseccao do dominio das duas cartas seja vazia U NV = ();

o Caso a interseccao do dominio das duas cartas nao seja vazia U NV, as cartas s6
serao compativeis se a mudanca de coordenadas, yox™! e x o y~!, sejam funcoes
reais, isto é:

yor ' :RY — RY (1.3)

zoy ': R — RY (1.4)

E possivel inferir propriedades como continuidade e diferenciabilidade nas cartas pois,
as mudancas de coordenadas sdo fungoes reais.

Um atlas A é compativel caso quaisquer duas cartas nele sejam compativeis entre si.
Pode-se criar atlas cujas cartas sao todas de uma mesma classe de compatibilidade, isto
é, um atlas em que as cartas sao todas continuas ou entao diferenciaveis.

Um trio, (M, O, A), pode ser:

o (" uma variedade continua, isto é, possui um atlas cujas cartas sdo todas continuas.
O mesmo raciocinio segue para os proximos itens;

e C!' uma variedade diferencidvel uma vez e o resultado é continuo;
o C* uma variedade continua k-vezes e diferencidvel k-vezes;

« DX uma variedade diferenciavel k-vezes:

o (' uma variedade infinitamente diferencidvel,

Um vetor é um objeto geométrico que liga dois pontos e define uma direcdo no espaco,
mais precisamente um vetor é um elemento de um espaco vetorial.

Um espaco vetorial é definido sobre um corpo (K, +,-), em que K é um conjunto, +
e - sao operagoes K x K — K que satisfazem os seguintes axiomas:

e (K,4) é um grupo abeliano, isto é;

i) Ya,b,ce K:(a+b)+c=a+ (b+c);

i) 30e K:Vae K:a+0=0+a=a;

iii) Voe K:3—a€ K :a+ (—a) =(—a) +a=0;
iv) Va,be K:a+b=0b+a;

* (K*,-) também deve ser um grupo abeliano, sendo K* := K/{0};
W) Vabee K (0 b)-c=a (b0

vi) d1e K*:Vae K*:a-1=1-a=a;
vil) Vaee K*:Jda'eK*:a-at=at a=1;
viii) Va,be K*:a-b=10"a;

o as operagoes + e - satisfazem a propriedade de distribuicao.

ix) Va,bce K:(a+b)-c=a-c+b-c



Alguns exemplos de corpos, sobre as operagdo + e -, sdo os conjuntos dos reais, dos
complexos e dos racionais.
Um espago vetorial sobre um corpo K é uma tripla (V,®, ®), em que:

G:VxV =V
O KxV =V
sendo que @ e ® sao operagoes que satisfazem os seguintes axiomas:
e (V,®) é um grupo abeliano;
e a operagdo ® ¢ uma agao de K em (V,®):
HDVYAEK : YVo,weV A0 wdw) =A0v)d (A0 w);
VApe K:VoeV :(A+pu)ov=A0v)® (nov);

)
i) Vipe K:VoeV (A p)Quv=A0(LoOv);
)

iv) VoeV:10v=w.

i

Os espacos vetoriais também sao chamados de espacos lineares. Seus elementos sao de-
nominados vetores, enquanto os elementos de K sao ditos escalares, e a operacao ® ¢é o
produto escalar.

Um funcional é uma funcao que atua no espago vetorial e gera um escalar. O espaco
dual V* é um espaco vetorial, tal que os seus elementos sao todos os funcionais lineares
f:V-K.

Seja (V,®,®) e (W, H, ) dois espagos vetoriais sobre o mesmo corpo K, uma fungao
f:V — W é dita ser uma transformagao linear para todos casos em que, vy,v3 € V e
reK:

J(A©v) @) = (AL f(v1)) B f(va).

Daqui em diante os simbolos de produto escalar e soma serdao omitidos para simplificar a
notacao.

Seja V | W e Z espagos vetoriais sobre um corpo K, uma fungao f: V x W — Z é
dita ser bilinear caso:

e YweW Yu,uvpeV:iVAe K: f(Avy + v, w) = Af(vy,w) + f(v2, w);
e YoeV Vw,wy e W:VAe K: f(v, \wy +wy) = Af(v,wy) + f(v,ws);

ou seja, quando ¢ linear em cada um dos seus argumentos separadamente.
De um modo mais geral, um tensor 77 em V' é uma funcdo multilinear

V=V - VeV '®.---V":={T|T éum tensor (p,q) em V},

p copias q copias

ou seja, ele tem p copias do espago vetorial e ¢ copias do espaco dual, sendo que, cada
entrada é linear. A nomenclatura usual para tensores é dizer que um tensor é um objeto
que possui p indices covariantes e ¢ indices contravariantes, sendo que, sua ordem é p + q.



1.1.2 Espaco tangente

Existe um objeto geométrico mais sofisticado que um vetor, o vetor tangente. Ele é
definido pontualmente e possui um espago vetorial préprio, sendo assim, tensores podem
ser construidos a partir dele do mesmo modo que foi feito em um espacgo vetorial normal.

Em uma variedade diferenciavel, (M, O, A), uma curva é uma aplica¢ao

v: R — M,

que é diferenciavel no minimo uma vez. Uma curva também pode ser pensada como uma
linha reta entre dois pontos p; e ps que pertencem a variedade. Além disso, ela pode ser
parametrizada por A tal que

Y(A) =p1— Ap2 — p1).- (1.5)

Nesse sentido, um vetor pode ser representado como um objeto que vai de p; a py e é
representado como

17101132 = P2 —P1- (16)
Se os pontos forem representados pela curva como (1) = py e ¥(0) = py, entdo é possivel
reescrever o vetor como

5= () A+ 202 =] =0 =1 0), 17

ainda assim, ele precisa de dois pontos para ser definido. E possivel torna-lo um objeto
geométrico local, isto é, defini-lo pontualmente como mostra a Figura 1.1. Mais especifi-

camente,
. dy
Upips = (d)\) , (1.8)
A=0

ou seja, os pontos p; e ps ficam arbitrariamente proximos de tal modo que curva v possa
ser considerada como uma segmento de reta localmente. Em um sistema de coordenadas

:L.Z

- dz'\ | is
Upip2 = (d)\) € =UVE (1.9)

Figura 1.1: a figura mostra o vetor tangente, seta em azul, no ponto p da curva v que é
representada pela linha preta. Programa utilizado - Geogebra. Fonte: O autor, 2021.



A derivada direcional pode ser definida de modo similar. Tomando qualquer vetor ¢
e supondo uma curva y(A) —v(0) = A7, a derivada direcional de uma fungao f ao longo

dessa curva é p of
1= () o= (%) (110)

De um outro ponto de vista,

d

Oy = (—) (1.11)
dA em A\ = 0, ao longo da curva y(A) — v(0) = A\

pode ser pensado como o operador diferencial ao longo do vetor ¢, em um sistema de

coordenadas ele pode ser reescrito como

d
()
dA 7(0)

:<4) <2J (112)
dzA em A\ = 0, ao longo da curva v(A) — v(0) = A\¢ du?

0
ort

A derivada direcional, Eq. (1.10), é reinterpretada e passa a ser um vetor tangente
denotado por v, . Diferentes funcoées f podem produzir vetores diferentes ou podem
produzir o mesmo vetor. Todos esses vetores tangentes formam um conjunto 7, M, caso
equipado com a soma e multiplicacao por escalar ele se torna um espago vetorial chamado
de espago tangente no ponto p e possui a mesma dimensao que a variedade. Por exemplo,
uma variedade bidimensional como ilustrado na Figura 1.2. Em um ponto A ela possui
um espaco tangente que ¢ uma superficie plana onde todos os vetores tangentes a aquele
ponto estao.

Figura 1.2: a superficie de cor amarela representa uma variedade bidimensional e a superficie
em azul representa o espago tangente no ponto A. Programa utilizado - Geogebra. Fonte: O
autor, 2021.

O vetor tangente também pode ser pensado como a velocidade em um ponto da curva,
nesse sentido, o espaco tangente é o espaco das velocidades de todas as curvas diferen-

ciaveis que passam por esse ponto. Em algum sentido, % é equivalente aos elementos



dz’

da base do espaco tangente ¢ v¢ = %5 sao as componentes do vetor. Também ¢ possivel
tomar 6‘; como sendo um operador que atua na funcao f.

De maneira formal, a base induzida pela carta, (U, z), pertencente a um atlas, A,
infinitamente diferenciavel é

(), (), = ) e

que também constitui uma base do espago tangente. Seja (U, x) e (V,y) duas cartas em
um ponto p € U NV, as componentes de um vetor tangente podem ser escritas nas duas

coordenadas como
i (9 _ i (0
Y(y) oy = V) ori ]’
p p

a mudanga de coordenadas (mudanga de base ou mudanga de carta) é dada por:

: AN
V) = (g%) Via)-
x
De modo geral, objetos geométricos que por meio de um mudanga de coordenadas transformam-
se dessa maneira sao chamados de vetores contravariantes.
O espacgo tangente é um espaco vetorial, sendo assim, é natural pensar no seu espago
dual, isto é, o espaco cotangente (7,M)* cujo os elementos sdo os funcionais lineares de

T,M, ou seja, ¢ : T,M — R. A atuagdo de um vetor dual em um vetor gera o produto
escalar entre eles. A base dual do espago cotangente induzida por uma carta (U, x) é

{dx,,da?, ..., dzl} € (T,M)*

(&), ((ai)) - @ﬁ) .

Um elemento w € (1,M)* é representado na base dual como:

e tem-se, por definigao,

W = Wi(x) (dxi)p

e dada uma mudanca de base ele se transforma como

oz’
Wi(y) = aT/i Wi (x)-

Os objetos geométricos que sobre uma mudanca de coordenadas se transformam dessa
maneira sao chamados de vetores covariantes, ou seja, tais elementos mudam de uma
maneira inversa comparado a mudanga de um vetor contravariante.

Vetores contravariantes podem ser pensados como matrizes colunas e vetores covari-

antes como matrizes linhas, nesta representagao (g;;) ¢ uma matriz e também ¢é a matriz
oy’
ozt )

Um fibrado tangente de (M, O, A) é a uniao disjunta dos espagos tangentes de todos
os elementos de M, ou seja,

inversa de (

™ = |J T,M.

peEM
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Serd usado uma notagao mais econdmica para os vetores tangentes, isto é, v, deixando
implicito a qual espaco tangente ele pertence.

Esse espago também é um conjunto e pode ser equipado com um topologia Oy,
escolhida de tal modo a fazer com que exista uma aplicagao continua do fibrado tangente
para a variedade, isto é, dado 7 : T"M — M a topologia serd no minimo

Ory = {imagem_(U)|U € O}.

Também é possivel equipa-lo com um atlas (T'M,.A) que o torne C* diferencidvel.
Nesse sentido, um campo vetorial X é uma funcao diferenciavel X : M — T'M, tal que
a composicao mo X seja a identidade em M. O campo X associa a cada ponto de M um
vetor tangente, e quando atua em uma curva ele fornece o vetor tangente em cada ponto
da curva. Usando as coordenadas locais de uma carta (U, x) um campo vetorial pode ser

escrito como X = X* a?w ele atua em uma funcao f como uma derivada direcional

.0
X(f) = (X'

i Of
=X

Um campo co-vetorial, associa a cada ponto de M um elemento do fibrado cotangente
T*M que ¢é a uniao disjunta dos espacos co-tangentes de todos os elementos de M, similar
ao fibrado tangente.

De um modo mais geral é possivel definir um campo tensorial: considere um conjunto
de campos vetoriais I'(T'M) e um conjunto de campos co-vetoriais I'(7*M), logo um
campo tensorial com (p,q) é uma aplicacdo multilinear que associa a cada ponto de M
exatamente p copias de I'(T*M) e q copias de I'(T'M).

1.1.3 Variedades métricas

O tensor métrico possibilita a definicdo de comprimento de vetores no espaco tangente.
Ele coincide com um produto escalar definido em cada espaco tangente 7, //. Além disso,
a partir dele é possivel obter o comprimento de curvas, sendo assim, o conceito de curva
mais curta entre dois pontos fica bem definido.

Um tensor métrico g em uma variedade diferenciavel (M, O, A) é um campo tensorial
(0,2), ou seja, uma aplicagao g : ['(T'M ) xI'(T'M) — R que satisfaz as seguintes condigoes:

o simetria: g(X,Y) = g(Y, X) VX,Y em que, X e Y sdo campos vetoriais. Em um
sistema de coordenadas da carta (U, z) a condic@o torna-se g,, = gu,;

« nao-degenerescéncia: o tensor métrico é um isomorfismo, isto é, que ¢g~! seja a

inversa, em que, g~' : T(T*M) x T(T*M) — C*. Mas, g~! nido é exatamente a
inversa , no entanto, em um sistema de coordenadas da carta (U, z) ela torna a
inversa pois a condi¢ao pode ser reescrita como (g71)**g,,, = d~.

Para ilustrar o conceito, podemos tomar como exemplo a variedade da esfera. A
estrutura (52,0, A) corresponde a uma esfera, mas ela pode ter qualquer formado desde
que nao seja rasgada em nenhum ponto. Além disso, ela pode ter qualquer tamanho.
Suponha um ponto e imagine todas as linhas retas que saem radialmente dele. Uma
esfera é qualquer superficie centrada nesse ponto tal que cada linha intersecta exatamente
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um elemento da superficie. A métrica fixa o tamanho da variedade, s6 o tamanho, e
por consequéncia fixa os comprimentos das curvas, areas das superficies e os volumes dos
espacos que pertencem a variedade.

Caso o tensor métrico seja escrito como uma matriz, a condi¢do de simetria sobre g
garante que a matriz possui autovalores reais e também a possibilidade de diagonaliza-la
em um ponto p € M. Ou seja, para p € M existe uma base em T,M tal que essa matriz
assume uma forma diagonal.

A assinatura de g sao os nimeros de autovalores positivos e negativos de g. Um tensor
métrico é dito riemanniano se possuir assinatura (+, ...,+), no entanto, o espago-tempo
requer uma métrica lorentziana cuja assinatura® é (—,+, ..., +).

Um elemento de linha ds na variedade pode ser escrito usando o tensor métrico

ds* = g, datdz” = g(dz,dz), (1.13)

também conhecido como métrica.

1.2 Espaco-tempo plano

O espago-tempo é um conjunto de eventos. Para Newton, o espaco era visto como
sendo absoluto e euclidiano, ele seria representado por uma variedade métrica (R?, g)
com assinatura (+,+,+). O tempo também era absoluto, a simultaneidade entre dois
eventos era definida a partir dele e era independente do observador. No entanto, esta
formulacao s6 é valida para velocidades muito menores que a da luz, v << ¢, onde os
efeitos relativisticos sdo despreziveis.

De acordo com a teoria do eletromagnetismo a velocidade da luz, ¢, é dada em funcao
da permissividade elétrica (gq) e permeabilidade magnética do vacuo (pg), ou seja, ¢ =
1/\/Eofto.

O experimento Michelson e Morley mostra que as equacoes de Maxwell e a veloci-
dade da luz sao as mesmas, independente do movimento de um observador, desde que o
movimento seja uniforme.

Einstein postulou que as leis da fisica sdo as mesmas em todos os referenciais inerciais,
e abriu mao do conceito de simultaneidade absoluta entre eventos. Sendo assim, a invari-
ancia da velocidade da luz restringe as transformacoes de referenciais as transformacoes
de Lorentz.

De maneira mais precisa, o espago-tempo ¢ um variedade lorentziana quadridimensi-
onal, que pode ser vista como plana se efeitos gravitacionais forem desconsiderados.

Os sistemas de coordenadas no espaco-tempo sdo chamadas de observadores ou refe-
rencial. As curvas no espago-tempo, denotada por 7, correspondem a uma sequéncia de
eventos. Fisicamente elas podem ser pensadas como trajetérias de particulas teste e sao
chamadas de linha do Universo.

E possivel parametrizar tais curvas, isto é, y(7) em que 7 é o tempo medido por
um observador naquela linha do Universo (tempo préprio). Um sistema de coordenadas
ot = (2% 2!, 22, 23) associa quatro ntimeros reais a cada evento, sendo que, 2° = t =
Cleonvencional- O vetor tangente em cada ponto p da curva possui as componentes

dx"
ut = — =A# 1.14
4Pode-se também utilizar a assinatura (+,—, ...,—).
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este vetor representa a quadrivelocidade de uma particula. Fisicamente, ela é a variacao
de espaco-tempo por unidade de tempo préprio ao longo de um segmento da linha do
Universo que se aproxime de uma reta. Essas velocidades compoem o espago tangente.

O espago-tempo plano, também conhecido como espago de Minkowski, é um variedade
métrica, sendo que,

-1 0 0 0
0 1 00

Guv = N = 0 01 0 (115)
0 0 01

Logo, a distancia entre dois eventos, p e q, é

2 2 2

2, =~ [%q) — °®)] + [ (@) — 2 ©)] + [2(0) — )] + [+*(0) — )] (1.16)
conhecida como distancia propria, equivalentemente tem-se o tempo proprio T]?q = —qu.

As transformacgoes de Lorentz sdo mudancas de coordenadas que deixam a distancia
propria invariante, além disso, é a partir delas que surgem os fenémenos de dilatagao
temporal e da contracao do comprimento.

Usando a métrica obtém-se u? = n,utu” = —1, ou seja, a quadrivelocidade é um
vetor unitario.

Na teoria da Relatividade, a energia e a massa sao vistas em pé de igualdade, sendo
assim, o quadrimomento é definido como p* = mu*, sendo que, m é a massa de repouso
da particula de teste e pp, = —m?.

Nesse formalismo também é possivel reformular a segunda lei de Newton resultando
em

=T = Lo (1.17)

dr? dr
em que: f# é a generalizacdo espago-temporal da forca. Seu formato tensorial permite
que essa equagao seja invariante sobre as transformacgoes de Lorentz. Por exemplo, uma

carga ¢ com velocidade u* esta sujeita a um forca
= quFY (1.18)

sendo que,
0 —FE, —FE, —Fj
B0 0 By —Bs
F. = B, —B; 0 B, (1.19)

Es By —-B; 0

¢ o tensor do campo eletromagnético. Ele é uma maneira compacta de representar o
campo elétrico e o magnético.

1.3 Curvatura
Na Teoria da Relatividade Geral, a gravidade deixa de ser vista como sendo uma forca,

ela passa a ser uma propriedade geométrica, isto é, a massa e a energia dao origem a uma
curvatura no espago-tempo que é interpretada como sendo a gravidade.

12



1.3.1 Conexoes

E possivel definir a derivada direcional de campos tensoriais em uma variedade dife-
renciavel (M, O, A). Uma aplicagdo V : X x T'— T associa um campo tensorial VxT a
cada par, X e T, composto de um campo vetorial X e um campo tensorial 7. O V serd
uma conexao, também conhecida como derivada covariante, caso satisfaca as seguintes
propriedades:

o« Vxf = X[, isto é, caso atue sobre um tensor (0,0), a acdo é apenas a do campo
vetorial X;

e Vx(T+S)=Vx(T)+ Vx(5), em que, T e S sdo tensores (p, q);

e Vx(T(w,Y)) = (VxT)(w,Y) + T(Vw,Y) + T(w, VY), sendo que, w é um campo
co-vetorial, Y é um campo vetorial e T' é um tensor (1,1). Essa condigdo pode
ser generalizada para um tensor (p, q), sendo que, ird aparecer mais termos no lado
direito da igualdade. Ela é conhecida como a regra de Leibniz;

o VixisT = fVXT +V,T.

Uma variedade com uma conexao é um conjunto com trés estruturas (M, O, A, V).

Seja p € M e seja uma carta local com coordenadas (z, ..., 2"). Dentro dessa carta
local tem-se definido os campos vetoriais diferenciaveis % que compoem uma base do
espaco tangente. Os campos X e Y podem ser escritos usando as coordenadas da carta,

isto 6, X = X*-2 e Y = Y2, logo a derivada covariante VyY é
) ox ox*’

0
0

= X Vggm T XYV 25
a m 8 vmim9q
g Vggm T XY i o

(1.20)

= X'(

Os coeficientes I'},; sdo os coeficientes de conexao, eles especificam totalmente a derivada
covariante. Além disso, eles dependem das coordenadas, isto é, nao se transformam como
tensores.

Na literatura de Fisica é comum usar a notacado J; para representar 8‘?61-, sendo a
referéncia as coordenadas (2, ...,2") apenas implicita. Além disso, o simbolo V o ¢

ozt

simplificado para V.
A expressao V;Y é denominada a derivada covariante do campo Y em relagao a i-ésima
coordenada. No caso de um campo vetorial V7 a derivada covariante é escrita como:

V.V =a,Vi 4T VE (1.21)

em algum sentido, ela é a derivada parcial mais um termo I'" que torna o resultado cova-
riante. No caso de um vetor covariante w;

Vl-wj = 8iwj — Fk

]

Wk (1.22)
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1.3.2 Transporte paralelo e curvatura

A derivada covariante é o equivalente de uma derivada direcional de um campo ve-
torial e esta ligada a curvatura do espago. Suponha uma variedade com uma conexao
(M,0,A,V), um campo vetorial X em M é dito ser transportado paralelamente ao
longo de uma curva suave v : R — M se a derivada direcional do campo vetorial for
sempre zero na direcao da tangente a curva

V,, X =0.

Uma curva suave v em uma variedade diferenciavel é dita autoparalela se a derivada
direcional do campo vetorial tangente da curva ao longo da mesma é zero:

Vo, vy =0.

Considerando essa mesma curva, supondo que uma parte dela esteja em uma regiao U e
que (U, z) € A é uma carta, sendo assim, a condi¢do para que a curva seja paralelamente
transportada é

Al (A) + Loyl (A (A) = 0 (1.23)

esta condi¢ao também define a nogao da “curva mais reta possivel” na variedade M.
A curvatura de Riemann de uma conexao V é o campo tensorial (1, 3)

R(w, Z, X, Y) = w(VXVyZ — VyVX - V[X,y}Z) (1.24)

esse campo é nulo em um espacgo plano, caso contrario o espago é curvo. O tensor de
Riemann ¢ construido a partir da derivada covariante, ele mede o quanto a que a derivada
covariante falha ao comutar. Além disso, ele é o objeto geométrico que representa a nogao
de curvatura em trés dimensoes.

De tal forma que, o tensor de Riemann mede o quando que vocé vai falhar ao tentar
fazer um transporte paralelo em uma variedade curva.

Tome como exemplo, a Terra representada pela esfera azul na Figura 1.3. Considere
uma pessoa posicionada na linha do equador, ponto p, que olha em dire¢ao ao polo norte.
Supondo que o campo vetorial em preto represente a direcao e sentido do seu nariz.
Primeiramente a pessoa caminha em linha reta até o polo norte, em seguida ela caminha
para a sua direita até a linha do equador mantendo seu nariz apontado para frente, por
final ela caminha para tras até voltar no ponto de partida. E vai notar que o seu nariz
aponta em uma direcao diferente em relagao a direcao que apontava quando ela iniciou
sua caminhada, mesmo que em cada ponto de sua trajetéria ela continuasse olhando para
frente. Essa é nocao intuitiva de curvatura. O tensor de Riemann mede o quando que se
falha ao tentar transportar paralelamente um campo vetorial ao longo de uma trajetoria
fechada em um espaco curvo.
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Figura 1.3: a esfera em azul representa o planeta Terra. O campo vetorial em preto representa
a direcdo do nariz de uma pessoa que anda ao longo dessa trajetéria. A pessoa parte do ponto
P em rosa. Sua trajetéria consiste em partir e retornando do ponto em rosa no sentido horario
ou anti-horario. Programa utilizado - Geogebra. Fonte: o autor, 2021.

Em um sistema de coordenadas, é possivel reescrever a eq. (1.24) usando os simbolos
de Christoffel,

ort. ort..
R = aa:;’k - (%;j + TP, 0 =TT, (1.25)
ou seja, dada uma conexao a curvatura do sistema fica definida.

A variedade (S™, O, A) corresponde a uma esfera, no entanto, apenas essa estrutura é
insuficiente para determinar seu formato, podendo ela pode ter o formato de uma batata
ou bola. Uma conexao define a curvatura, sendo assim, ela fixa o formato da variedade.

E possivel definir uma conexao em (M,0, A, g) impondo a condi¢ao de que as curvas
mais retas sao as mais curtas entre dois pontos, essas curvas sao as geodésicas. For-
malmente uma curva v — M ¢ dita ser uma geodésica em uma variedade riemanniana
(M, 0, A, g) caso suas componentes, em um sistema de coordenadas, obedegam a equagao

(A j m

conhecida como equacgao da geodésica.
A condicao de que as curvas mais retas sao as mais curtas é equivalente a definir os
coeficientes de conexao como sendo

1[0 0 0
q“ = -1 qm —_ . _— e ()

Tais coeficientes I'%; sao conhecidos como os simbolos de Christoffel. E, a conexao obtida
a partir deles é conhecida como conexao de Levi-Civita. Esse processo equivale a fixar o
tamanho da variedade e por consequéncia fixar o seu formato.

Outra maneira de construir os coeficientes a partir de g é impor que a derivada cova-
riante do tensor métrico seja nula. Tendo os simbolos de Christoffel é possivel definir a

15



curvatura de Riemannian-Christoffel que é um tensor (0,4)

Rabcd ‘= Gam ngcd (128)

em que R}, é o tensor de curvatura riemanniano, da equagao(1.24), obtido a partir da
conexao de Levi-Civita. A partir da contracdo de dois indices desse mesmo tensor de
curvatura riemanniano obtém-se o tensor de Ricci

Ry = R,

amb*

(1.29)

Também é possivel contrair os dois indices do tensor de Ricci com os indices da inversa
da métrica , isto é,

R=(97")"Ra (1.30)

que é conhecida como curvatura escalar de Ricci.
Em uma variedade métrica (M, O, A, g) lorentziana tem-se o tensor de curvatura de
Einstein que é definido como

1
G =R — §gw,R (1.31)

Até este ponto do trabalho foram descritas todas as estruturas matematicas necessarias
para uma compreensao razoavel da Teoria da Relatividade Geral. A partir da proxima
secao comeca a sua descrigao Fisica.

1.4 Relatividade Geral

O espago-tempo relativistico é uma variedade lorentziana (M, O, A,V,g,T) sendo T
uma orientagao temporal que é dada por um campo vetorial T tal que:

e em nenhum lugar ele é nulo;

e g(T,T) > 0. Nesse caso, as velocidades que sao os vetores do espago tangente devem
estar direcionadas para o futuro, ou seja, apenas um subconjunto de T, M ¢ vélido
fisicamente, pois nao faz sentido existir uma velocidade direcionada para o passado.

Além disso, na TRG nenhuma particula com massa pode ultrapassar a velocidade da
luz, sendo assim, os vetores espaco tangente 7,,M ficam restritos ao interior de um cone.
Um cone de luz, como mostra a Figura 1.4, os vetores que estdao nas bordas do cone
representam a velocidade da luz.

16



Figura 1.4: as superficies em azul s@o os espagos tangentes. A curva f representa a linha do
Universo do cone de luz. A curva g representa a linha do Universo de uma particula massiva e
a quadrivelocidade dela esta restrita ao interior do cone de luz. Programa utilizado - Geogebra.
Fonte: O autor, 2021.

Em regioes suficientemente pequenas do espago-tempo, ele é plano, e as leis da Fisica
se reduzem aquelas da Relatividade Restrita.

A linha do Universo v de uma particula massiva, que é a sua trajetéria no espaco-
tempo, satisfaz:

* Gy (U%’y()\)a U’y,’y(k)) >0 Ve I,
* Gy (T, U%fy(,\)) >0VAel

sendo que, a virgula , no indice inferior representa a derivada parcial em relagdo ao
parametro .

A linha do Universo v de uma particula sem massa, sua trajetoria do espago-tempo,
satisfaz

* Gy (U%’Y(A)u U%'y(k)) =0V\e [;

® g'y()\) (T7 v’y;y(A)) >0 \V/A € I.

Um observador ¢ uma linha do Universo v, de uma particula massiva, junto com a
escolha de uma base eg(A), e1(A), e2(A) e e3(X) do espago tangente T,M de cada ponto
da linha do Universo, tal que

1 0 0 0
0 -1 0 0

gleaMesN) =naw= |1 o 1 | (1.32)
00 0 -1

Um relégio carregado por um observador em especifico (7, e) vai medir um intervalo
de tempo

A1
T= /A \/97(/\)(1}%70\)7 Vyn(0) (1.33)
0

entre dois eventos, pontos, no espago-tempo.
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Seja (7, e) um observador e § a linha do Universo de uma particula massiva que é
parametrizada de tal que g(vs,vs) = 1. Suponha que o observador e a particula se
encontrem em algum ponto, p, do espago-tempo

6(m2) =p =(m).
Esse observador mede a velocidade espacial, V', dessa particula como

V' = €"(Vs,6(ry))€as

ue: €, e, €%, € é u 1, €2, €3. v i u vador
em que: €2, €', €2, €3 é a base dual de e, e1, €2, e3. Sendo que, a velocidade que o observado

mede nio depende do primeiro termo €.

Na relatividade o objeto fundamental é a velocidade da linha do Universo vs. E, a
partir dela um observador mede a velocidade espacial V', mas outro observador vai medir
outro V' da mesma velocidade vs. Ou seja, observadores diferentes discordam na medida da
velocidade de uma mesma particula. Neste ponto, entram as transformagcoes de Lorentz,
que relacionam as medidas de observadores diferentes de um mesmo ente observado.

A gravidade passa a ser a curvatura do espago-tempo, ela é o desvio de uma geodésica
em relacao a outra geodésica préxima, ou seja, a aceleragao relativa de uma particula teste.
Um observador nao consegue distinguir se estd em repouso em um campo gravitacional,
ou se esta sendo acelerado uniformemente no sentido contrario, esse fato é conhecido como
o principio da equivaléncia.

A energia curva o espaco tempo, e a propor¢cado com que isso acontece é dada pelas
equacgoes de Einstein:

1
R, — §gWR = 87GT,, (1.34)

sendo que G ¢ a constante de gravitacao universal. O tensor de segunda ordem presente
no lado direito da equagdo (1.34) é o tensor de momento-energia 7", ele é definido como
sendo o fluxo da componente v do quadrimomento, p*, na dire¢cao v do espago-tempo.

Uma forga real causa um desvio na geodésica, por exemplo, uma pessoa na superficie
da Terra possui uma geodésica em direcao ao centro da Terra. No entanto, a repulsao
coulombiana entre as bases dos pés e o chao provoca um desvio na geodésica que resulta em
uma posicao estacionaria no espaco. A geodésica nao acaba, pois ainda tem a componente
no tempo.

1.4.1 A métrica de Schwarzschild

Uma das solucoes mais importantes das equagoes de Einstein é a de Schwarzschild.
Ela descreve o espaco-tempo simetricamente esférico do vacuo, isto ¢, R, = 0.

E possivel mostrar que um espaco simetricamente esférico, em coordenadas esféricas
(t,r,0,¢), possui a métrica:

ds? = —ettqe? 4 250 4r? 4 rdQ)? (1.35)

sendo que, d2? = df? + sin 6%d¢?.

Existe uma certa liberdade na escolha da métrica pois « e 5 sdo fungoes arbitrarias,
elas serao determinadas explicitamente ao resolver as equagoes de Einstein. Para tal, é
necessario os simbolos de Christoffel (eq.(1.27)) usando a métrica dada pela eq.(1.35), os
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calculos resultam em:

I = da (1.36)
' = da (1.37)
It = e*B8—adp (1.38)
I, = c*a— o« (1.39)
I, = op (1.40)
I, = 0. (1.41)
1
rY, = - (1.42)
rt, = re? (1.43)
1
ry, = . (1.44)
Ty, = re " sin? 6 (1.45)
sz = —sinfcosf (1.46)
6  cosf
Yoo = sin 6 (1.47)

os outros termos sao nulos.
A partir dos simbolos de Christoffel é possivel calcular as componentes nao nulas do
tensor de Riemannian, isto é,

R, = P(0]8 + (0,8)° — 0:adB] + (0,008 — (9,)°c — (9,0)]; (1.48)
Ry = —re 0,0 (1.49)

Ry, = —re ¥ sin 6?0, (1.50)

Rgg = —re72%0,3; (1.51)

R, = —re > sin6%0,; (1.52)

Rlyg =re 20,6 (1.53)

Rfy, = (1 — e ") sin*6. (1.54)

O tensor de Ricci é obtido a partir da contracdo do tensor de Riemannian que resulta
em

Ry = [(9)?B(0,8) = 0ad,f] + = [(0)%a + (0,0)" = 0,00,3 + fara]; (1.55)

Ry = —[(0)%a + (0,0)* — 0,00, — i&ﬂ] + 25=9[(9,)%8 + (8,8)? — 0,0, 3];  (1.56)
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Ro = 20,8; (157)

”
Rgo = e 2P[r(0,8 — 0pax) — 1] + 1; (1.58)
R¢¢ = R@g SiIl2 0; (159)

Fazendo R, = 0 tem-se que a eq. (1.57) resulta em
8 =f8=0. (1.60)

Usando essa equacao, a derivada temporal de Rgg = 0 gera
00, = 0, (1.61)

ou seja, é possivel colocar a dependéncia temporal em apenas uma das fungoes arbitrarias.
Escolhendo = 3(r) e a = f(r) + g(t) resulta em

ds? = e at? 1+ P dr? 4 12402, (1.62)

dessa expressao fica claro que as componentes da métrica sao independentes da coordenada
temporal.
Os préximos termos a serem igualados a zero sao Ry e R, que resultam em:

2
0=e?FIR, + R,, = =(0,ac + 0,3). (1.63)
r
Essa tultima equagao implica em o = —f + constante. Uma reescala apropriada das
coordenadas faz com que
a=—0. (1.64)
Fazendo Ry = 0 gera
e (2ro,a+1)=r (1.65)
que é equivalente a
O, (re*®) = 1. (1.66)
Resolvendo essa equagao tem-se _
e =142 (1.67)
r

em que, u é uma constante indeterminada.
Usando as equagoes ( 1.64) e (1.67) tem-se a métrica

-1
@2:—(1+u>mﬂ+@+}0 dr® + rdQ*. (1.68)
T T

Os tultimos termos, Ry e R,., mostram que u é apenas uma constante. Na Teoria da
Relatividade Geral, u = 2GM o que gera a métrica

2G M 2G M\ !
®2:—<1+€_>dﬂ+<1+€.) dr? + rdQ?. (1.69)

Essa é a solucdo de Schwarzschild. Ela descreve o campo gravitacional externo a um
corpo esférico, porém desprezando qualquer rotagao, sendo assim, é possivel considerar
uma aproximacao para o caso de uma estrela, um planeta ou um buraco negro. E uma
boa aproximagao para campos gravitacionais de corpos que possuem rotacao lenta como
a Terra ou o Sol.
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1.5 Métrica de Friedmann-Robertson-Walker

A cosmologia padrao estd fundamentada na Teoria da Relatividade Geral O modelo
consiste em colocar o tensor momento-energia do Universo nas equacoes de Einstein e
analisar a curvatura que ele gera no espaco-tempo.

O sistema de unidades astronémicas é baseado no sistema solar. A distancia em que a
separagao entre o Sol e a Terra subtende um segundo de arco é o parsec, isto é, 1pc = 3,26
anos-luz, que no sistema de unidades internacional (SI)é dado por: 1Mpc = 3,1 x 10%?m.
De maneira similar, a unidade astronémica padrao de massa é a proveniente da massa do
Sol My = 1,99 x 103*°K¢. Por fim, a luminosidade do Sol é L., = 3,846 x 1026%.

A Via Lactea pertence a um pequeno aglomerado de galaxias chamado Grupo Local,
com cerca de outras 25 galaxias. Em geral, os aglomerados observados sao compostos de
um numero muito variado de galdxias, alguns possuem poucas e outros chegam a possuir
alguns milhares.

As maiores estruturas do Universo sdao os superaglomerados de galaxias, suas dimen-
soes sao de 100Mpc e estao distribuidos no Universo de uma maneria uniforme. Tais
observagoes sao a base na quao se fundamenta a suposicao de que o Universo, em grandes
escalas, € igual em todos os lugares. Esta suposicao é conhecida como o principio de Co-
pérnico ou principio cosmolégico, e desrespeita a homogeneidade do Universo em escalas
> 100Mpc, visto que, esta é a escala na qual as interagdes gravitacionais entre galdxias
deixam de ser significativas. Além disso o principio cosmoldgico também afirma que o
Universo é isotrépico, ou seja, ele é igual em todas as diregoes.

As observacgoes dos movimentos das galaxias mostram que elas nao estdao paradas, e
que as mais distantes tendem a se afastar da Terra, sendo assim, pode-se afirmar que o
Universo é isotrépico e homogéneo no espaco, mas ndo no tempo.

Logo é possivel criar um modelo mais completo do Universo, isto é, o espago- tempo
éT x M, em que T é conjunto que representa os instantes do tempo e M uma variedade
tridimensional, isotropica e homogénea.

Em cada instante de tempo, medido por um observador em repouso, o espago ¢ ho-
mogéneo e isotropico, isso corresponde a um caso especial da métrica representada pela
eq.(1.35), em que apenas a parte espacial é simetricamente esférica (g; = —1).

A métrica do espago-tempo consistente com o principio cosmoldgico é

ds® = —dt* + a*(t)yij(u)du'du’ . (1.70)

Na eq. (1.70), t é uma coordenada temporal e (u',u? u?®) sdo as coordenadas do espago
e foram escolhidas de tal modo a manter os termos cruzados da métrica dt du’ nulos.
Uma particula em repouso nessas coordenadas permanecera em repouso, e sao conhecidas
como coordenadas coméveis. Em outras palavras, elas associam uma posicao constante a
observadores que percebem o Universo como isotrépico. A fungao a(t) é o fator de escala,
e ela indica o tamanho do espaco em cada instante de tempo.

Seja (r,0, ¢) as coordenadas espaciais, entdo a métrica para a parte espacial M é

Yigu'w! = do? = eV dr” + r3(d6? + sin® 0dp?). (1.71)

O tensor de Riemann para essa métrica é

esp

ikl = E(Yievit — Yavie), (1.72)
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em que, o indice esp significa que esse é o tensor calculado apenas para a métrica espacial
7ij» além disso, k£ ¢ uma constante. O tensor de Ricci é dado por:

RGP = 2kvj,. (1.73)
Considerando a = 0 e 9, = 0, tém-se as seguintes componentes do tensor de Ricci:
2
REP = -0, (1.74)
r
Ry =e 2 (ro,p—1) +1 (1.75)
RGP = [e7*(rd,8 — 1) + 1] sin® 0 (1.76)

Igualando essas componentes a eq.(1.73) e resolvendo a equagao para 5 obtém-se
1 2
5-1——51111—137" (1.77)

com esse resultado é possivel reescrever a métrica do espago-tempo como

2

1 —kr?

ds? = —dt? + a*(t) + 7%(d6? + sin® d¢”) (1.78)

que é conhecida como a métrica de Friedmann-Robertson-Walker (FRW).
Analisando a métrica de FRW:

e k > (0 nesse o espaco teria uma curvatura positiva constante e seria uma variedade
S3, ou seja, uma esfera tridimensional - hiperesfera.

e k <0, ele seria hiperbdlico isto é H? com uma curvatura negativa constante;

e k£ =0, caso em que 0 espaco ndo tem uma curvatura, nesse caso ele seria o espaco
euclidiano R3.

Os simbolos de Christoffel para essa métrica sao:

It = 1_“‘;{:702 (1.79)

I, = aar?; (1.80)

I, = aar? sin® 6; (1.81)

T =Ty =T =T =T}, =%, = %, (1.82)
o = —r(1 — kr?); (1.83)

he = —1(1 — kr?)sin®0; (1.84)
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1
I, = —sinf cosb; (1.86)

Iy, =T%, = cotd, (1.87)

sendo que, a = %‘Z. As componentes nao nulas do tensor de Ricci resultam em

i
Rtt B —3*, (188)

a

ai + 26> = 2k
R, = —————; 1.89
1 —kr? (1.89)
Rop = 7*(ad + 24° + 2k); (1.90)
Ryy = r(ad + 2a* + 2k) sin? 0, (1.91)
e o escalar de Ricci tem a forma;

6, . .

R= E(aa:a + k). (1.92)

Diferente do caso visto no Capitulo 1, aqui a solu¢ido para o vacuo nao é relevante.

O lado direito da equagao de Einstein representa a distribuicao de matéria e energia e

deve possuir as mesmas simetrias que lado esquerdo. O tensor de momento-energia de

um fluido perfeito é consistente com a isotropia e homogeneidade, e é escrito da seguinte
maneira

TAW = (p + p)UuUu +pguu (193>

sendo que, U* é a quadrivelocidade do fluido, p é a pressao e p é a densidade de ener-
gia. Ressaltando que um fluido perfeito nao tém tensao de cisalhamento, viscosidade, ou
conducao de calor.

Em coordenadas comoveis o fluido é isotropico, ou seja, seu fluxo s6 tem componentes
temporais U* = (1,0,0,0), logo

T, = diag(p, p, p, p)- (1.94)

O seu trago resulta em
T‘:L = —p+ 3p. (1.95)

A conservagao de energia V, T} gera
a

Todo fluido relevante para a Cosmologia tem a equacao de estado

p = wp, (1.97)
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em que, w ¢ independente do tempo. Substituindo a equacao de estado na equacao de
conservacao da energia resulta em
P a
-=-31+w)—. 1.98
"= 31+ w); (1.98)

Ao integrar esta ultima expressao obtém-se:
p oc 30w, (1.99)
Existem duas possibilidades para o fluido:

e A primeira é matéria nao relativistica conhecida como poeira, e descrita por w = 0.
Alguns exemplos sao galdxias e estrelas normais pois suas pressoes sao despreziveis
em comparacao a densidade de energia. Um Universo cuja maior parte da energia
é devido a poeira possui

poca? (1.100)

ou seja, conforme o Universo se expande a densidade de particulas diminui.

e A outra possibilidade é o fluido de radiacao. Neste caso descreve a radiagao eletro-
magnética ou particulas massivas que se movem a velocidades proximas a da luz.
Um Universo onde a maior parte da energia é devido a radiagao possui

pocat. (1.101)

Logo, a densidade de energia decai um pouco mais rapido, e isto se deve ao fato de
que fétons perdem energia proporcionalmente a a' devido ao desvio para o vermelho.

Particulas massivas com velocidades relativisticas perdem energia conforme suas ve-
locidades diminuem em coordenadas coméveis, em algum sentido, é como se a expansao
fosse mais rapida que a particula.

Atualmente a razao % ~ 10%, de forma que é especulado que o Universo primor-
dial era dominado pela densidade de energia devido a essa radiacao.

Ainda existe uma energia devido a auséncia de matéria, a energia de vacuo. Ela é

introduzida nas equagoes de Einstein como sendo uma constante
G = 87GT,, — Mgy, (1.102)

de maneira equivalente, pode-se definir o tensor de momento-energia para o vacuo como
sendo:

—A
Tw=——09uw, 1.103
w = eIk ( )
que possui a forma de um fluido perfeito em que:
A
——p=___ 1.104
i (1.104)
Nesse caso, w = —1 e a densidade de energia é independente do fator de escala a(t). Caso

a energia do vacuo seja nao nula, ela acaba por dominar a energia do Universo em um
futuro muito distante.
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Usando o tensor momento-energia de um fluido perfeito nas equacoes de Einstein e
usando a curvatura do espago-tempo devido a uma simetria homogénea e isotropica tém-
se, para as componentes uv = 00:

3% = 4nG(p = 3P), (1.105)
a
e para as componentes espaciais uv = 1J:
a a\ 2 k
—4+2(- 2— =4nG(p — 1.106
“+2(2) 425 = 4nGlo—p) (1.106)

sO existe uma equacao para a parte espacial.
E possivel usar a equagao (1.105) para eliminar a derivada segunda da equagao (1.106)
resultando em

a 4G

a\? 8rG k

-] = —p—-— 1.1
(a) 3 a? (1.108)

essas duas tltimas expressoes sdo conhecidas como equagoes de Friedmann ( [5]).
Dois observadores coméveis separados de uma distancia [, irdo se afastar proporcio-
nalmente ao fator a(t),e a velocidade de afastamento entre esse observadores serd

v=HI (1.109)

em que, o parametro H a constante de Hubble, é dada por:

=12 (1.110)
a
sendo que, o ponto no termo a denota a derivada temporal do fator de escala.

As observagoes de galaxias distantes mostram que elas estdo se afastando da Via
Lactea com velocidades proporcionais as suas distancias. Esse ¢ um fato empirico e é
conhecido como a lei de Hubble.

Existem diferentes métodos para se obter o valor da constante de Hubble. E possivel
calcula-lo usando o desvio para o vermelho de galaxias distantes, bem como usando as
anisotropias da radiacao césmica de fundo. Tais métodos nao concordam entre si, usando
a convencao,

h = ﬂ/’{;m s 'Mpc! (1.111)
~ 100 b '
e incorporando as incertezas tem-se 0,5 < h < 1,0.

Outra quantidade importante para a Cosmologia é o parametro de densidade definido

como:

8rG p
Q= = = 1.112
s’ = ( )
em que, p, = % é a densidade critica. A partir desse parametro é possivel reescrever as
equacgoes de Friedmann da seguinte forma:
k

Sendo assim, as possiveis geometrias que descrevem o Universo também podem ser des-
critas pela relacao entre a densidade medida e a densidade critica:
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e Caso p < p. < 2 <1, o Universo é aberto k = —1 e vai expandir para sempre.
e O Universo ¢ plano, k£ = 0, caso p = p. < €2 =1 e também expande para sempre.

e A tltima possibilidade p > p. < € > 1 corresponde a um Universo fechado £ = +1
expande por um tempo e depois de um certo tempo comeca a contrair novamente,
em algum sentido, ele é fechado no espago e no tempo.

Outra quantidade importante é o desvio para o vermelho. Um féton emitido com
frequéncia wy, sera observado com uma frequéncia menor wy conforme o Universo se
expande

Wo ai

1.114
o (1.114)

Os indices inferiores do fator de escala representam o valor dele nos instantes de observacao
e emissao da onda. O desvio para o vermelho é definido como
>\0 — )\1 ag

z = N a 1. (1.115)
O efeito Doppler é a mudanca da frequéncia de uma onda em relagdo a um observador
que estd se movendo em relacao a fonte. No entanto, em um contexto cosmoldgico, o
observador e a fonte estdao parados, a mudanca da frequéncia é devido a expansao do
espagco entre eles.

Independente da geometrias especifica do Universo, a métrica de Friedmann-Robertson-
Walker possui uma singularidade em a = 0, que é chamada de “Big Bang” e como con-
sequéncia produz uma densidade e temperatura infinitas. Em geral, singularidades podem
existir devido ao sistema de coordenadas adotados, por exemplo o polo sul e o polo norte
das coordenadas esféricas da Terra. No entanto, a singularidade do Big Bang ¢ diferente,
existem teoremas que mostram que essa singularidade é independente das coordenadas e
que ela sempre existira para p > 0e p > 0.

As evidéncias observacionais mais fortes do modelo do Big Bang sao o afastamento das
galaxias, a abundancia de elementos leves e a radiagdo césmica de fundo em micro-onda.
A idade do Universo é estimado em cerca de 13,8 bilhdes de anos.

O proximo capitulo trata dos defeitos topologicos que acreditam-se ter se formado no
Universo Primordial logo apés o Big Bang.
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Capitulo 2

Transicoes de Fase e Universo
Primordial

As quatro forcas de interagdes bésicas existentes na natureza sao classificadas como:
forgas nucleares fraca (ex. interagdo entre hadrons e léptons) e forte (ex. interacdo entre
glions), forga eletromagnética (interagao entre cargas elétricas) e forga gravitacional (in-
teracdo entre massas). Em relagao a intensidade: forga forte (10) > forca eletromagnética
(107%) > forga fraca (10713) > forga gravitacional (107%2).

Dois dos constituintes da matéria sdo os quarks e os 1éptons. Os léptons possuem spin
% e interagem por meio da forga eletromagnética e da forga fraca (interagao eletro-fraca).
Os quarks também possuem spin %, e eles interagem por meio das forca forte e da eletro-
fraca. Cada tipo de quark pode ter uma entre trés cores, sendo que, a cor é o analogo
tridimensional da carga elétrica. As interacoes entre quarks e léptons sdo mediadas por
particulas de spin-1 chamadas de bdsons de gauge. Tomemos como exemplo o féton, ele
é responsavel pelas interacoes eletromagnéticas. Os bésons W+ e Z° mediam a interacio
fraca e oito glions G mediam a interagao forte.

A TRG trata o tempo e o espaco como sendo componentes diferentes de uma mesma
geometria. Para um tratamento relativistico da teoria quantica, o espaco deixa de ser um
operador e torna-se apenas um parametro, assim como o tempo. Na teoria quantica de
campos, a particula é interpretada como sendo um operador hermitiano. Esse operador
¢ parametrizado pelas coordenadas do espaco-tempo, além disso, obedece as relac¢oes
de comutagbes candnicas (conhecida como segunda quantizagdo). O operador a atuar no
vacuo |0), é uma construgao a partir da configura¢ao de minima energia do campo cléssico.
Mais precisamente, uma particula ¢(z*) atua no vacuo |0) criando o estado ¢(2¥|0)). Em
algum sentido as particulas correspondem a um quanta de excitacdo no campo. Apesar
do campo ser espacialmente continuo, os estados quanticos do campo sao discretos. O
espago de estados (espaco de Fock) contém os niveis discretos de energia de um nimero
arbitrario de particulas.

O modelo padrao é uma teoria de calibre (gauge) baseada no grupo de simetria SU (3) x
SU(2) xU(1). A massa das particulas é a consequéncia da quebra esponténea de simetria
do campo de Higgs, isto é, o campo desenvolve um valor esperado no vacuo nao nulo e que
nao é invariante sobre o grupo de simetria. A teoria quantica de campos é construida a
partir do vacuo que pode ser qualquer uma das configuragao de minima energia do campo
classico, logo, a lagrangiana que descreve o sistema permanece invariante sobre o grupo
de simetria apds ocorrer uma quebra de simetria.

27



2.1 Quebra espontanea de simetria

A quebra espontdnea de simetria é uma ideia originada na Fisica da Matéria Con-
densada, em que uma transicdo de fase é geralmente acompanhada por uma quebra de
simetria. Na fase de maior temperatura, a configuracao da variavel que descreve o sistema
possui um grupo de simetria maior. Nas teorias de particulas elementares, a quebra de
simetria é descrita em termos de um campo escalar, o campo de Higgs. O estado funda-
mental |0) é caracterizado por um valor esperado néo nulo e ndo exibe todas as simetrias
da lagrangiana que o descreve.

2.1.1 Simetria discreta

Todas os conceitos fundamentais da quebra espontanea de simetria podem ser visua-
lizados a partir de um modelo simples, isto é, um sistema descrito por um campo escalar
real ¢ com simetria de reflexdo. Isto é, o sistema é invariante sobre a transformacao
¢ — —¢, e a densidade de lagrangiana que o descreve é

L= S0,00"6 ~ V(9) 21)

em que,

V(o) = —;m2¢2 + iw‘*. (2.2)

N . . s 2
Esse potencial possui dois minimos degenerados o = +4/%-, qualquer um deles pode ser
usado como estado fundamental, e o valor esperado no vacuo

(0[]0) = o (2.3)

nao é invariante sobre a transformacao ¢ — —¢, o que corresponde a uma quebra espon-
tanea de simetria.
O tensor momento-energia do campo ¢ é expresso como

T, = 0,00"p — Lg,,. (2.4)

Na configuracao de minima energia o campo se torna constante e é igual ao valor esperado
no vacuo ¢ = (0|¢|0), o que implica em 7" = V({0|¢|0))g"". Sendo assim, a densidade

de energia no vacuo é

m4

4\’
e possui valor em uma escala muito menor que qualquer outra escala de energia funda-
mental. O que ¢é consistente, pois um valor alto levaria a uma expansao métrica maior do
que a observada. E possivel tornar a energia de vdcuo nula adicionando um o termo T—;
na eq. (2.1), com isso o potencial pode ser reescrito de uma forma mais compacta

(T9) = po = — (2.5)

V(g) = A6 — o) (2.6

sendo que, 0% = 02.
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2.1.2 Simetrias continuas

Uma simetria continua também podem ser quebrada. Tomando como exemplo um
sistema descrito por um campo escalar complexo ¢, cuja densidade lagrangiana é

L =(9,0)(0"9) = V(). (2.7)
Sendo que, ¢ é o complexo conjugado, e o potencial é dado por
1 -
V(9) = 7A00 =)’ (2.8)

em que, A e 1 sdo constantes positivas. Este potencial estd ilustrado na Figura 2.1 e
possui a forma de um chapéu mexicano.

Figura 2.1: Ilustragao da forma do potencial V(¢). Programa utilizado - Geogebra. Fonte: o
autor, 2021.

A configuragdo do campo de minima energia corresponde a |¢p| = 7, ou seja, o circulo

de minimo do potencial que é a regiao em que chapéu mexicano dobra na Figura 2.1. O

estado fundamental (o vicuo) |0), é caracterizado por possuir um valor esperado nao nulo
igual a

(0[¢|0) = ne”, (2.9)

com uma fase arbitraria 6.
A densidade de lagrangiana, eq. (2.7), é invariante sobre transformagoes que mudam
a fase de ¢ globalmente, isto é,

o(z) — e'o(x). (2.10)

Essas transformacgoes constituem um grupo de simetria U(1), mais especificamente esse
grupo ¢ 0 (S, -) em que, S' é composto por niimeros complexos de modulo unitario e - é
o produto usual dos niimeros complexos.
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O grupo U(1) é um exemplo de grupo de Lie. E um Grupo de Lie é representado por:
(G,-), em que, G é uma variedade diferencidvel e as fungdes a e b sdo continuas. Assim,

a:GxE—G3G
(91,92) — 91+ 92

b:GxG— G
gr—>g_1.

Ou seja, se as operagoes de multiplicagdo a direita e inversao forem infinitamente diferen-
ciaveis, sendo g € G.

Novamente, a simetria é dita ser espontaneamente quebrada pois o vacuo |0) nao é
invariante sobre transformacoes que mudam a fase de ¢. O estado simétrico em que
(0|¢|0) = 0 corresponde a um maximo local de V(¢), que é instavel. Todas as confi-
guragoes de ¢ com diferentes # geram a mesma densidade de lagrangiana, sendo assim,
qualquer uma delas serve para descrever a dinamica do campo.

Usando a configuragdo com ¢ = 0, pode-se representar ¢ como

¢ = n\}ﬁ(% + i) (2.11)

sendo ¢ e ¢ campos reais, e ambos possuem o valor esperado no vacuo nulo. Usando a
equagao (2.11) na eq. (2.7) obtém-se que:

1 1 1
L= 5(@@1)2 + 5(@@2)2 - §>\772¢% + Lint- (2.12)

Sendo que, a parte de interacao entre os campos, L;,;, possui termos ctibicos e de ordem
mais alta de ¢ e ¢o. O campo ¢, corresponde a uma oscilacao radial a partir de um
ponto do circulo |¢p| = n e descreve um particula com massa u = Vn. O campo ¢,
corresponde a um movimento em torno do circulo e descreve uma particula sem massa
chamada boésons de Goldstone, e é uma caracteristica recorrente da quebra espontanea de
simetrias globais.

A densidade de lagrangiana, eq. (2.7), pode ser modificada para se tornar invariante
sobre qualquer grupo G de transformacoes globais. Supondo um campo escalar ¢; de n-
componentes, uma transformacao pode ser realizada a partir da a¢do de uma representacao
matricial do grupo G,

¢; — &; = Dij(9)¢ (2.13)

em que, D;; ¢ uma matriz quadrada de ordem n. Os elementos de um grupo de Lie G' de
dimensao n podem ser expressos na forma

g=e et (2.14)

sendo w, um numero real arbitrario e L* sao os geradores do grupo e satisfazem a seguinte
relagao de comutagao
[Lav Lb] - _ifabcha (215)

em que fu. sdo chamadas de constantes de estrutura. A representacao adjunta é gerada
pelas constantes de estrutura, definidas pela relagdo de comutacao, isto é, os geradores
sao dados por (T%)pe = —i fape-
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Um campo ¢ = ¢; compostos de n campos escalares é descrito pela dens. de lagran-
giana

L= (9,0)(0"¢), =V (). (2.16)

Este modelo serd invariante sobre a transformacio dada na eq. (2.13), caso V(D(g)p) =

V(). Esta condigao equivale a

aV
a —
K]
Se o minimo do potencial corresponder a uma configuragao de ¢; com um valor nao nulo,
entao a simetria é espontaneamente quebrada, e o campo ¢; possui o valor esperado no

vacuo:
(lel) = wo. (2.18)

Os modelos com potenciais classicos sao usados para determinar o valor esperado do
campo de Higgs ¢. No entanto, ele ¢ um campo quantico. Tendo em vista que nos topicos
que serao discutidos neste capitulo nao seré necessario um tratamento rigoroso da Teoria
de Campos, as corregdes quanticas podem ser incorporadas no potencial classico, isto é,

Ver(@) = VI(9) + Vi(9) + Va(e) + V3(0) (2.19)

em que, V.r(¢) é o potencial efetivo & temperatura zero.

Assim, o potencial efetivo é o potencial classico V' (¢) somado aos termos V,,(¢) que
representam o potencial devido a contribuicdo dos diagramas de Feynman' com n loops
fechados.

Uma aplicacao do potencial efetivo nao relativistico em ordem mais baixa da teoria
de perturbacao, para um bdson de massa m, carga () e spin zero, aplicado a uma teoria
do eletromagnetismo de ordem superior, pode ser visto na referéncia [6].

2.2 'Transicoes de fase

Na Fisica da Matéria Condensada, algumas transi¢coes de fase sao acompanhadas de
quebras espontaneas de simetrias. No modelo fenomenolégico de Landau, as transi¢oes
de fase sao descritas com um parametro de ordem sendo que, na fase de maior simetria
o parametro é nulo. Além disso, a energia livre do sistema é expandida em termos dos
invariantes do parametro de ordem, refletindo na simetria do sistema fisico em questao.
No entanto, o modelo descreve a transicao de uma forma qualitativa, uma vez que a
energia livre nao é uma funcao analitica dos parametros de ordem préximo a transicao de
fase.

De uma maneira similar, as transi¢oes de fase no Universo primordial sdo descritas pelo
campo de Higgs que é, em algum sentido, andlogo ao pardmetro de ordem. Além disso,
o valor esperado no vacuo pode ser pensado como um condensado de Bose composto de
particulas de Higgs. A temperaturas finitas, além do condensado, existe uma distribuicao
térmica de varias particulas e antiparticulas [7]. A massa das particulas é determinada
pelo valor esperado do campo de Higgs, logo a energia livre do sistema

F=E-TS (2.20)

sdo diagramas (representacdes gréficas) propostos em 1940 por Richard P. Feynman no ambito da Ele-
trodindmica Quéntica. Atualmente sdo utilizados nas mais diversas dreas, como em Fisica de Particulas
para o estudo da interacdo entre particulas. E sdo diagramas no espago-tempo.

31



¢ uma funcao de ¢. A configuracao de equilibrio de ¢ é obtida ao minimizar a energia
livre. Em especial, a densidade de energia livre é obtida de forma similar ao potencial
efetivo a temperatura zero [8,9], e recebe o nome de potencial efetivo a temperatura finita

Vers(0,T) = F%T) (2.21)

sendo que, V' é o volume. Para o modelo com simetria de reflexdo, eq. (2.1), e considerando
correcoes quanticas de um loop?, semelhante a expansao da eq.(2.19), tem-se

T [ 2, M243
Verp(0,T) = Vey(o) + / 2*In (1 — @ 7T Ydx (2.22)
0

272

em que, M? = —m? + 3\¢?.

2.2.1 Transicao de primeira ordem

A transicao de primeira ordem é aquela na qual o estado do sistema muda de maneira
descontinua durante a transicao.

A temperaturas muito altas, com relagdo a temperatura critica, 7' >> T,, o potencial
possui apenas um minimo em ¢ = 0. Em 7" > T, um novo minimo aparece, no entanto, ele
nao ¢ um minimo global. Na temperatura critica, os dois minimos tornam-se degenerados
e sao separados por uma barreira de potencial. Abaixo da temperatura critica, o minimo
¢ = 0 permanece metaestavel, o que caracteriza uma transicdo de primeira ordem.

Se o sistema sofre um super-resfriamento nao tao forte, a fase metaestavel decai devido
a flutuagoes térmicas. Esse processo da origem a pequenos dominios da fase de menor
simetria (0]¢|0) # 0. Como a configuracao é a de menor energia os dominios crescerao
com a evolucao do tempo. Nesse caso a termodinamica e a hidrodinamica podem dar
origem a padroes altamente complexos entre as duas fases.

Para um super-resfriamento forte, o estado metaestavel decai devido ao tunelamento
quantico através da barreira de potencial. Esse processo da origem as bolhas esféricas
da fase (0|¢|0) # 0. A superficie da bolha é a regidao onde as duas fases se dividem e a
energia se concentra em suas vizinhancas, além disso, a bolha se expande a uma velocidade
proxima a da luz. Nesse caso, a transi¢do acaba quando as bolhas coalescem, isto €, a
energia nas bordas termina e fases menos simétricas preenchem o Universo inteiro.

2.2.2 Transicao de segunda ordem

Em transicoes de segunda ordem o sistema muda de forma continua, e o comprimento
caracteristico, a distancia em que o campo é correlacionado, possui longo alcance (em
uma transi¢ao ideal ele seria infinito). Como exemplo especifico, tem-se o modelo, eq.
(2.7, com simetria continua U(1) devido a eq. (2.8). Nesse caso, o potencial efetivo a
temperatura finita é:

A
Vegp = m*(T)|o|* + Z|¢|4 (2.23)
sendo que,
m?*(T) = 1/\2(T2 — 67%). (2.24)

Nesse caso, para T' > T, existe apenas um minimo em (0|¢|0) = 0.

2em termos do diagrama de Feynman
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A temperatura critica pode ser obtida a partir da expressao (2.24) e corresponde a
T. = v/61. De maneira geral T, é comparével a escala de energia da quebra de simetria e
outras constantes de acoplamento. Além disso, ndo existe barreira de potencial entre as
fases metaestaveis de forma que a transicao pode ocorrer classicamente.

Para T = 0 existe apenas um minimo em (0|¢|0) = ne® que corresponde a fase de
menor simetria. Na transicao, o sistema adquire uma das configuracao de minimo que
corresponde a um 6 especifico, e é determinado por flutuagoes aleatérias. A energia livre
¢ minimizada por um campo homogéneo, logo a variacao espacial de 0 tende a zero.

Outra maneira de quantificar a ordem do sistema é a partir da correlagao espacial £(t),
que representa a escala de comprimento acima da qual os valores de # nao estao corre-
lacionados, neste sentido, um campo homogéneo corresponde a uma correlagdao espacial
infinita.

Na proxima secao serda apresentada como fica a correlagdo no meio cosmoldgico no
ambito do Mecanismo de Kibble.

2.3 O Mecanismo de Kibble

Em um contexto cosmoldgico, £(t) é limitado, pois as correlagoes ndo podem ser
estabelecidas mais rapidas que a velocidade da luz. O horizonte causal é a distancia
maxima percorrida pela luz desde o Big Bang, e é dada por

du(t) = a(t) /0 - é‘)dﬂ, (2.25)

sendo assim, o comprimento de correlagao, £(t), é limitado pelo horizonte causal

(1) < du(t), (2.26)

aproximando dyg ~ t tem-se que & < t.

Durante as transicoes de fases com quebras espontaneas de simetria, o campo de Higgs
adquire um valor esperado no vacuo. A diregao de (0|¢|0) no espago de configuragoes
de minima energia (correspondendo a um ponto na variedade do vacuo M) depende de
flutuagoes aleatorias.

Para um sistema grande como o Universo, regioes separadas a uma distancia maior
que o comprimento caracteristico, devem possuir campos com diferente orientagoes de |¢|.
Nas divisoes entre essas regides, o campo de Higgs que descreve a fase (0|¢|0) # 0 assume
uma configuragdo singular e preserva a fase simétrica (0|¢|0) = 0 no espago limitado pela
nucleo da singularidade.

Além disso, sua estabilidade energética depende dos detalhes da densidade de lagran-
giana em questao.

No entanto, quando a singularidade nao pode ser desfeita a partir de uma deforma-
¢do continua do campo, a configuracao correspondente a um defeito topologico, e sua
estabilidade depende apenas da topologia da variedade do vacuo M, ainda que seja ener-
geticamente desfavoravel.

O Mecanismo de Kibble? (MK) é um conjunto de ideias composto pela descri¢do da
dindmica de defeitos topoldgicos e a sua inevitavel producao em transicoes de fase.

3Mecanismo proposto pelo Fisico britdnico Sir Thomas Walter Bannernan Kibble (1932-2016), conhe-
cido por Tom Kibble. Artigo relacionado: Topology of cosmic domains and strings T W B Kibble 1976
J. Phys. A: Math. Gen. 9 1387
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Conforme citado® por Ray, 1999 [10]: "Kibble, em 1976, postulou que: 1. Em uma
transicao de fase o Universo é dividido em dominios da fase das simetrias quebradas, e
o parametro de ordem varia randomicamente de um dominio para outro. 2. Entre dois
dominios, o parametro de ordem interpola seguindo a menor trajetoria na variedade de
vacuo (pardmetro de ordem espacial). Isso é chamado de regra da geodésica“

As ideias centrais desse mecanismo podem ser aplicadas para outros sistemas, eles
possuem um comportamento universal que s6 dependem da dimensao do sistema e do
parametro de ordem espacial que o descreve.

Um exemplo de estudo de defeitos topoldgicos em sistema de Matéria Condensada,
¢ no sistema liquido cristalino. Tanto para Cristais Liquidos Termotrépicos (CLTs) [11]
como para o Cristal Liquido Liotrépico (CLLs) [1] a correlagao entre defeitos e antidefei-
tos apresentada é proxima a aquela prevista pelo mecanismo de Kibble para o Universo
Primordial.

Teorias conhecidas como Grandes Unificadoras, tem como base a unificacao das forgas
fundamentais a altas temperaturas. Em geral, isto corresponde a supor um grupo de
simetria maior e uma série de quebras espontaneas de simetria. O Universo primordial
era quente o suficiente para possuir tais simetrias e transi¢oes de fase necessariamente
gerariam defeitos topolégicos devido ao mecanismo de Kibble.

2.4 Defeitos topolégicos

Os defeitos topolégicos podem ser observados em sistema de matéria condensada, como
citado anteriormente, em sistemas liquidos cristalinos. No caso dos CLTs os defeitos
topologicos que surgem apods a transicao da fase isotropica para a fase nematica como
mostra a Figura (2.2)de uma gota do cristal liquido 5CB obtida por meio da técnica
experimental de microscopia éptica de luz polarizada (MOLP). Esta imagem também é
conhecida como textura Schlieren, que em alemao significa riscas. O encontro de quatro
dessas "riscas"é classificado como defeitos +1 [12] e [11]. No caso dos CLLs os defeitos
sdo do tipo +1/2 [1] jungdo de duas "riscas".

Figura 2.2: foto da textura do CLT 5CB na transicao isotropica-nemaética obtida por meio da
técnica experimental MOLP apresentando defeitos topolégicos tipo corda. Esta imagem foi
obtida no laboratério de fluidos complexos da Universidade Estadual de Maringa. O tamanho
da imagem é de 520 x390um?.Fonte : 1001[12].

A estabilidade dos defeitos topoldgicos e sua classificacdo depende da topologia da

4Traducdo do autor.
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variedade de vacuo M, sendo assim, é relevante analisar algumas propriedades de espagos
topolégicos. Seja (M, O) um espago topologico. Dois lacetes, isto é, duas curvas 7 :
[0,1] = M e § :[0,1] = M que comegam e terminam no mesmo ponto (y(0) = §(0) e
(1) = 4(1)), sdo ditas homoto6picas caso exista um mapa continuo

h:[0,1] x [0,1] = M, (2.27)

tal que h(0,\) :=~y(A\) e h(1,\) :=0(X) para X € [0, 1].

Visualmente dois lacetes sao homotopicos se for possivel deformar um continuamente
no outro sem que ele seja rompido em algum momento. Além disso, pode-se estabelecer
uma relagao de equivaléncia a partir da homotopia, isto é, se v e § sdo homotdpicos entao
v ~ ¢, esta relacao de equivaléncia define uma classe de homotopia.

O espaco de lacetes em um ponto p de (M, O) é

Ly:={y:10,1] = M|(0) = v(1)}.

Além disso, o espaco £, possui a operacao *, := L, x L, = L, é definida como

19(2\)  para0 <A<

(y+0) = { (2N —1) parag < A < 1. (2.28)

Essa operacao equivale a percorrer primeiro a curva v e em seguida a curva J, que produz
uma nova curva que tem inicio no comeco da primeira e acaba no final da segunda.
Seja (M, ©) um espago topoldgico. O grupo fundamental 7, em p € M é o conjunto:

m(p) =L/~ =y e L} (2.29)

em que ~ é uma equivaléncia homotdpica, junto com uma funcao

o :mi(p) X m(p) = m(p);

[ e [0] := [y 4.

A definicao é restrita a um ponto p do espago M. No entanto, se o espaco for conexo
por caminhos, o grupo fundamental é igual para todos os pontos. Um grupo é um conjunto
e uma operacao, no caso do grupo fundamental os elementos de seu conjunto representam
os lacetes que sao homotdpicos entre si.

As curvas sdo fungoes que associa cada ponto de um intervalo dos reais I = [0, 1]
a um ponto no espago topoldgico (M, O). Os lacetes podem ser vistos como uma fun-
cao continua que associa o pontos do circulo unitario S' a pontos no espaco topolégico
(M, ). Isto se deve ao fato de S* ser equivalente ao conjunto quociente do intervalo I
sobre a identificacdo dos elementos zero e um. Neste sentido, os grupos de homotopia
sao generalizagoes do grupo fundamental, eles sao os conjuntos de classes de homotopia
de fungoes que mapeiam os pontos de esferas n-dimensionais, S™, no espaco topologico
(M, 0O).

Para caracterizar um defeito que possui uma singularidade de dimensao ¢’ em um meio
de dimensao t é necesséario o grupo de homotopia m;(M), sendo que,

i=t—t —1. (2.30)

Nas proximas subsegoes apresentam-se trés tipos de defeitos topoldgicos que acredita-
se que tenham se formado no Universo Primordial apds o Big Bang.
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2.4.1 Parede

A néo trivialidade do grupo de homotopia 7y(M) presente em variedades nao co-
nectadas possibilita a estabilidade de defeitos topologicos do tipo parede, em geral, tais
variedades correspondem a uma simetria discreta, isto ¢, M = Z. Considere novamente
o modelo de um campo escalar real, descrito na subseccao 2.1.1, ele é dada por uma
densidade de lagrangiana

1 2 A 2 2\2
L= 50,0 = (6" = o) (231)

e sua variedade de vacuo é M = Z,, isto é, o campo possui o valor esperado no vacuo
(0]9[0) =

Defeitos tipo parede sao singularidades bidimensionais e ocorrem nas bordas que divi-
dem regioes do espago com diferentes dire¢oes do campo ¢. Apesar do campo que descreve
a fase de menor simetria nao ser continuo, o campo que descreve as duas fases deve ser
continuo entre as regioes com diferentes (0|4|0), isso implica que a configuragao do campo
de um defeito parede deve ser ¢ = 0 (falso vicuo) na transicao entre as regides ¢ = +o e
¢ =—o0.

Em algum sentido, uma idealizagao do defeito parede corresponde a uma parede infi-
nita em repouso, por praticidade, considere que ela esteja no plano z-y posicionada em
z = 0, ou seja, sua variagao espacial é nula nas dire¢oes x e y. Além disso, ¢ = —o em
2= —x e ¢ =40 em z = +00. Neste caso, as equacao de Euler-Lagrange para a eq.
(2.31) se reduzem a

0% 9
0.2 + Ap(¢* — %) =0, (2.32)

a solucao dessa equagao é
6= atanh(%), (2.33)

sendo que A = é\/g e representa a espessura da parede. Observando a densidade de
energia superficial nota-se que o gradiente do campo, A x (V¢)? , é minimizado ao fazer
a parede mais espessa enquanto que o termo potencial, A x V(¢), é minimizado ao fazer
a parede mais fina. O equilibrio entre esses dois termos corresponde a uma espessura
A~ /2

O tensor momento-energia de um defeito parede pode ser calculado usando a equagao
(2.4), o que gera

)\ 4
TH = % cosh %diag(l, 1,1,0). (2.34)

v

Note que a componente z da pressdao é nula enquanto as componentes = e y sdo iguais a
menos a densidade de energia 7). A densidade superficial de energia associada a parede

é
:/ngz —\/_/\ 2 g3 (2.35)

de modo similar, a tensao superficial é
/T;‘dz = \3[ 203, (2.36)

ou seja, a tensao superficial é igual a energia superficial.
Uma das caracteristicas recorrentes de defeitos topoldgicos é que seus efeitos gravi-
tacionais sao intrinsecamente nao Newtonianos. Em um limite nao relativistico, T} =
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diag(p, —p1, —p2, —p3) torna-se a equagao de Poisson VZ¢y = 4nG(p + p1 + p2 + p3), em
que ¢y € o potencial gravitacional classico, e p; sao as componentes da pressao. Para um
defeito topoldgico parede plana, tem-se

Vipy = —4nGp, (2.37)

ou seja, uma particula de teste é repelida pelo defeito tipo parede, além disso, duas
paredes infinitas repelem umas as outras. Tais efeitos gravitacionais s6 sao propriedades
das paredes infinitas, por exemplo, o campo gravitacional de uma parede esférica de raio
R equivalente ao campo de uma massa pontual com m ~ 47R*n.

Defeitos surgirao em modelos que sofrem uma quebra espontidnea de uma simetria
discreta via o mecanismo de Kibble, ou seja, uma transi¢ao de fase no Universo primordial
daria origem a uma rede de defeitos do tipo parede separados por uma distancia igual a
&.

O formato inicial das paredes apds a transicao é determinado por variagoes aleatorias
de (0]¢|0), sendo assim, serdo paredes altamente irregulares que podem ser aproximadas
por superficies aleatérias com raio de curvatura caracterizado por £.

Um defeito parede é uma superficie bidimensional, sendo assim, sua linha do Universo
(tubo do Universo) descreve um volume tridimensional (2-espago,l-tempo) no espago-
tempo. Sua acao é

S, = n/dv = —n/\/—_yd?’a, (2.38)

em que, dv é o volume quadridimensional do espaco tempo, o = (7,0, 0?) sdo as coorde-
nadas da parede. O tubo do Universo possui coordenadas z# = (7, 0!, 02), logo

v = det(9,2%(1,0",0%)0,2° (1,0%,0%)) gup, (2.39)

ou seja, a dinamica do defeito parede corresponde a minimizag¢ao do volume de seu tubo
do Universo, em outras palavras, o defeito evolui temporalmente de modo a diminuir sua
area superficial.

Uma rede de defeitos parede pode ser entendida como um gas perfeito, isto é, efeitos
dissipativos devido ao movimento e interagao das paredes sao desconsiderados. Um gas
composto de defeitos com velocidades v, dentro de uma caixa de volume V' >> ¢. Um
sistema composto de N paredes infinitas no plano zy possui um tensor momento-energia

ZTPade (2" — 2), (2.40)

sendo que z* = (1,...,N) e Th24°(2" — z) é o tensor momento-energia em um ponto z
devido a uma parede localizada em z = 2'. Rescrevendo como a integral da soma de
deltas de Dirac, tem-se

Tw(z) = /Tﬁ,ﬁ‘rede(z —2)> (2 =2, (2.41)

i=1

de uma maneira aproximada, o limite de muitas paredes é equivalente a substituir a soma
de 0 pela média do nimeros de paredes em um intervalo entre z e z + dz, sendo que,
[ f(z')dz' = N. Logo, a média do tensor momento-energia do gds de paredes ¢

f dZ fff Tparodc —z/)dz’dz
fdz [dz '
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Outra aproximacao possivel é f(z) ~ -, sendo que, (L) é a separacio média entre

(L)’
paredes, nesta aproximacao tem-se

1 parede o L
T) = g5 [ T (s =

em que, W, é o tensor momento-energia de uma densidade superficial, isto é, (Wg = n).
Sendo assim, a densidade de energia torna-se

W, (2.43)

n
arede = (TY) = —. 2.44
Ppared < 0> < L> ( )
Em relagao a um observador em repouso na caixa, as paredes se movendo a uma velocidade
v na dire¢ao +2, logo
Y 0 0 ~*w
0O —m 0 0
o
wh 0 0 -n 0 (2.45)
Yoo 0 0 AP

com 7 = —X—. Pode-se calcular W* para paredes movendo-se na direcio —2 a partir

1-v2)2
da substit(ui(;é()) v — —v na eq.(2.45), com efeito de mudar apenas os elementos fora da
diagonal.

Além disso, tais termos somem na média de paredes que se movem +2. E possivel
obter um resultado similar ao considerar paredes que se movem nas direcoes Z e 7. Logo
a média do tensor momento-energia do gas de paredes que se movem em todas as dire¢oes
é

37n 0 0 0
L 0 (v¥y?—2) 0 0
0 0 0 (v¥y? — 2)
A partir da pressdo Pouese = —(T}) e da densidade de energia pporeqe = (1)), tem-se a
equacao de estado
2
Pparede = (UQ - 3> Pparede- (247)

Os defeitos do tipo parede s6 sdo consistentes com a Cosmologia Padrao caso sua
escala de energia seja muito pequena [13]. Uma maneira de ver essa inconsisténcia é a
partir da equagao de estado.

Como foi visto, caso a densidade de energia seja expressa como p = wP, tem-se
p o< a 30+ e a(t) o ¢5(=w) A equagao (2.47) mostra que até mesmo um gas composto
de paredes em repouso, v = 0, altera drasticamente o Modelo Cosmoldgico Padrao, isto
&, pparede = a~'. O gés expandiria junto com o Universo, ou seja, a separacao entre
as paredes aumentaria proporcionalmente a a, suas superficies cresceriam com a?, e as
massas das paredes sao proporcionais as suas areas.

A inconsisténcia com a Cosmologia Padrao torna-se clara ao considerar a contribuigao
da densidade ppgreqe & densidade de massa total do Universo. Por exemplo, uma parede
com tamanho H; ' ~ 102h~'em teria uma massa

1 3
Mparede ~ NHy 2 ~ 4 x 1092 (10026‘/> q, (2.48)

isto corresponde a 101072 ( vezes a massa total contida em um volume de Hubble.

g
100GeV
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Além disso, defeitos parede dao origem a grandes flutuacoes na Radiacao Cosmica de

Fundo, isto é,

6T 1 g 3
O~ GnH ' ~ 10\ () . 2.4
7 = OnHo” = 100A (Th0Ger (249)

2.4.2 Cordas

Os defeitos topologicos do tipo corda existem em modelos onde a variedade do vacuo M
nao é simplesmente conectada. Sendo assim, possui o primeiro grupo fundamental 7 (M)
nao trivial, ou seja, nem todo lacete v : S1 — M pode ser deformados continuamente
até um ponto. As diferentes classes homotopicas correspondem aos elementos de 71, além
disso, tais elementos também classificam as diferentes soluc¢oes de defeitos do tipo corda.

Uma corda cosmica restringe a fase mais simétrica do campo de Higgs a uma regiao
unidimensional, a espessura da corda é um pouco menor que um proton e um quilémetro
dessa corda teria uma massa equivalente a massa da Terra (5,972 x 10**Kg).

O modelo mais simples que apresenta defeitos topoldgicos do tipo corda ¢é a teoria
de calibre U(1), ela é descrita por um campo complexo ¢ que interage com o campo
eletromagnético. Usando as unidades naturais ¢ = h = k;, = 1 sua densidade lagrangiana
¢ 1

L =D, ®D'd! — 3 = V(®), (2.50)

em que, D,® = 0, — ieA,® é a derivada covariante, F),, = 9,4, — 0,A, e A, é o
quadripotencial eletromagnético, isto é, o potencial escalar na coordenada temporal e o
potencial vetor nas espaciais. O potencial V' (®) tem a forma de um chapéu mexicano
(Figura 2.1) e é definido como

V(p) = —\OTD — “22)2. (2.51)

sendo assim, as equagoes de movimento sao invariante sobre transformacoes locais de

calibre '
®(z) = O(x)e®,

1
A, — A, (x)+ %8#&(35),

em que, o é uma fase angular arbitraria. Além disso, essas transformacoes devem ser
feitas simultaneamente para manter a invariancia.

O modelo possui uma temperatura critica 7, que é da mesma ordem que o. A baixas
temperaturas tem-se (®) = %em

Em uma transicao de fase o campo vai escolher uma dentre as possiveis configuragoes
de minima energia |®|e’®, sendo que, a escolha de « é aleatoria.

A solucao das equacoes de movimento desse modelo que corresponde a configuragao
de um defeito tipo corda foi encontrada por Nielsen e Olesen [14]. Uma corda infinita na

direcao de z tem um campo que, a distancias grandes do eixo z, possui a forma assintotica

o
O ~ 2.52
J2eiNO (2.52)
1 V2

Sendo um angulo polar no plano z-y e N é o nimero de enrolamento, a carga topoldgica
do defeito, ele representa o nimero de voltas que uma curva (mapeamento de uma esfera
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S em torno da corda) d4 em volta da variedade de vdcuo. O tensor eletromagnético e a
derivada covariante

F,, ~0, (2.54)

D,® ~ 0. (2.55)

Nao existe um solugao geral para as equagoes acopladas (2.52) e (2.53). De uma forma
aproximada, em coordenadas polares, tem-se

o = % [1 - erf} e (2.56)
72
o
Ag=t 1 2.57
o er ( 5 )

sendo que, 7 e 75 sd0 proporcionais a o~ !

A [15].

A corda pode ser vista como um objeto unidimensional ao considerar que seu compri-
mento ¢ muito maior que sua espessura, logo, sua densidade de energia ¢ linear e possui
a forma

00 2m
= / / rdrdf
o Jo

em que, B = VxAéo campo magnético associado ao campo de calibre devido a U(1).
Ele nao é exatamente o campo magnético pois o eletromagnetismo é descrito por um
modelo mais sofisticado, a eletrodinamica quantica de campos.

O fluxo magnético dentro de uma corda é N (27”) e recebe o nome de vortice.

Encontrar o tensor momento-energia de uma corda é um problema muito dificil, uma
solugao exata ainda nao foi encontrada. No entanto, ¢ possivel obter a solucao para o
caso de uma corda reta e infinita ao assumir que a espessura da corda seja muito menor
que suas outras dimensoes e que sua escala de energia nao seja muito grande [16], isto é,

e dependem da carga do elétron e da constante

2 2

109
LR s +ve)+

r 00

BZ

o
o ; (2.58)

TH = 16(x)d(y)(1,0,0,1). (2.59)

Assim como no caso de paredes infinitas, a pressdo (tensdo linear) é negativa e igual a
menos a densidade de energia o que gera efeitos gravitacionais nao newtonianos. Uma
corda césmica finita de raio R gera um campo gravitacional que, a grandes distancias do

L
centro da corda, se assemelha ao campo de uma massa pontual, sendo —m = 27 Rpu.
Um corda infinita localizada no eixo z possui T = diag(p, 0,0, p), sendo assim, no
limite classico a equacgao de Poisson torna-se

V3¢ =0, (2.60)

o fato do lado direito da equagao ser nulo sugere que uma corda cdésmica reta nao gera
uma forca gravitacional. Em coordenadas cilindricas (r, 0, z), a métrica de uma corda reta
é

ds® = —dt* + d2* + dr® + (1 — 4Gp)*r*do?, (2.61)

no entanto, esta solugao s6 é valida para Gu << 1 [17].
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O espaco-tempo devido a uma corda reta se assemelha ao espaco-tempo plano de
Minkowski, a tinica diferenga é que o angulo polar pode assumir valores limitados entre

0<0<2r(l—4Gp). (2.62)

Em algum sentido, o espago contrai na dire¢ao polar por um angulo Af = 87 Gu, ou
seja, uma superficie de ¢t e z constantes possui a geometria de um cone ao invés de um
plano como pode ser visto na Figura 2.3. Este efeito é conhecido como a singularidade
conica.

Figura 2.3: O plano em rosa representa o espago-tempo plano, o cone em preto seria o espago-
tempo devido a singularidade conica. Um feixe de luz que saisse da fonte iria percorrer o caminho
na superficie do cone até o observador O. Imagem feita utilizando o Geogebra. Fonte: o autor,
2021

Uma das consequéncias da singularidade conica é a formagdo de imagens duplas de
um objeto.

Uma corda reta e infinita normal ao plano que contém um observador e uma fonte de
luz faz com que o observador veja duas imagens com uma separagao angular de da dado

por ,
da = 87TG/Ld e (2.63)
[18] sendo d a distancia entre o observador e a corda, e [ ¢ a distancia entre a corda e a
fonte.

Um observador veria duas imagens do mesmo ponto da ultima superficie de espa-
lhamento da radiacdo césmica de fundo caso houvesse uma corda entre eles. No limite
d << I, as fontes de luz vistas pelo observador ficam separadas por uma distancia angular
igual a os pontos ficam separados por uma distancia angular igual a da

O movimento da corda iria gerar varia¢des na temperatura da radiacao de fundo devido
ao efeito Doppler. Se v é a componente da velocidade na direcao perpendicular a linha
de observagao, entao a variagdo na temperatura [19,20] através da corda é

oT

T = 8rGuw. (2.64)
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Isso s6 é consistente com a isotropia da Radiagdo Coésmica de Fundo caso as cordas
césmicas existentes atualmente possuam uma escala de energia

Gu <1077, (2.65)

O movimento das cordas também faz com que a matéria, proxima a corda, adquira
uma velocidade em direcao ao plano definido pela sua trajetoria. Tal efeito pode ter sido
crucial para a formacao de estruturas no Universo [21-23].

As transi¢oes de fase no Universo primordial originariam uma rede de cordas cdsmicas
de acordo com o Mecanismo de Kibble. Logo apods sua formagao, a rede seria composta
de cordas infinitas e cordas fechadas. A expansao do Universo faz com que a rede se
expanda, sendo assim, as cordas se esticariam, este efeito é predominante em escalas
maiores que H~!. Em escalas menores que H ', as cordas evoluirdo de modo a minimizar
suas curvaturas devido suas tensoes.

Assim como no caso de paredes, a rede de cordas pode ser tratada como um gas
perfeito. O tensor momento-energia de um conjunto de cordas, com velocidades média
Ve, pode ser obtido de maneira similar a aquela apresentada na se¢ao anterior, ou seja,
fazendo as médias obtém-se

342 0 0 0
. 0 (v¥y?2—1) 0 0
< l/> - 3<L>2 0 0 (UZ,.YQ _ 1) 0 ) (266)
0 0 0 (v*4% = 1)

em que, (L) é a separagdo média entre as cordas. A equacao de estado para um gas de
cordas ¢é

pe = (§v2 - ;) Pe; (2.67)
dessa equagao fica claro que w = ]Z—z, logo p. o< a=3F®) ¢ a(t) o ¢50+w) | No entanto, esta
analise estd incompleta, e para uma descricao consistente da rede de cordas é necessario
levar em conta algum efeitos adicionais.

O primeiro deles é que segmentos de cordas que se interseccionam sofrem um corte
no ponto de intersecgao. Esse processo faz com que cordas grandes sejam continuamente
cortadas em pedagos menores.

Suponha duas cordas, tal que, os mapeamentos de esferas S! ao entorno de cada corda
corresponda aos lacetes a e § na variedade de vacuo. O resultado devido ao cruzamento
entre essas duas cordas é determinado pelo lacete £ [7]. E possivel mostrar que esse lacete
corresponde ao elemento

afa”'fl = ¢, (2.68)

em que, o « e [ comegam e terminam no mesmo ponto p, que é mantido fixo.

Se 71 (M) for abeliano, os elementos comutam, sendo assim, £ é equivalente ao elemento
identidade. E topologicamente possivel que duas cordas passem através uma da outra sem
que nada ocorra.

Existe outra possibilidade, as cordas podem se reconectar no ponto de interseccao
caso o = 37! como mostra a Figura 2.4, as cordas resultantes correspondem a juncao dos
segmentos opostos das cordas anteriores ao cruzamento. Em algum sentido, ¢ como se
houvesse uma troca de padroes. Este processo é conhecido como inter-comutagao. Apéds a
reconexao, as cordas coalescem e se aniquilam no ponto de intersec¢ao, em seguida elas se
afastam devido a suas tensoes. Se houver energia o suficiente apds a reconexao, um falso
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vacuo do campo de Higgs pode surgir em forma de uma corda fechada muito pequena,
ela rapidamente coalesce e se aniquila.

=N

Figura 2.4: Ilustra a intercomutacao de duas cordas e a formagao de uma corda pequena fechada.
Esse loop vai coalescer e sumir, e minimizar a sua energia. Imagem feita utilizando o Geogebra.
Fonte: o autor, 2021

Apesar dos dois resultados serem topologicamente aceitaveis, qual deles ocorrera de-
pende dos detalhes da dindmica da teoria de campos em questdao. Simulagoes numéricas
sugerem que na maioria dos casos (probabilidade o 1) as cordas irdo inter-comutar [24,25].

Outro efeito importante na evolugao da rede é o decaimento de pequenas cordas fecha-
das a partir da emissao de ondas gravitacionais. Quando o raio de curvatura R da corda
é muito maior que sua espessura d, a corda pode ser tratada como um objeto unidimensi-
onal. Sua trajetéria forma um superficie bidimensional no espago-tempo, denominado de
uma folha do Universo (linguagem no dmbito da teoria de cordas). Usando o sistema de
coordenadas ¢* = (¢Y, (1) para parametrizar a folha do Universo,

' = 2"(¢?). (2.69)

Pode-se escrever o intervalo de espaco-tempo entre dois pontos vizinhos na folha do
Universo como

ds?® = ¢, 0,270z’ dCdC?, 2.70
17

em que, ¢, ¢ a métrica quadridimensional. Logo, a métrica bidimensional para a folha
de Universo ¢ dada por
Yab = guuaaxuabxy7 (271)

e o tensor contravariante v pode ser definido como v, = §2.

Partindo do fato de que R << § e de que a densidade de lagrangiana é proporcional
a menos a densidade de energia —pu, a agdo para a folha do Universo pode ser escrita de
uma forma simples

S = [ V=i, (2.72)

sendo 7 o determinante de 74, Conhecida como acido de Nambu®, ela mostra que uma
corda evolui de modo a minimizar a area de sua folha do Universo, ou seja, uma corda
diminui seu comprimento para minimizar sua energia.

5 Acdo proposta por Yoishiro Nambu e Goto Tetsuo, Fisicos Japoneses. A saber, Yoishiro Nambu foi um
dos responséveis sobre a descoberta do mecanismo de quebra de simetria espontanea na fisica subatémica.
Nambu juntamente com mais dois Fisicos Japoneses, Makoto Kobayashi e Toshihide Maskawa, foram
os Prémios Nobel em Fisica de 2008, com o trabalho que explica como ocorre a violagdo de um tipo de
simetria. Esses dois trabalhos levaram os Fisicos a compreender o mecanismo responsavel pelo surgimento
do Universo.
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Considerando o espago-tempo plano g, = 1, e variando a acao eq. (2.72) em relacao
a x"(¢*) obtém-se a equagao de movimento

0u = (v=77"0pa") = 0. (2.73)

Além disso, a agao de Nambu ¢é invariante sobre mudanca de coordenadas, ou seja, a
folha do Universo pode ser parametrizada livremente. Uma escolha conveniente é vy; = 0
e Yoo = Y11 = 0, usando e = g 0,2 Opx” tem-se

oz 0x”
0= v 58§t (2.74)
B v B bt
0 oz Ox or* Ox (2.75)

Usando t = 2° = (°, a trajetéria da corda torna-se um vetor #((,t), sendo assim, as duas
ultimas equagoes podem ser reescritas como

0=dx, (2.76)

0=i%+a2". (2.77)

A equacao de movimento também pode ser reescrita de uma maneira simples
-1 =0, (2.78)

uma corda fechada de raio R oscila relativisticamente com um periodo 7 o< R. Conforme
oscila ela ird irradiar ondas gravitacionais devido a variagao temporal de seu momento de
quadrupolo, Q o pR3. A poténcia irradiada ¢ dada por

POH = CogG,uza (279)

em que C,, é uma constante de ordem 100 [26].

O tempo caracteristico 7,, o (C,yGu) 'R é 0 tempo que leva para uma corda fechada
irradiar toda sua energia. Nesse periodo, a corda oscilard por volta d