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RESUMO

O principio da minima acdo foi fundamental para que fisicos e mateméticos da historia
desenvolvessem um novo dominio da fisica, a mecanica analitica, que hoje é considerada como
um meio alternativo de calcular as caracteristicas dindmicas de um sistema fisico. Considerando
a importancia desse assunto, este trabalho tem como objetivo tracar um panorama historico dos
estudos que propiciaram o desenvolvimento e a aplicagdo do principio da agdo minima. Para
tal intento, ampara-se nas premissas de Martins e Silva (2007) e Moreira (1999), os quais trazem
concomitantemente os aspectos cientificos e extra cientificos que nortearam a elaboragéo deste
trabalho. Finalizada a revisao histérica, o estudo partiu para uma analise critica acerca de trés
livros-texto, com o intuito de evidenciar a relevancia de uma abordagem historica no material
para a aprendizagem desse principio fisico.

Palavras-chaves: Maupertuis, Dinamica, Luz.



ABSTRACT

The principle of least action was fundamental for physicists and mathematicians of history to
develop a new domain of physics, analytical mechanics, which today is regarded as an
alternative means of calculating the dynamic characteristics of a physical system. Considering
the importance of this subject, this paper aims to draw a historical overview of the studies that
led to the development and application of the principle of minimum action. For such purpose,
it is based on the premises of Martins e Silva (2007) and Moreira (1999), which concomitantly
bring the scientific and extra-scientific aspects that guided the elaboration of this work. After
the historical review, the study started to critically analyze three textbooks, in order to highlight
the relevance of a historical approach in the material to the learning of this physical principle.

Keywords: Principle of least action, Maupertuis, Dynamic, Light.
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1. INTRODUCAO

A natureza da luz sempre foi intrigante para o homem, seja em sua composi¢ao
ou em sua propagacdo no espaco. Entender seu funcionamento foi algo que
despertou interesse e chamou a atencao dos sabios antigos, babildénios, cientistas da
era medieval, até das grandes mentes da era contemporanea. Na busca por explicar
0 seu comportamento, 0 homem encontrou ndo so leis fisicas capazes de descrever
os fendbmenos luminosos, mas também alguns principios que serviram para explicar,
de forma geral, boa parte dos fendmenos naturais na fisica classica, em mecéanica
quantica e relatividade. Tais conceitos ficaram conhecidos como principios
variacionais.

Heron de Alexandria (10 d.C. a aproximadamente 80 d.C.), foi o primeiro a
buscar respostas para explicar o comportamento da luz. Através de suas
observacfes, enunciou pela primeira vez um principio variacional, o qual mais tarde
serviria de inspiracdo para Al Hazem — um cientista do oriente médio que desenvolveu
novas teorias e instrumentos baseados no comportamento de feixes luminosos, como
por exemplo a cAmara escura e 0s Oculos. Séculos depois, o principio da acdo minima
reaparece nas discussoes em forma de cartas trocadas entre Descartes, Fermat,
d’Arcy, d’Alembert e Maupertuis, sendo este ultimo o primeiro a estabelecer um
formalismo matematico e uma interpretacao para o principio da minima acao.

O resultado de Maupertuis se solidifica com a entrada de Euler no cenério, um
brilhante fisico e matemético que teve contribuicbes grandiosas para a ciéncia. Junto
a ele, Lagrange desenvolveu uma teoria nova, fundamentada no céalculo variacional,
estabelecendo um método alternativo ao de Newton para calcular a dindmica de um
sistema fisico. Pouco tempo depois, Hamilton, baseado na mecénica lagrangeana,
vem com uma reformulacéo, lancando o Principio de Hamilton e expandindo tais
conceitos para outros dominios da fisica, como a mecéanica quéantica. Posteriormente,
outros cientistas também tiveram um papel determinante na histéria da ciéncia com
novas teorias envolvendo principios variacionais, porém um de grande destaque foi
Richard Feynman, que enunciou o principio da minima acdo para sistemas
microscopicos e obteve sucesso em explicar diversos sistemas quanticos; essa
descoberta ficou conhecida como integrais de Feynman.

A vista disso, o principio da minima ac&o foi um alicerce fundamental para a

construcdo da mecanica analitica, o que € objeto de estudo para os académicos no
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curso de graduacao em fisica. Portanto, este trabalho tem como propadsito trazer uma
abordagem historica da formacdo e da aplicacdo do principio da minima acao e de
como ela € ensinada nos livros textos aos estudantes. A analise critica acerca de trés
referéncias de livros do curso de mecanica classica tem o intuito de mostrar que ndo
basta apenas expor conceitos matematicos para que o assunto seja bem apresentado,
pois é indispensavel uma explicacdo histéria dos conceitos para trazer uma

aprendizagem significativa.
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2. CAPITULO 1-PRIMEIROS ESTUDOS DA LUZ

2.1. HERON DE ALEXANDRIA

Heron foi um gedmetra, inventor e escritor que Figura 1: Heron (10 d.C a 80d.C.)
viveu em Alexandria, no século | da era crista do periodo
Romano, entre o periodo de 10 d.C. a 80 d.C. Ele
escreveu muitos trabalhos sobre instrumentos
mecanicos. Dentre eles, destaca-se a obra intitulada
Pneumatica, em que Heron descreve o funcionamento
de uma maquina a vapor, a Eolipila. No entanto, vale

destacar que ele ndo € o criador da mesma, uma vez

gue esse dispositivo ja era conhecido por Vitruvius no

Fonte: Disponivel em:

século passado (Martins e Silva, 2013). <clubes_obmep.org.br/blog/b_heron
-dealexandria/>. Acesso em:
Heron trouxe ainda uma grande contribuigdo 18.dez.19.

para a matematica a partir de seu outro trabalho denominado Geométrica. Nesse
estudo, o autor demonstra o calculo da area de figuras geométricas regulares de 3 a
12 lados, circulos, elipses, superficies cilindricas, cones, segmentos parabdlicos e
esferas. Além disso, Heron de Alexandria € conhecido por uma obra importante no
ramo da mateméatica, nomeada A Métrica, em que ele determina a area do triangulo
em funcéo dos trés lados.

A pesquisa de Heron néo era restrita apenas a dispositivos mecanicos e ao
calculo de volume de sélidos, mas também era objeto de estudo o comportamento da
luz. Para Heron, a lei da propagacao retilinea da luz e da reflexdo foram explicadas
utilizando o principio do caminho minimo. Tal principio foi publicado em um dos seus
trabalhos, conhecido como Katoptrika, o qual foi perdido e existe apenas uma
traducdo latina medieval. Na época, catoptrica era a parte da Optica que descrevia 0s
fendmenos de reflexdo da luz e as imagens formadas nos espelhos e, tais efeitos

luminosos, Heron ja buscava descrevé-los.

Por ela [pela catoptrica], realmente, sdo construidos espelhos que
mostram a direita a direita, e a esquerda a esquerda, enquanto 0s
espelhos comuns mostram os lados opostos, contra a natureza.
Através deles é também possivel ver nossas costas, e também nos
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vermos de cabeca para baixo, com trés olhos e dois narizes, e o rosto
retorcido, como se sentisse dor. [...] (B.G. Teubner, Stuuugart,
1900, apud MARTINS E SILVA, 2013)

Segundo Heron, os raios de luz executam trajetérias retilineas e esse

movimento € assim pois é o mais curto e o mais rapido:

Vemos que a visdo segue linhas retas a partir dos olhos, o que pode
ser assim considerado. Tudo aquilo que se move com velocidade
continua, move-se em linha reta, como vemos a flecha lancada pelo
arco. Por causa da violéncia com que € impelida, ela tenta se mover
em uma linha com a menor distancia possivel, ndo tendo tempo para
demoras, ou seja, para percorrer uma linha com maior distancia, o que
nao é permitido pela violéncia transmitida. Assim, por causa de sua
velocidade, o objeto tenta se mover do modo mais curto. E a menor
linha entre dois extremos é a reta. (B.G. Teubner, Stuuugart, 1900,
apud MARTINS E SILVA, 2013)

Vale frisar ainda que, para Heron, a velocidade da luz é infinita e, como
consequéncia, tem-se que 0s raios visuais ndo desviam e percorrem o menor caminho
entre dois pontos, que € uma reta. Ademais, segundo o autor, s6 era possivel
visualizar objetos porque os raios luminosos séo provenientes do observador e ndo

do objeto.

Os raios emitidos por nés se movem com uma velocidade infinita,
como sera mostrado. Pois se, depois de fechar os olhos nés olhamos
para o céu, [0s raios] ndo demoram nenhum tempo para atingir o céu.
Logo que olhamos, vemos 0s astros, embora a distancia seja infinita,
por assim dizer. E mesmo se essa distancia fosse maior, aconteceria
a mesma coisa, e assim € claro que os raios sdo emitidos com
velocidade infinita. Por causa disso, eles ndo tém interrupgdo, nem
desvio, nem quebra, mas se movem pelo caminho minimo, ou seja,
por uma reta. (B.G. Teubner, Stuuugart, 1900, apud MARTINS E
SILVA, 2013)

Todas as trés leis da Optica — reflexéo, refragéo e propagacao retilinea da luz —
podem ser explicadas utilizando o conceito de minimo. E é justamente isso que
concede a Heron de Alexandria o crédito de descrever pela primeira vez um principio

variacional da fisica.
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2.2. IBN AL-HAYTHAM

Figura 2: Al Hazem (965 a 1040)
3 T

e~ ~ Conhecido no ocidente como Al Hacen (no

latim), e mais tarde como Al Hazem, nasceu em Basra,
onde atualmente é o Iraque, por volta de 965 depois de
Cristo, e foi considerado um dos maiores pensadores
do oriente. Trouxe contribuicbes na matematica,
astronomia, medicina e, principalmente, na Optica. Até
0 século 13, seus trabalhos ja haviam sido traduzidos

Fonte: A"Khwa:fgfl:he Inventorof  nara o latim e serviam de referéncia para os fabricantes

de lentes europeus.

A historia conta um episédio determinante na vida de Al Hazem. Segundo
historiadores, ele era um grande sabio da época e foi convocado para ir ao Egito a
pedido do governante Al-Hakim bi-Amr Allah, com o propdsito de construir uma
barragem no rio Nilo e controlar o fluxo de agua. Entretanto, Al Hazem percebeu que
nao era possivel fazer o trabalho e, para ndo sofrer a punicdo do governante, ele se
declarou louco e foi condenado a prisdo domiciliar por dez anos, sendo libertado
apenas ap0s a morte do soberano Al-Hakim. Durante o periodo que ficou
encarcerado, Al Hazem escreveu diversos trabalhos: Risalab fi al-Dawa, o Tratado
sobre a Luz; Mizan al-Hikmah, Equilibrio da sabedoria; Maqalah fi al-Qarastun, O
Tratado sobre Centros de Gravidade; Al-Shukuk al Batlamynus, Davidas de Ptolomeu.

Dentre suas obras, a mais influente foi a Kitab Al Manazer, O Livro da Optica.
Nele, Al Hazem analisou o espalhamento da luz em suas cores constitutivas por meio
de experimentos, e, como consequéncia, descobriu as leis da refracdo, deu uma
explicacédo correta para o aparente aumento do tamanho do Sol e da Lua quando
estavam no horizonte, e descreveu como a luz é refletida em espelhos. Nesse livro
principal, esta contido o ensaio Risala fi al-Dawa, em que Al Hazem investiga as
propriedades de luminancia e a dispersédo da luz através de meios transparentes e
translicidos. Ademais, uma de suas descobertas mais conhecidas foi chamada de
Albeit Almuzlim, hoje conhecida como camara escura. Estudou ainda a anatomia e os

mecanismos de visao, totalizando mais de 90 trabalhos escritos ao longo de sua vida.
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As obras de Al Hazem foram decisivas para um enorme avanc¢o no estudo da
Optica e, mais tarde, na invencao de instrumentos como telescépios, lentes e 6culos.
Ele contradiz a teoria da visdo de Ptolomeu e Euclides que, até aquela época, pregava
gue objetos eram vistos por raios de luz provenientes dos olhos do observador, e
entdo, passa a afirmar que os raios sdo oriundos dos objetos que estdo sendo
observados. Isso fez com que a teoria da luz de Al Hazem fosse diferenciada de
qualquer outra que existiu anteriormente. Seus trabalhos foram até reconhecidos por
Newton, como influentes e decisivos para a formulacéo da Optica fisica (Tbakhi e Amr,
2014).

Ibn Al-Haytham, ou também conhecido como Al Hazem, foi considerado o pai
da dtica moderna, e deixou um legado importante a respeito de sua metodologia de
investigacdo, pois, segundo ele, era necessario o uso de experimentos para certificar
se a teoria estava correta. Tal processo ficou conhecido como método cientifico
moderno. Seus trabalhos também foram influentes para outros cientistas de alto

calibre que surgiram a posteriori, como René Descartes e Christian Huygens.

2.3. A CIENCIA DE DESCARTES

Nasceu em 1596, na cidade de La Haye, na Figura 3: Descartes (1595 a 1650)
Franca. Entre 1604 e 1614, René Descartes estudou no
colégio interno jesuita La Fleche. Por ter se
desapontado com o ensino que recebeu e por
compreender que a filosofia escolastica ndo o conduzia
a nenhuma verdade indiscutivel, René abandona os
estudos das letras e se alista voluntariamente no

exército militar de Mauricio de Nassau. Dessa forma,

comeca sua jornada de conhecer mundo, que, segundo
Pierre Frederix (1976), era uma forma de Descartes Fonte: Descartes — Meditagdes
mostrar que era um jovem sabio disfarcado de soldado Meratiicas
(Vergez e Huisman, 1976).

Na Holanda, por onde morou mais de 20 anos, influenciado pelas ideias de

Galileu e seu amigo Isaac Beeckamann, Descartes comeca seus estudos em diversas
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areas, especialmente na matematica. Em 1628, escreveu um pequeno livro em latim
“‘Regras para a direcao do espirito” no qual manifesta sua ideia de que o espirito do
homem deve possibilitar a criagcdo de um método universal. No ano seguinte, comeca
a trabalhar em um novo livro, que defende o heliocentrismo, chamado de “Tratado do
Mundo”, porém, mesmo morando em um pais protestante, ele é intimidado pela
condenacéo de Galileu em 1933 e decide nédo o publicar (Kontic, 2018).

Em 1637, Descartes escreve trés pequenos ensaios cientificos, “A Didptrica”,
“Os Meteoros” e a “Geometria”. Essas obras o ajudaram a criar seu grande livro,
chamado “Discurso do Método”, o qual apresenta para a comunidade intelectual da
Europa suas ideias mediante a busca por uma unificacdo dos saberes, ou seja, ele
analisa e estuda o modo pela qual a ciéncia é feita através de um método constituido
de etapas para um melhor entendimento do conhecimento (Chiarottino e Freire, 2013).

No ano de 1641, ele publica as “Meditagcées Sobre a Filosofia Primeira”, em
gue problematiza a existéncia desse mundo, da davida, do préprio individuo e também
desenvolve a chamada duvida hiperbdlica. Esse ultimo método € baseado no conceito
de que ndo se pode confiar em nada, é preciso duvidar de tudo para gerar
conhecimento, isto €, a duvida é o que guia o0 conhecimento.

A filosofia de Descartes é mecanicista, ou seja, para ele, o mundo € formado
apenas por corpo e movimento. Isso fica claro no livro Discurso do Método, em que
Descartes apresenta seu método que, posteriormente, servira de prefacio para a
discussédo sobre outras trés obras: Os meteoros?!; A diéptrica, que aborda o papel da
luz e a percepcao de cores; A geometria, que € fundamental para Descartes, uma vez
gque a geometria trata a natureza dos objetos fisicos de maneira puramente
matematica. Entretanto, é preciso ressaltar que a luz ndo entra em sua geometria,
porém seus efeitos causados séo analisados por ela.

De acordo com lldeu de Castro, o Discurso do método juntamente com os trés

ensaios pode ser sintetizado em alguns pontos:

I.  Aluz atravessa com maior facilidade os corpos mais densos.

! vale lembrar que naquela época, qualquer evento astronémico era chamado de meteoro, também denotados
de eventos supralunares.
15



Isso significa que, para Descartes, a luz se propaga com maior velocidade nos

corpos mais densos e com menos velocidade nos corpos menos densos.

II. A velocidade da luz é infinita: a presséo € propagada em um instante.

Naquela época, os efeitos da luz e ela, em sua esséncia, tinham o

comportamento transmutado em consequéncia das condi¢des climaticas.

lll. O universo é pleno e ndo existe vacuo. A luz é entendida ndo como

matéria em movimento, mas como uma inclinacéo a se mover.

Na ciéncia cartesiana, a luz ndo pode ser entendida como uma coisa, entéo,
ela vai ter um modelo aproximado para ser interpretada. Os feixes de luz sdo como

linhas ao longo das quais tende a pressao no meio.

IV. Descartes nao tenta explicar a luz e sua composi¢cdo, mas sim seus
efeitos. Para expor suas ideias, ele faz uso de trés analogias: (i) compara
a maneira como vemos as coisas a transmissao das sensacdes através
de uma bengala de cego; (i) emprega uma cuba com uvas preenchida
com vinho para explicar a transmissao da luz; (iii) adota a analogia do
choque de particulas com uma superficie para explicar as leis de

reflexdo e refracéo.
Nesse Ultimo ponto, Descartes tenta exemplificar a percepcédo da luz. Para
tanto, investiga como um cego faz para identificar o meio em que se encontra. Se a
luz ndo € um objeto fisico, s6 é possivel sentir seus efeitos, assim como um deficiente
visual ndo vé os objetos, mas sente quando sua bengala afunda na areia, ou detecta
um buraco, ou é enfincada na agua. No segundo exemplo, ele supde que, na cuba,
as uvas fazem o papel da parte rigida da matéria, como o ar, e o vinho € a matéria
sutil. Dessa forma, os buracos no fundo da cuba fazem com que o vinho tenda
imediatamente para eles, assim se propaga no espago. Por fim, os fendmenos de
reflexdo e refracdo da luz sdo semelhantes ao choque de particulas em uma
superficie. No primeiro caso, essa particula € rebatida e, no segundo, ela penetra no

segundo meio atravessando a superficie. Descartes usa esses exemplos para
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justificar a propriedade da cor, que pode ser entendida como diferentes sensacdes da
bengala do cego ao tocar em pedras, paus e outros objetos. Ou uma modificacdo da
trajetoria da bola oriunda do choque, como graus diferentes de rotagéo, por exemplo,
refere-se a diferentes cores.

Para esclarecer a teoria da luz de Descartes, a qual posteriormente sera alvo
das criticas de Fermat, vamos examinar com maior profundidade os principios de

reflexdo e refragdo da luz.

Reflexdo da luz

Como j& citado, Descartes usa como modelo basico para explicar a reflexdo da
luz o caso de um projétil incidindo sobre uma superficie rigida. Na colisdo, a particula
nao tem sua velocidade alterada, entretanto, a determinacdo do movimento muda
instantaneamente. Descartes usa esse termo para se referir a direcdo, e ndo a
velocidade ou a quantidade de movimento. Dessa forma, a decomposicdo da
determinacao pode ser feita em duas dire¢cdes perpendiculares entre si. Ademais, a
componente paralela a superficie se mantém, assim como a velocidade, alterando
apenas a componente vertical do movimento. Posto isso, € possivel mostrar que o

angulo de reflexdo da luz é igual ao de incidéncia.

Refragcéo da luz

Nesse caso, Descartes utiliza o mesmo exemplo da bola incidindo em uma
superficie, porém, nesse caso, a area de choque sera formada por uma tela muito
fraca, de modo que o projétil rompe e atravessa a superficie, perdendo somente uma
parte de sua velocidade. Descartes (Descartes, 1987) afirma “...ela ndo perde nada
da determinacao que tinha de avancar para o lado direito”. Novamente, explicitando
gue a componente vertical ndo é alterada.

Seguindo esse raciocinio, duas proposi¢cdes podem ser feitas:
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l. A inclinacdo deve ser medida pelos senos dos angulos de incidéncia e
de refracdo. A “velocidade” do feixe luminoso depende exclusivamente
do meio atravessado. Dessa forma, v, = nv;, em que n € uma constante.

Il. A velocidade paralela a superficie de separacdo ndo muda, conclui-se

entdo que v;sen(8;) = v.sen(6,).
Prosseguindo nessa mesma premissa, € possivel chegar no resultado:

v, sen(9;) (2.1)

v, sen(8,)

A equacdao acima ficou conhecida como a lei da refragéo de Descartes.

2.4. PIERRE DE FERMAT

Figura 4: Fermat (1607 a 1665) Pierre de Fermat nasceu em 17 de agosto de 1601,

em Beaumont de Lomagne, no sudoeste da Franca. Filho
de um rico mercador, desde muito cedo, Fermat foi
educado por bons professores da época. Sua historia
comeca no mosteiro de Grandselve e depois, aos 15 anos,
ingressou na Universidade de Toulouse para estudar
direito. Mesmo atuando na area de funcionario publico,

Fermat tinha muito interesse por outras areas, como fisica,

Fonte: Disponivel em:
<clubes_obmep.org.br/blog/b

_pierre-de-fermat/> Acesso  de 1631, casou-se com a prima de sua mae e teve trés
em: 18.dez.19.

literatura e, principalmente, mateméatica. No dia 14 de maio

filhos, duas meninas e um menino, chamado Clement
Samuel, o qual teve um papel importante, pois, mesmo apdés a morte de seu pai,

continuou publicando trabalhos dele. O seu posto no parlamento francés o

2 Descartes coerentemente ndo usa a palavra “velocidade”, uma vez que ela é infinita. Logo a no¢3o utilizada
de “velocidade” refere-se a nogcdo de “forga”, ou em termos atuais, o mdédulo da velocidade.
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proporcionou a ter uma posi¢ao social de respeito e 0 concedeu mais tempo para suas
investigacdes cientificas.

Por volta de 1636, Fermat escreveu um trabalho que n&o foi publicado na
época, chamado “Introducédo aos lugares geométricos planos e solidos”, em que
apresentava suas ideias de eixos perpendiculares, sua deducéo da equacéao geral da
reta, circunferéncias, elipses e hipérboles. Para muitos estudiosos, este foi um dos
trabalhos mais cruciais que Fermat prop0s, pois acabara de inventar a geometria
analitica. Nesse estudo, Fermat também mostrou sua teoria de maximos e minimos
de uma funcgéo, assim como também o calculo da reta tangente de curvas (Basto, et
al, 2016).

Como um dos maiores matematicos do século 17, Fermat ficou conhecido na
sociedade cientifica da época, entretanto, ele ndo procurava publicar as descobertas
de seus resultados. Foi entdo, através de seu amigo Marin Mersenne, que o trabalho
de Fermat sobre maximos e minimos chegou até Descartes, desencadeando um
grande embate entre dois dos maiores pensadores da época. Um episédio conhecido
do conflito entre eles foi o desafio que Descartes fez a Fermat, para que ele
encontrasse a reta tangente a curva descrita pela equacéo x3 + y3 = 3axy. Utilizando
o0 método que havia desenvolvido, Fermat resolveu o problema com facilidade,
provocando ainda mais Descartes. Esta curva ficou conhecida como o folium de
Descartes.

Além de seu trabalho no ramo da geometria, Fermat foi o fundador da teoria
dos numeros na matematica. Os seus mais importantes resultados ficaram
conhecidos como pequeno e grande teorema de Fermat. Ademais, a invencao do
calculo infinitesimal é atribuida a Newton e Leibniz, porém, seus trabalhos foram
publicados 20 anos apos a morte de Fermat. Em outras palavras, se o calculo for
entendido como a area da matematica responsavel por estudar maximos e minimos
de uma funcéo, e comportamento de retas tangentes em curvas, entdo, Fermat fundou
essa area ja em 1629, contudo, cabe lembrar que ele ndo tinha muito interesse em
publicar seus trabalhos. O préprio Newton, em uma carta que foi sé descoberta em
1934 por Louis Moore, afirma que suas primeiras ideias a respeito do célculo foram
influenciadas “da maneira como monsieur Fermat tragava tangentes” (MAZZA, 2014).

Dentre todos os seus trabalhos, a matematica de Fermat possibilitou que ele

criasse o primeiro principio variacional da fisica. Era objeto de estudo a explicacdo de
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fendbmenos luminosos, em especial a reflexdo (que levou ao principio da minima
distancia) e da refracdo (que concebeu o principio do tempo minimo) da luz. Esse
ponto na historia da ciéncia sera detalhado na proxima sec¢éo, na qual sera narrado o
antagonismo de ideias de Fermat e Descartes a respeito do comportamento da luz
(FERREIRA, et al, 2016).

2.5. FERMAT E CARTESIANOS

Apbs a publicacdo do Discurso do Método e dos trés ensaios cartesianos,
Fermat, em setembro de 1637, envia uma carta & Descartes com fortes criticas a
respeito de seu trabalho, em especial a Didptrica, questionando principalmente a
explicacédo dos fenémenos de reflexdo e de refracéo.

Primeiramente, Fermat argumenta que a decomposicao da determinacao dos
raios luminosos que incidem em uma superficie, e séo refratados, ndo se referem
apenas as componentes paralela e normal, mas sim a uma infinidade de outras
composicdes, e que Descartes, por sua vez, escolheu as que mais lhe eram
convenientes. Em segundo lugar, a ideia de determinagdo poderia ser interpretada
como quantidade de movimento e ndo de direcdo. Além disso, Fermat entende que
existe uma confusédo entre pressédo e velocidade de movimento. E, por fim, para
Fermat, ndo estava claro que a componente paralela a superficie era conservada.
Sendo assim, mesmo que Descartes tivesse formulado o principio da refracdo
corretamente do ponto de vista matematico, seus argumentos experimentais ainda
Nao eram convincentes.

Em resposta, Descartes invalida os argumentos de Fermat, dizendo que seus
comentarios séao triviais e redundantes, e ainda reafirma a decomposicao dos raios de
luz, que é justificada pelo fato da superficie de separacdo ser real®. Esse primeiro
embate ndo perpetua por mais tempo e se encerra com a morte de Descartes, em
1650.

Depois de quatro anos, Fermat volta a indagar a éptica cartesiana, porém

agora, ele debate com os seguidores de Descartes, De la Chambre e Clerselier,

3 para Descartes n3o existe vacuo e todos os corpos na natureza podem ser distinguidos pelo movimento.
Segundo ele, é possivel diferenciar uma superficie da outra devido ao movimento relativo entre elas. Dessa
forma, a superficie ndo é real, mas o modelo faz como real.

20



através de cartas. Essa discussédo, que durou por alguns anos, mais especificamente
entre 1657 e 1661, foi suficiente para que Fermat amadurecesse suas ideias e
comecasse a introduzir o conceito da ideia do “caminho mais facil que a luz deve
seguir’. Com isso, ele busca deduzir a trajetoria da refracéo da luz quando esta passa
por meios que oferecem diferentes resisténcias.

Um ano depois, Fermat escreve uma carta a De la Chambre, na qual ele revela
sua descoberta apds tantas tentativas falhas. Ele chegou de forma inesperada e
surpreendente a uma formulagéo da lei da refragdo que, segundo ele, estava correta,
pois seguia 0 seu principio de que a luz percorre o caminho mais facil.

Mas o prémio de meu trabalho foi extraordinario, o mais imprevisto e
0 mais feliz que ja me aconteceu. Porque, depois de ter passado por
todas as equacOes, multiplicacdes, antiteses e outras operagfes de
meu método, e de haver por fim concluido o problema - que o senhor
pode ver em folha separada - encontrei que meu principio fornecia
justa e precisamente a mesma proporcao das refragdes que Descartes
havia estabelecido. Fiquei tdo surpreso com um evento t&o
inesperado, que a custo sai de meu espanto. Repeti minhas
operacOes algébricas diversas vezes e sempre o0 sucesso foi o
mesmo, ainda que minha demonstracdo suponha que a passagem da
luz pelos corpos densos seja mais dificil que nos corpos menos
densos, 0 que eu creio que é muito verdadeiro e indisputavel, e
embora Descartes suponha o contrario. (TANNERY E HENRY,
1897-1912, apud MOREIRA, 1998)

Para chegar ao resultado esperado, Fermat fez, pela primeira vez, uso de seu
principio de maximos e minimos. A compreensdo do seu teorema pode ser feita se
pensarmos que, no topo de uma montanha ou no fundo de um vale, um pequeno
desvio na trajetéria ndo afetaria o deslocamento total. Em outras palavras, a condi¢cao
para a existéncia de um maximo ou minimo € que a mudanca em torno de um trajeto
estacionario deve ser nula.

Através desse raciocinio, Fermat explica que, no caso da refracéo, a luz, para
gastar o minimo de tempo, “busca percorrer” um caminho maior no meio menos
denso, no qual tem maior velocidade, ou tambéem, “busca percorrer” uma distancia
menor no meio mais denso, onde possui uma velocidade menor.

Note, entdo, que a proposicao de Fermat é diferente da de Descartes, pois para
ele, a velocidade é inversamente proporcional a resisténcia do meio, ou seja, ao
contrario do que a Optica cartesiana afirmava, a luz possui maior velocidade nos meios

menos densos. Fermat usa essa situacdo e emprega seu principio de maximos e

21



minimos, obtendo um resultado extremamente importante na fisica, que pode ser dito
como a primeira aplicacdo com fundamentacdo matematica de um procedimento de
minimizacao.

A solucdo do problema desenvolvida por Fermat, baseada que a trajetéria
estacionaria, em torno da qual a variacdo do tempo total gasto no percurso € nula,

leva a “proporgao de Descartes”:

sen(6;) v
sen(6,) v, (2.2)

No entanto, a razdo que Fermat encontrou entre 0s senos depende
diretamente das velocidades, e ndo inversamente, como Descartes havia calculado.
Ainda na sua carta, Fermat atribui os créditos da descoberta da lei da refracdo a

Descartes e propde um compromisso aos cartesianos:

O que devemos concluir disso tudo? N&o seria suficiente, meu senhor,
aos amigos de Descartes que eu lhe deixe na livre posse de seu
teorema? N&o haveria bastante gléria em haver conhecido os
caminhos da natureza em sua primeira observacdo e sem a ajuda de
nenhuma demonstracdo? Eu lhe cedo, portanto, a vitéria e 0 campo
de batalha, e fico contente que o senhor Clerselier me deixe entrar
pelo menos como sdcio na prova dessa verdade tdo importante, que
deve produzir consequéncia tdo admiraveis. (TANNERY E HENRY,
1897-1912, apud MOREIRA, 1998)

A resposta de Clerselier vem alguns meses depois. Ele aceita

diplomaticamente o “compromisso” que Fermat sugere, mas nao € sutil na sua réplica.

A diferenca é que vOs nado provais nada, mas fazeis uma suposi¢do
por principio, que a luz passa mais facilmente nos corpos ralos do que
nos densos, enquanto Descartes prova, e hao simplesmente supde,
gque a luz passa mais facilmente nos corpos densos que nos ralos.
(TANNERY E HENRY, 1897-1912, apud MOREIRA, 1998)

O cartesiano também aborda outros pontos criticos, como, por exemplo, que o
principio das vias mais curtas e simples se trata de um principio moral, e n&o fisico.

Esse teorema coloca a natureza em uma indecisdo, pois qual seria o caminho mais
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simples? O mais rapido ou mais curto? Como a natureza é capaz de fazer essa
escolha? Por que o caminho ndo € uma reta, ja que este € a menor distancia entre
dois pontos? O raio de luz, estando ja no ar, como podera saber para onde se inclinar
se meios diferentes forem colocados a sua frente? Diante desses questionamentos,

Clerselier escreve em defesa:

O tempo ndo sendo 0 que se move ndo pode ser o determinante do
movimento. (...) E mais fisico dizer, como Descartes, que a velocidade
e a determinacédo do corpo mudam pela variacdo que surge na forca e
na disposicdo que sao as verdadeiras causas de seu movimento e ndo
por um desejo da natureza de ir pelos caminhos mais rapidos, desejo
gue ela ndo pode ter, porgue age sem conhecimento, e que nao tem
efeito sobre esse corpo. (TANNERY E HENRY, 1897-1912, apud
MOREIRA, 1998)

A tréplica de Fermat é escrita com tom irbnico ao Clerselier e também marca o

fim de uma das controvérsias cientificas mais importantes da historia.

...ndo pretendo nem jamais pretendi ser o confidente secreto da
natureza. Ela tem vias obscuras e ocultas que ndo tentei jamais
penetrar; eu apenas havia lhe ofertado um pequeno auxilio de
geometria acerca do assunto refracdo, se ela tivesse necessidade
disso. Mas, porque o senhor me assegura que ela pode cumprir suas
tarefas sem a geometria e que se contenta com o caminho que
Descartes |Ihe prescreveu, eu abandono de bom coragéo, em vossas
maos, minha pretensa conquista de fisica. E suficiente para mim que
0 senhor me deixe de posse de meu problema de geometria
inteiramente puro e in abstracto, por meio do qual se pode encontrar
a rota de um maovel que passa por dois meios diferentes e que busca
concluir seu movimento da maneira mais rapida possivel. (TANNERY
E HENRY, 1897-1912, apud MOREIRA, 1998)

O embate termina aqui. Resta agora analisar a propor¢éao que essa discussao
entre dois dos maiores pensadores europeus resultou ao longo dos anos seguintes e

como influenciou outros cientistas memoraveis.
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3. CAPITULO 2-PRINCIPIO DA MINIMA ACAO

3.1. PIERRE LOUIS MOREAU DE MAUPERTUIS

Em 28 de setembro de 1698, na cidade de Saint  Figura 5: Maupertuis (1698 a 1759)
Malo na Franca, nasce Pierre Louis Moreau de
Maupertuis.  Aos dezesseis anos, foi enviado a
renomada faculdade College de la Marche, em Paris,
para estudar filosofia. Depois de dois anos, em 1717, ele
retorna a cidade natal onde comeca estudar musica e
desenvolver um forte interesse em matematica. No ano

seguinte, por indicacéo de seu pai, Maupertuis entra no

regimento de La Roche Guyon, mas ndo se adapta com

sua carreira de oficial de cavalaria e renuncia o posto,

Fonte: ASIMOV, |. Génios da
humanidade. Rio de Janeiro,
Bloch, 1976, v. 1, p. 145

em 1722. Posteriormente, em 1723, Maupertuis passa a
morar em Paris, e se torna adjunto da Académie des
Sciences, a qual foi fundada em 1666 por um grupo de cientistas de alto prestigio,
como Huygens, e passa a abrigar encontros de outros grandes nomes, como
Descartes, Fermat, Pascal e Galileu.

A partir dai, seu interesse por diversas areas das ciéncias floresceu. Em 1724,
Maupertuis produziu seu primeiro artigo, Sur la forme des instruments of music, o qual
discutia como o comportamento das notas musicais era afetado pelos instrumentos
gue as produziam. Outros trabalhos também surgiram no dominio da geometria,
astronomia e filosofia. Além dessas areas, Maupertuis estudava biologia, buscando
entender e explicar como os organismos podem conservar suas espécies ao longo do
tempo e como ocorre a formacao de novas espécies. Estas ideias apareceram em trés
obras, conhecidas como a Vénus fisica (1745), o Sistema da Natureza (1752) e a
Carta XIV (1752).

Com o intuito de aprimorar seus conhecimentos sobre matematica, em 1729,
Maupertuis foi a Basileia para estudar com Johann Bernoulli, o qual era um defensor
das ideias de Descartes e Leibniz. Porém, mesmo assim, Maupertuis ndao deixou de
aprender a fisica newtoniana. De volta a Paris, em 1730, comeca a produzir seus

trabalhos matematicos fundamentados em equacdes diferenciais e astronomia. Em
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1732, ele publicou a obra chamada de Transac¢des Filoséficas da Sociedade Real de
Londres, em que discutia a natureza dos anéis de Saturno, que, segundo ele, era a
cauda capturada de um cometa.

Em 1735, Maupertuis foi enviado a uma expedicdo no Peru, pela Academia de
Paris, e ganha fama por suas medidas sobre 0 achatamento dos polos terrestres. No
ano de 1740, ele foi convidado pelo rei da Alemanha, Frederico, para criar a academia
de Berlim, junto com outros filésofos e cientistas renomados da época. E, em 1743,
de volta a Paris, foi nomeado diretor assistente da Académie des Sciences, tornando-
se diretor no ano seguinte (cf. RAMOS, 2003).

Nesse periodo, os principios variacionais que emergiram na tentativa de
explicar o comportamento da luz, propostos por Fermat e Descartes, estavam em alta.
Com a intengao de conciliar os dois pontos de vista, Maupertuis estabelece um novo
principio, o Principio da Minima Acao. Inicialmente, ele aplica seu teorema na
explicacdo dos fenbmenos de propagacéo da luz e, posteriormente, em trés sistemas
mecanicos. Nessa perspectiva, o proximo capitulo tem como escopo edificar 0s
pensamentos de Maupertuis, que foi o primeiro a apresentar e aplicar um dos
principios mais importantes da fisica (vide. MARTINS E SILVA, 2007).

3.2. TEORIA DA OPTICA DE MAUPERTUIS

A ciéncia de Newton teve um grande crescimento na comunidade cientifica,
sendo bem aceita por todos. Maupertuis foi o principal defensor e divulgador das
teorias da mecanica e da gravitacdo universal. Ademais, a fisica newtoniana admitia
o fato de a luz ter maior velocidade nos meios mais densos (ao contrario do que
Fermat havia proposto). Dessa forma, a teoria da Optica de Newton era conflitante
com a de Fermat.

A vista disso, em um artigo de 1744, intitulado Acordo entre diferentes leis da
natureza que até agora pareciam incompativeis, Maupertuis procura conciliar o
principio de Fermat (publicado em 1679), o qual estabelece que o tempo que a luz
leva para ir de um ponto a outro deve ser aquele de menor tempo, com a éptica

newtoniana. Supostamente, Maupertuis partiu sua analise tentando modificar o
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principio de Fermat, fazendo uso de criticas similares a dos cartesianos para introduzir

seu novo principio*:

Com feito, que preferéncia deveria ter aqui o tempo sobre o espaco?
A luz ndo podendo mais seguir a0 mesmo tempo pelo trajeto mais
curto e pelo mais rapido, por que iria por um deles e nao pelo outro?
A luz ndo segue nenhum dos dois trajetos, ela toma um caminho que
tem uma vantagem mais real: o0 caminho que ela toma é aquele no
qual a quantidade de acdo € minima. Falta explicar agora o que
entendo por quantidade de acéo (...). Ela é proporcional & soma dos
espacos multiplicados cada um pela velocidade com a qual o corpo os
percorre. E essa quantidade de acdo que é aqui o verdadeiro
dispéndio da Natureza e o que ela economiza 0 mais possivel no
movimento da luz. (MAUPERTUIS, 1744)

Para Fermat, a deducao da lei de refracéo deveria partir do pressuposto de que
a luz segue o caminho de menor tempo. Em outras palavras, a soma das distancias
divididas pelas velocidades, nos dois meios, deve ser minima. Analisando a figura, se
a velocidade da luz no meio menos refringente for VV e a distancia percorrida for D,
guando a luz passa para 0 meio mais denso, sua velocidade diminui para um valor v,

e passa percorrer uma distancia d. Seguindo o principio de Fermat:

D d o (3.1)
— + — = minimo.
V v

Figura 6: Raio de luz sofrendo refragdo ao passa do meio A para o meio B.

0o >

Fonte: Elaboracao prépria

* Uma observacdo importante a ser feita € que Maupertuis nessa época ja tinha
conhecimento do conceito de ag&o proposto por Leibniz.
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Essa hipotese leva a relagéo entre os senos do angulo de incidéncia e refracéo,
com a velocidade da luz nos dois meios, também conhecida como lei da refracdo de
Fermat:

sen(6;) v;
sen(6,) v, (3.1)

Por outro lado, segundo Newton, a luz, que € composta por particulas, deve se
mover mais rapidamente nos meios mais densos do que nos menos refringentes.
Utilizando a mecanica newtoniana € possivel encontrar uma relacdo entre 0s senos
dos angulos de incidéncia e refracdo com a velocidade da luz nos dois meios,

chegando em uma relacao inversa a de Fermat:

sen(8;) vy

sen(8,) v; (3.2)

Maupertuis, adepto a ciéncia newtoniana, admite que o resultado de Fermat
esta errado e que, na verdade, bastaria trocar v, e v; para que o resultado fique
compativel. Entretanto, fazer essa substituicdo no raciocinio matematico de Fermat
implica em fazer D.V + d.v, como sendo minimo. Porém, ndo hé significado fisico no
produto da distancia pela velocidade, uma vez que é desconhecida na ciéncia uma
grandeza que tenha unidade de medida m?/s.

Partindo dessa premissa de buscar uma interpretacdo para o produto da
distancia pela velocidade, Maupertuis deve ter recordado que Leibniz havia proposto
gue a acao seria o produto da distancia percorrida pela velocidade e pela massa do
corpo. Sendo assim, ndo mudaria nada, do ponto de vista de Maupertuis, multiplicar
o resultado por uma constante. Dessa forma, ele enuncia o principio da agdo minima,
substituindo a condicdo de trajeto mais rapido para aquele em que a acado deve ser a

menor possivel. Reformulando:

m(D.V + d.v) = minimo.
(3.3)
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Entretanto, como € destacado por Yourgrau e Mandelstam, a sua formulacéo é
confusa e limitada. Fermat exibe um ponto fraco em suas tentativas de explicar os
fendmenos com seu principio, nesse caso, ele ndo comecga admitindo que o principio
da minima acéo é geral para obter resultados coerentes, mas comeca pelo contrario,
partindo da conclusdo de dois resultados e averiguando onde deveria alterar o
resultado para chegar na conclusao correta.

Logo apéds a publicacdo do trabalho de Maupertuis, alguns cientistas da época
consideraram que o0 que ele havia feito era rudimentar e trivial, do ponto de vista

matematico.

Quanto a parte geométrica, creio que essa descoberta custou menos
a seu autor [Maupertuis] do que a resolugdo de outros problemas
sobre os quais ele fez menos barulho, mas ndo me espanto que ele
tenha se prendido tanto a ela e creio que alguma outra pessoa também
o teria em seu lugar, talvez igualmente, mas nao teria feito tanto
alarde. (CARTA DE LA CONDAMINE A DANIEL BERNOULLI, 30 de
dezembro de 1752, apud MARTINS E SILVA, 2007)

Embora surgiram algumas criticas sobre o trabalho de Maupertuis e a forma
como adaptava o problema para ser compativel ao seu principio da acdo minima, ele
possui grande mérito por essa conquista. Sua proposta de elaborar tal teorema, com
propdsito unificador de toda dinAmica newtoniana, ainda nao tinha sido explorada por
nenhum outro cientista até o momento (cf. MARTINS E SILVA, 2007).

3.3. COLISAO DE CORPOS NAO ELASTICO

O problema da colisdo de corpos € um exemplo muito comum em sistemas
mecanicos e estes podem ser considerados, em teoria, como um sistema isolado de
forcas externas, uma vez que a curta duracdo da interagcdo e os impulsos das
eventuais for¢cas externas sobre o0 sistema sdo praticamente despreziveis. Dessa
forma, existe uma grandeza fisica que se conserva, denominada momento linear,
matematicamente expressa pelo produto da massa do corpo e sua velocidade (Q =
m.v). Assim, para qualquer colisdo, podemos aplicar o principio da conservacao da

guantidade de movimento:
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Em qualquer tipo de colisdo mecanica, a quantidade de movimento total do
sistema mantém-se constante. A quantidade de movimento imediatamente apos a

interacdo é igual & quantidade de movimento imediatamente antes.

innal = Qinicial- (34)

Um dos problemas de colisbes € o do choque perfeitamente inelastico.
Suponha dois corpos, A de massa my e outro corpo B de massa mg. Ambos de
mesmo tamanho e formato, movendo-se na mesma direcédo e sentido, com o corpo A
atras de B. No entanto, a velocidade U, > Uy, ou seja, em algum tempo futuro, os

dois corpos se chocardo e, como se trata de uma colisdo perfeitamente inelastica, eles
permanecerao juntos apos a batida com a mesma velocidade e, consequentemente,

ndo havera a conservacdo da energia cinética. Em outras palavras, a velocidade

relativa entre os dois corpos antes do choque é U, — U, e apds 0 encontro é zero.

Figura 7: Colisdo néo elastica de particulas

-9 2

Fonte: Elaboracao prépria

Dessa forma, utilizando o principio da conservacao do momento linear, pode-

se encontrar a velocidade que os dois corpos se movem juntos apos a colisao:

QAi + QBi = QAf + QBf (35)

mAvAi + vaBi - mAvAf + vaBf' (36)
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Como ambos tem a mesma velocidade final: Va; = Vg,

Mmyv,, + mpvp, = ve(Mmy + mp). (3.7)

Portanto, a velocidade final dos corpos juntos sera:

myV,, + MpUp, (3.8)
Uf =

(my + mg)

Além disso, é possivel calcular o coeficiente de restituicdo desse sistema, uma
grandeza adimensional que tem como propdsito caracterizar os tipos de colisdo que

sao estudados em problemas de mecanica. Esse parametro € definido como:

- vAf 0 (39)

Esse problema foi o primeiro sistema mecanico que Maupertuis aplica o

principio da acdo minima, o qual foi desenvolvido da seguinte forma:

Sejam dois corpos duros, cujas massas sado A e B, gue se movem para
o mesmo lado, com as velocidades a e b, mas A sendo mais veloz do
gue B, de modo que o atinge e se choca contra ele. Seja x a velocidade
comum desses dois corpos, depois do choque, menor do que a e maior
do que b. A mudanca que ocorre no universo consiste em que o corpo
A, que se movia com a velocidade a, e que em um certo tempo
percorria um espaco a, move-se apenas com a velocidade x e sO
percorre um espaco x. O corpo B, que somente se movia com a
velocidade b e apenas percorria um espaco b, move-se com a
velocidade x e percorre um espaco x. (MAUPERTUIS, 1746, apud
SILVA E MARTINS, 2007)

Note que, nesse caso, o tempo considerado é unitario e, dessa forma, o espaco
percorrido € igual a velocidade do corpo. Segundo Maupertuis, a acdo pode ser escrita

matematicamente como:
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S=m.v.Ax, (3.10)

em que a acdo é S, m a massa, vV a velocidade e Ax o deslocamento que o corpo
percorre. Se seguirmos o raciocinio de Maupertuis, a acao total, ou seja, a soma da
acdo antes (S7) e depois do choque (S,), devem ser minimas. Vamos calcular

separadamente os dois valores:

Sl =SA1+SBl =A.va.Axa+B.vb.AXb, (311)

S, =A.v,.v,.t+B.v,.v, .t (3.12)

Logo, a acao antes da coliséo, por unidade de tempo, passa a ser:
Sl =A.va2 +B.vb2. (313)
Seguindo a mesma légica, porém agora supondo que 0s dois corpos passam a

andar juntos com a mesma velocidade v, e que percorrem o mesmo espago Ax,.

Portanto, a acdo total depois da colisao sera:

SZ =SA2 +SBZ =A.vx.AxC+B.Ux.AxC. (314)

S, =A.V,.0.t+B.v,.0,.t. (3.15)

Assim, a acao depois da colisdo por unidade de tempo &
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S, = (A+B).v,2. (3.16)

Logo, a variacdo da quantidade de acdo deve ser

AS = (A+ B).v,2— (A.v,2 + B.v,2%). (3.18)

A condicdo imposta por Maupertuis, de que a acédo total deve ser minima,
implica que a derivada da equacao (acéo total) deve ser nula em relagéo a x. Dessa

forma,
d(vy) (3.19)
= 0.
dt

2(A+B)

Concluindo assim que a velocidade final do conjunto dos dois corpos € zero.
Entretanto, se ao invés de fazermos a acéo final menos a inicial, a acéo total

que deve ser minima fosse a soma da componente antes e depois do choque?

AS = (A+ B).v,2%+ (A.v,2 + B.v,2%). (3.21)
d 3.22
2(A+B) SJtX) — 0. (3:22)
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O resultado também € incoerente, pois 0s corpos deveriam continuar a se
mover sozinhos e percorrer um espago x apds o choque. Dessa forma, Maupertuis

prop6e uma modificacdo no seu raciocinio:

Essa mudancga a portanto a mesma que ocorreria se enquanto 0 corpo
A se movesse com a velocidade a, e percorresse 0 espaco a, ele fosse
transportado para trds sobre um plano imaterial, que fosse movido
com uma velocidade a — x, por um espago a —x; € que enquanto o
corpo B se movesse com a velocidade b, e percorresse o espago b,
ele fosse transportado para a frente sobre um plano imaterial, que se
movesse com uma velocidade x— b, por um espaco x—b.
(MAUPERTUIS, 1746, apud SILVA E MARTINS, 2007)

O caminho que Maupertuis prop8e para a solucdo do problema € a introducdo
de um novo referencial que é aquele no qual os dois corpos estdo parados ap0s o
choque. Esse referencial, conhecido como referencial de centro de massa, possui uma
velocidade v, e se move no mesmo sentido que os corpos A e B do inicio do sistema.

Dessa forma, como o corpo A antes da colisdo possuia uma velocidade maior do que

a que passa adquirir apés o choque (v, > v,), a velocidade relativa dele passa a ser
v, = v, — V,. Por outro lado, o corpo B apés o impacto ter4 uma velocidade maior
do que a que possuia antes (v, < V,), assim v{, =V, — V.

A vista disso, a acdo antes do choque, em um tempo unitario, é dada por:

Sy =84, +Sp, =A.(a—x).Axg + B.(x — b).Ax, (3.22)
Si=A.(a—x).(a—x)+B.(x—=>b).(x —b), (3.23)
~ S =A.(a—x)>+B.(x—Db)?2 (3.24)

Considerando esse referencial de centro de massa, a acao total depois da

colisdo serd nula, pois 0s corpos estardo em repouso em relacdo a esse novo
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referencial. Assim, Maupertuis propde que a soma da ac¢do antes e depois deve ser

minima. Logo,

A.(a—x)*+ B.(x —b)? = minimo. (3.25)

Derivando a expressao e igualando a zero:

—2A +2Ax+2Bx—2Bb=0. (3.26)

Isolando o valor de x, encontramos a equac¢ao da velocidade do corpo A e B

apos o choque:

_Aa+Bb (3.27)
T TA+B

Como é possivel ver na equacao anterior, tem-se 0 mesmo resultado quando é
utilizado o principio da conservacao da quantidade de movimento no caso de choque
perfeitamente inelastico.

Entretanto, a consideracdo de um novo referencial ap6s o choque, no qual as
duas particulas estdo em repouso, deveria ser o referencial para se calcular a acao

total, e ndo apenas a acao final. Em outras palavras, suponha que exista um

referencial de centro de massa, assim como o referencial de velocidade v, usado por
Maupertuis, porém, dessa vez, com velocidade v,,, a qual sera usada para calcular a
acao inicial. Nessa situacao, as velocidades dos dois corpos antes do choque séo a —

w e b — w. Portanto, a ac4o inicial do sistema, por unidade de tempo, sera dada por:

S, =A(a— w)? + B(b — w)>. (3.28)
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Somando com a acao final em relacao ao referencial x:

Seotar = A(a — w)? + B(b— w)?> + (A + B)(x — w)?. (3.29)

Supondo que essa acgdo seja minima, a derivada da expressao anterior sera

igual a zero. Logo,
2(A+ B)(x —w) = 0. (3.30)

Esse resultado s6 é verdadeiro se x = w, ou seja, a velocidade final dos corpos

juntos € a mesma que a do referencial em comum a ambos antes da colisdo. E como
se as particulas estivessem se movendo juntas antes e depois, 0 que € uma conclusao

ilégica nesse caso.

3.4. COLISAO DE CORPOS ELASTICOS

Considere agora um sistema analogo ao anterior, onde um corpo A colide com
um outro B, sendo a velocidade do primeiro maior que a do segundo; porém, diferente
do caso anterior, onde as particulas passam a se mover juntas, o corpo A é rebatido

para tras e o corpo B é empurrado para frente, mudando o valor de suas velocidades

finas para v,, referente a do corpo A e para vg para B. Dessa forma, além da

conservacdo da quantidade de movimento, ha também a conservacdo da energia

cinética e a velocidade relativa antes e depois do choque é a mesma.

Figura 8: Coliséo elastica de particulas

2 -9 2 9
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Fonte: Elaboracao prépria
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Aplicando o principio da conservacdo do momento, tem-se:

QAi + QBi = QAf + QBfl (331)

MpVp, + MpVp, = MyVy, + MpVp,. (3.32)

Nesse caso, como Vg, = Va; = Va; — Vg, O coeficiente de restituicao seré

f

va - vAf _ vAi — Vp. _ (333)

Maupertuis pretendia resolver esse mesmo problema utilizando seu principio

da acdo minima. Assim sendo, ele descreve a questdo da seguinte maneira®:

Sejam dois corpos elasticos, cujas massas sejam A e B, que se movem
para o mesmo lado, com as velocidades a e b; mas A sendo mais veloz
do que B, de modo que o atinge e se choca com ele: e sejam a e  as
velocidades dos dois corpos depois do choque: a soma ou a diferenca
dessas velocidades antes do choque é a mesma que antes. A
mudanca que ocorre no universo consiste em que 0 corpo A, que se
movia com a velocidade a, e que em um certo tempo percorria um
espaco a, move-se apenas com a velocidade a e s6 percorre um
espaco a. O corpo B, que somente se movia com a velocidade b e
apenas percorria um espaco b, move-se com a velocidade {3 e percorre
um espaco B. (MAUPERTUIS, 1746, apud SILVA E MARTINS,
2007)

5 Como se trata de uma coliséo elastica, onde o coeficiente de restituicdo é igual a 1, a velocidade
relativa antes deve ser igual a velocidade relativa depois.
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Isto posto, utilizando o principio da minima acéo, proposto por Maupertuis,

vamos calcular a agdo total do sistema, fazendo AS = Sy — §;. Antes do choque, 0

resultado € o mesmo do caso inelastico

S, =A.a*+ B .b> (3.34)
No entanto, dessa vez, a acao ap0s o contato sera dada por
SZ=SA2+SBZ=A.C¥.AXC+B.,B.AXC. (335)
S, =A.a.a.t+B.B.B.t. (3.36)
Portanto, a acédo total de depois do choque sera dada por:
(3.39)

AS=(A.a? +B.p%*)—(A.a’? + B .b?).

Tomando a derivada em ambos os lados para que a a¢ao seja minima

2Aada+2B B dp =0. (3.40)

37



Sabendo que a velocidade relativa antes e depois sdo as mesmas:

a—-b=p—a -da= dp. (3.41)

Assim, a equacao fica:

Aa=—BBg. (3.42)

(3.43)

Maupertuis resolve o problema descrevendo de uma forma diferente o

comportamento das particulas apos o choque. Veja abaixo.

Essa mudanca é portanto a mesma que ocorreria se enquanto 0 corpo
A se movesse com a velocidade a, e percorresse 0 espaco a, ele fosse
transportado para trds sobre um plano imaterial, que fosse movido
com uma velocidade a — «a, por um espago a — a; € que enquanto o
corpo B se movesse com a velocidade b, e percorresse 0 espaco b,
ele fosse transportado para a frente sobre um plano imaterial, que se
movesse com uma velocidade 3 — b, por um espago 3 — b. Ora, tanto
se 0s corpos A e B se moverem com as velocidades préprias sobre os
planos moéveis, ou se eles estiverem ai em repouso, 0 movimento
desses planos carregados de corpos sendo 0 mesmo, as quantidade
de acdo, produzidas na natureza, serdo A(a— a)?, e B(B—b)?;
portanto a soma deve ser a menor possivel. Temos, portanto

Aa? — 2Aada + Aa? + BB? — 2Bbp + Bb? = minimo.
Ou
—2Aada + 2Aada + 2Bfdp — 2Bbdp.
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Ora, para os corpos elasticos, como a velocidade respectiva [relativa]
depois do choque é a mesma que tinha antes, temos B—a =a—Db
ouB=a+a—b, e da = dB: que sendo substituidos na equagdo
precedente, déo para as velocidades. (MAUPERTUIS, 1746, apud
SILVA E MARTINS, 2007)

_Aa—Ba+2Bb _2Aa—Ab+Bb
= A+ B B = A+ B

Dessa forma, Maupertuis encontra o0 mesmo resultado quando utilizada a
conservacdo do momento linear. Note que a equacao encontrada de £, a menos de

um fator 2 e, que da = df é correspondente a

—Aa + Aa + BB — BB = 0. (3.44)

Ou seja,
Aa + Bb = Aa + BB. (3.45)

Diferente do problema da colisdo de corpos néo elasticos, onde o referencial
usado por Maupertuis para solucionar o problema foi o de centro de massa — que era
aquele em que apds o choque 0s corpos estavam em repouso; nesse caso, da colisdo
de corpos elasticos, depois da colisdo, ambas as massas possuiram velocidades
diferentes. Assim, Maupertuis faz uso de dois referenciais adjuntos, um referencial em
repouso para cada um dos corpos ap6s o choque.

Portanto, antes da batida, em relacdo a esses novos dois referenciais, as

acOes dos dois corpos, por unidade de tempo, serdo dadas por
Sa, = Aa — a)? Sg, = B(B — b)? (3.46)

Apdbs o encontro das massas, ambas estardo em repouso em relagdo a seus
respectivos referenciais. Dessa forma, a acao total apds a coliséo € nula. No entanto,
a solucdo de Maupertuis também € sua falha. A proposta dele para resolver o
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problema néo esta certa, uma vez que nao é valido somar grandezas medidas em

relacdo a referenciais diferentes. Em outras palavras, como Sy, e Sg, foram calculadas

em diferentes referenciais, ndo é certo somar essas duas grandezas.

3.5. EQUILIBRIO DE ALAVANCAS

Um dos ramos da mecénica que estuda sistemas sob a acéo de forgas que se
equilibram € a estatica. Para investigar o equilibrio de um corpo, como um ponto
material, € necessario que este ndo adquira um movimento de translacdo. Por outro
lado, em um corpo extenso, como uma alavanca, é necessario que haja um equilibrio
de rotacao também. Em outras palavras, a somatéria das forgas que causam a rotacao

de um corpo em torno de um ponto de equilibrio, denominada momento escalar (ou

torque) e escrita matematicamente como T = +F. d®, deve ser nula.

Suponha uma alavanca, como esta ilustrada na figura (9), na extremidade
esquerda € fixado um corpo de massa m, e do outro lado, um corpo de massa mg.
Desprezando a massa da barra e supondo que a mesma esta em equilibrio estatico,
€ possivel determinar a distancia z do corpo A até o eixo de rotacdo, utilizando a

condicao de equilibrio de rotacéo:

z — o0 (3.47)

Ou seja,
T4+ 15 =0. (3.48)

Assumindo que, se a alavanca sofre um pequeno movimento, o corpo A desce

e B sobe, entdo adotaremos como positivo 0 movimento no sentido anti-horario.

6 0 sinal + indica que a rota¢3o no sentido anti-horario serd positiva e a no sentido horério negativa.
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Figura 9: Balanca em equilibrio

Fonte: Elaboracgéo prépria

Logo, a somatoria dos torques fica:

Fp.d —Fg.d =0, (3.49)
Py,.z—Pg.(c—2) =0, (3.50)
Mmy.g.z2—mg.g.(c —z) = 0. (3.51)
Simplificando a equacéo
My.Z —mg.c + mg.z = 0. (3.52)

Isolando a distancia z, encontra-se:

mp.C (3.53)
Z = —————
(my + mg)

Que é o valor exato para que a alavanca, inicialmente em equilibrio, permaneca

nesse estado.
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Esse problema também foi analisado e usado por Maupertuis para provar o
principio da minima acao. O terceiro exemplo publicado por ele, conhecido como lei

das alavancas, foi formulado da seguinte forma:

Considero aqui 0s corpos presos a uma alavanca: e para encontrar o
ponto em torno do qual eles permanecerdo em equilibrio, procuro o
ponto em torno do qual, se a alavanca tiver algum pequeno
movimento, a quantidade de acéo seria a menor possivel. Seja ¢ o
comprimento da alavanca, que eu considero como imaterial, em cujas
extremidades sejam colocados dois corpos, cujas massas séo A e B.
Seja z a distancia do corpo A ao ponto procurado, e ¢ — z a distancia
do corpo B: é evidente que, se a alavanca tiver um pequeno
movimento qualquer, 0os corpos A e B descreverdo pequenos arcos
semelhantes entre si, e proporcionais pas distancias desses corpos ao
ponto que se procura. Esses arcos serdo, portanto, 0s espagos
percorridos pelos corpos e representam ao mesmo tempo suas
velocidades. A quantidade de acdo sera portanto proporcional ao
produto de cada corpo pelo quadrado de seu arco; ou (jA que os arcos
sdo semelhantes) ao produto de cada corpo pelo quadrado de sua
distancia ao ponto em torno do qual gira a alavanca: quer dizer, a Az?
e B(c — z)?%; cuja soma deve ser a menor possivel. Temos, portanto

Az% + Bc? — 2Bcz + Bz? = minimo.

Ou
24z dz — 2Bcdz + 2Bz dz = 0.

De onde se tira
Bc

D)

Que é a proposicéo fundamental da estéatica. (MAUPERTUIS, 1746,
apud SILVA E MARTINS, 2007)

A proposta de Maupertuis para esse sistema é que a alavanca esteja em uma
situacdo de equilibrio inicial e, quando é sujeita & uma for¢ca externa, o conjunto faz
um pequeno movimento e a quantidade de acdo seria a minima possivel nesse

movimento. Entretanto, como Maupertuis demonstrou, a acao s6 sera minima se a

oA : Bc ~ :
distéancia z tiver o valor z = a5 Por outro lado, caso a alavanca nédo esteja em

uma situacdo de equilibrio inicial e ela se mover, tal movimento ndo seguira ao

principio da acdo minima. Em outras palavras, a lei das alavancas de Maupertuis é
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valida para um caso particular de uma situacéo em equilibrio e, por isso, nhdo pode ser

considerada uma lei universal, ao contrario do que ele sup0és.

3.6. AS CAUSAS FINAIS

Nos trabalhos em que Maupertuis apresentou o principio da agdo minima para
resolver o problema da refracdo da luz, sistemas de colisbes e equilibrio de corpos
extensos, os resultados encontrados estavam corretos, qualificando o principio da
minima acdo como certo e universal, do ponto de vista de Maupertuis. No entanto,
embora tenha chegado no resultado correto, o cientista utilizou critérios errados para
comprovar a veracidade de seu teorema. Em todos os casos, é possivel notar que
Maupertuis parte do resultado final e adapta a ideia do principio da acdo minima para
cada situacado, modificando o contexto para que suas ideias fossem compativeis em
cada circunstancia.

A consequéncia da busca por um teorema universal, para explicar os exemplos
gue Maupertuis cita em seus trabalhos, é que ele se torna alvo de critica de muitos
cientistas da época que ndo concordavam com seus métodos.

Por outro lado, o trabalho de Maupertuis pode ser compreendido dentro de seu
contexto histérico, em que varios cientistas da época buscavam explicar o porqué tudo
na natureza respondia a uma Unica premissa, que as ac¢des da natureza ocorrem da
forma mais simples possivel. Segundo Maupertuis, o fato da natureza escolher o
caminho mais simples possivel para seus fins teria um interpretacdo metafisica,
envolvendo a fisica das causas finais e, com isso, provando a existéncia divina.
Diversos cientistas e fildsofos de épocas passadas a Maupertuis buscavam uma

relacdo entre causas finais e a ciéncia, servindo de inspiracdo para seu trabalho.
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3.6.1. ARISTOTELES

Figura 10: Aristoteles (384 a.Ca 322 a.C) Um dos mais notaveis pensadores da
antiguidade, que buscava responder os “porqués’
dos eventos naturais e associa-los a teologia, foi
Aristoteles (384-322 a.C.). Segundo ele, existem
guatro tipos de causas: (i) a causa material, que
refere-se aquilo do qual uma coisa provém; (i) a
causa formal, isto €, aquilo que deve ser, a forma
fisica que um determinado objeto ou ser possui e €

definido; (iii) a causa eficiente, que é aquilo que

produziu a mudanca, e esta atrelado aquele que
Fonte: Aristoteles de Francesco provocou a agao; (iv) a causa final, que diz a respeito

Hayez 1811 ao propaosito do objeto ou do ser.

Em especial, nesse atual estudo, as duas ultimas causas ganham maior
destaque, visto que a causa eficiente esta relacionada ao principio de repouso e
movimento, pois € um determinado agente que inicia 0 movimento ou causa a sua
interrupcdo. Ja a causa final, por sua vez, corresponde a um fim, no qual o sistema
tende, e ndo a uma transformacao incessante (cf. MARTINS, 2013).

Segundo Aristételes, os processos naturais sdo provenientes de causas
intrinsecas, e ndo é possivel compreender uma sequéncia natural se ndo soubermos
qual é sua finalidade. Por exemplo, qual é a causa do Jodo de Barro construir sua
casa se ndo féssemos capazes de entender sua finalidade? Ou qual seria 0 proposito
de uma fruta ja formada gerar sementes?

Seguindo esse raciocinio, Aristoteles ndo esta antropomorfizando os animais
ou a natureza, apenas busca justificar a necessidade de se ter o conhecimento do
resultado das acdes da natureza para melhor entendé-las, ja que podem ser
considerados como fins. Dessa forma, saber qual € a finalidade de cada coisa torna a
compreensao dos fendmenos naturais mais completa. Isso pode ser comprovado com
Aristoteles (Physica, 11.8,199b27-28), que declara que “é absurdo supor que a finalidade
ndo esté presente porque nao observamos o agente deliberando”.

Além dos objetos da natureza, Aristoteles faz um estudo das causas finais

referentes aos seres vivos. Nesse contexto, um exemplo muito interessante é a
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analise da utilidade das palpebras dos animais. No seu trabalho “De Partibus

Animalibus 11.13”, ele faz a seguinte descricao:

Ha certas diferencas entre os olhos dos peixes, dos insetos e dos
crustaceos de pele dura, mas nenhum deles tem pélpebras. Quanto
aos crustaceos de pele dura é impossivel que pudessem té-las; pois,
para ser Util, a palpebra exige a acao rapida da pele. Assim, esses
animais possuem olhos duros, na falta dessa protecdo, como se a
palpebra fosse presa a superficie do olho e o animal visse através
dela. [...] Os peixes, no entanto, tém olhos de uma consisténcia fluida.
Os animais que se movem muito usam sua visdo a distancias
consideraveis. Para os animais terrestres, o ar € muito transparente.
Mas a agua em que 0s peixes vivem € um obstaculo para uma visao
agucada, embora tenha esta vantagem sobre o ar, que ndo contém
tantos objetos que se choquem contra os olhos. Por esta razéo, a
natureza, que nao faz nada em vao, ndo deu palpebras aos peixes;
mas para contrabalancar a opacidade da agua, fez seus olhos de uma
consisténcia fluida. (ARISTOTELES, De Partibus Animalibus 11.13,
657b30-658a10, apud MARTINS, 2013).

Nessa citacdo, destaca-se o excerto que diz que “a natureza, que néo faz nada
em vao...”, e ndo é por acaso que essa fala é utilizada dezesseis vezes nos trabalhos
de Aristételes. Para ele, existe uma distincdo entre aquilo que ocorre em vao e

[1

finalidade. Isso pode ser ilustrado com a seguinte passagem: “..a natureza nao faz
nada em véo, pois tudo o que é natural é para beneficio de algo” (ARISTOTELES, De
Anima l11.)

Quando o filésofo grego admite que “a natureza néo faz nada em vao”, ele
atribui uma personificacdo a natureza, como se esta agisse de maneira intencional,
levando a entender que, de alguma forma, as acdes naturais e suas finalidades

estejam relacionadas a uma entidade divina.
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3.6.2. NICOLAS MALEBRANCHE

Nicolas Malebranche nasceu em Paris, no ano de Figura 11: Nicolas Malebranche
(1638 a 1715)

1638. Era filésofo, tedlogo e adepto as ideias de
Descartes. Seus trabalhos trataram de questbes como: o
ocasionalismo fundamentado nos principios cartesianos;
e as teorias metafisicas que buscavam descrever como a
alma é dividida do corpo, a forma que se relacionam e
como a relacdo com a mente divina € necessaria para o
perfeito entendimento da natureza.

Em 1664, foi ordenado sacerdote pela Ordem dos

Oratorianos de Séo Felipe Néri e, ao longo de sua vida,
todos os seus trabalhos foram condensados em vinte Fonte: Disponivel em:

. . 5 <infoescola.com/biografias/nicola
volumes, sendo que os mais conhecidos sdo: o Tratado s-malebranche/>. Acesso em:

da Natureza e da Graca, de 1680; Tratado Moral, de 18.dez 19,
1684; Meditagdes metafisicas e cristds, de 1684; dentre outros. Assim, Malebranche
sempre buscava estabelecer um significado teoldgico para os fenébmenos da natureza,
aos quais a ciéncia sempre tentou responder.

Para ele, as leis fundamentais da fisica eram as leis da inércia e da
conservacdao do movimento absoluto do choque entre os corpos. Além disso, ele
entendia que o movimento € determinado e se da de tal maneira segundo a vontade
de Deus; por outro lado, a causa real é definida ao mover um corpo de acordo com as
leis do movimento. Assim sendo, o mundo € criado por uma determinada finalidade
conforme a vontade divina, porém as leis que governam o mundo operam sem
qualquer interferéncia das causas finais.

Considere dois corpos que se movam no mesmo plano em sentidos contrarios.
Até o momento do choque, eles se movem uniformemente em linha reta e, de acordo
com Malebranche, seria esse 0 movimento, pois exige o minimo da acédo de Deus.
Quando vier a ocorrer a colisdo entre esses dois corpos, 0S mesmos ndo poderao
atravessar um ao outro, por isso, apds o choque, seus movimentos mudam. Nessa
situacado, a acao divina foi necessaria para impedir que 0s corpos penetrassem um no
outro. Deus opta pelo modo mais simples e econdmico, mudando a trajetéria dos

corpos pela menor quantidade de acéo. Entretanto, essa agcdo mencionada pelo padre
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Malebranche nédo deve ser confundida com a mesma que, anos depois, Maupertuis
utiliza em seus trabalhos. Antes de tudo, é, na verdade, o ato de Deus, que age

sempre da forma mais simples possivel (Kontic, 2018).

3.6.3. LEIBNIZ

Figura 12: Leibniz (1646 a 1716) Gottfried Wilhelm Leibniz nasceu na Alemanha,
na cidade de Leipzig. Aos quinze anos, iniciou seus
estudos na faculdade de direito e, depois disso,
dedicou-se a diplomacia. No decorrer de sua carreira,
viajou por toda a Europa, o que fez com que ele
conhecesse cientistas e fildsofos renomados da
época. Em uma de suas missbes a Paris, em 1672,
Leibniz conheceu Huygens, que o0 inspirou nos

estudos da matematica. A partir dai, passou seu

tempo realizando estudos cientificos.

Foi admitido na Academia de Ciéncias de Paris

Fonte: SCIENTIA E STUDIA, S3o Paulo,
v-5,n.1, p. 95107, 2007 e tornou-se membro da Real Academia das ciéncias

de Londres, onde possivelmente teve seu primeiro contato com os trabalhos de Isaac
Newton. Além disso, desenvolveu, em seus trabalhos, a base da numeracao binaria e
criou uma magquina de calcular, a qual fazia operacdes aritméticas. Em 1684, publicou
a sua verséo do célculo infinitesimal, estabelecendo um conflito intenso com Newton,
gue desenvolvera de maneira diferente e independente seu estudo em 1671, o qual
foi apenas publicado em 1687.

Os filésofos da natureza procuravam entender o mundo em que vivemos e uma
ordem nas coisas, cada um fundamentado em uma vertente, seja ela realista ou
idealista. Para os adeptos do realismo, o mundo é tal como o ser humano enxerga,
porém tudo é uma aparéncia, uma vez que ha uma parte observavel e outra nao.
Descartes separa corpo como observavel e mente como ndo observavel. Por outro
lado, Leibniz contesta, afirmando que a aparéncia reflete a esséncia. Dessa sua
filosofia idealista, ele defende que o que pode ser visto no mundo € uma ideia do que
nos construimos dele (vide. TEIXEIRA, 2018).
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Entre essa série de discussdes, um assunto em grande pauta ha €época era a
busca para compreender a composi¢cao da matéria. Leibniz entra com a proposta de
que tudo que existe na natureza € feito da mesma substancia, denominada Moénada.

Em uma carta para o mateméatico Dangicourt, Leibniz afirma:

As verdadeiras substancias sdo apenas as substancias simples, ou
aquilo que denomino Ménadas. E creio que sé existem ménadas ha
natureza, o resto sendo apenas os fenOmenos que dela resultam.
Cada mdénada € um espelho do universo segundo seu ponto de vista,
acompanhada de uma multiplicidade (multitude) de outras ménadas
gue compde seu corpo organico da qual ela € a ménada dominante.
(LEIBNIZ, 1768, apud SILVA E PIAUI, 2012)

Todavia, a pergunta mais Obvia a se fazer é: se tudo tem a mesma composicao,
é feito da mesma substancia, como se diferenciam os corpos? Para Leibniz, existe um
principio que cada substancia tem a sua particularidade, além disso, elas juntas, se
comportam de tal maneira a ocupar um lugar no espagco e no tempo. Em outras
palavras, é preciso que, desde sempre, haja uma determinacao interna da prépria
substancia e o comportamento, o desdobramento, a manifestacéo da substancia, no
espaco tempo, deve ser particular.

Ademais, era de grande interesse para os cientistas da natureza entender nao
s6 a composi¢cao, mas também a razdo do movimento dos corpos. Um fruto cai de
uma arvore, ndo porque ele quer cair, mas sim porque ele deve cair. Ou seja, ha um
determinismo atuando, e tal comportamento leva a seguinte indagacdo: “o
determinismo age sobre todas as coisas e sobre o homem?”

De acordo com Leibniz, os objetos e 0s seres vivos executam uma série de
causas eficientes na natureza (cf. FRAGELLI, 2018). No entanto, é fundamental
resgatar um elemento importante proveniente da filosofia de Aristételes que, até
entdo, na época, havia sido deixado de lado pela ciéncia mecanicista de Descartes,
que € o emprego das causas finais para uma melhor descricdo dos fenémenos

naturais.

Apenas pela consideragéo das causas eficientes ou da matéria ndo se
pode explicar as leis do movimento descobertas em nosso tempo [...].
[Por isso], é necessario decorrer as causas finais [...]. (LEIBNIZ,
1974, apud TEIXEIRA, 2018).
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A analise de Leibniz (1974), acerca das a¢des da natureza, foram apresentadas
em seu trabalho Specimen Dynamicum. La, ele defende que as afec¢des dos corpos
ndo podem ser corretamente investigadas se a matéria for considerada meramente
como uma “substancia extensa”, da forma que Descartes argumentava. De acordo
com o autor, se assim fosse definido o conceito de matéria (apenas pelas suas
qualidades geométricas), nao seria possivel afirmar que ela € impenetravel e que se
opde ou resiste ao movimento.

A posteriori, Leibniz (1974) usa a definicdo de monada, a qual acredita ser uma
substancia simples ou uma unidade de forca presente por toda parte do universo.
Segundo o cientista, se as coisas sdo compostas por “atomos de substancias”, os
quais séo indivisiveis, entdo, esses &tomos nao podem ser materiais, e sim “atomos
formais”, ou seja, “um ponto metafisico”, que diz a respeito a histoéria futura da matéria.
Isso se revela ao notar que, “como todo estado presente de uma substancia simples
€ uma continuacdo natural de seu estado passado, assim também o presente esta
prenhe do futuro”. (FRAGELLI, 2018)

Dessa forma, acreditando que os principios da fisica tém origem da metafisica
e ndo de uma ciéncia mecanica, Leibniz resgata a ideia das causas finais e a insere
em suas teorias. Ele utiliza o principio de Fermat para mostrar que, quando faz-se do
uso das causas finais, se torna mais facil e apropriado entender corretamente o0s
fendmenos da reflexdo e refracdo da luz, pois “[...] é possivel descobrir, pela
consideracado das causas finais, verdades da fisica de grande importancia que nao
teriam sido tdo faceis de conhecer pelas causas eficientes”. (TEIXEIRA, 2018)

Leibniz teve também participacdo nas discussdes travadas por Descartes e
Fermat, na busca por um principio para explicar a propagacéao da luz. Segundo ele, a
luz teria maior velocidade nos meios mais densos, uma vez que as particulas estardo
mais préximas umas das outras, fazendo com que a luz, ao passar por esse meio,
tenha seu fluxo acelerado. Esse raciocinio pode ser exemplificado supondo que uma
certa quantidade de agua saia por uma mangueira e, ao aperta-la, o fluxo de agua
muda, ficando mais rapido conforme € menor a area de passagem de agua. A
resisténcia €, entdo, proporcional a velocidade de propagacao da luz.

Ademais, Leibniz foi de grande influéncia para Maupertuis, ndo apenas pelo
ponto de vista metafisico e teoldgico, por resgatar e incluir na ciéncia as causas finais;

mas também por ter sugerido algo parecido como o principio da minima acéo, que
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Maupertuis propds anos mais tarde. Durante um bom tempo, geraram-se polémicas
alarmantes sobre a quem pertencia os créditos da formulacédo do principio da minima
acdo. Houveram episédios lamentéveis de brigas entre cientistas, sem nem ao menos

trazer a tona resultados relevantes ao desenvolvimento da ciéncia (vide. CASS, 2013).

3.7. CRTITICAS DE D’ARCY E D’ALEMBERT

ApOs as publicacfes do principio da acdo minima e suas aplicacdes na Optica
e mecanica, Maupertuis foi duramente criticado por dois cientistas franceses,
d’Alembert e d’Arcy. Para uma melhor fundamentagéao histérica, antes de apresentar
0s pontos relevantes da discussao, brevemente serd introduzido a biografia desses
dois renomados pensadores.

Patrick d’Arcy nasceu em 27 de setembro de Figura 13: Patrick d’Arcy (1723 a 1779)

1723, em Kitullaggh, na Irlanda. Nesse periodo, 0s
catolicos irlandeses sofriam ataques e eram
penalizados, por isso, aos 14 anos de idade, foi
enviado pela familia para estudar em Paris, com o
intuito de ter uma vida livre e sem discriminacgao.
Ficou alojado na casa de Jean Baptiste Clairaut,
pai de Alexis Clairaut, que foi 0o seu grande
influenciador nos estudos de matematica. Quando

tinha 17 anos, apresentou dois trabalhos a

Fonte: Disponivel em:
Académpie Royale de Sciences em Paris <.historyireland.com/18th-19th-century-
’ history/a-dynamic-irishman-in-paris-

concedendo-lhe um retrato pintado pelo artista patrick-darcy-1725-79/> Acesso em:
18.dez.19.

Hubert Drouais.

Anos mais tarde, alistou-se no exército na Condé Infanterie, sob o comando
de Maurice Saxe. Mesmo em periodos de guerra, d’Arcy conseguia estudar e
desenvolver suas pesquisas na area balistica, como, por exemplo, suas teorias da
artilharia voltadas a fisica e a quimica das misturas de pélvora. Além disso, teve
trabalhos relevantes na area da mecanica, astronomia, elétrica e matematica. Apos

sua volta do exeército, tornou-se membro da Academia de Ciéncias de Paris e publicou
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trabalhos relevantes, como o seu principio da conservacdo do momento angular, que
foi desenvolvido independentemente dos resultados obtidos por Euler.

Um pouco antes de d’Arcy, nasceu Jean le Rond d’Alembert, em 17 de
novembro de 1717. Segundo relatos, quando era pequeno, foi abandonado na igreja
de Santo Jean Baptista le Rond e, por isso, recebeu 0 mesmo nome do local onde foi
encontrado. Aos 22 anos, ele produziu sua grande primeira obra, intitulada “memaria
sobre o calculo integral”. Durante sua vida, desenvolveu trabalhos fundamentais sobre
fluidos e foi o pioneiro no estudo das equacdes diferenciais parciais aplicadas a fisica
(Martins e Silva, 2007).

Vale frisar ainda que ele ficou conhecido pelo seu principio da mecanica
analitica, a qual trouxe uma nova abordagem de tratar as coordenadas espaciais de
particulas em um sistema fisico no tempo. Essa descoberta lhe concedeu uma
expressao com seu nome, chamada principio de d’Alembert. Em 1743, publicou o
“Traité de Dynamique”, fornecendo uma nova interpretagcdo para a terceira lei de
Newton e também serviu como base para outras relevantes publicacdes cientificas no
primeiro volume da Encyclopédie.

Os trabalhos de Maupertuis foram apresentados a Academia de Ciéncias de
Paris em abril de 1744, e publicados apenas em 1748. Depois da divulgacdo, surgiram
varias criticas da comunidade cientifica da época. A primeira delas foi apresentada
por d’Arcy, em um trabalho de 1752, em que expde seus comentarios sobre o principio
da acdo minima e afirma que a lei da refracdo pode ser deduzida do seu principio
mecanico. Entretanto, antes de sua publicacéo, a analise de d’Arcy foi examinada e
aprovada por d’Alembert (que era editor da Encyclopédie junto com Diderot).
Acompanhando as ideias de d’Arcy, uma nota anénima foi adicionada, criticando o

trabalho de Maupertuis:

Em geral, parece que quaisquer que fossem as leis da natureza,
poder-se-ia encontrar uma fungéo das massas e das velocidades que,
sendo suposta minima, as representasse; mas essa propriedade ndo
seria suficiente para dar o nome de agéo a essa fungdo, nem para
elevar ao nivel de um principio metafisico aquilo que seria nesse caso
apenas uma hip6tese de célculo. (s.n., 1753, apud MARTINS E SILVA,
2007)
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No mesmo ano, Maupertuis responde d’Arcy, porém, seu artigo foi publicado
apenas dois anos depois. Em sua resposta, concentra-se na discussao da aplicacao
do principio aos problemas mecanicos.

Um tempo depois, no segundo volume da Encyclopédie, d’Alembert apresenta
seus comentarios sobre o0 uso das causas finais no principio variacional, proposto por
Maupertuis. Para ele, no caso da reflexdo, ndo existe um principio de acdo minima ou

de tempo minimo.

De fato, é verdade gque na reflexdo em espelhos planos e convexos o
caminho do raio € o mais curto possivel; mas ndo ocorre 0 mesmo nos
espelhos céncavos e é facil de demonstrar que muitas vezes esse
caminho, em vez de ser o mais curto, é o mais longo. (O’ALEMBERT,
1751-1782, apud MARTINS E SILVA, 2007)

Para complementar as criticas acerca dos resultados de Maupertuis, em um
artigo de 1752 (que foi publicado apenas em 1756), d’Arcy reproduziu a analise
apresentada por d’Alembert. Incluindo uma analise matematica, mostrou que, nos
espelhos céncavos, o caminho percorrido pela luz ndo é um minimo, mas sim um
maximo. Revelou ainda uma situagao intrigante, em que haveria trés pontos nos quais
a acao seria a mesma, no entanto, a luz passaria apenas por um deles.

Essa analise critica foi também feita pelo padre André Tacquet (um renomado
matematico e fisico da época) que, ao lado de d’Arcy e d’Alembert, apresentou a
comunidade cientifica da época que a teoria elaborada por Maupertuis e Fermat ndo
era valida para a reflexdo em espelhos concavos e, portanto, ndo se tratava de um
principio geral. A vista disso, Maupertuis continuou a apresentar suas objecdes a
outras criticas, porém, nao respondeu as contestagdes de d’Arcy e d’Alembert acerca

das imprecisdes de seu principio de acdo minima no caso dos espelhos cdncavos.

3.8. O DEBATE SOBRE O PRINCIPIO DA MINIMA ACAO NO SECULO XVIII

Apbs a publicacdo do teorema proposto por Maupertuis, em meados do século
XVIII, ocorreu um episodio que envolveu cientistas como Samuel Kdnig, Voltaire, Euler
e, até mesmo, o rei Frédéric. Essa polémica ficou marcada na historia por néo resultar

em nenhum beneficio a ciéncia e atingiu niveis elevados de violéncia, pois ela nao
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girou em torno de debates cientificos; outras causas extra cientificas foram a
verdadeira razdo para este embate, como amizades e inimizades, busca por
reputagdo, poder, necessidades financeiras dos envolvidos, entre outras. Esse
capitulo histérico foi abordado em detalhes no texto de Roberto Martins e Ana Paula
Bispo (2007), e, de forma sucinta, sera apresentado nessa se¢édo, com o objetivo de
servir de complementacao da histéria do principio da minima acéao.

Um dos participantes foi Frangois Marie Arouet, que nasceu em Paris, em 1694,
e foi também conhecido por seu pseuddnimo Voltarie. Ele era um escritor, fildsofo e
criador de muitas obras, sendo uma mente muito influente na revolugéo francesa. Era
também muito préximo do rei da Prussia, Frédéric Il, na época, um diretor da
Academia de Ciéncias de Berlim que buscava pela Europa os mais prestigiados
cientistas para fazerem parte de sua academia. Pelo forte lago afetivo, Voltaire foi um
dos primeiros a ser convidado pelo rei a juntar-se a academia para assumir ao posto
de Presidente da Academia, entretanto, no inicio, o convite foi negado e Voltaire
indicou um antigo amigo, Maupertuis. Porém, depois de alguns anos de hesitacao, ele
acabou ingressando na academia também. Enquanto estava na Academia, o brago
direito de Maupertuis foi o renomado matematico Euler, que havia mudado para Berlim
em 1740, a convite de Frédéric.

O principio da minima acdo foi publicado por Maupertuis, em 1744,
primeiramente voltado a explicar o comportamento da luz, e somente dois anos
depois, direcionado a mostrar a aplicacdo do mesmo teorema em sistemas
mecanicos. Ainda assim, em 1750, na obra Tratado de cosmologia, Maupertuis
republica suas ideias sem muitos acréscimos cientificos em relagdo aos trabalhos
anteriores.

No mesmo ano, um antigo amigo de Maupertuis, que havia estudado
matematica com ele na Suica, Samuel Konig, foi a Berlim para uma visita e discutiu
com Maupertuis sobre o principio da minima acdo, contestando alguns pontos. A
consequéncia desse encontro resultou em um certo mal-estar entre eles, mas sem
nenhum rompimento. Em uma visita posterior, Kénig apresentou a Maupertuis o
manuscrito de um artigo seu, porém Maupertuis ndo o leu e permitiu que Konig
publicasse onde quisesse. Entdo, em 1751, na revista Acta Eruditorum, além de
apresentar criticas ao principio da acdo minima, Koénig cita, no final do trabalho, uma
carta de Leibniz dirigida a Jakob Hermann, de 16 de outubro de 1707. Nela, havia
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indicios que um principio, semelhante ao da minima acéo, que ja fora proposto por
Leibniz. Em outras palavras, com esse trabalho, Kénig desmoralizou toda a teoria que
Maupertuis havia construido e ainda insinuou que o mesmo néo tinha total crédito por
suas ideias.

Maupertuis responde a Konig, pedindo evidéncias dessa carta, pois nao
encontrava nas coletaneas de correspondéncias publicadas. Entdo, Konig alega que
esse documento era uma carta inédita de Leibniz para Jakob Hermann e que tinha
uma copia fornecida por um certo Henzi, na Suiga. Entretanto, Henzi havia sido morto
alguns anos antes e nao podia servir de alibi para comprovar a histéria de Konig.

Na Suica, os Bernoulli, que eram amigos de Maupertuis, fizeram buscas
sigilosas nos arquivos conservados ap6s a morte de Henzi. Aléem disso, a Academia
de Berlim havia se mobilizado a favor de Maupertuis, até mesmo o préprio rei Frédéric
solicitou que investigacdes fossem feitas, porém nada foi encontrado.

Diante dessa situacado, Maupertuis fez uma denuncia contra Kénig a Academia
de Ciéncias de Berlim. O secretario geral, Samuel Formey, solicitou que Koénig
apresentasse suas provas referentes as cartas de Leibniz, e, em resposta, ele disse
gue nao podia apresentar o documento original, apenas as copias feitas com a letra
de Henzi. Esse retorno de Konig ndo contentou os membros da academia e muito
menos Maupertuis.

Para o julgamento, Euler escreveu a acusacao que foi lida no dia 13 de abril de
1752, relatando que as cartas usadas por Konig ndo eram auténticas. Nesse dia,
Maupertuis ndo compareceu ao julgamento, alegando estar doente, porém, para
aparentar ser uma pessoa sensata e boa, enviou uma carta pedindo para que
nenhuma medida grave fosse tomada contra o acusado.

Para garantir o sigilo da discussdo, Maupertuis enviou uma carta a princesa
Orange, de que Konig era bibliotecario, pedindo para que ndao permitisse nenhuma
publicacdo a respeito da polémica. Porém, a solicitacdo néo foi aceita e, um pouco
depois, Kdnig divulgou um livro, intitulado “Apelo ao publico”, no qual ele expds toda
a controveérsia com Maupertuis, incluindo o texto completo das cartas de Leibniz que
mencionava. Dessa forma, a condenacdo pela Academia de Berlim e os fatos
levantados no julgamento viraram noticia publica, gerando grande repercussao por
meio dos jornais e revistas, que se posicionaram a favor de Konig, o qual continuou

com os ataques ao Maupertuis e a Academia.
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Até esse momento, Voltaire ndo havia se envolvido na historia e buscava ficar
o mais afastado possivel da Academia de Ciéncias, devido a sua relacdo com
Maupertuis ndo ser a das melhores, ja que eles disputavam a preferéncia do rei.
Enquanto o diretor da Academia queria ser reconhecido por seu trabalho cientifico,
Voltaire queria manter o laco afetivo que desde jovem havia conquistado com
Frédéric, e sempre trocava cartas com o rei. Porém, apés ler o “Apelo ao publico”,
Voltaire convenceu-se de que as cartas de Leibniz eram auténticas e que Konig tinha
sido incriminado injustamente.

Isso culminou na entrada de Voltaire na discussao e rapidamente escreveu um
documento anénimo chamado “Resposta de um académico de Berlim a um
académico de Paris”, publicado na revista Bibliothéque Raisonnée, no qual ele

expressava sua opinido dos acontecimentos entre Konig e Maupertuis.

Sr. Moreau Maupertuis acreditou que, apresentando esse fragmento,
gueria-se tirar-lhe a gléria de sua pretensa descoberta, embora Leibniz
tenha dito precisamente o contrario do que ele propde. Ele forgou
alguns membros pensionistas da academia de Berlim, que dependem
dele, de intimar o Sr. Kbnig a apresentar o original da carta de Leibniz;
e como o original ndo foi encontrado, fez com que esses mesmos
membros emitissem um julgamento que declara o Sr. Kénig culpado
de haver atentado contra a gléria do senhor Moreau Maupertuis,
presumindo uma carta falsa. (VOLTAIRE, 1752, p. 227-228)

Naquela época, Maupertuis era presidente da Academia e tinha poder total sob
o salario de cada membro. Dessa forma, alguns integrantes como Euler, que tinha um
familia grande e dependia exclusivamente do seu trabalho, ndo podiam deixar de
apoiar seu presidente.

Em resposta a manifestacdo andnima de Voltaire, o rei Frédéric se manifesta,
em um folheto também anénimo, chamado “Carta de um académico de Berlim a um
académico de Paris”, defendendo Maupertuis, o qual estava escrito que o cientista
estava sendo atacado por invejosos e que, na Academia de Ciéncias, ndo ha disputas,
mas sim a busca por verdades. Embora o texto de Frédéric insultasse Voltaire de
maneira indireta, os dois ainda mantinham um relacionamento cordial, como se nada
tivesse acontecido, com direito a encontros pessoais e troca de cartas. Essa relagao,
ainda afetiva com o rei, trouxe confianca e seguranca para que Voltaire promovesse

um segundo ataque.
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No final de outubro de 1752, algumas historias satiricas escritas por Voltaire
comecaram a circular, intituladas “Diatribe do doutor Akakia”. Esses panfletos
criticavam diretamente Maupertuis, sem se ater ao principio da minima agédo ou
qualquer outro viés cientifico, apenas com o intuito de zombar de sua imagem. Essa
publicacéo foi o apice para destruir a relacao entre Voltaire e Frédéric, fazendo com
gue o rei o proibisse de escrever criticas contra qualquer outra pessoa. Entéo, Voltaire
deixou o palécio do rei e passou a morar com um amigo em Berlim.

Em dezembro, comecaram a surgir copias dos panfletos e, diante dessa
situacdo alarmante, Frédéric fez um ato simbdlico. Na véspera de natal de 1752,
mandou confiscar todas as copias que Voltaire havia espalhado e resolveu queima-
las em praca publica a vista do proprio autor. Depois desse episddio, Voltaire decidiu
que deveria deixar o quanto antes a Prussia. Junto de seu secretario, Alessandro
Collini, Voltaire comecou uma extensa viagem, parando sempre em varias cidades
para cuidar de diversos assuntos. Foi quando estava em Leipzig que recebeu uma

carta em alto tom de agressividade de Maupertuis:

[...] Se vos continuardes a me atacar de forma pessoal, eu vos declaro
gue em vez de vos responder por escritos, minha saude é suficiente
boa para encontrar-vos onde quer que vés estiverdes e para tirar de
vOs a vinganga mais completa. Dai gracas ao respeito e a obediéncia
gue até aqui seguraram meu braco e que vos salvaram da mais infeliz
aventura que vos atingiu até hoje. (MAUPERTUIS, in Beaumelle,
1856, p. 185)

A reacao de Voltaire ndo veio de forma pacifica, publicando um novo panfleto
de oito paginas, no qual o “doutor Akakia” ridicularizava Maupertuis. Essa nova
publicacdo polémica contra o presidente da Academia de Berlim foi interpretado por
Frédéric como uma declaracdo de guerra, ordenando que Voltaire devolvesse todos
0s bens que ainda tinha de pose do rei, incluindo seu caderno de poesias. Até que
Voltaire devolvesse tudo para Frédéric, ele ficou detido em Frankfurt, onde foi
humilhado, sem ter chance de fugir. Depois de algumas semanas preso, tentou
retornar a Franca, mas o rei Frédéric também colocou o rei francés contra Voltaire.
Assim, sem um destino certo, Voltaire se estabeleceu na Suica e permaneceu la até
sua morte, em 1778. Mesmo com todas as desavencas, Frédéric prestou uma
homenagem e leu diante da Academia de Ciéncias de Berlim um longo e detalhado

elogio a seu velho amigo.
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Do outro lado do campo de batalha, Maupertuis conseguiu, com o apoio de
Frédéric, se livrar de Voltaire, porém o final da historia produziu um desgaste
emocional e fisico em todos os que se envolveram. Depois de ter sido desmoralizado
pelos panfletos satiricos, Maupertuis perdeu o respeito de muitos colegas, sua saude
nao estava boa. E, em meio a tantas discussdes, ele passou a beber muito, o que o
impediu de realizar novas pesquisas ou mesmo de se dedicar a Academia. Mesmo
gue o rei apoiasse 0 seu posto na academia para manter a ordem, Maupertuis se
tornou uma figura incbmoda na corte, até que, pouco tempo depois, se mudou para
Paris para recuperar a saude.

Um ano depois, recebeu o conselho médico de ir para a Italia. Nesse periodo,
comecou uma guerra entre a Franca e a Prassia, conhecida como Guerra dos Sete
Anos. Esse cenario deixou Maupertuis em uma situacdo dificil, sem saber qual
posicdo tomar. Entdo, foi morar em Basel (Suica), na casa de seu filho Johann
Bernoulli, onde faleceu, em 1759. Foi homenageado pela Academia de Ciéncias,
porém nao por Frédéric.

Outro personagem dessa historia também foi prejudicado. Samuel Konig
perdeu seu emprego depois da polémica sobre a autenticidade dos trabalhos de
Maupertuis e morreu em 1757, passando seus ultimos anos contaminado pela disputa
qgue destruiu sua vida. Por outro lado, Frédéric perdeu Voltaire e Maupertuis, junto
com o respeito da comunidade intelectual europeia. Na Academia, a segunda figura
mais importante era Leonhard Euler, que deu continuidade aos trabalhos do principio
variacional, no entanto, nunca teve o total reconhecimento de Frédéric, pois mesmo
considerado pelo rei como um 6timo matematico, era dito ter pouca cultura. Por ndo
ser a primeira op¢do a assumir a presidéncia da Academia, Euler retornou a Rassia
em 1766, onde passou o resto de sua vida, falecendo aos 76 anos de idade, em 1783.
J& o rei viveu mais do que todos os participantes dessa novela, e morreu em 1786.

A abordagem desse capitulo histérico nos mostra que o principio da minima
acao nao tratou apenas de discussdes cientificas, como as de Fermat e Descartes
gue, mesmo possuindo opinides divergentes, trouxeram contribui¢cdes cientificas com
suas cartas trocadas. Pelo o contrario, analisando esses acontecimentos extra
cientificos, foi possivel notar que essa discussédo eclodiu para conflitos pessoais, nos

quais diversos fatores foram abordados, sendo que o menos relevante foi contestar o
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principio da minima acéo, ja que este serviu apenas como 0 estopim para uma série

de polémicas as quais nao foram benéficas a nenhum dos lados.

3.9. EULER

Figura 14: Euler (1707 a 1783)

Leonhard Euler nasceu no ano de 1707, em
Basileia, na Suica. Seu pai, que também era
admirador da matematica, teve aulas com Jakob |
Bernoulli, o que permitiu que o filho iniciasse nesse
ramo ainda muito jovem. Antes que completasse
qguatorze anos, Euler ingressou na Universidade de
Basileia. Aos vinte anos, ele se mudou para Sao
Petersburgo, na RUssia, para assumir ao posto de
professor titular de fisica, no lugar de Daniel Bernoulli. Fonte: D’AMBROSIO, 2008, apud
Esse foi 0 inicio da sua ilustre carreira cientifica. fandmann, 1756.

Euler teve uma contribuicdo vasta para ciéncia, pesquisou e desenvolveu
estudos de série infinitas, funcdes, calculo diferencial e integral, calculo variacional,
mecanica, geometria, 6ptica, magnetismo, entre muitos outros campos. Dentre suas
obras, as que mais ganharam destaque foram: i) a Teoria do movimento dos corpos
sélidos ou rigidos de 1765, na qual Euler reuni todas as suas ideias e problemas que
descrevem as equacdes fundamentais de corpos rigidos; ii) o primeiro grande livro de
Euler, publicado em 1736, intitulado Mecénica, ou a ciéncia do movimento exposta
analiticamente, dedicado a explicar a dindmica de uma particula no vacuo depois
submetida a um meio resistente e a abordar de maneira geral o movimento sob a acéo
de uma forca central, que serve futuramente para seu estudo no ramo da astronomia.

Em 1741, Euler mudou-se para Berlim, onde trabalhou ao lado de Maupertuis,
envolvendo-se nas discussdes com Voltaire e Konig. Apos vinte e cinco anos, ele
retornou a Russia, permanecendo la até sua morte, em 1783. (cf. MARTINS E SILVA,
2007).

Euler foi pioneiro ao formular os problemas fundamentais do calculo variacional
e, como produto desse estudo, o principio da minima agao aparece em dois lugares

nos trabalhos dele. A primeira mencao se da no livro Método para encontrar linhas
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curvas, em que € analisado alguns casos especiais, como o famoso problema da
braquistécrona. O segundo encontra-se em uma memoria apresentada a Academia
de Ciéncias de Berlim, em 1751, intitulada Harmonia entre os principios gerais de
repouso e movimento do Sr. De Maupertuis.

Diferente de Maupertuis, que tinha uma motivacdo metafisica para explicar no
principio da acdo minima, Euler buscava comparar a derivacao das leis do movimento
de Newton de outra forma, baseado na conjuntura de que o sistema fisico em
equilibrio pode ser expresso como uma condi¢do de maximo ou de minimo.

Euler defendia uma quantidade derivada da lei da conservacao da vis viva para
umamassa m, que sera chamada de acéo, e que hoje pode ser escrita como (Moreira,
1999):

B (3.54)
6f (vds) =0.
A

A expressao acima € valida para trajetos virtuais com energia constante.

Segundo Euler:

Desde que todos os processos na natureza obedecem a certas leis de
maximo ou minimo, ndo ha duvida de que as curvas, descritas pelos
corpos sob a influéncia de forcas arbitrarias, também possuem alguma
propriedade de maximo e minimo. (EULER, 1751, apud MOREIRA,
1998)

Ademais, fica evidente em sua explicacdo que essa formulagéo néo se aplica
ao sistema que leva em conta forgas dissipativas e que as for¢cas envolvidas devem
depender apenas da posicao.

Embora Maupertuis tenha sido o primeiro a buscar um principio geral da
natureza e aplica-lo aos diferentes sistemas, foi nos trabalhos de Euler que
apareceram as primeiras versdes que serviram de ponto de partida para seu
desenvolvimento subsequente por Lagrange, Hamilton e outros, ja que continha uma
formulagdo matematica bem elaborada do principio da minima acdo. Além disso,
existe uma controversa que diz que Euler apresentou de forma independente e

anterior a Maupertuis o principio variacional em guestdo. Segundo Martins e Silva
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(2007), o primeiro artigo de Maupertuis que fala do assunto foi apresentado a
Academia de Paris em abril de 1744 e publicado somente em 1748. Em contrapartida,
o primeiro trabalho de Euler, como j& mencionado, foi um apéndice de um livro
publicado no final de 1744, mas que ja estava pronto pelo menos um ano antes.

Contudo, no segundo trabalho de Maupertuis, apresentado na Academia de
Berlim, os trabalhos de Euler séo referidos como uma aplicacéo de suas ideias. Além
disso, ndo se sabe se foi por lealdade ou por medo de perder seu posto na Academia,
mas nem o proprio Euler reconhece seu trabalho como sendo inédito e independente,
atribuindo como inventor do principio da minima acéo o presidente da Academia de
Berlim, Sr. Maupertuis’.

Dessa forma, concretiza-se 0 principio que muitos cientistas na histéria
buscaram formular, entender e utilizar para explicar os fendmenos, sejam de natureza
fisica, sejam de carater metafisico. Na continuacao dos trabalhos de Euler, que séo a
base para a elaboracdo da mecéanica analitica, estudaremos as obras de Lagrange,

e, posteriormente, as formulagbes de Hamilton.

3.10.LAGRANGE

Em 25 de janeiro de 1736, nasceu em Turim, na Figura 15: Lagrange (1736 a
1813).

Itdlia, Lagrangia Giuseppe Lodovico®. Durante a sua
vida, a grafia de seu nome teve algumas alteracdes,
chegando até na forma como é mais conhecido hoje,
Joseph Louis Lagrange. Ele era o mais velho de onze
irmaos, e foi escolhido pelo pai a estudar direito. Porém,
ao longo de seus estudos, mudou seu interesse para as
ciéncias exatas.

Aos dezoito anos, Lagrange enviou uma carta a
Euler, manifestando seu interesse pelo trabalho

b bY

desenvolvido a mecanica e a matematica, além de

Fonte: STRUIK, DJ (1995), apud

incluir no manuscrito alguns resultados que tinha obtido. Robert Hart — Museu Britanico.

7 A colocacdo Sr. Maupertuis foi usada nesse caso para fazer mengio a forma como Euler o chamava em seus
trabalhos.
& Esse nome foi o que recebeu em seu batismo.
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Em uma segunda carta a Euler, no ano seguinte, ele comunica que havia encontrado
um método geral para derivar os problemas abordados por Euler. Essa nova forma,
desenvolvida por ele, permitia resolver problemas variacionais sem fazer qualquer uso
de curvas ou qualquer outro recurso geométrico. Dessa forma, Lagrange havia
descoberto como resolver os problemas, antes apresentados por Euler, inteiramente
no ambito dos métodos de andlise matematica (vide. EVANGELISTA, 2014).

Em 1757, alguns jovens em Turim fundaram uma sociedade cientifica, que deu
origem a Real Academia de Ciéncias de Turim; e entre os membros principais estava
Lagrange. Esse grupo publicava trabalhos em latim e em francés, em uma coletanea
chamada Miscellanea Taurinensia. No segundo volume, uma publicacdo feita por
Lagrange, intitulada Ensaio de um método para determinar oS maximos e 0s minimos
de formulas integrais indefinidas de 1759, constava os resultados que ele tinha
discutido nas trocas de cartas com Euler. Na publicacdo posterior, Lagrange
apresentou um método que permite obter as equacdes de movimento de Newton

usando um principio geral enunciado da seguinte forma (cf. MOREIRA, 1999):

B B (3.55)
6 mlJ 171 dSl +m2j 172 dSZ + ... - O
A A

Em meio a tantas descobertas, no ano de 1766, Lagrange ingressou ha
Academia de Berlim, e passou a desenvolver seus trabalhos em mecanica, no calculo
diferencial e integral, em equacf6es numéricas e algébricas, permanecendo la até
1787. No ano seguinte, ele retorna a Paris, onde continua suas pesquisas até sua
morte, em abril de 1813. Nos ultimos anos de sua vida, Lagrange dedicou-se a
escrever dois volumes da obra mais importantes de sua vida, a famosa Méchanique
Analitique.

A primeira parte € destinada a analise dos problemas de estatica, ou a teoria
do equilibrio. Além disso, ele introduz sua técnica de multiplicadores (a qual mais tarde
ficou conhecida como Multiplicadores de Lagrange), que permite o tratamento do
sistema mecanico com vinculos. Ja a segunda, referente a dinamica, ou a teoria do
movimento. Com ela, Lagrange mostra que a conservagado das forgas vivas € uma

consequéncia das equac¢des fundamentais da dinadmica, assim como estabelecido por
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Huygens e Leibniz; além de reformular o principio da acdo minima a partir desse
contexto mais universal.

Essa obra é, portanto, uma generalizagdo dos trabalhos de Lagrange, na qual
inclui todos os seus estudos em mecanica, estética e hidrostatica, além de apresentar
resultados a partir de um ponto de vista unificado. Embora o seu método seja
alternativo ao de Euler, ele também € mais poderoso e busca expor analiticamente a
ciéncia.

Uma observacéo interessante a ser feita € que, logo no comeco de seu livro,
Lagrange ressalta que “nao se encontrarao figuras nesta obra”. Para alguns leitores e
estudantes é como uma mensagem intimidadora, lhes preparando para um contetudo
cientifico dificil, de alto padrdo mateméatico. Porém, o significado é outro. Lagrange
busca analisar todos os problemas sem essas representacdes, de forma puramente
analitica.

Foi de imensa importancia as contribuicbes de Lagrange para a fisica,
principalmente no contexto da mecanica. Ele resolveu problemas e eliminou
contradi¢cbes que se encontravam em varias obras de seus predecessores. Buscou
agregar o formalismo matematico para abordar de forma geral diversos conceitos e
postulados que surgiram precedentes a sua época, dentre eles o principio da minima
acado. Em seus trabalhos, Lagrange desenvolveu sua propria linguagem e buscou por
um método analitico geral para resolver problemas. Isso Ihe concedeu destaque na

ciéncia, principalmente no estudo da mecanica analitica.

3.11.HAMILTON

Figura 16: Hamilton (1788 1856)

No ano de 1805, cerca de duas décadas apds
a morte de Lagrange, em Dublin (Irlanda), nasceu
William Rowan Hamilton. Desde cedo, mostrava ser
um jovem com aptiddo aos estudos. Pode-se
comprovar iSso ao se ver que, quando ainda tinha
cinco anos, Hamilton ja era fluente em latim, grego e

Fonte: Disponivel em: hebraico. Alguns anos mais tarde, seu conhecimento
<theword.ie/cms/uploads/hamiltonport

rait-web.jpg> Acesso em: 18.dez.19. em linguas tornou-se vasto o suficiente para fazer
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com que ele lesse obras como os Principia, de Newton, e a Mécanique Celeste, de
Laplace.

A partir dai, seu envolvimento com a ciéncia se tornou cada vez maior. Aos
dezenove anos, ingressou no Trinity College e, em 1827, foi nomeado professor de
astronomia da universidade e diretor do Dunsink Observatory, com o titulo Royal
Astronomer of Ireland.

Em 1834, ele publicou seu primeiro trabalho, intitulado Sobre um método geral
em dinamica, no qual ele estipula uma importante analogia entre a mecanica e a
Optica, estabelecendo uma correlacéo entre o principio de Fermat e o de Maupertuis.
Nessa mesma obra, Hamilton também apresenta outros resultados, um deles é uma
nova fungdo que, mais tarde, passou a ser conhecida como hamiltoniana, um
parametro que caracteriza o sistema do ponto de vista energético (vide.
EVANGELISTA, 2014).

Em sua segunda publicacdo (1835), chamada de Segundo ensaio sobre um
método geral ne dindmica, Hamilton obteve as equacdes canbnicas do movimento,
gue nada mais sao do que relagdes de forma condensada que exprimem um grande
valor matemaético e fisico. Ademais, ele constatou que as equacdes de Lagrange séo
uma consequéncia direta da condicdo de que a variacdo da acdo em torno do
caminho, efetivamente adotado pelo sistema, deve ser nula, desde que essa ac¢ao
seja estacionaria e que 0s pontos extremos estejam fixos. Matematicamente, esse

resulta é escrito como:
0S = 0. (3.56)

Na qual

ty
S = (T —U) dt.

ti

(3.57)

Sendo T a energia cinética e U a energia potencial do sistema, essa relacéo

hoje é também conhecida como:

63



ty (3.58)
S = f L dt.
t

i

Na equacdo (3.58) a funcdo que esta sendo integrada é a lagrangeana do
sistema. Atualmente, a afirmacéo de que a variacdo da integral (3.57) deve ser nula é
conhecida como o Principio de Hamilton, ou também, o principio da minima acao.
Além disso, Hamilton formalizou um novo procedimento para obter as equacdes do
movimento através da hamiltoniana, que é definida em funcdo das coordenadas

generalizadas q; e dos momentos canonicamente conjugados a elas p;

_ 9 ap) . __0H(up) (3.59)
Ip; l dq;

i

Essas duas equacdes sdo usualmente chamadas de EquacBes de Hamilton,
um novo formalismo que parte mais das equagdes do movimento do que de um

principio variacional.

3.12.NOVAS PROPOSICOES E APLICACOES

ApOs a proposta de Hamilton para descrever a dinamica de um sistema fisico,
era corriqueiro que estudiosos da area se deparassem com algumas complicacdes
matematicas, pois ndo havia uma forma direta de integrar as equacdes diferenciais e
encontrar a funcéo principal de Hamilton. Dessa forma, o matematico aleméao Carl
Gustav Jacobi, que viveu no século 19, dedicou-se aos estudos de uma nova
reformulag&o. No seu trabalho, nomeado Sobre a teoria do calculo das variagdes e
das equac0es diferenciais, de 1837, Jacobi busca contornar o problema fazendo uso
de uma transformacdes de coordenadas. Nesse caso, a funcao principal é proveniente
de uma transformacdo candnica capaz de reduzir a resolucdo das equacdes da

dindmica de Hamilton a forma mais elementar possivel.
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Portanto, essa nova formulacdo, conhecida como o método de Hamilton-
Jacobi, € um novo caminho para encontrar solu¢cdes da mecéanica hamiltoniana. Como
afirma o autor (cf. BERTIN, et al, 2007), essa nova técnica é independente da
abordagem de Hamilton da mecéanica, estabelecendo uma teoria completa,
autossuficiente e com resultados muito gerais. Esse formalismo ganhou propor¢do em
diversas areas, destacando-se na mecanica quantica, e servindo como, por exemplo,
ponto de partida para Erwin Schrédinger desenvolver sua teoria ondulatoria.

Posteriormente, novos trabalhos e criticas sobre o principio da minima acéo e
sua aplicabilidade foram surgindo. No ano de 1889, em um dos trabalhos do fisico e
filbsofo Ernst Mach, tem-se que 0s principios variacionais ndo exprimem uma
economia da natureza, mas uma economia do pensamento humano.

Nessa mesma época, 0 cientista alemdo Hermann von Helmholtz procura
estender os principios variacionais a outros ramos da ciéncia, como ao
eletromagnetismo e a termodinamica reversivel. Segundo ele, 0 uso desses conceitos
poderia ser interpretado como uma lei natural unificadora, que envolve todos os
dominios da fisica.

Mais adiante, com o advento da relatividade especial e geral, as leis do
movimento e as equacdes de campo sdo calculadas por Albert Einstein e David
Hilbert, através do uso de expressfes variacionais, as quais sao fundamentais para
determinar uma acéo que torna eficiente o calculo e para unificar outras teorias de
campo classicas.

A mecanica quantica também teve novas definicbes com o emprego dos
principios variacionais. Através de uma teoria de Dirac, Richard Feynman formula um
principio variacional latu sensu, que abrange diversos fenbmenos quanticos. Sua
teoria contradiz os fundamentos classicos, nos quais apenas a Unica trajetéria
estacionaria € areal. Em seu trabalho de 1948, intitulado Abordagem espaco-temporal
da mecéanica quantica nao relativistica, Feynman introduz seu método que passou a
ser conhecido como integrais de Feynman, e afirma que uma vez fixados dois pontos
no sistema fisico, todas as trajetorias sdo possiveis. Segundo ele, essa nova
abordagem €, essencialmente, uma terceira formulagdo da mecéanica quantica, vindo
depois das de Schrodinger e Heisenberg.

O estudo do calculo das variagdes, assim como a mecanica lagrangiana e

hamiltoniana, sdo abordados, na sua maior parte, nos cursos de mecéanica classica
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para a graduacao. Dessa forma, na proxima secao, analisa-se como esse conteudo é
apresentado para os estudantes e, por extensdo, examina-se, do ponto de vista

histérico, se essas referéncias oferecem ao leitor um aprendizado significativo.

4. CAPITULO 3 - ANALISE CRITICA DA LITERATURA

41. LIVRO I -TAYLOR

O primeiro livro a ser investigado sera Mecanica Classica, de John R. Taylor,
traduzido por Waldir Leite Roque, 2° edicdo do ano de 2013. A mecéanica newtoniana
€ apresentada e desenvolvida em detalhes nos cinco primeiros capitulos. Por outro
lado, o sexto trata do célculo variacional e, mesmo antes de entrar no tema, o autor
ressalta que, em alguns casos, a mecanica de Newton ndo € apropriada para a
resolucdo de exercicios; assim, para introduzir uma nova formulagdo, a de Lagrange

no caso, o autor propde estudar o calculo variacional. Veja abaixo o que o autor traz:

Infelizmente, temos visto que as expressbes para as componentes da
aceleracdo em coordenadas néo Cartesianas sdo muito complicadas,
e a situacdo torna-se muito pior a medida que passamos para outros
sistemas ainda mais complicados. Isso torna a segunda lei de Newton
dificil de ser usada em coordenadas nédo Cartesianas. Precisamos de
uma equagdo de movimento alternativa (embora, em ultima analise,
sejam equivalentes) que funcione igualmente bem em qualquer
sistema de coordenadas, e a alternativa requerida é suprida pelas
equacOes de Lagrange. A melhor forma de mostrar — e para entender
a grande flexibilidade — das equacbes de Lagrange é usando o
“principio variacional”’. Esse principio é importante em muitas outras
areas da matematica e fisica... (TAYLOR, 2013, pag. 215)

Na sequéncia, sdo apresentados dois exemplos do calculo variacional: 0 menor
caminho entre dois pontos e o Principio de Fermat. Antes de finalizar essa secao e

entrar nas equagdes de Euler-Lagrange, € dada uma “justificativa” para esse tépico:

A propdsito, estamos agora prontos para explicar o titulo deste
capitulo: como nossa preocupacao é como variacoes infinitesimais de
um caminho alteram uma integral, o tépico é chamado de calculo das
variagdes... (TAYLOR, 2013, pag. 218)
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A partir desse ponto, o livro texto passa a se ater apenas de forma quantitativa
0 uso do célculo variacional, introduzindo a equacdo de Euler-Lagrange e algumas
aplicacbes do calculo de méaximos e minimos como o caso da braquistocrona e
geodésica.

O capitulo sete, dedicado as equacdes de Lagrange, comeca com uma citacao

de Hamilton sobre o trabalho de Lagrange, o qual declara:

O desenvolvimento tedrico das leis de movimento dos corpos é um
problema de tamanho interesse e importancia que envolveu a atengéo
da maioria dos eminentes matematicos desde a invenc¢éo da dinamica,
como uma ciéncia matematica, por Galileu e, especialmente, desde a
maravilhosa extensédo que foi apresentada por Newton. Dentre os
sucessores daqueles homens ilustres, Lagrange fez, talvez, mais do
gue qualguer outro analista para dar amplitude e harmonia a tais
deducdes cientificas, mostrando que as mais variadas consequéncias,
em relagdo ao movimento de sistemas de corpos, podem ser
deduzidas a partir de uma féormula fundamental... (HAMILTON, 1834,
apud TAYLOR, 2013, pag. 238)

Na sequéncia, o autor expde a diferenca entre a mecanica de Newton e a de
Lagrange, comparando a abordagem de cada uma delas em alguns sistemas fisicos,
ressaltando qual seria de melhor aplicabilidade. Depois dessa apresentacdo, o
capitulo é voltado as equacbes de Lagrange para movimentos sem vinculo, com
vinculo, o principio de Hamilton, alguns exemplos contendo graus de liberdade,
equacdes de Lagrange para forgcas magnéticas e multiplicadores de Lagrange.

O propésito desse livro texto, em trazer ao leitor mais de uma formulacéo para
a mecanica e explora-la do ponto de vista quantitativo, é feito de forma objetiva e
esclarecedora. Entretanto, ele deixa de abordar topicos que sdo essenciais e que
levaram a formacéo de principios variacionais, os quais serviram de motivacdo aos
fisicos e matematicos da época a desenvolverem uma nova forma de resolver
problemas de dinamica.

De modo muito rapido, é introduzido o assunto do calculo das variacdes, sem
nem ao menos citar os grandes cientistas da historia que participaram da criacao.
Além disso, o livro ndo cita “principio da minima agao” ou um principio de economia
da natureza. A Unica mencao a palavra “agéo” aparece ao falar sobre o Principio de
Hamilton, onde um parametro “S” é escrito em termos de uma integral, chamada de
“‘integral de agao”, e que deve ser estacionaria para o0 caminho percorrido pela

particula.
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Nomes importantes que fazem parte da histéria da fisica, como Maupertuis,
Descartes e Leibniz, ndo sdo mencionados. Vale ressaltar que o primeiro a buscar
escrever um principio variacional na forma matematica e aplica-lo a sistemas fisicos
(e também uma interpretacéo teoldgica para o conceito) foi Maupertuis. Sabe-se ainda
gue os filésofos Descartes e Leibniz publicaram trabalhos extremamente relevantes
para o estudo de um principio variacional que serviria para analisar o comportamento
da luz e sua propagacao em diferentes meios. A rivalidade entre Fermat e cartesianos,
que gera discussdes e resultados relevantes a ciéncia, ndo parece em nenhum
comentario do livro. No entanto, pelo menos os problemas da reflexéo e refracdo sao
abordados em dois exercicios no final do capitulo seis.

Em todo contexto historico, o livro trata apenas o principio de Fermat, mas de
maneira breve, em apenas duas linhas do texto, sem colocar em questao a verdadeira
motivacdo que levou Fermat a buscar por tal principio geral, focando apenas no

formalismo matematico.

4.2. LIVRO Il - SYMON

O segundo livro examinado foi a quinta edicdo do Mecéanica, de Keith R. Symon,
de 1982, traduzido por Addison Wesley. Ao longo de oito capitulos, o exemplar
discorre acerca das discuss6es sobre o movimento de particulas em até trés
dimensdes, rotacdo de corpos rigidos, gravitacdo e sistemas de coordenadas em
movimento. No capitulo nove, sem mesmo fazer uma breve tomada do célculo
variacional, o livro traz a definicAo de coordenadas generalizadas e sua principal
finalidade, que sera para descrever as equacgfes de Lagrange do movimento. Isso

pode ser exemplificado com a seguinte passagem:

A aplicacgéo direta das leis de Newton em sistemas mecanicos resulta
num conjunto de equacdes de movimento, em termos de coordenadas
cartesianas de cada uma das particulas que compdem o sistema. Em
muitos casos, este ndo é o sistema de coordenadas mais conveniente
para se resolver o problema ou descrever o movimento do sistema.
(SYMON, 1982, pag. 389)

ApOs apresentar alguns pontos em que as leis da dindmica newtoniana tornam-

se de dificil uso, o autor apresenta a mudanca na formulacao:
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Nos problemas em que € necessario usar coordenadas generalizadas,
podem-se escrever as equacbes do movimento, de Newton, em
termos de coordenadas cartesianas e, entdo, transforméa-las em
coordenadas generalizadas [...]. No entanto, seria desejavel e
conveniente um método geral que estabelecesse diretamente as
equacgdes de movimento em termos de um conjunto de coordenadas
generalizadas apropriadas. (SYMON, 1982, pag. 389)

Na sequéncia, apos exibir o calculo para alguns sistemas de coordenadas,
comeca sua utilizacdo para determinar a energia cinética de sistemas mecanicos.
Depois de algumas passagens matematicas, € apresentada a definicdo de momento
generalizado, o trabalho de um sistema em funcdo de uma forca generalizada, e na
secdo subsequente, as equacfes de Lagrange. O capitulo ainda fala sobre outros
exemplos, como o formalismo lagrangiano para descrever sistemas sob atuacao de
forcas eletromagnéticas e o problema da corda vibrante. Por fim, o capitulo traz as
equacdes de Hamilton, expondo a funcdo hamiltoniana, e o teorema de Liouville.

Fica evidente para o leitor que as informacdes que o livro passa sao diretas,
sem nenhum fundamento historico ou qualitativo de cada conceito mencionado.
Diferentemente do primeiro livro texto, o Mecéanica de Symon vai direto ao ponto,
evidenciando onde a mecéanica usual de Newton “falha” e colocando as ferramentas
matematicas relevantes para definir as equac¢fes de Lagrange.

O que faz esse livro possuir um carater puramente matematico é néo levar em
conta qualquer fundamento conceitual para a constru¢cao do formalismo lagrangiano.
Nota-se isso pois nado foi relatada a importancia do calculo variacional e a sua
relevancia na mecanica, ou o principio da minima acéo, que foi a principal instigacéo

para que a ciéncia fosse desenvolvida até Lagrange e Hamilton.

4.3. LIVRO Il - MARION

O terceiro e ultimo livro texto analisado desse trabalho foi dinamica classica de
particulas e sistemas, de Stephen T. Thornton e Jerry B. Marion, quinta edigdo de
2013, traduzida por Fabio Raia. A apresentacdo do contetdo é de forma gradativa,
com uma revisdo de conceitos matematicos a priori; depois com uma retomada da
mecanica newtoniana e dos problemas de oscilacdes; e, no capitulo seis, uma
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apresentacao de alguns métodos de célculo de variagdes. No capitulo seguinte, vem
a apresentacdo da mecanica hamiltoniana e lagrangiana, porém antes, como preladio,
o livro aborda alguns casos em que séo dificeis para serem resolvidos pela dindmica

newtoniana. Abaixo, segue um excerto que traz essa questao:

De fato, em situacbes especificas, pode ser difici ou mesmo
impossivel obter expressdes explicitas para as forcas de restricao [...]
Para evitar algumas das dificuldades préaticas que aparecem nas
tentativas de aplicacdo das equacBes de Newton para problemas
especificos, procedimentos alternativos podem ser desenvolvidos.
(MARION, 2013, pag. 229)

O autor ressalta que o formalismo lagrangiano ndo vem para substituir a forma
gue Newton aborda a mecéanica, mas sim como um método optativo para solucionar

problemas fisicos. Como forma de exemplificar isso, tem-se o trecho a sequir:

Portanto, para efetuar uma simplificacdo, ndo precisamos formular
uma nova teoria da mecanica — a teoria de Newton esta bastante
correta — mas somente criar um método alternativo de lidar com os
problemas complexos de modo geral. Tal método esta contido no
Principio de Hamilton, e as equa¢fes de movimento que resultam da
aplicacdo deste principio sdo chamadas equacdes de Lagrange.
(MARION, 2013, pag. 229)

Além disso, fica claro que o resultado final deve ser o mesmo, nao importando
o caminho usado, ou seja, as equac¢des de Lagrange que descrevem apropriadamente
a dindmica de particulas devem ser equivalentes as equacdes de Newton. Antes do
autor adentrar no principio de Hamilton, ele faz uma reviséo histérica, tratando de
alguns momentos relevantes que marcaram a formulacdo desse método alternativo
de resolver problemas fisicos.

A abordagem comecga mencionando os principios de minimo em fisica e sua
origem com Heron de Alexandria, passando por Fermat, Leibniz, Maupertuis, até
Lagrange e Hamilton, relatando ainda alguns outros cientistas que fizeram uso dos

principios variacionais em fisica. Isso pode ser ilustrado com a seguinte passagem:

Os primeiros principios minimos foram desenvolvidos no campo da
Otica. Heron de Alexandria, no século Il a.C., descobriu que a lei que
governa a reflexdo da luz poderia ser obtida ao afirmar que o raio de
luz, que viaja de um ponto para outro por uma reflexdo de um espelho
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plano, sempre pega o menor caminho possivel. (MARION, 2013, pag.
230)

Mesmo sem citar Descartes, é abordado o principio de Fermat e o resultado

conhecido como lei de Snell da refracdo. Veja abaixo:

Em 1667, Fermat reformulou o principio ao postular que um raio
de luz sempre viaja de um ponto para outro em um meio por um
caminho que requer o menor tempo. O principio de Fermat do
menor tempo leva imediatamente, ndo somente a lei correta da
reflexdo, mas também a lei de Snell da refracdo. (MARION, 2013,
pag. 230)

Dentre os trés livros examinados, este € o Unico que faz referéncia ao principio
da minima agdo de Maupertuis, 0 que é algo bastante véalido. Para tratar disso, o autor

declara que:

A primeira aplicagdo de um principio geral minimo em mecéanica
foi feita em 1747 por Maupertuis, que afirmou que o movimento
dinAmico acontece com ag¢do minima. O principio da minima
acao de Maupertuis se baseou em principios teoldgicos (a acao
€ minimizada pela “sabedoria de Deus”), e seu conceito de
“acao” era bastante vaga. (MARION, 2013, pag. 230)

Antes de entrar em detalhes matematicos do principio de Hamilton, o autor
finaliza sua andlise histérica com o uso do principio da minima acdo por outros

cientistas. Para tanto, afirma que:

Em 1828, Gauss desenvolveu um método de tratar a mecéanica
por seu principio da restricdo minima; uma modificacdo feita
mais tarde por Hertz e incorporada em seu principio de curvatura
minima. Estes principios estdo ligados proximamente ao
Principio de Hamilton e ndo acrescentam nada ao conteudo da
formulacdo mais geral de Hamilton: sua mencdo somente
enfatiza o interesse continuo com principios minimos na fisica.
(MARION, 2013, pag. 230)

71



Depois desses comentarios, o livro inicia a definicdo de carater quantitativo das
equacbes de Lagrange em coordenadas generalizadas; suas aplicacbes e
equivaléncia com a mecéanica de Newton; equagdes canbnicas do movimento; e a
formulacédo de Hamilton.

Para o leitor que esta tendo o primeiro contato ou para aquele estudante que
procura compreender 0 assunto em sua esséncia, o livro de Thornton e Marion nao
desaponta. A principal vantagem em ressaltar a origem de um teorema e a forma que
progrediu em diferentes pontos de vista concede a quem esta buscando pelo tema um
melhor entendimento, pois traz ndo s6 um conteudo de valor quantitativo baseado em
teoremas, axiomas, exemplos e problemas, mas também um texto qualitativo, que

esmilca os aspectos histéricos na constituicdo dos dados fisico-matematicos.

5. CONSIDERACOES FINAIS

Na histéria da ciéncia, os avancos cientificos marcaram a época de suas
descobertas. Entretanto, algumas questdes foram banhadas por discussfes calorosas
ao longo de séculos, em constante evolucédo e transformacéo, esse foi o caso do
principio da minima acdo. Ndo se destaca somente por ser um dos principios
variacionais mais importantes na fisica, com a finalidade de descrever uma ampla
classe de problemas em mecanica cléassica, eletromagnetismo, termodinamica, 6tica,
relatividade e mecanica quantica; mas também porque foi alvo de debates e polémicas
dentre muitos fisicos, fildsofos e estudiosos da natureza. A motivacao pela busca de
uma lei geral que poderia descrever as leis da fisica ndo tinha raizes somente em
fatos cientificos observaveis, tinha origem também em uma fundamentacao teoldgica,
gue despertava interesse em alguns e que gerava criticas por outros.

Embora muitos anteriormente buscassem entender um principio que
descreveria, de forma geral, o0 comportamento da natureza, foi Maupertuis o primeiro
a explica-lo através de um formalismo matematico e procurar um significado nessa
teoria. Apesar de sua conduta parecer imoral para alguns cientistas da época, pois 0
seu principio era adaptavel em cada classe de problemas e, como foi apresentado,
para uns ele nem tinha o mérito por tal descoberta, foi Maupertuis o pioneiro nessa

area. Foi ele quem trouxe deu a fisica um novo campo de pesquisa.
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Com as pesquisas de Lagrange, o principio da minima acdo recebeu um
tratamento matematico adequado, o que permitiu que fosse, a partir dai, uma teoria
bem desenvolvida e poderosa. Dessa forma, além das equacdes de Newton, a
mecanica lagrangiana passa ser reconhecida como uma forma alternativa de analisar
e calcular a dinamica de sistemas fisicos. Essa nova perspectiva em estudar
problemas do ponto de vista energético, e ndo mais vetorial, promoveu grandes
avancos na fisica, vindo a tona nas maos de Hamilton, Jacobi e Feynman.

Portanto, levando em consideracdo a extrema importdncia dos principios
variacionais na ciéncia e, em especial, o principio da minima acao, este trabalho teve
como objetivo promover uma analise histérica desse tema, trazendo os principais
cientistas que se dedicaram a construcédo desse conceito, abordando também fatos
extra cientificos. Buscou-se assim mostrar como esse tOpico passou a ser
fundamental para a formacédo de um novo dominio de estudo na fisica.

Dessa forma, todo esse contetdo que contém uma bagagem historico-filoséfica
e que passou por muitas modificacdes matematicas, deve ser apresentado nos livros
de forma clara, salientando n&o somente os resultados mateméticos, mas o
significado fisico de cada expressao algébrica.

Em geral, um académico que demanda estudar as equacdes de Lagrange e o
Principio de Hamilton, consegue, nesses trés livros apresentados, praticar esse novo
método de resolver sistemas dindmicos com uma vasta cole¢cdo de exemplos
resolvidos, problemas e deducédo de resultados mateméaticos. Entretanto, fica evidente
na terceira referéncia, que a inclusdo do conceito do ponto de vista historico, torna a
aprendizagem mais significativa do que apenas lancar novos parametros matematicos
e construir uma equacao sem um carater significativo. Dessa forma, o contelddo deixa
de ser apenas uma aprendizagem sistémica, na qual o aluno deve apenas integrar e
resolver equacgles, e entdo, passa trazer uma interpretacéo fisica para o que esta

calculando, assim como o resultado que esta buscando.
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