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Resumo

A Mecanica Classica é capaz de descrever as principais leis da fisica em sua formulacao.
Neste presente trabalho estudamos a Mecanica Cléassica proposta por Lagrange e Hamil-
ton para a descri¢ao da evolugao de sistemas fisicos. Iniciamos o estudo com a dinamica de
Lagrange, com o principal objetivo de chegarmos nas equagoes de Euler-Lagrange. Para
isto, trabalhamos conceitos fundamentais, como os vinculos e as coordenadas generaliza-
das. Além disso, as equagoes de Euler-Lagrange foram expressas com base no Calculo
Variacional e por meio de um principio variacional, o principio de Hamilton. Ainda, cons-
truimos também a dinamica de Hamilton, com o objetivo de expressar as equagoes de
Hamilton, isto é, equagdes de movimento de um sistema. A partir da dindmica de Ha-
milton, estudamos a teoria de Hamilton-Jacobi, sendo essa a base para a teoria Quantica,
proposta posteriormente. Conceitos basicos para o entendimento desta parte do trabalho,
como transformagoes canodnicas e os colchetes de Poisson foram estudados e, apés, foi pos-
sivel iniciar a teoria de Hamilton-Jacobi. Por fim, todos os conceitos vistos anteriormente
serviram de base para o objetivo principal deste trabalho, que foi mostrar como a Meca-
nica Classica é capaz de descrever diferentes sistemas, estudados amplamente na fisica.
Foram eles: a corda vibrante, uma particula sujeita a um campo eletromagnético externo
e um exemplo de como a teoria de Hamilton-Jacobi influenciou a Mecanica Quéantica de
Schrodinger.

Palavras-chave: Célculo Variacional, Mecéanica Lagrangiana, Mecanica Hamiltoni-
ana, Teoria de Hamilton-Jacobi.
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Introducao

O célculo de variagoes é um problema matematico que consiste em buscar maximos e
minimos (ou, mais geralmente, extremos relativos) de fungoes continuas definidas sobre
algum espaco funcional. Pela lenda, a Rainha Dido de Cartago foi a primeira pessoa a
atacar brilhantemente um desses problemas. Foi prometido a Dido a extensao de terra
que ela pudesse cercar com um couro de boi. Ela preparou uma extensa correia com o
couro de um boi e cercou um terreno semi-circular, beirando o Mar Mediterraneo. Essa
é a lendéria histéria da fundagao de Cartago, contada por Virgilio (70-19) a.C. no livro
Eneida™. Os primeiros indicios de problemas tipicos do célculo de variacées datam da
Grécia antiga. Ideias primordiais como o conceito de velocidades virtuais foram abordadas
por Aristételes (384-322) a.C. e pode-se afirmar que a primeira aplicacdo de um conceito
variacional foi feito por Herdo de Alexandria (62-20) a.C., onde postulou que na reflexao
por um espelho plano a luz seguiria um caminho mais curto entre dois pontos ® [1].

Outras abordagens a respeito do calculo variacional surgiram no século XVII, onde
Pierre Fermat (1607-1665) resolve um problema intitulado Principio de Fermat, onde
afirmava que a trajetoria percorrida pela luz ao se propagar de um ponto a outro é tal que o
tempo gasto em percorré-la é um minimo. Em 1630, Galileu Galilei (1564-1642) formulou
parcialmente o problema da braquistécrona quando comparou o tempo de descida por
um segmento circular com os tempos correspondentes a descidas por poligonos inscritos
e por outros arcos unindo os pontos dados. Em 1686, Isaac Newton (1643-1727) propos
o problema da superficie de revolucao com resisténcia minima: calcular a forma de uma
superficie de revolucao que atravessa uma massa de liquido sofrendo minima resisténcia,
um problema tipico do calculo variacional.

Pode-se afirmar que o cédlculo variacional iniciou-se de fato com Johann Bernoulli
(1677-1748), em 1696, ao propor o problema da Braquistécrona: consiste em encon-
trar a curva que uma particula M precisa descrever para sair de A e chegar em B no
menor tempo possivel, somente sob a acao da forca gravitacional. O problema foi inici-
almente abordado por Jakob Bernoulli (1654-1705), também em 1696, e posteriormente,
em 1744 Leonhard Euler (1707-1783) publica A method for discovering curved lines havin
a maximum or minimum property or the solution of the isoperimetric problem taken in
its widest sense, apresentando assim a Equacao de Euler, abordada com mais detalhes
ao longo do trabalho ® [2].

A primeira aplicagao de um principio minimo em Mecanica foi feita em 1747 por Mau-
pertuis (1698-1759), introduzindo o Principio da Minima Agao, onde afirmou que o
movimento dindmico acontece com a¢do minima e, somente mais tarde uma base ma-

(MO problema de Dido é datado de 850 a.C.

(2)Problemas extremais aparecem ainda na geometria grega de Euclides, Arquimedes e Apolénio.

(3)Outros matematicos tais como: Carl Gustav Jacobi (1804-1851) e David Hilbert (1862-1943), Adrien
Marie Legendre (1752-1833), Karl Wilhelm Theodor Weierstrass (1815-1897) e Carl Freendrich Gauss
(1777-1855) também contribuiram para o desenvolvimento do Célculo de Variagoes.



tematica sélida do principio foi dada por Joseph-Louis Lagrange (1736-1813), em 1760.
Posteriormente, em dois artigos publicados em 1834 e 1835, William Rowan Hamilton
(1805-1865) anunciou o principio dindmico no qual é possivel basear toda a mecénica, o
chamado Principio de Hamilton, e enunciado ao longo deste trabalho. Tal principio
leva-nos as Equacgoes de movimento de Lagrange, utilizadas como base para as apli-
cagoes que serao feitas neste trabalho. A partir da formulacao das equacoes de movimento
de Lagrange, podemos inserir sistemas sujeitos a vinculos, onde vinculo é uma restrigao
na liberdade do movimento de um sistema de particulas sob uma condicao que deve ser
satisfeita por suas coordenadas, ou por variagdes permitidas em suas coordenadas. A
maquina de Atwood ou um cilindro rolando sobre outro sao exemplos desses sistemas.

Em problemas que envolvem o movimento de uma particula em um referencial iner-
cial, a dinamica de Newton através da equacao F = p € suficiente para descrever todo
o sistema. Essa descricao torna-se relativamente simples quando o problema utilizar as
coordenadas retangulares e quando nao houver algum tipo de limitacao quanto ao movi-
mento da particula, como um objeto restrito a uma superficie cilindrica, o que leva a uma
projecao da equacgao vetorial newtoniana naquela superficie e, consequentemente, forcas
de restricao devem existir e ser consideradas nos célculos, ja que sao necessarias para
manter o movimento do objeto. A dificuldade ao utilizar a dindmica newtoniana também
vem do fato de que devemos conhecer todas as forgas agindo sobre o corpo para assim
utilizar a equacdo F = ' [3].

Para evitar algumas das dificuldades praticas que aparecem nas tentativas de aplicacao
das equagoes de Newton para problemas especificos, procedimentos alternativos podem ser
desenvolvidos. Para isto, nao é preciso criar uma nova teoria da mecéanica, mas somente
criar um método alternativo de lidar com os problemas complexos de modo geral e o
Principio de Hamilton surge com essa justificativa. A equagoes de Lagrange nao somente
constituem uma descri¢gao apropriada da dinamica de particulas mas também podem ser
aplicadas a uma faixa ampla de fenomenos fisicos, sendo essa a principal motivacao para
a realizacao deste trabalho.

A esséncia da dinamica de Lagrange estd em lidar somente com as quantidades as-
sociadas com o corpo (as energias cinética e potencial). Tal fato torna o Principio de
Hamilton til para varios sistemas. Por exemplo, em sistemas mecanicos quanticos onde
normalmente conhecemos as energias, mas nao as forcas ou até mesmo quando existem
forcas dependentes da velocidade, como no caso da for¢ca magnética. Assim, as equacoes
de movimento de um sistema qualquer de particulas podem sempre ser expressas na forma
lagrangiana e, além disso, uma propriedade importante destas equacoes é que elas per-
manecerao com a mesma forma, caso se substituam um conjunto de coordenadas por um
novo conjunto qualquer [4].

Desta maneira, o trabalho esta estruturado da seguinte forma:

e Capitulo 1 - Estudos sobre a Dindmica Lagrangiana, sua formulagao a partir de um
principio diferencial e a partir de um principio integral, que tem como fundamento
o calculo variacional.

e Capitulo 2 - Estudos sobre a Dindmica Hamiltoniana, partindo das equagbes de
Hamilton e introduzindo a teoria de Hamilton-Jacobi.

e Capitulo 3 - Aplicagoes da teoria vista anteriormente em trés diferentes problemas
que a Fisica estuda. Primeiramente, a Mecanica Classica com a corda vibrante.
Apdés, foi analisado a dindmica de uma particula em um campo eletromagnético



externo, problema abordado pelo Eletromagnetismo. Por fim, um exemplo de como
a teoria classica de Lagrange e Hamilton-Jacobi pode ser aplicada em Mecanica
Quéantica e na interpretacao da Equacao de Schrodinger.



Capitulo 1

Dinamica de Lagrange

Este capitulo tem como objetivo introduzir a Dindmica Lagrangiana. Para isto, par-
tindo do conceito de vinculos e utilizando a segunda lei de Newton, chegamos ao Principio
de d’Alembert. A partir dai, utilizando as coordenadas generalizadas e introduzindo o
conceito de forga generalizada, através de uma analise matematica, chega-se as equagoes
de Lagrange, véalidas para a descricao de sistemas fisicos mais relevantes na fisica fun-
damental. A segunda parte do capitulo tem como objetivo uma breve discussao sobre o
Calculo Variacional, envolvendo as motivagoes que levaram ao seu desenvolvimento e a
apresentacao do problema fundamental que o Calculo Variacional investiga, bem como
a apresentacao do Principio de Hamilton e as equagoes de movimento que resultam da
aplicagao deste principio, as chamadas equagoes de Euler-Lagrange.

1.1 Vinculos

1.1.1 Vinculos Holonomos

Vinculos sao limitacoes a possiveis posigoes e velocidades das particulas de um sis-
tema mecanico, restringindo a prior: o seu movimento. E fundamental ressaltar que
vinculos sdo de natureza cinematica e devem ser considerados na formulagao das equa-
¢oes de movimento, e ndo dindmica, que surgem em consequéncia das equagoes de movi-
mento. Por exemplo, uma particula restrita a uma superficie fixa tem seu vetor posicao
¥ = r(Z,9,2), relativamente a um sistema de eixos no qual a superficie permanece fixa.
Neste caso z,y e z ndo sao variaveis independentes, mas devem satisfazer

f(r) = f(2,y,2) =0,

onde f(7) é a equacao da superficie. Agora, caso a particula esteja restrita a uma superficie
movel ou deforméavel, x,y, z obedecem a equagao

f(rt) = f(x,y,2,t) =0.

A dependéncia temporal explicita indica a mudanca da forma ou localizacao da superficie
no decorrer do tempo [5].

Um vinculo é chamado de holénomo quando pode ser expresso por uma equagao que
dependa das coordenadas de posi¢ao, podendo depender explicitamente ou nao do tempo.
Se 71, ...,my sdo coordenadas arbitrarias usadas para descrever a configuracio™ de um

(WA posicao de cada uma das particulas de um sistema mecanico num dado instante define a configu-
racao do sistema no referido instante.



sistema mecanico, um vinculo holénomo é descrito da forma

f(ri,.,rart) =0, (1.1)

expresso por um funcional que também pode depender explicitamente do tempo. Um
exemplo de vinculo holonomo pode ser expresso considerando um sistema de duas par-
ticulas que movem-se no espac¢o sempre unidas por uma haste rigida. O vinculo tem a
forma

ou, de modo equivalente
(172 — 131>2 + (y2 - yl)Q + (2’2 — Zl>2 — l2 = 0,

sendo [ o comprimento invariavel da haste.

Vinculos que ndo obedecem & Eq. (1.1) sdo chamados de ndo-holé6nomos, por exem-
plo quando dependem também das velocidades, além das posi¢coes e do tempo. Um
exemplo de um vinculo nao-holénomo é um cilindro que rola sem deslizar ao longo de
uma linha reta, sendo x a posicao do centro de massa do cilindro e ¢ o angulo de rota-
¢do em torno do centro de massa. A condi¢ao de rolar sem deslizar, ou seja, o vinculo,
representa-se por

i = R,

em que R ¢ o raio do cilindro [5].

1.1.2 Deslocamento e Trabalho Virtual: Vinculos Ideais

Deslocamentos virtuais sdo caracterizados por deslocamentos infinitesimais de cada
particula que levam de uma configuragao possivel a outra configuracao também possivel
e infinitesimalmente préxima no mesmo instante de tempo. Nos casos em que todos
os vinculos sdo independentes do tempo, os descolamentos virtuais coincidem com os
deslocamentos reais [5]. Uma representagao de um deslocamento virtual é feita na Figura
1.1.

Em resumo, deslocamentos virtuais seguem as seguintes definigoes [6]:

e S3o infinitesimais.
e O instante de tempo é fixo durante o deslocamento.
e Nao descumprem as condigoes impostas pelos vinculos.

A partir do conceito de deslocamento virtual, é possivel definir o trabalho virtual,
que provém de um deslocamento virtual provocado pela particula sujeita a uma forca
de vinculo. Na maioria dos casos fisicamente interessantes, o trabalho virtual total das
forcas de vinculo se anula, isso por que a componente tangencial da forca é nula e resta-nos
apenas a componente normal da forca e, uma vez que ela é perpendicular ao deslocamento,
o trabalho é zero [4]. Portanto, para uma ampla gama de situagoes fisicamente relevantes
o trabalho virtual total das forcas de vinculo é nulo®®. Desta forma, vinculos cujas forcas

associadas nao realizam trabalho durante deslocamentos virtuais sao chamados vinculos
ideais [6].

(2)E importante ressaltar que em casos onde a forca de vinculo tem componente tangencial, o trabalho
nao sera nulo e isso constitui uma excecao.



Figura 1.1: Uma superficie num instante de tempo ¢ com um deslocamento virtual dado por 7.
O deslocamento real é representado por dr e vai da superficie em ¢ para uma outra num instante
acrescido t + dt.

A analise feita acima para os trabalhos virtuais devido as forcas de vinculo permitem
deduzir o Principio dos Trabalhos Virtuais. Dada a segunda lei de Newton, da
forma [3]

onde F; é a forca total resultante da i-ésima particula. Ela pode ser dividida em duas
forcas, a primeira como as forcas aplicadas sobre o sistema e a segunda como forcas de
vinculo, respectivamente, como segue

(

F=F" 4

Em uma situacao estatica, F; = 0, e para quaisquer deslocamentos 07;, temos

S F o7 =0, (1.2)
decompondo a forga total em termos das forgas aplicadas e de vinculo, a Eq. (1.2) serd
S A 57+ Y f o =o.

Considerando agora apenas trabalhos virtuais realizados por forcas cujos vinculos sao
ideais, o segundo termo da soma é zero, resultando em

S A s =0,

Este principio permite escrever a condi¢ao de equilibrio estatico para sistemas vinculados
em termos somente das forcas aplicadas, formulado por Johann Bernoulli em 1717.

Com o conceito de trabalho e deslocamento virtual, é possivel retomar o problema
do cilindro que rola sem deslizar, citado anteriormente. Vemos que, de modo geral, para
que nao haja deslizamento é preciso que exista uma forca de atrito entre o corpo e a



superficie, isto é, as superficies em contato devem ser asperas. Mas, ao rolar sem deslizar,
em cada instante as particulas do corpo giram em torno de um eixo que passa pelo ponto
de contato do corpo com a superficie. Assim, a forca de atrito atua sobre um ponto do
corpo que, em cada instante de tempo, possui uma velocidade nula, pois encontra-se sobre
o eixo instantaneo de rotacdo. Uma vez que qualquer deslocamento virtual do corpo nao
pode mover o seu ponto de contato com a superficie, senao haveria deslizamento com a
consequente violagao do vinculo. O trabalho virtual da forca de vinculo sera

SW = f-67=0,
pois 67 = 0, embora f # 0 [5].

1.2 Principio de d’Alembert

Vimos que vinculos ideais sdo aqueles nos quais o trabalho total realizado pela forga
de vinculo, num deslocamento virtual, é nulo. De modo que

> fi-ori=0. (1.3)

Partindo deste ponto é possivel chegarmos ao Principio de d’Alembert, que resulta da
condigao imposta pela Eq. (1.3). A segunda lei de Newton é da forma

p; = ma; = B + F, (1.4)

onde a forca total do sistema foi dividida entre as forcas aplicadas, é(a), e as forcas de
vinculo, f;. Isolando f; na Eq. (1.4), temos

5 = (a) 2

pi—F = fi
Multiplicando ambos os lados na equacao acima por um deslocamento virtual 7; e so-
mando através de todos os possiveis deslocamentos, vem que

S or— YR 6w = Y o7
o termo a direita da igualdade anula-se devido a Eq. (1.3), resultando em

S - B om =0, (1.5)

A Eq. (1.5) é conhecida como o Principio de d’Alembert® [6]. Note que a Eq.
(1.4) exige que as forcas de vinculo sejam consideradas e, além disso, num sistema de
N particulas, serdo necessarias 3N equacoes para descrevé-lo, mesmo que as forgas de
vinculo aplicadas faga com que algumas coordenadas sejam redundantes, uma vez que o
sistema precisarda de um niimero menor de coordenadas. O que buscamos a partir de agora
¢ uma formulagao das equagoes de movimento que nao sofra dessas duas desvantagens,
ou seja, buscamos por equagoes de movimento onde:

e Nao portem as forgas de vinculo em sua formulacao.

e Exija apenas o nimero minimo de coordenadas para descrevé-lo, mutuamente inde-
pendentes.

O objetivo agora é descrever de que modo a Eq. (1.5) possibilita encontrar as equagoes
de movimento responsaveis pela definicio de um sistema mecanico genérico.

(®)Devido & Jean le Rond d’Alembert (1717 — 1783), filssofo, matematico e fisico francés.

7



1.3 Equacoes de Lagrange

Utilizando o conceito de coordenadas generalizadas (Apéndice A) e reescrevendo a Eq.
(1.5) em termos das massas e dos vetores de posicao das N particulas do sistema, temos

>~ (mav; — ) - 675 = 0. (1.6)

Se o vetor posicao 7; depende das coordenadas generalizadas ¢, um deslocamento virtual
or; é representado da seguinte forma

L or
(57“1‘ = !

= 0q.
Bar qk

Substituindo na Eq. (1.6), vem que
or; 87’1

ZZmzvl (5qk ZZF (1.7)

i=1 k=1 i=1 k=1

O termo referente a soma em ¢ do lado direito da igualdade é nomeado Forga generali-
zada e tem a seguinte notacao

ZF a”. (1.8)

qk

(. nao necessariamente tera dimensao de forca, mas a multiplicacdo QQrdq, sempre terd
dimensao de energia [5]. Substituindo @y na Eq. (1.7), ela serd dada por

szzvz 5% > Qudgs. (1.9)
=1 k=1 k=1

Note que o termo esquerdo da igualdade pode ser reescrito como
(1.10)

e, neste momento, vamos fazer uma analise da derivada temporal de 7;. Como 7r; é um
vetor que depende das coordenadas generalizadas qx(t), 7; é dependente implicitamente
do tempo. Além disso, 7; também pode depender explicitamente do tempo, de modo que
sua derivada torna-se

drZ _ Z 87’Z i 87’1. (1.11)
A ot
Portanto 9 o7
V; T
- = ) 1.12
oG, Oqy (1.12)

pois o tnico termo g estd multiplicando apenas o primeiro termo da soma, na Eq. (1.11).

Temos ainda que
6Qk 1 6QZ 6Qk l ot 6q}c ‘




Supondo as fungoes 7; diferenciaveis o niimero necessario de vezes e com derivadas conti-

nuas, temos
d (or; 0 or;\ . Or;
i) = o (2 00) i %)

_ 0 (dn
N 6qk dt
I

S 1.13
9. (1.13)

Utilizando as transformagoes das Eqgs. (1.12) e (1.13) na Eq. (1.10), temos
Sor d ( -, 0U; > L, 0v;

miViy— = — zvz U

g, di Agy, Ay,

que também pode ser reescrita como

-, Or; d[ o [mpuv? 0 [(mu?
i [ i | - UL 1.14
mmla% dt [3% ( 2 >] gy < 2 ) (114

Inserindo a expressao a esquerda da igualdade da Eq. (1.14) na Eq. (1.9) e colocando os
termos em evidéncia, ficamos com

d| 0 mv? 0 mv?
(i log (5757)] - o (E757) o=@

Nota-se que os termos entre parénteses somados em todos os valores de i, é a energia
cinética T' do sistema. Além disso, como cada descolamento d¢; é arbitrario e podemos
escolhé-lo de modo que todos sejam iguais a zero, exceto um, a Eq. (1.15) resulta em

d (0T orT
() ()-o

Analisando agora a forca generalizada (), a direita da igualdade, consideremos que ela
provenha de um potencial escalar que dependa apenas dos vetores de posi¢ao e do tempo,
isto é, V(r1,...,7;,t). Neste caso

ox; AY; 0z
= F, F; F;
Qk z@: ( aq + zya @ + zzaqk>

L Z ov 8% AV Oy, N oV 0z;
B Ox; Oqy, ayi O 0z; Oq,
8V

= 1.17
o0 (1.17)

Substituindo a Eq. (1.17) na Eq. (1.16), temos

d(&T—W)_(MT—W):O (1.18)

dt gy, o



A inser¢ao da Eq. (1.17) na derivada referente a g pode ser feita sem perde de gene-
ralidade, uma vez que ela serda sempre nula, pois ), dependera apenas de ¢,. Portanto,
denotando L =T — V, a Eq. (1.18) finalmente seré [6]

L) (2

Essas sio as Equacoes de Lagrange ), onde k = 1,2,3,...,n. E fundamental com-
preender que as equacoes de Lagrange tém algumas condi¢bes para serem validas, tais
condic¢oes sao as mesmas impostas para o Principio de d’Alembert e para a segunda lei de
Newton. E importante ressaltar que T e V devem ser ambas expressas relativamente a um
mesmo referencial inercial, pois a segunda lei de Newton é valida apenas em referenciais
inerciais [3]. Desta forma, as equagoes de Lagrange admitem que os vinculos tem que ser
ideais, ou seja, apenas forgas conservativas sao consideradas, porém também sera possivel
dar uma forma Lagrangiana considerando forcas nao conservativas, uma abordagem esté
presente no Capitulo 3. Além disso, os vinculos também tem que ser holonomos para que
seja possivel considerar coordenadas generalizadas ao sistema.

Em conclusao, podemos perceber que as equagoes de Lagrange exigem apenas as
forcas aplicadas no sistema, note que a energia potencial é dependente apenas das forcas
aplicadas, F=F (7). Logo nao sao consideradas as forgas de vinculo. Além disso, as
coordenadas generalizadas independentes entre si fornecem apenas o niimero necessario
de variaveis para a resolucao do problema e, por fim, as equacoes de Lagrange nao usam
a forma vetorial em sua formulacao, admitindo apenas equagoes escalares para descrever
todo o sistema.

1.4 Calculo de Variacoes

Até o momento foram expressas as equacoes de Lagrange em termos de um princi-
pio diferencial, mas também é possivel reformular a lei dindmica fundamental como um
principio integral, que tem como fundamento o célculo de variagoes [6].

Resolver problemas de otimizacao consiste em buscar o melhor resultado considerando
os pré-requisitos estabelecidos, e a area da matematica que aborda esses problemas é
o Calculo de Variagoes, que generaliza a teoria de maximos e minimos do Céalculo
Diferencial para fungdes cujo dominio é constituido por um conjunto de curvas admissiveis,
isto é, o Calculo de Variagoes procura determinar extremos (maximos ou minimos) de um
funcional [2]. Um Funcional é aquilo que pertence ou é relativo a fungdes, ou seja, é
uma regra de correspondéncia que associa a cada fungdo de uma certa classe, um tnico
numero real. O conjunto de todas as fung¢oes é chamada dominio de um funcional e o
conjunto de ntimeros reais associados com as fungoes é chamado conjunto imagem de um
funcional [7].

O problema primordial do cdlculo variacional consiste em encontrar uma fungao y(z)
que possui valores fixos nos pontos inicial e final x = z1 e x = x4, respectivamente, tal
que a integral de linha de uma dada funcio f(y,y';2)®), é dada por

Iy = /: fly,y';v)dz, (1.20)

1

(D"Equations différentielles pour la solution de tous les problémes de Dynamique- Obtidas por Joseph-
Louis Lagrange em 1788 no seu livro Mécanique Analytique.

(5)Nesta equacio, v = dy/dx e o ponto-e-virgula em f separa a varidvel independente x da varidvel
dependente y(z).
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seja um extremo (méximo, minimo ou um ponto de inflexdo), ou seja, um ponto estaci-
onério ou apenas um ponto critico®. Assim, queremos encontrar y(z) com valores fixos
y1 = f(x1) e ya = f(x2) tal que a integral J[y| seja estaciondria. O problema esté esbocado
na figura abaixo:

»

Fungdes vizinhas

Fungdo extrema

»X

K= == = — ————

(38}

Figura 1.2: A funcao extrema y(x,0) é a que faz o funcional J ser um méximo ou um minimo.
A fungoes vizinhas y(o, z) = y(0,z) + an(z) diferem da fun¢do extrema por uma variagdo Jy,
infinitésimas de primeira ordem.

Uma vez que y(x) representa um extremo de J[y|, qualquer funcdo vizinha represen-
tada parametricamente por

y(a, x) = y(0,2) + an(x), (1.21)

deve fazer com que o funcional aumente seu valor, onde 7(z) deve ter valor zero nos
extremos, dado que y(«, ) = y(0,x) nos pontos finais e, portanto, n(z1) = n(xs) = 0.

Considerando as fung¢oes paramétricas y(a, z) apresentadas acima, a integral de J|y]
é resolvida para x, restando um funcional que dependera apenas de a;, como segue

T2

J@) = [ flylo,a).y/ (o, w)aldr, (122)

1

mas vimos que para J[y] ter um valor estacionario, ele deve ser independente de o em
primeira ordem ao longo do caminho, ou seja, a variacao do funcional J[y| em relagao ao
parametro « deve ser nula ao longo do caminho, pois a fungdao que otimiza o funcional
deve ser independente do parametro. Deste modo, a = 0 para a funcao que buscamos,

y(x), temos entao
oJ
il = 1.2
<aa>a:0 O’ ( 3)

para todos os valores de n(z) [3].

1.5 As Equacoes de Euler

Para determinar o resultado da condi¢do imposta pela Eq. (1.23) é preciso fazer a
derivada da Eq. (1.22), como segue
aJ g [
= —/ fly(a,z),y (o, x); 2] de.
z1

da  da

®)Ponto no dominio de uma funcio onde a primeira derivada é nula.
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Fazendo a derivada da funcao composta f(y,y’; z), temos

01 _ [ (01 0y | 0 0y
da / <8y 9o " oy 9 ) (1.24)
em que
oy oy

870[ = U(x) € 870[ - /((L’),

consideremos aqui que y = y(a, x) e as derivadas foram feitas para a equagao Eq. (1.21).
Note que a variagao de y(«, ) em relacdo a «, quando diferente de zero, nos fornece as
fungoes paramétricas n(x) e, quando somadas a fungao ideal y(0, ), resultam nas fung¢oes
"vizinhas", y(a, x). A partir disso, a Eq. (1.24) torna-se

oJ [ (9 9
== / 1 (a‘?};n(az) + ayf,n'(x)> dz. (1.25)

Integrando por partes o segundo termo da soma na equagao anterior, temos que o primeiro
membro da integral anula-se, pois n(z;) = n(z2) = 0, como segue

w2 (Of of . T2 d (0f
Substituindo o resultado da Eq. (1.26) na Eq. (1.25), temos
aJ w2 [ Jf d (of
9 ‘) _ 2 2L d
= [ - 4 (3 o] s
w2 (0f d Jf
= - - dz.
/ac1 <ay dx 8y’> n(x)de
Neste momento é importante ressaltar que as fungdes y(a,z) e y/(«, x) ainda sao
dependentes de «, mas as condi¢coes impostas anteriormente explicita que a variacao de

J em relacdo a o deve desaparecer no extremo (onde a = 0). Além disso, a condigao
procurada ¢ que a integragao seja nula, ou seja

Renomeando a equagao acima, temos
€2
/ M (z)n(z)dx = 0.
z1

A integral serd nula apenas se M (z) for identicamente nula em todo o intervalo de inte-
gracdo”, uma vez que n(x) é uma funcdo arbitraria. Logo

of _d (01 _,

oy dx \oy )
Deste modo, y(a, x) e y'(«, z) agora sdo independentes de « e esta é chamada Equagao
de Euler.®® Note que essa é uma equacio diferencial de segunda ordem e é necessério

(MEsta consideragio provém do Lema Fundamental do Célculo de Variacoes, que pode ser melhor
compreendido na Ref. [7].

(®)Deduzida por Euler em 1744. Quando aplicada a sistemas mecanicos é conhecida como equacio de
Euler-Lagrange.
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duas constantes arbitrdrias para resolvé-la. E possivel escolher as constantes de modo
que a curva procurada passe pelos pontos extremos, uma vez que estamos considerando
uma classe de fungoes, todas passando por extremos fixos e queremos saber dentre elas
a que extremiza o funcional J. Portanto, num problema especifico, a funcao procurada
deve passar pelos extremos pertinentes ao problema [5].

1.6 Principio de Hamilton

Um funcional pode depender de varias fungées, de modo que a Eq. (1.20) torna-se

T2

J(a) = /x f[yl(aax)ayQ(a’x)v ...,yn(a,x),y’l(a,x),yé(a,x), ...,y;(oz,x);x]dx,

1

e as funcgoes paramétricas representadas anteriormente serao

yi(a, ) = y;(0,2) + an(z). (1.27)

E possivel realizar a mesma andlise feita na Secao 1.4 para as equagoes acima, porém
agora surge uma soma sobre todas as fungoes y;(«, =) e y.(a, x), como segue

/ Z (a mi(x gi%(@) dx.

Como cada n;(z) é independente e arbitrario, os coeficientes entre parénteses tem que ser
identicamente nulos. Logo

0 d o

I ——f, =0. (1.28)
dy;  dx Oy,

A expressao fornece uma equacao de Euler para cada valor de i, onde i = 1,2,3,..nm e o
numero de equacoes ird depender de quantas funcgoes J é dependente.

Fazendo uma mudanca de notagdo na forma

Yi — G,
T —t,
. :
As equagoes (1.28) tornam-se
d oL 0L
dtdq¢;  Og;
Essas sao as Equagoes de Lagrange de um sistema holonomo e podem ser enunciadas
na forma de um principio variacional, uma vez que precisamos considerar variagoes em
torno da funcao desejada e impor que as derivadas dessas fungoes sejam nulas, em primeira
ordem, sendo esta uma condi¢ao necessaria mas nao suficiente, pois o resultado nos fornece
um extremo, porém nao especifica se serd um maximo, minimo ou um ponto de inflexao®.

Ao funcional que esta relacionado com as equagoes de Lagrange denotaremos por S,
assim como J era o funcional em relagao as fungdes y(«a, x). A integral sera

to
S:[ L[QlaQ?a"'aQ’ruq.lv(']Qa"'7QH;t]dt' (129)
1

() A garantia que a otimizacdo nos dard um maximo ou um minimo dependerd do problema proposto.
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A esse funcional S chamamos de agao e o movimento que o sistema mecéanico executa entre
dois pontos fixos do espago de configuragdo no intervalo de tempo [t;, t5] serd aquele que
minimiza a agao S [5]. Esse é um principio dindmico, chamado Principio de Hamilton,
no qual é possivel basear toda a mecanica e pode ser anunciado como a seguir:

"De todos os caminhos possiveis nos quais um sistema dindmico pode se mover
de um ponto a outro em um intervalo de tempo especifico (consistente com
quaisquer restrigoes), o caminho real sequido € aquele que minimiza a integral
de tempo da diferenca entre as energias cinéticas e potenciais."*?)

A partir da generalizacao das equagoes de Euler e do conhecimento das equagoes de
Lagrange, é possivel denotar a Eq. (1.27) como

gi(a,t) = q;(0,t) + an;(t). (1.30)

Podemos introduzir uma nova notagao para an;(t), em que

an;(t) = 6g;(t). (1.31)

Esta é a notagao variacional e representa uma variacao da funcao y, isto é, uma variagao
entre a fun¢do extrema e uma fung¢do vizinha, como na Figura 1.2 [3]. Com isso, temos
que a Eq. (1.30) e a sua derivada temporal sdo, respectivamente

gi(o,t) = qi(0,1) + dgs(t), (1.32)

Por defini¢ao 0¢;(t) = ddg;(t)/dt, e a variacdo do funcional S sera

5S = ( i + 9Ly, >dt
1 ;. 8%

e uma integracao por partes no segundo membro entre parénteses ¢ feita de maneira
analoga a integragao presente em (1.26), resultado em uma varia¢ao 0.5 da forma

bl (0L d oL
58 = Squdt =
=1, ;(8% dt 04 ) 4

Como a variagdo do funcional deve ser nula para um extremo e como cada d¢; deve ser
arbitrario, temos as equagoes de movimento de Lagrange escritas em fun¢ao das coorde-
nadas generalizadas para o sistema

oL dIL
dq¢;  dtog

(1.34)

Em vista disso, através do Principio de Hamilton, é possivel enunciar as leis da Me-
canica de modo independente do sistema de coordenadas adotado. Outras leis da fisica
também sao descritas na forma de um principio variacional, de modo que para cada teoria
fisica existe uma quantidade que faz o papel da agao, tal que as equagoes que descrevem
as leis fisicas daquele ramo especifico estudado sao equagoes provenientes da afirmacao
que uma certa quantidade, que faz o papel da acdo, é minima [5].

(19Em dois artigos publicados em 1834 e 1835, Sir Willian Rowan Hamilton (1805-1865) anunciou o
principio dindmico.
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Capitulo 2

Dinamica de Hamilton

Este capitulo tem como objetivo estruturar uma outra forma, tendo como ponto de
partida a mecéanica formulada por Lagrange, para as equagoes de movimento de um sis-
tema, dada pelas equagdes de Hamilton. Em seguida, assim como foi feito para as equagoes
de Lagrange, demonstrar a forma variacional das equagoes de Hamilton. A segunda parte
deste capitulo se baseia em uma introducao sobre as transformagoes canonicas e a teoria
de Hamilton-Jacobi, usadas no Capitulo 3 em uma aplicagdo na Mecanica Quantica.

2.1 Equacgoes canbénicas do movimento

Buscamos neste momento equagoes que procuram substituir as n equagoes diferenciais
de 2% ordem no tempo, isto é, as equagbes de Lagrange, onde L(q,¢;t), por equagoes
diferenciais de 1* ordem no tempo, mas que agora dependam de 2n variaveis, dadas por
H(q,p;t). Para isto, o procedimento adotado por Hamilton provém da substitui¢ao das
velocidades pelos momentos candnicos conjugados, definidos por [3]

L
p’b - 6ql’

(2.1)

lembrando que ¢ = ¢1,...,¢, € p = p1,...,pn. Essas equagdes podem ser resolvidas para
as velocidades generalizadas"), ¢;, ou seja, é possivel resolver as n equacdes para os
momentos canonicos conjugados encontrando as n velocidades generalizadas e, a partir
desse resultado realizar a substituigdo das variaveis (g, ¢) por (¢, p) e a fungado que contém
essas variaveis serd H(q,p,t), chamada de Hamiltoniana e definida por [4]

n

H(g,p;t) = [pidi — Lgi, i )] - (2.2)

=1

Com a afirmacdo de que a Eq. (2.1) pode ser resolvida, as equagoes para as velocidades
serao ¢; = fi(q,p,t) e os termos referentes as coordenadas generalizadas presente a direita
da igualdade sempre sao substituidos por f;(q,p,t). Portanto, temos uma mudanga nas
varidveis das quais a Eq. (2.2) dependerd e também a adi¢do de uma nova fungao que
serd substituida na Hamiltoniana sempre que esta estiver em termos de uma velocidade
generalizada® .

(A garantia desta afirmacio ¢ feita pelo teorema da funcdo implicita [8)].
() A transformacio que leva do conjunto de varidveis (¢,¢) em um novo conjunto de varidveis (g, p) e,
ao mesmo tempo, de L(q, ¢;t) para H(q,p;t) é chamada Transformagao de Legendre. [6]
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Tomando a diferencial da Eq. (2.2):

S oL oL . oL
dH = ) (piddi + Gidp;) — ) (aqdqi + (%dqi> Edt

[ 7

oL .. . oL oL . L
= zl: (3% + Qidpi) - XZ: <8qid% + %dqz) Edt'

d (9L\ 0L
dt 8q1 N 8qi’

e usando a Eq. (2.1) na equagao acima, a diferencial torna-se

. . oL
dH = Z(Qidpi - Pid%’) Edt (2-3)

Das equacgoes de Lagrange, temos

A diferenciagao da Eq. (2.2) também pode ser feita formalmente:

(9H 8H OH

Comparando a Eq. (2.3) com a Eq. (2.4) , chegamos as seguintes igualdades:
OH

. OH
OH oL
W — _E- (2.7)

As Eqgs. (2.5), (2.6) e (2.7) sao conhecidas como equacoes de Hamilton ou equagoes
candnicas de Hamilton [6]. Este é um sistema de equagoes equivalente as equagoes de La-
grange, mas expresso de uma forma diferente para representar as equagoes que governam
o movimento do sistema. Além disso, a Eq. (2.7) nos informa que se a lagrangiana nao
depender do tempo explicitamente, a hamiltoniana também nao dependera.

E importante ressaltar que as equagoes de Hamilton sdo equivalentes as equagoes de
Lagrange, porém enquanto as equagoes de Lagrange sao de segunda ordem e consideram
as posicgoes e velocidades generalizadas, as equagoes de Hamilton sao reduzidas a equacoes
de primeira ordem e, como consequéncia, uma outra variavel é adicionada a hamiltoniana,
de forma que agora ela é expressa em termos das coordenadas generalizadas, do momento
canonico conjugado e também podendo depender explicitamente do tempo.

E possivel agora buscar um significado fisico para a Hamiltoniana, para isso, tomando
a expressao para a lagrangiana:

L=T-YV, (2.8)

supomos que V' nao dependa das velocidades e T' é uma func¢do puramente quadratica das
velocidades. Entao a Eq. (2.2) sera

H = Sig(T=7)=(T-V)
_ Zanqz (T —V). (2.9)

16



Mas, pelo teorema de Euler das fun¢oes homogéneas [6]:
or
i = 2T7
20,

e, portanto, a Eq. (2.9) serd
H=T+V, (2.10)

ou seja, para a grande maioria das situagoes a hamiltoniana representara a energia total
do sistema [5].

Portanto, de acordo com o problema, sao escolhidas as coordenadas generalizadas a
serem usadas e a lagrangiana correspondente. Apds, as equagdes que envolvem o momento
canonico conjugado e as velocidades sao resolvidas para encontrar as velocidades genera-
lizadas como fungoes de (g, p,t) e, com essas informagoes, constréi-se a hamiltoniana para
o problema. Por fim, as equag¢des de Hamilton sdao obtidas e descrevem todo o movimento
do sistema.

2.2 Equacoes de Hamilton: Formulacao Variacional

A formulacao variacional das equagoes de Hamilton baseia-se na formulacao variacional
das equacoes de Lagrange. Sabemos que as equacoes de Lagrange obedecem ao seguinte
principio variacional:

to
dS=46 [ L(g,q,t)dt =0,
t1
com variacoes nulas nos extremos temporais, isto é, d¢;(t1) = d¢;(t2) =0 com i =1, ..., n.
Porém, a hamiltoniana dada pela Eq. (2.2) pode ser expressa em termos da seguinte
diferenca:

i=1
Isto sugere que as equagoes de Hamilton podem ser obtidas do principio variacional
to n
0S = 6/ [Zpiq,- — H(q,p, t)] dt = 0. (2.12)
R
Impondo a variagao na equacao entre colchetes, temos
tz O oH 0OH
3 ;(pq @100 = 504 8pip> (2.13)

Assim como na formulagao lagrangiana, procuramos colocar todos os termos em funcgao
de uma variagdo na coordenada de posicao d¢; e, neste caso, também em funcao de uma
variacdo nos momentos, dp;. Para isto, é possivel realizar uma integracao por partes no
termo que contém a derivada temporal na coordenada ¢;, da seguinte forma:

to to
/ pidgidt = pidg;|i? — / Pidgidt.
t1 t1

Pelo mesmo argumento usado na Sec¢ao 1.5, o primeiro termo a direita da igualdade é zero
devido a variagao nula nos extremos temporais. Deste modo, a Eq. (2.13) serd
0OH OH

to n
t ;Kq 5pz‘> g (p +aQi> q}
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Se cada dq; e dp; é arbitrario e independente, chegamos novamente as equagoes de Hamil-
ton

o0H
‘i - = 07
4 Ip;

oH
5+ 2
Pit 0g;

Como conclusao, chegamos a confirmagao que se escrevermos a acao em termos da Ha-
miltoniana e se estabelecermos que a variacao da agao é zero sob variagoes arbitrarias dos
ds € ps, com a imposicao que as variagoes nos extremos temporais sejam nulas, chegamos
as equagoes de Hamilton decorrentes de um principio variacional.

2.3 Transformacoes Canoénicas

2.3.1 Transformacgoes candnicas e Fun¢oes Geradoras

No formalismo lagrangiano as equagoes de movimento sao invariantes sob qualquer
mudanga de coordenadas generalizadas [5], por exemplo, uma transformagao do tipo

¢ — Qi

nos fornece agora uma lagrangiana dependente da variavel transformada, onde

L(q,¢;t) = L(Q, Qs 1),

de modo que as equagoes de Lagrange continuam da mesma forma [4].

Agora, no formalismo hamiltoniano as coordenadas sao independentes, de forma que
podemos buscar transformagoes, restringindo-nos a mudancas que preservam a forma das
equagoes de movimento de Hamilton. Desta maneira, dadas as equagoes como em (2.5) e
(2.6), buscamos transformacoes do tipo:

Qi = Qi(q, p; 1), (2.14)

P; = Pi(q,p;t). (2.15)

De modo que exista uma fun¢do, chamando-a de K, denotada também por hamiltoniana
transformada, que fard o papel da hamiltoniana em termos das varidveis transformadas
(2.14) e (2.15) e as equagoes de Hamilton agora sdo expressas por [5]

oK . oK
ap 1T a0,

0 -

Se o principio variacional dado por (2.12) é valido para as variaveis (g, p,t), por hipé-
tese podemos também deferir a validade do mesmo principio para as varidveis (Q, P, t):

5/;2 S PQi — K(Q, P;t)dt = 0. (2.16)

Uma vez que as variaveis transformadas preservam a forma hamiltoniana, podemos
verificar a validade do principio afirmando que a expressao entre parénteses da Eq. (2.16)
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difere da expressao entre parénteses da Eq. (2.12) apenas por uma derivada temporal
exata, isto é
do

>_pidi — H(g,pit) = ZPZQi - K(Q,Pit) + —,

em que ¢ = ¢(q,p,t). Tomando a integral em ambos os termos da igualdade acima e
analisando-a para ¢(q,p,t),

to d¢

; Edt = Plq(ta), p(t2): ta] — Pla(tr), p(t1); t1],

mas, por defini¢ao, os extremos temporais para as coordenadas e momentos sao nulos, de
modo que a integral acima é zero e o principio variacional se aplica também as variaveis
transformadas. Assim, podemos definir uma variavel reversivel, onde (¢,p) — (Q, P),
dada por (2.14) e (2.15) como sendo candnica se, e somente se, existem fungoes ¢(q, p, t)
e K(Q, P;t), tal que vale a equagao

S (pidg; — PdQs) + (K — H)dt = do, (2.17)

7

escrita na sua forma diferencial [6]. Suponha que possamos resolver as equagoes (2.14)
para todos os momentos canonicos, com isso

em que, mais uma vez, f; é uma solucao possivel. Desta forma, podemos substituir (2.18)
em (2.15), de modo que P; seja

Definindo a fungao Fi(q, @Q;t) por

Fi(q,@Q;t) = dlq, p(q, Q; 1); 1],

a equacao que define a transformacao candnica sera

> (pidg; — PdQ;) + (K — H)dt = dF;. (2.19)

7
A equacao acima nos fornece as seguintes igualdades:

_OF ,  OF

i , Bi=——-, 2.20

di Qi ( )

e o termo que acompanha a diferencial em rela¢do ao tempo na Eq. (2.17) fica na forma
dF

K(Q,Pit) = H(q,p;t) + dTl' (2.21)

Portanto, (2.20) e (2.21) nos fornecem a transformagao canoénica das variaveis mints-
culas (¢, p) para as varidveis maitsculas (@, P) e F} é a chamada fungao geradora da
transformacio candnica [5].

Podemos buscar outro tipo de funcao geradora, desta vez supomos que podemos tomar
(g, P) como variaveis independentes, de modo que

S PdO; — d (z Qipi) S Qup.
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Substituindo o termo a esquerda, da equagao acima, em (2.17), temos

7

)

> (pidg; + QidP;) + (K — H)dt = d (Z QidP; + lqgi, p(ai, P; tﬂ) : (2.22)

em que

> QidPi + ¢lgi plai, Pist)] = Fa, (2.23)

e Fy é um outro tipo de funcdo geradora [6]. Logo, das Eqgs. (2.22) e (2.23), podemos
concluir que

oF, orF,
P = , Qi = o=, 2.24
P 9q; “ OF; ( )
e a nova hamiltoniana sera
or,
K(Q, P;t) = H(q, p;t) + —= (2.25)

ot
Logo, dada uma fungao Fy, as Eqgs. (2.24) e (2.25) definem uma transformagao canonica,
determinam a transformagao de variaveis e a hamiltoniana transformada.

A vista disso, o objetivo de utilizar uma transformacao canonica é facilitar a resolu-
¢ao das equagoes de Hamilton e, note que, por conta da forma original da definicao de
transformagao canonica (Eq.(2.17)), sempre aparecem diferenciais em relacao as varidveis
antigas e novas. Logo, F} e Fy também sdo fungdes de ambas as varidveis ) [5].

2.3.2 Colchetes de Poisson

Suponha que estejamos usando varidveis canonicas (¢, p) cuja hamiltoniana associada
seja H(q,p,t), de modo que as equagoes de Hamilton sao da forma (2.5) e (2.6). Chamando
uma funcao qualquer das variaveis canonicas e podendo depender explicitamente ou nao
do tempo, F(q,p,t), estamos interessados em encontrar a variagao de F(q,p,t) com o
tempo. Para isso, tomando a derivada total da fun¢ao F(q,p,t) em relacdo ao tempo,
temos

dF OF . oF . oF
E = ; (aqlﬁﬂ + aplpl> + E (226)

Usando as equagoes de Hamilton, (2.5) e (2.6), e substituindo na equagao acima, ficamos
com

dF oFoH O0FO0H oFr
oy (R ) 2.7
i~ 2 <aql on ~ om aq,> ot (227)

Os colchetes de Poisson de duas varidveis dindmicas F(q,p,t) e G(q,p,t) sdo, por
definicao [5]

oF 0G O0F 0G
. _ B 2.2
{F, G} gp) XZ: (8% Op;  Op; 8%) ’ (2.28)
e a Eq. (2.26) sera
dF oF
e oF 2.2
i~ et o

A partir dessa definigao, é possivel escrever as equagoes de Hamilton através dos colchetes
de Poisson. Se F' = ¢; e, em seguida, ' = p; temos, respectivamente

Qi = {Q’H H}7

(3)Existem outros tipos de funcdes geradoras, mas que nio conceituaremos neste trabalho [6].
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pi = {pw H}7

em que ¢; e p; nao dependem explicitamente do tempo e, neste caso, a fungao G sera a
hamiltoniana. Os colchetes de Poisson podem ser calculados tanto em fungao das variaveis
originais, quanto em funcao das variaveis transformadas, desde que a transformacao seja
canonica. Isto é, qualquer conjunto de variaveis dinamicas ligadas entre si através de uma
transformagao canodnica geram o mesmo resultado para o colchetes de Poisson. [5].

E possivel relacionar as transformacoes canonicas com os colchetes de Poisson. Assim,
na notagao tradicional, usando as varidveis originais como sendo (¢,p) e as varidveis
transformadas como sendo (@, P), uma transformagao serd canonica se, e somente se [6]

{Qi, Qj}(q,p) =0,

{£, Pj}(q,p) =0,

{Qi, Pj}(q,p) = 3.
Transformagoes que nao sejam candnicas nao irdo nos interessar, uma vez que nao pre-
servam a forma hamiltoniana das equagoes de movimento.

A importancia das transformacoes candnicas estd em, por uma escolha adequada de
variaveis canonicas, conseguirmos simplificar a fun¢ao hamiltoniana e, consequentemente,
simplificarmos as equagoes de movimento. Com isso, podemos resolver as equagoes de
movimento simplificadas para as variaveis transformadas e depois voltar para as variaveis
originais, pela transformagao inversa.

Os colchetes de Poisson apresentam algumas propriedades. Dadas trés variaveis dina-
micas A, B e C, tem-se [5]:

e Antissimetria: {A, B} = —{B, A}.

e Linearidade: {a1 A + aaB,C} = ay{A,C} + ax{B,C}, com a; e ay independentes
dos ¢, e ps.

e A{B,C} ={AB,C}+{A,CB}.
e Identidade de Jacobi: {{A, B},C} ={{B,C}, A} +{{C, A}, B} =0, para qualquer

trio de varidveis dinamicas.®

2.3.3 Transformacgoes Canodnicas Infinitesimais

Estamos interessados em estudar transformacgoes canonicas que diferem ligeiramente

da transformagao identidade [5]
(9F 2 a E 2
pi=—5—-=h, Q=455 =
dq; OF;
de modo que as novas coordenadas s diferem das coordenadas originais por pequenas
quantidades e, de forma andloga, para os momentos. Com isso, temos [5]

Qi =qi+€fi = qi + dqi, (2.30)
P, = p; + €gi = pi + 0pi, (2.31)

em que f; = fi(q,p,t), g; = gi(q,p,t) e € considerado como um pardmetro infinitesi-
mal®. Como condicdo para que uma transformacio seja canonica, usamos a Eq. (2.17),

()Na Mecéanica Quantica, o comutador de dois operadores também satisfaz estas quatro propriedades
[9]. Num processo de quantizagdo candnica, através dos colchetes de Poisson passa-se de maneira mais
imediata de uma teoria cldssica para uma teoria quantica correspondente.

)0 acréscimo dado & coordenada ¢; também pode ser denotado por d¢;, como na Secio 1.6.
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considerando um tempo fixo

n

> (pidgi — P,dQ;) = do, (2.32)

=1

lembrando que ¢ = ¢(q,p, t).

Buscamos entéo qual a forma que as fungoes f; e g; devem ter para que a transformagao
seja candnica e infinitesimal. Pra isto, vamos substituir (2.30) e (2.31) em (2.32), ficando
com

pidg; — (pi + €9:)(dg; + edf;)] = de.

1

n
1=
Ignorando termos de ordem igual ou superior a dois e considerando que p;df; = d(p; fi;) —
fidp;, a equagao acima transforma-se em

zn:(efidpi — egidg;) — d (Zn: €Pifi> = do. (2.33)

i=1 =1

Tendo em vista que que a fungao ¢(q,p,t) serd proporcional & uma funcao F'(q,p,t) ou
seja, ¢(q,p,t) = €F(q,p,t). A Eq. (2.33) torna-se

n

> _(fidpi — gidg;) = dG, (2.34)

i=1

em que G(q,p,t) = F(q,p,t) + >0 pifi(q,p,t) e qchamada de fungdo geradora da
transformacao canoénica infinitesimal.
Portanto, da Eq. (2.34), podemos concluir que:

oG

f= 50 (2.35)
oG

5= 50 (2.36)

A transformacao em ; e P; é uma transformacao candnica infinitesimal se, e somente se,
existe uma fungao geradora G(q,p,t) de tal maneira que as fungdes f; e g; sdo dadas por
(2.35) e (2.36) [6].

Escrevendo as fungoes acima em termos dos colchetes de Poisson, usando a Eq. (2.28)

oG
{QHG} - 8])2’
oG

Logo, as variagoes infinitesimais das coordenadas e momentos para uma transformacao
canonica podem ser expressas da seguinte maneira:

opi = e{pi, G}. (2.38)
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A partir dessa anédlise, tomando a funcao geradora GG como sendo a hamiltoniana,
podemos investigar qual a transformacao candnica gerada por H(q,p,t) e qual o signifi-
cado da transformacdo. Logo, vamos considerar G(q,p,t) = H(q,p,t) e € = dt'9| e as
expressoes (2.37) e (2.38) serdo

8q; = dt{q;, H} = dtq;,

A vista disso, as expressdes para as varidveis transformadas (2.30) e (2.31) ficardo na
forma

Qi(t) = q; + dtg; = q;(t + dt),
Pi(t) = pi + dtg; = pi(t + dt).t)

A conclusao que pode ser feita a partir das novas variaveis é que, tomando a hamil-
toniana como a fung¢do geradora para a transformacao canonica, H(q, p,t) leva os valores
das coordenadas e momentos num instante de tempo ¢ para seus valores num instante de
tempo posterior t + dt. Isto é, a hamiltoniana gera a evolugao temporal do sistema como
uma sucessao de transformacgoes candnicas infinitesimais [5].

Lembrando que ¢ = €F’, no caso em que temos G = H, vem que

F= H—sz‘fi = H—Zpi%-

Comparando com a Eq. (2.2), a hamiltoniana, o termo a direita da igualdade, a menos
de um sinal, é a lagrangiana. Portanto, considerando € = dt,

dé = — Ldt.

Isto é, a transformacao canodnica que leva o sistema do seu estado inicial ¢y até seu estado
final no instante ¢ sera

t
¢ =— [ Ldt,

to
e, da mesma forma, a transformacao candnica do estado no instante ¢ até um instante
fixo tg seréa

¢:/ttOLdt:S,

em que S representa a agao, como visto na Eq. (1.29). Isto significa que, se encararmos a
acao como uma funcao geradora da transformacao canonica, temos que a agao faz com que
levemos o sistema de coordenadas (@, P)(S) em um instante de tempo qualquer para as
coordenadas transformadas (¢, p) em um instante de tempo fixo. Ou seja, a agdo faz com
que agora as coordenadas sejam independentes no tempo e, portanto, a hamiltoniana é
identicamente zero, uma vez que suas derivadas serao todas nulas e suas equagoes tenham
constantes como resultados [6].

(6) A dimenséo deste pardmetro dependera da natureza da transformacdo. Por exemplo, se a transfor-
magao for uma rotacao infinitesimal, € serd um angulo infinitesimal de rotacgao.

(M A segunda igualdade é correta pois consideramos termos até primeira ordem no tempo.

(®)Pois tomamos a inversa da transformacdo canénica em ¢. Portanto, agora a transformacio sers a
inversa, ou seja, de (@, P) para (¢,p).
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2.4 Teoria de Hamilton-Jacobi

2.4.1 Integral completa da Equacao de Hamilton-Jacobi

O método onde se constréi a teoria de Hamilton-Jacobi se baseia na busca de uma
transformacao canonica que seja capaz de tornar a hamiltoniana transformada identi-
camente nula. Suponha que sejamos capazes de encontrar uma transformagdo canonica
(¢,p) — (@, P) com a propriedade de fazer com que a hamiltoniana transformada seja
identicamente nula, isto é

K(Q,Pt)=0,
e as equagoes de Hamilton transformadas serao
. oK
: oK
P =- =0.
Qi

Mas como, por hipétese, a nova hamiltoniana K (Q, P,t) = 0, as solugdes para as coorde-
nadas transformadas serdo, respectivamente

Qi = Bi,

Pi:aia

em que [3;, o; sdo constantes arbitrarias. Considerando a transformacao candnica inversa,
resultando nas variaveis originais em funcao das novas, temos

¢ = ¢(Q, P,t) — ¢;(t) = ¢i(B, . 1),

pi = pi(Q, P, t) = pi(t) = pi(B, o, t).

Note que nos restam fungoes dependentes do tempo e de 2n constantes arbitrarias que
podem ser fixadas pelas condigoes iniciais, sendo solugoes das equagoes de Hamilton [5].

Para saber qual as equacoes que uma funcao geradora dessa transformacao deve sa-
tisfazer, consideremos uma funcao geradora do tipo Fy(q, P, t)(g), também denotada por
S(q, P,t), notagdo que carregaremos daqui em diante. Para uma fun¢io geradora deste
tipo, as equagoes de transformacgao usadas serao

> QidP; + 6lgi plas, P t)] = Fa,

e a hamiltoniana transformada sera

Como queremos que ela seja identicamente nula,
H t)+ — =0. 2.39

9)Como visto na Secao 2.3.

24



Substituindo p; = 05/0q;, como na Eq. (2.24) para o tipo de transformacao dada pela
funcao F5, na equacdo acima, temos

0S oS
E : H g == 4+ — = 2.4
[ (q“ 8ql’t>] 8t 0’ ( 0)

7

esta ¢ uma equacao diferencial parcial de primeira ordem em n + 1 variaveis, isto é, soma
dos n valores de ¢ mais o tempo, e conhecida como a Equagdo de Hamilton-Jacobi [5].
Com isso, se for possivel resolver esta equagao, fica determinada uma transformacao
canonica que anula a nova hamiltoniana e, por fim, temos a solucao completa das equacoes
de Hamilton para as variaveis originais [6].

E necessério ressaltar que, uma vez que encontramos a funcio geradora S, estamos
interessados em solucoes da equagao diferencial particulares contendo n constantes nao-
aditivas. Isto por que a Eq (2.40) nao contém diretamente a fun¢do S, mas apenas as
suas derivadas. Isto significa que, se S é solugao, entao S acrescida de uma constante
também sera uma solugao da equagao diferencial. Portanto, acrescentar uma constante a
S nao modifica a transformacao canonica e as solugoes possiveis encontradas envolvem n
constantes nao-aditivas.

Em resumo, suponha que se tenha uma solucao para as equagoes de Hamilton-Jacobi
da forma

F2(qh Pi? t) = S(Qw ooy ny A1, -eny Qi t):

em que aq, ..., ay, sa0 n constantes de integracao nao-aditivas, arbitrarias e independentes.
Uma solucao desse tipo é chamada de Integral Completa das equagoes de Hamilton-
Jacobi [5]. Fazendo a identificagdo a; = P;, as equagdes de transformagao

85(@[704775) _ 8S(Q7a>t)

bi = aqi . Bi o0, )

(2.41)

sao solucoes das equacoes de Hamilton'?) e podemos concluir que, ao resolver a equacio

de Hamilton-Jacobi estamos obtendo ao mesmo tempo uma solugao do problema mecanico

[6].

2.4.2 Separacao de Variaveis

Tipicamente, o método de Hamilton-Jacobi funciona quando somos capazes, por sepa-
racao de varidveis, de encontrar uma integral completa da equacio de Hamilton-Jacobi'!).

Suponha que a hamiltoniana nao dependa explicitamente do tempo, ou seja, H =
H(q,p). Neste caso, a equac¢ao de Hamilton-Jacobi é dada por

oS oS

Separando S como uma soma de termos que dependam apenas da posicao e termos que
dependam apenas do tempo, temos

S =Wl(q,....q,) +T(t). (2.43)

(10 A garantia de que a funcdo S constitui uma solucdo completa para as equacdes de Hamilton é
garantida pelo Teorema de Jacobi.

(DE também possivel, por transformacdes de coordenadas, passar de uma equacio que nao era separdvel
para uma equagdo de Hamilton-Jacobi separdvel [5].
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Substituindo (2.43) em (2.42), ficamos com

oW\ or
(g 20 )+ 2 2o
(q’ 8q>+8t !

Como ambos os termos sao independentes, eles tem que ser igual & uma constante, uma
vez que, uma variacao da posicao nao alteraria o valor da derivada temporal e a igualdade,
portanto, nao seria satisfeita. Diante disso, considerando que

ow oT
H — p— _— = —
(q’ aq > Oé, 8t O{,

em que o = constante. A Eq. (2.43) torna-se
S =W(q,....qn) — at. (2.44)

Note que agora resta-nos resolver a equagao diferencial que depende apenas de W(q), ja
que a parte temporal estd resolvida?.

2.4.3 Relacao Entre a Integral Completa e a Acao

Como analisado na Secao 2.3.3, a agdo desempenha o papel de fungao geradora da
transformacao canonica infinitesimal, que leva o sistema de um estado em um tempo
genérico t para um estado em um tempo fixo t;. Como consequéncia disso, as variaveis
canonicas transformadas sdo independentes do tempo e, portanto, a hamiltoniana para
esse estado é identicamente nula. Diante disso, a acao realiza uma transformacao canonica
com as mesmas propriedades que a integral completa da equagao de Hamilton-Jacobi e é
possivel buscar uma relacio entre ambas(™).

Fazendo a derivada total da integral completa S(q, «, t),

ds os . 08
o ;£Qz + o

como p; = 05/0q;, de acordo com a Eq. (2.24) e 05/0t = —H conforme (2.39), temos

ds , B
E:ZPiQi—H—L.

i
Com isso

S = /Ldt, (2.45)

em que, a menos de uma constante aditiva, quando a integral completa S é vista como
em funcao do tempo, qualquer S(q, a,t) da equacao de Hamilton-Jacobi coincide com a
acao, isto é, a integral no tempo da lagrangiana [5]. E possivel considerar a Eq. (2.45)
como em funcdo das coordenadas, com o objetivo de construir uma fungao S(q,t) que
represente a a¢ao como funcao das coordenadas.

Vamos considerar, no espaco de configuragao, uma configuracdo ¢(0) onde o tempo
é considerado fixo, e uma outra configuracdo ¢(t) em que o tempo nao é fixo. Uma
representacao ¢ feita na Figura 2.1.

(12) Quando a hamiltoniana nio depende explicitamente do tempo, a é o valor constante da hamiltoniana
e a energia do sistema [5].
(13)]sso implica o uso da mesma notacio para ambas as quantidades.
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+» 0

q(t)

q(0); q(t)

!

Figura 2.1: Configuragao fixa em ¢(¢ = 0) e uma outra configuracdo em um instante de tempo
qualquer ¢(t).

Em que ¢(t') é a trajetoéria fisica que liga ¢(t = 0) até q(t' = t). Com essa consideragao,
a Eq. (2.45) pode ser escrita como

Sta.a0t) = [ Llal®). q(e);t)ar. (2.46)

A expressao acima é a agao como funcao das coordenadas e também chamada de Fungao
Principal de Hamilton [6]. Se fixarmos uma configuragdo ¢y em t = 0, podemos obter
a acao como funcao das coordenadas de uma outra configuracao qualquer, num instante
t, integrando ao longo da trajetoria fisica.

Queremos mostrar que S(q, qo,t) é uma integral completa da equagdo de Hamilton-
Jacobi. Para isso, vejamos como S varia em relagao a ¢, mantendo ¢ fixo:

5S = / Z( 54 + qu(s )dt (2.47)

Considerando que

8ql %= dt 8(]1 % dt (9ql %

a Eq. (2.47) torna-se

58 = /Z[aqz CZ/( )]5 dt+/zd‘i/<_ Z>dt’

_ /Z[aqz dci/ (‘?L)](s dt’ +Z 5%\0

O primeiro termo a direita da igualdade é zero pois satisfaz as equagoes de Lagrange.
Restando apenas

0S
i = . 2.49
P=g, (2.49)
Vejamos agora como S varia em func¢ao do tempo. Da Eq. (2.46), temos
as
=L t 2.50
= Lla.iit) (250)
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Mas a derivada total de S(q, qo,t) também pode ser expressa como

ds o0s . 0§

Igualando (2.50) e (2.51), ficamos com

oS . 95 §

. . oS

em que usamos a relacdo dada pela Eq. (2.49) para p;. O termo entre colchetes é a Eq.
(2.2), isto é, a hamiltoniana do sistema. Por fim, a expressao torna-se

H (qi, pi,t) + 2~ Y
Este resultado nos mostra que a funcao S(q, qo,t) gera uma transformacao candnica que
reduz as variaveis transformadas em constantes de movimento, isto é, ndo dependem
explicitamente do tempo, em que S(q, qo, t) é solugdo completa das equagoes de Hamilton.
A funcao principal de Hamilton produz uma integral completa, onde ¢y fazem o papel de
«a, vistos anteriormente [6].

O trabalho daqui em diante se baseara na aplicacdo do formalismo apresentado até
aqui para alguns ramos da Fisica, com o objetivo de mostrar e discutir como a dinamica
Lagrangiana e Hamiltoniana é capaz de descrever uma variedade de problemas fisicos.
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Capitulo 3
Aplicacoes

Este capitulo tem como objetivo usar os conceitos vistos anteriormente para a aplicagdo
em trés exemplos diferentes. Primeiramente foi construida a lagrangiana para uma corda
vibrante e, apos, encontrada a equacao de Lagrange para o sistema. Em seguida, o
sistema analisado foi uma particula em um campo eletromagnético externo, encontrando
a lagrangiana e a hamiltoniana para o problema, além da equacao de Lagrange e das
equagoes de Hamilton. Por fim, os conceitos introdutoérios finais estudados neste trabalho
foram aplicados como um exemplo da influéncia da equacdo de Hamilton-Jacobi e pela
relacao feita por Hamilton entre a mecanica classica e a 6ptica geométrica para a mecanica
quantica, devido a Schrodinger.

3.1 Mecanica Classica: A Corda Vibrante

Considere uma corda de comprimento [ no plano zx e que esta fixa em suas extremi-
dades x = 0 e x = [, a corda pode movimentar-se verticalmente ao longo da direcao z
e sua propagacao serda ao longo da direcao z, de modo que a posicao em cada ponto da
corda e em cada instante é determinada por uma fungio z = z(z,t), isto é, z dependera
da posicao de cada ponto da corda ao longo do eixo x e em cada instante de tempo t. As
coordenadas generalizadas para este problema serao ¢ = x e g = 2z e uma representacao
é feita na Figura 3.1.

z
A

6z

0 >

Figura 3.1: Plano zx contendo a corda, cujo comprimento vai de 1 = 0 até zo = [. A variagido
dz indica que a corda movimenta-se em z, com propagacao ao longo do eixo x.

Considerando A como sendo a densidade linear da corda e dz um comprimento infini-
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tesimal ao longo do eixo x, um elemento de massa da corda pode ser definido como
dm = M\dz.

A equagao da onda unidimensional para uma corda vibrante cuja as extremidades sdo
fixas sera
Pz N0z
ox2 T Ot
onde A\/7 é o quadrado da velocidade de propagagao [10]. A fungdo z(x,t) pode ser
expressa como uma série de Fourier, na forma

St (552, o2

—0, (3.1)

Realizando as segundas derivadas em relagao a posi¢ao e ao tempo na equacao acima,
temos, respectivamente

gzj —_y ("}”)2 au(t)sen (’7%) , (33)

k=1

km >
G (t)sen . (3.4)
o = e (T

Substituindo as derivadas expressas por (3.3) e (3.4) em (3.1) e rearranjando os termos,
a expressao para a equagao da onda torna-se

ilt) + T (’3”)2%@) 0. 35)

Com isso, o objetivo deste exemplo é chegar na mesma expressao dada pela equagao da
onda, como escrita acima, porém usando a dindmica lagrangiana. Para isto, lembrando
que a lagrangiana serda a diferenca entre a energia cinética e potencial, comegaremos
encontrando qual serd a energia cinética, calculada por [4]

T = /lA [8zat )rdw, (3.6)

onde a massa da corda ¢ expressa como uma integral ao longo de todo o comprimento
da corda, vezes a sua densidade linear A. Fazendo a derivada da Eq. (3.2) em relagdo ao
tempo, temos

> 9 (knr )
= Z Qr(t)]Psen® | —x | .
k=1 l
Substituindo este resultado na Eq. (3.6), resta-nos resolver uma integral ao longo de todo
o comprimento da corda, dada por
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Com isso, a expressao para a energia cinética sera [4]
A [
= > Sla@®)*5.

= 2 2

Rearranjando os termos, a energia cinética para uma corda vibrante unidimensional con-
sistird em
/\l > 9

k=1
onde podemos concluir que o problema se passa como se tivéssemos infinitas particulas
de massa Al/2, cada em uma posigao gx(t) em um instante de tempo.

Para o calculo da energia potencial, iremos usar o conceito de forca generalizada,
abordada no Capitulo 1, onde a for¢ca depende apenas das coordenadas, como é o caso
deste problema. E, para isto, precisamos encontrar uma expressao como na Eq. (1.8). O
trabalho virtual gerado por um deslocamento 67 de um elemento da corda de comprimento
dx serd

5W:/dﬁ-5ﬁ

Temos que o deslocamento é dado na direcao z, ou seja, 07 = dzZ e, além disso, a equagao
da onda permite escrever a aceleracao em termos da forca aplicada e da derivada em
relacao a posicao, dada por

0%z  T0%*

o2 Aoz
Como dF sera 52
z
dF = Mdo—= T 52
o trabalho virtual resultante tem a forma
W = 7'/ dx@&z (3.8)

Lembrando que a segunda derivada em relagao a posicao é dada como na Eq. (3.3) e um
deslocamento virtual em z serd um deslocamento virtual de cada coordenada dg; ao longo
da corda, escrito como

52 = Z Sqnsen ( ’”l”“") . (3.9)

k=1
Substituindo a Eq. (3.3) e a Eq. (3.9) na Eq. (3.8), ficamos com

l 0o 2 0o
W = —7’/ de ) <k7r> qresen (/m:) > dgysen (W> .
o 2\ r )= z

Isolando os termos a integrar, temos

oo 2 9] 1
W = —71 Z (lmr) qr Z 5qp/ sen (/m) sen (W> dx.
=\ = 0 l l

A integral a ser calculada é da mesma forma que na Eq. (3.7), cujo resultado sera dy,l/2.
Como a delta faz com que todos os termos sejam nulos, exceto quando k = p, o trabalho
virtual torna-se

- Z ( )2 0. (3.10)
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Mas também vimos que o trabalho virtual pode ser escrito em termos das forcas genera-
lizadas, como

k=1

Comparando a Eq. (3.10) com a Eq. (3.11) , a forca generalizada é encontrada como

Ir (kr\’
Qr = ) (l) k.-

Com isso, (Jr pode ser obtida a partir de uma energia potencial que tem a forma
I & /pm\?
V = — Z (p) qp27
4.\

pois Qr = —0V/0q, [4].
Em maos da energia cinética T' e da energia potencial V' para a corda vibrante, é
possivel escrever a lagrangiana para esse sistema, que sera

L = T-V
- TP () wer

Agora, partindo das equacoes de Lagrange

d (0L oL
4 (aq) -2, (3.12)

vamos calcular quais sdo as equacoes diferenciais para este problema. Realizando as
derivadas em relacao a velocidade e posi¢ao, teremos, respectivamente

i 67[/ _i ﬁ(t) —ﬂ"(t)
dt \og, ) ~ ar \ 2 ") T g e

oL w1 (kr\?
o~ 2\ ) @0

Substituindo as expressoes calculadas acima na Eq. (3.12), chegamos em

M 7l (km
2 2

—ge(t) + = l) qi(t) =0,

de outra forma )
. T (k7

Esta é a equacao de Lagrange para uma corda vibrante, ou seja, a equacgao diferencial que
descreve o movimento unidimensional de uma corda vibrante e, além disso, a expressao
encontrada tém a mesma forma que a a Eq. (3.5), isto é, equagao da onda para este
problema, como esperado.

32



3.2 Eletromagnetismo: Particula em um Campo Ele-
tromagnético Externo

3.2.1 Potenciais Generalizados

Até agora abordamos potenciais que sao dependentes apenas das coordenadas, porém
também é possivel que os potenciais sejam dependentes das velocidades. Neste caso, é
necessario modificar a expressao para a forca generalizada, expressa na Eq. (1.8). Deste
modo, iremos introduzir o conceito de potenciais generalizados, que representam uma
funcao da forma

U= U(Qla -+Qn, q.la ) qna t)v

tal que as forcas generalizadas @y podem ser escritas como [5]

ou d (oU
=——4+—|=—]. 3.13
Qr 90 + o ((9q'k> ( )
As equagdes de Lagrange, considerando agora um potencial generalizado, serdao
d| o0 0
— =T -U)|——(T-U)=0.
it (57~ 50

3.2.2 Particula em um Campo Eletromagnético Externo

Uma particula submetida a um campo eletromagnético externo tera um potencial
generalizado, uma vez que a forca presente dependera das coordenadas e das respectivas
velocidades. Essa for¢a é denominada for¢a de Lorentz e expressa como

F=¢(E+¥x B),

onde e é a carga da particula, E e B sio os campos elétrico e magnético, respectivamente,
e U é a velocidade da particula [11]. O que buscamos é expressar essa forga em termos
de uma forca generalizada, que nos permitirda encontrar o potencial generalizado para o
sistema e, por fim, a sua lagrangiana.

Neste momento ¢ importante relembrar algumas consequéncias das equacoes de Maxwell,
considerando a lei de Gauss para o magnetismo e a lei de Faraday, dadas respectivamente
por [11]

V-B=0, (3.14)
dB
ot’
ambas descritas no vacuo. A Eq. (3.14) nos diz que o campo magnético pode ser expresso
em termos de um rotacional de um vetor"), como

B=VxA, (3.16)

VxE=-— (3.15)

onde A é chamado de potencial vetor. Substituindo a Eq. (3.16) na Eq. (3.15), temos

L (0A
E+ (at)] =0. (3.17)

(W Lembre-se que qualquer campo vetorial com divergente nulo pode ser expresso como um rotacional
de um potencial vetorial [11].

V x
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A Eq. (3.17) permite escrever o termo entre colchetes como o gradiente de um escalar(®,
chamados de V', e a Eq. (3.17) torna-se

L (04 .
E — | =-VV, 3.18
isolando o campo elétrico, E seré

E=— (aA) —VV, (3.19)

onde V' é chamado de potencial escalar [11].

Retomando o objetivo do problema, buscamos agora uma expressao para o potencial
generalizado U, que dependera dos potenciais escalar e vetor e, além disso, as coordenadas
generalizadas consideradas neste problema serao as coordenadas cartesianas, dadas por

q1,492,43 — 2, Y, 2.

Uma vez que temos a expressao para o campo elétrico e para o campo magnético em
termos dos potenciais, iremos substituir a Eq. (3.19) e a Eq. (3.16) na forga de Lorentz.
A substituicao resulta em

F=e|-VV -2 +7x(VxA)]. (3.20)

Para colocar a expressao acima como na Eq. (3.13), é preciso expressar o potencial A em
termos de uma derivada total. Derivando A em relagao ao tempo, temos

dt  Oxdt Oydt 0Ozdt Ot

Isolando a derivada parcial em relacdo ao tempo na expressao acima, ficamos com

—

o4 _da _ (7-V)A. (3.21)

ot dt
Definindo um operador que atue apenas nas velocidades, é possivel escrever o vetor A

CcOomo

—, —, -,

- T A), (97 A)s (90 A) -
A= =gty Ttk
= V,(7-A), (3.22)

note que como o operador atua apenas nas velocidades, a operacdo nas componentes
Uy, Uy, U, ird resultar nas componentes A,, A,, A,, ou seja, o vetor A [6]. Substituindo a
Eq. (3.21) e a Eq. (3.22) na Eq. (3.20), resultamos em

Fee|-vv— 29,0 2)+@-9)A+0x (Vx ) (3.23)

(?)Se o rotacional de um campo vetorial se anula (em toda parte), entdo o campo vetorial pode ser
escrito como o gradiente de um potencial escalar [11].
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Usando a regra do produto abaixo [11]

- - - d —

V(@-b)=(@-V)b+(b-V)a+adx (Vxb)+bx(Vxad), (3.24)
para v e ff, ficamos com
V(0-A) = (0-V)A+Tx (Vx A4), (3.25)

onde o segundo e o quarto termo da soma na Eq. (3.24) serdo nulos, pois o operador gra-
diente e rotacional ird agir apenas nas coordenadas, e nao nas velocidades. Substituindo
o resultado da Eq. (3.25) na Eq. (3.23), ficamos com

, . . d - ,
F=e [—vv+vw- A) - dtVU(U-A)] ,

também escrita como

F=-V|eV—e@ A) - C‘;ﬁvew- A). (3.26)

Esta expressao para a forga nos permite encontrar qual é o potencial generalizado para
esse problema, pois note que a equacao acima tem os mesmos termos que impoe a forga
generalizada, considerada anteriormente. Diante disso, o potencial generalizado sera

U=eV —e(t-A). (3.27)
Reescrevendo a forga generalizada, temos

— — d —
F=-VU+ —(V,U).
\Y4 +dt(v )

Portanto, a lagrangiana para uma particula em um campo eletromagnético externo serd
dada pela energia cinética da particula, considerando a soma das velocidades em z,y e
Z,0U seja, Uyl + vy§ + v,k = ¥, menos o potencial generalizado, dado pela Eq. (3.27) [6].
A lagrangiana sera

U-U >
= ———— —eV4e(v-A).
Que também pode ser escrita como

L= %(ff + P+ %) —eV(a,y, 2, t) + [T Ay, 2, 1) (3.28)

Encontrada a expressao para a lagrangiana, as equacoes de Lagrange para o problema,
usando a Eq. (1.19) e fazendo suas respectivas derivadas, sera

- (& <3V> € 314)
T+ = Y

m\or )= Tmar

onde 7 = zi 4+ yJ + k.
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A segunda parte do problema consiste em encontrar a hamiltoniana para o mesmo
sistema. Usando a lagrangiana da forma (3.28), os respectivos momentos canonicos serao

oL oL oL
pr%:mx—HﬁAx, pyzaiy:my_FeAy? pZ:$:mz—l—eAz

E necessario resolver essas equagoes para as velocidades, uma vez que teremos que subs-
tituir esses valores na hamiltoniana para que essa fique dependente apenas de (g, p,t),
como esperado. Isolando as velocidades nas trés coordenadas, o valor de v é dado por
— 1 — e
U= — (p — eA) )

m

(3.29)

Substituindo o valor das Eqgs. (3.28) e (3.29) na Eq. (2.2), a hamiltoniana para o sistema
sera

H = v-p-1L
= (7 eA) - @) eV~ S (7 ed) - A
(7= eA)’

= — V.
om +e

Por fim, as equacoes de Hamilton sao da forma

-,

. O0H (p—eA)
7":7:7’
op m
: H - V(7 — eA)? .
o O oy YAl | sy
or 2m

e descrevem o movimento de uma particula sujeita a um campo eletromagnético externo

6].

3.3 Mecanica Quantica: A Teoria de Hamilton-Jacobi
e a Equacao de Schrodinger

O objetivo principal deste exemplo é estabelecer como a mecanica classica, mais preci-
samente a formulada por Hamilton-Jacobi em conjunto com a relagao feita por Hamilton,
entre a mecanica classica e a éptica geométrica, foram partes essenciais no desenvolvi-
mento da mecanica quantica, devido a Schrodinger.

Iniciaremos a discussao analisando a relagao proposta por Hamilton, no periodo de
1828 a 1837. Primeiramente, consideremos uma particula sob a acdo de uma forga con-
servativa cuja energia potencial associada é V(z,y, 2)®, e as coordenadas generalizadas
adotadas sao as cartesianas. A sua hamiltoniana seré [6]

(7 p)*

H = B + V(z,y,2),

(3) Abordaremos o exemplo de forma simplificada, embora a anélise possa ser estendida a sistemais mais
gerais.
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em que p = mv. Lembrando a relagao expressa pela Eq. (2.41), a equacao de Hamilton-
Jacobi (Eq. (2.40)) para essa hamiltoniana é escrita como

a8 2%_ a8 2%_ 25\ ?
ox dy 0z
Como na equacao acima temos termos que dependem apenas das posicoes e termos depen-

dentes apenas do tempo, uma integral completa S(x,y, z,t) pode ser expressa da seguinte
forma:

1
2m

05

+Vi(z,y,2) + i 0. (3.30)

S(xvya th) = W(l’,y, Z) - Eta “ (331)

em que F é uma constante e a energia total da particula [5]. Substituindo a Eq. (3.31)
na Eq. (3.30), ficamos com
1, =
—(VW|)*+V =E 3.32
(W) 4V = B, (3.32)
em que W(x,y, z) satisfaz

ow\®  (fow\? [(ow\® | -
— ]+ + =] = (VW)
ox oy 0z
Hamilton supds que, para cada tempo ¢ fixo, a Eq. (3.31) representard uma superficie
e, com isso, a expressao pode ser escrita como

S(x,y,z,t) =W(x,y,2) — Et =C, (3.33)

em que C' é uma constante e a segunda igualdade representard uma familia de superficies,
cada uma em um instante de tempo diferente. Desta forma, S é uma superficie mével,
pela condigdo da variagdo do tempo [6]. Uma representagao qualitativa é feita na figura
abaixo:

t+dt

S=C

Figura 3.2: Superficies em um tempo fixo, cuja distdncia entre o ponto P e P’ serd ds e estao
separadas por um intervalo de tempo dt.

(D Pois, lembre-se que neste caso, S pode ser expressa como uma separacio de varidveis, como feito na
Secao 2.4.2.
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Note que, para cada valor de ¢, a superficie S nesse instante tera seu vetor velocidade
perpendicular & superficie, uma vez que, se o tempo é fixo, a Eq. (3.33) pode ser expressa,
em termos de W (z,y, z) e uma constante, ou seja

W = Etfiz, + C = constante. (3.34)

Pois lembre-se que, se a hamiltoniana nao depende explicitamente do tempo, ela é a
energia total do sistema, em que E é uma contante. Deste modo, tomando o gradiente de
W, temos

VW = p'= m7,
pois
s 08, _OW. . 05, OW. . 05, oW,
Pt = 52" T or ’pyj_ay _ayj’pz 0z 0z

Portanto, se o gradiente de W representa um vetor perpendicular a superficie W e também
é o vetor momento linear, entao a trajetoria que a particula possui sera sempre perpen-
dicular as superficies. Isso sugere interpretar essas superficies como frentes de onda, cuja
fase é constante, e a trajetéria da particula como um raio luminoso associado a um pro-
cesso ondulatorio cuja fase ¢ S. Com isso, a acao classica poderia ser interpretada como
uma fase de um processo ondulatorio ficticio, de tal forma que as trajetorias possiveis sdo
como raios luminosos [6].

Vamos agora supor uma superficie em um instante de tempo ¢ e uma outra superficie
muito préximo em um instante de tempo ¢ + dt, como na Figura 3.2. E possivel entdo
calcular a velocidade de fase dessa particula, dada por [12]

ds
— =u.
dt
Tomando o diferencial da Eq. (3.34), temos
dW — Bdt = 0. (3.35)

Note que . . .
dW = VW -dr = [VW||dS| = |[VW|dS,

e substituindo na Eq. (3.35), ficamos com
IVW|dS = Edt.

A velocidade de fase entao pode ser calculada por

E
U= —=——,
V]

isolando |[VIW| na Eq. (3.32) e substituindo na equacio acima, temos a expressao final
para a velocidade

E

J2m(E—V)

A relacao proposta por Hamilton considera que o movimento de uma particula num
espaco tridimensional pode ser interpretado como representando um raio luminoso, como
na 6ptica geométrica, associado a um processo ondulatoério ficticio cuja fase é S, de modo

u =
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que as trajetérias das particulas sao sempre perpendiculares as varias superficies, em cada
instante de tempo fixo [6].

A partir dessa relacdo foi que Schrodinger, em 1926®), fez uma suposicio, em que
agora S ¢ a fase de um processo ondulatoério verdadeiro, representado por uma fungao 1
cuja fase é S . Desta forma, a funcio ¢ pode ser expressa por

W = enS = enl-BHW], (3.36)

Se 1) representa um processo ondulatorio, ela satisfaz a equacao da onda (3.1), represen-
tada para esta fun¢do como
v%—iaz—w—o (3.37)
w2 o2 ’
Substituindo a velocidade de fase u encontrada anteriormente e realizando a derivada
temporal na Eq. (3.36). A Eq. (3.37) torna-se
2m(E —V) E?
2 _
V- mv =0
que também pode ser reescrita como
ﬁ2
- %VQow Y, Z) + V(Q?, Y, Zﬁ?(ﬂ?a Y, Z) = Ew(xa Y, Z). (338>

Esta é a equagdo de Schrodinger independente do tempo [9] e encontrada através da
relacdo de Hamilton proposta anteriormente e da equagao de Hamilton-Jacobi. E tam-
bém possivel escrevé-la com a dependéncia temporal, tomando a Eq. (3.36) e fazendo a
primeira derivada em relacao ao tempo, temos
o
EY =ih—.
v ot

Substituindo na Eq. (3.38), torna-se

h? o(z,y, 2,

I — 2 — )

e esta é a equagao de Schrodinger dependente do tempo [9].

E importante ressaltar que os argumentos utilizados neste exemplo nao constituem
uma deducao da equacao de Schrodinger, mas nos revela que a equacao de Hamilton-
Jacobi pode ser interpretada como um caso limite entre a mecanica classica e quantica.
Isto pois, supondo o procedimento inverso, a fungao S que satisfaz a Eq. (3.39), tomando
1 como na Eq. (3.36) é dada por

1
2m

- as  ih
VS)P+V+4+— ——V>5=0. 3.40
(V3) ot  2m (3.40)
Note que, se tomarmos i — 0, ou seja, no limite cldssico, a Eq. (3.40) se reduz a equagao
de Hamilton-Jacobi e a fase ¥ coincide com a acao classica S. Podemos ver entao que a
mecanica classica possui em sua vasta base para a teoria quantica e que a formulagao de
Hamilton-Jacobi é adequada para mostrar como generalizar os conceitos que partem da

mecanica classica para a mecanica ondulatoria.

G)Publicada em sua segunda comunicacio da série intitulada "Quantizacio Como um Problema de
Autovalores".

(6)Se a mecAnica classica fosse apenas uma forma aproximada de uma mecénica com caracteristicas
ondulatorias, sua falha em escala microscépica poderia ser entendida como andloga ao fracasso da éptica
geométrica na explicacdo dos fendmenos tipicamente ondulatérios de interferéncia e difragdo [5].
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Consideracoes Finais

Neste trabalho apresentamos a Mecanica Classica formulada por Lagrange e Hamilton
através do estudo de seus formalismos. O trabalho se deu inicio com a dindmica proposta
por Lagrange e, para atingirmos esse objetivo inicial, foi necessario uma apresentacao
sobre os vinculos, deslocamento virtual e trabalho virtual. O uso desses conceitos e da
segunda lei de Newton nos possibilitou chegar no principio de d’Alembert. Apds, a partir
desse principio diferencial, chegamos a expressao para as equagoes de Lagrange.

Dando sequéncia, estudamos as equacoes de Lagrange através do célculo das variagoes
e de um principio variacional. Damos inicio apresentando o problema primordial que
o calculo variacional estuda e a resolucdo formal do problema nos permitiu chegar nas
equagoes de Euler, em que, quando aplicada a sistemas mecanicos, sao as chamadas
equagdes de Euler-Lagrange. Como parte final deste primeiro capitulo, podemos dar
continuidade com a generalizacao das equacoes de Euler e, através de uma mudanca de
notacao, resultamos também em uma generalizacao, agora para as Equagoes de Lagrange.
Com isso, enunciamos o principio de Hamilton, sendo esse um principio variacional para
a mecanica. Por meio dele, foi possivel chegar nas equagdes de movimento de Lagrange
escritas em funcao das coordenadas generalizadas para o sistema e enunciar as leis da
mecanica de modo independente do sistema de coordenadas adotado.

Dando continuidade ao trabalho, a segunda parte se baseou no estudo da dindmica
proposta por Hamilton e na teoria de Hamilton-Jacobi. Demos inicio com as equagoes de
Hamilton, tendo como ponto de partida a mecanica formulada por Lagrange. As equagoes
foram obtidas através das defini¢bes dos momentos candnicos conjugados e da hamilto-
niana. Podemos concluir que as equacoes de Hamilton formam um sistema de equacoes
equivalentes as de Lagrange, mas expressas de um modo diferente para representar as
equagoes que governam o movimento do sistema. Também, assim como feito para as
equacgoes de Lagrange, as equacoes de Hamilton foram expressas através de um principio
variacional.

Como parte final deste segundo capitulo, para chegarmos a teoria de Hamilton-Jacobi
foi preciso uma introducao sobre trés conceitos. Primeiramente, as transformacoes cand-
nicas e fungoes geradoras dessas transformacoes, restringindo-nos aquelas que preservam
a forma das equacoes de Hamilton e surgem no contexto da Mecéanica Classica com o
objetivo de facilitar a resolucao das equagoes. Outros dois conceitos estudados foram os
colchetes de Poisson e as transformagoes candnicas infinitesimais, tendo como conclusao
que, quando tomamos a hamiltoniana como fun¢ao geradora da transformacao canonica,
essa gera uma evolucao temporal no sistema através de uma sucessao de transformacoes
canoOnicas infinitesimais. Apo0s isto, demos continuidade com uma introducao da teoria
proposta por Hamilton e Jacobi e chegamos a equacao de Hamilton-Jacobi, que tem como
objetivo encontrar uma transformacgao candnica que torne a hamiltoniana transformada
identicamente nula, fazendo com que as equagoes de movimento sejam trivialmente solu-
cionadas.
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Por fim, atingimos o objetivo proposto para o fim deste trabalho, que foi descrever al-
guns sistemas estudados em diferentes areas da Fisica, através da dinamica de Lagrange e
Hamilton. O estudo comegou com o primeiro exemplo: a corda vibrante, em que chegamos
na expressao para a lagrangiana e nas equagoes de Lagrange para o sistema, condizentes
com a equacao da onda que a corda vibrante obedece, como esperado. Apds, demos conti-
nuidade com um problema amplamente estudado no contexto do Eletromagnetismo: uma
particula sujeita & um campo eletromagnético externo. Também foi possivel encontrar
as expressoes para a lagrangiana e hamiltoniana, bem como as equacoes de Lagrange e
Hamilton, que descrevem toda a sua dinamica. Como um tultimo exemplo, a teoria de
Hamilton-Jacobi foi utilizada no contexto da Mecanica Quantica, como um exemplo de
como esta teoria, juntamente com uma relagao feita por Hamilton entre a Mecanica Clas-
sica e a Optica geométrica foi de grande influéncia para a Mecanica Quantica, devido a
Schrodinger. Desta forma, assim como a Optica geométrica é encarada como o caso limite
da oOptica ondulatéria, a Mecanica Quéntica também pode ser encarada como um caso
limite da Mecanica Classica.

Todo o trabalho foi realizado na tentativa de mostrar a elegdncia e completude que a
Mecanica Classica possui. Toda a sua formulacao é capaz de descrever iniimeros sistemas,
das mais diversas areas da Fisica e, também, descrever as principais leis que a compoe.
Assim, este trabalho trouxe alguns dos principais conceitos e fundamentos essenciais para
o entendimento da dindmica de Lagrange e Hamilton. Além de uma base introdutéria da
dindmica de Hamilton e Jacobi, para estudos posteriores da teoria quantica.
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Apéndice A
Coordenadas (Generalizadas

Em sistemas holonomos ¢ possivel introduzir um certo nimero n de variaveis indepen-
dentes, denotadas genericamente por ¢, ..., ¢, € denominadas coordenadas generaliza-
das. Elas obedecem as seguintes propriedades:

e Sao independentes entre si, de modo que o vetor posicao de cada particula é deter-
minado univocamente em cada instante pelos valores dos ¢,.

e Os vinculos, considerados todos holénomos, sdo identicamente satisfeitos se expres-
sos em termos de g,.

Para um sistema de N particulas, os vinculos sao descritos apenas como fungoes das
posigoes e do tempo, como

fl = (T_i,’f’_é,...,’f’?\[,t)

fp - (T_i7r_éa"'7r7\fat)7

onde podemos ter um nimero p de vinculos holonomos. Das 3N coordenadas, apenas
n = 3N — p podem ser tomadas como independentes entre si, e diz-se que o sistema
possui n graus de liberdade. Sejam ¢y, qs, ..., ¢, as coordenadas generalizadas, tais que

7:;: (q17q27"'aQnat)7 (Al)

e tais que todos os vinculos sao identicamente satisfeitos. De modo geral, as particulas
de um sistema podem estar submetidas a um nimero de vinculos, aos quais dependem
das posigoes de cada uma dessas particulas e também do tempo. Como o sistema devera
conter 3N coordenadas, ou seja, (z1,y1,21), .-, (TN, YN, 2n), para cada vetor de posigao,
é possivel definir quantos graus de liberdade esse sistema tera e ele serd o niimero de
coordenadas responséaveis por definir a posi¢do de cada particula, menos o ntimero de
vinculos aos quais elas estarao sujeitas. A partir disso, o vetor posi¢ao pode ser expresso
em termos das coordenadas generalizadas, como na Eq. (A.1l), que sd@o independentes
entre si, pois levam em conta o grau de liberdade n do sistema. Coordenadas generalizadas
podem ser quaisquer que caracterizam o sistema, por exemplo retangulares, esféricas ou
cilindricas e cujo grau de liberdade serd um ntimero, em que n = 3N — p.
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Figura A.l: Particula num plano yx cujo vetor posicdo é 7, o dngulo que o vetor posicao faz
com o eixo x serd 6 e os vetores polares unitarios serdo é, e éy.

Para fixar melhor a nogao de coordenadas generalizadas, vamos discutir dois exemplos
simples, ambos ilustrados na Figura A.1. Primeiramente, o movimento de uma particula
no plano yx ¢é descrito por meio das coordenadas cartesianas, ou seja, neste caso as
coordenadas generalizadas escolhidas sao as cartesianas. O vetor posi¢ao da particula
sera

F=uxi+y],

e as coordenadas generalizadas serao
=2, @2=Y.
As componentes da forca generalizada serao

or

:p:ﬁizﬁA:an
@ ox !

—d aF = A
Qy:F-a—y:F-j:Fy.

Por fim, consideremos uma particula movendo-se num mesmo plano, mas agora as
coordenadas polares sao usadas como as coordenadas generalizadas e descrevem seu vetor
posicao, dado por

A

7 = rcos(0)i + rsen(6)7,

e as componentes da forca generalizada serao

Q,=F- gr = F - [cos(0)i + sen(0)] = F,,
r
= Or o 5 5
Qo=1F- 0= F - [—rsen(0)i + rcos(8)j] = rFy.
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Apéndice B

Espaco de Configuracao e Espaco de
Fase

Este apéndice tem como objetivo uma breve introducao dos conceitos basicos sobre
espaco de configuragao e espaco de fase. Ambos conceitos importantes na formulagao da
mecanica de Lagrange e Hamilton, presentes neste trabalho.

B.1 Espaco de Configuracao

Na formulagao de Lagrange, o espaco de configuracao ¢ definido como o espago formado
pelas coordenadas generalizadas ¢,,, em que n é o nimero de graus de liberdade. Um ponto
nesse espaco representa todas as possiveis posicoes instantaneas do sistema mecanico, isto
é, especifica a sua configuracao naquele instante. A medida em que o tempo passa, a
configuracao do sistema se modifica, de modo que podemos representar a sua evolugao
com o tempo através de uma curva no espago de configuracdo. Uma representacao é feita
na Figura B.1.

q
A

>q2

Figura B.1: Espaco de configuracio para duas coordenadas, ¢ € ¢o. A curva em preto representa
uma possivel trajetoria para a configuracio e as outras, em vermelho, sdo também possiveis,
para q; e g iniciais.

Temos entdao que ¢;(t) é a representagdo paramétrica de uma curva no espago de
configuragao e que, de modo geral, tem dimensao N para um sistema com n graus de
liberdade.

Note que um ponto no espaco de configuragao nao caracteriza o estado do sistema me-
canico, uma vez que um estado é uma situacao do sistema tal que fique determinado uma
unica evolugao temporal. Isto porque, nao basta dar apenas as posicoes das particulas,
como ¢ o caso do espago de configuracao, mas também ¢é preciso saber as velocidades de
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cada particula naquele instante, de modo que, por um ponto no espac¢o de configuracao
podem passar iniimeras trajetorias, cada uma com uma velocidade diferente.

B.2 Espaco de Fase

Na formulagdo hamiltoniana, o espaco de fase é definido como o espago formado pelas
coordenadas generalizadas ¢; e seus respectivos momentos canonicos conjugados, p;, cuja
dimensao é 2n. Uma representacgao deste espago ¢é feito na Figura B.2.

p

A

>
Figura B.2: Espaco de fase representado pelas coordenadas e pelos momentos canénicos, que

definem a velocidade em um dando instante de tempo. A curva em preto representa a unica
evolucao temporal possivel do sistema.

Neste caso, ¢;(t) e p;(t) sdo as representagoes paramétricas de uma curva no espago
de fase. Note que, um ponto no espaco especifica completamente um estado do sistema
mecanico, uma vez que, além de saber a posi¢ao, dada por ¢;(t), também especifica-se as
velocidades associadas, pois p;(t) é associado a cada velocidade, em que

oL

Di
como definido no Capitulo 2.

Com isso, cada ponto do espago de fase representa um possivel estado do sistema
mecanico, isto é, em cada ponto no espago vetorial passa uma, e somente uma, trajetoria.
Uma trajetoria no espaco de fase representa a evolucao temporal do sistema, através
da evolugao temporal de suas variaveis. Por fim, no espaco de fase, trajetorias classicas
nunca se cruzam, isto por que, se duas trajetérias pudessem se cruzar, teriamos duas
evolugoes dinamicas distintas originadas do mesmo estado inicial, e isto é impossivel, pois
as equagoes de movimento definem univocamente o movimento futuro, se as posigoes e
velocidades das particulas forem conhecidas num instante de tempo inicial.
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