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Resumo

Muitos dos principios e leis da fisica que descrevem a natureza envolvem equagdes dife-
renciais. Muitas vezes, resolver essas equacdes diferencias e encontrar uma solucio analitica
nao ¢ facil. Fatores como esses fazem com que, a fisica computacional seja uma édrea da fisica
que vem sendo muito utilizada. Por meio de métodos numéricos e computacionais, mesmo as
equagdes mais complicadas, podem ser resolvidas de maneira relativamente simples. A equa-
cao diferencial estudada envolve radioatividade, em que o dtomo de Bismuto (210Bi) sofre um
decaimento B se transformando em um dtomo de Pol6nio (ZIOPO), o qual também sofre esse
tipo de decaimento, transformando-se em um dtomo de Chumbo (ZIOPb). O problema do de-
caimento radioativo consiste em encontrar o nimero de decaimentos nucleares em fun¢do do
tempo. Assim, além do estudo sobre radioatividade, foi implementado o método numérico de
Runge-Kutta de quarta ordem e o método de computacional de Monte Carlo por meio da lin-
guagem C. Além dos métodos computacionais, foi encontrada uma solucdo analitica a fim de
comparar todos os resultados obtidos pelos diferentes métodos.

Palavras-chave: radioatividade, decaimentos radioativos, métodos numéricos, fisica com-
putacional.



Introducao

O fisico francés Henri Becquerel, no inicio de 1896 motivado pelas fotografias produzidas
pelo fisico alemdo Wilhelm Conrad Réntgen, em 1895 apés a descoberta dos raios X!, as quais
revelavam os 0ssos no interior do corpo humano sem precisar abri-lo, testava a hipdtese de que
as substancias fosforescentes? e fluorescentes 3 emitiriam raios X [2].

Becquerel colocou amostras de um minério de Uranio, que ao ser exposto a luz solar exibe
fosforescéncia, em contato com uma chapa fotografica. Essa chapa foi envolvida em duas folhas
de papel preto grosso, o papel protegia a chapa de forma que se ela fosse deixada exposta o dia
todo ao Sol ndo ficaria manchada. Essa configuracdo foi exposta ao Sol por varia horas e, ao
se revelar a chapa, foi percebido a silhueta da substincia sobre o negativo. Ele concluiu que a
substancia em questdo emite radiagdes que penetram o papel opaco a luz. Becquerel pensava
que essa radiagdo era a emissao de raios X [3].

Um certo dia, Becquerel estava fazendo o experimento novamente, mas devido a chuva da
regido que impediu a iluminag¢do solar por varios dias, viu-se obrigado a guardar suas amostras
em uma gaveta escura juntamente das chapas fotogréificas virgens por varios dias, interrom-
pendo a realizacdo do experimento. Ao revelar as chapas fotograficas, Becquerel esperava
encontrar imagens muito deficientes, mas ele encontrou silhuetas muito nitidas, ou seja, ndo
era necessario o uso da luz para realizar o experimento, pois o Uranio emitia uma radia¢iao que
escurece as chapas fotograficas. Becquerel tinha descoberto a radioatividade [3].

Dois anos depois, Pierre e Marie Curie comegaram a realizar estudos na area. Eles pesqui-
saram os “raios de Becquerel” em outros elementos, descobrindo o Poldnio e o Rédio, introdu-
zindo o termo radioatividade. As descobertas mostraram que essa radiacdo tinha origem nu-
clear, e ndo era a resultante da colisdo de elétrons, como se pensava. Essas descobertas exigiram
novas propostas de modelos atbmicos, ndo podendo mais considerar os dtomos indivisiveis [3].

Mais tarde, em 1900 Rutherford descobre que a taxa de emiss@o da radiagdo de uma subs-
tancia ndo € constante, diminui exponencialmente com o tempo. Além disso, ele classifica os
raios emitidos pelo nicleo radioativo de acordo com a habilidade de penetrar a matéria e ionizar
o ar, sendo: O a menos penetrante e a mais ionizante, Y a mais penetrante € menos ionizante, e
B uma radiac¢@o intermedidria entre as outras duas. Em seus experimentos, Rutherford também
descobriu que as particulas o sdo niicleos de Hélio, que as particulas 3 sdo elétrons e que os
raios 'y sdo ondas-eletromagnéticas com comprimento de onda bem pequeno. Os experimentos
de Geiger e Marsden sobre o espalhamento da particula alfa e o sucesso do modelo atdmico de
Bohr, levaram a visdo moderna que temos do 4&tomo: um nicleo pequeno e massivo com uma
nuvem de elétrons em volta [4].

'Radiacio eletromagnética de comprimento de onda da ordem de 10~ m (pouco menor que a radiacio ultra-
violeta) resultante da colisdo de elétrons produzidos em um citodo aquecido contra elétrons de anodo metdlico.
Todos o materiais sao transparentes a esses raios até certo ponto, e essa transparéncia diminui com o aumento da
densidade.

2Substancias que absorvem energia da luz e emitem radiacio visivel mesmo apés a fonte de energia ser cessada.

3Substancias que absorvem energia da luz e emitem radiacfio visivel até que seja fornecida energia.



Em 1928, a correta explicacdo para a radiacdo o foi dada utilizando a mecénica quantica.
Em 1932, o néutron e o poésitron foram descobertos e a primeira reacdo artificial usando um
acelerador de particulas foi observada [4].

Nesse trabalho pretendemos estudar os decaimentos radioativos por meio de métodos nu-
méricos e simulacdes. Entre os métodos numéricos que faremos uso, estdo os métodos de
Runge-Kutta que foram desenvolvidos por volta de 1900 pelos matematicos C. Runge e M.W.
Kutta. A partir de uma equacdo diferencial dependente do tempo € possivel determinar sua
solu¢do dando passos temporais para “caminhar” sobre a funcdo em questao.

Outro método utilizado foi o de Monte Carlo. Esse método foi desenvolvido por Stainslaw
Ulam em 1945 para criar armas termonucleares [5]. A vantagem do método é que ndo sdo
necessdrias equacoes diferenciais para descrever o sistema, apenas uma fun¢do de densidade de
probabilidade. O problema deste trabalho pode ser solucionado sorteando um niimero aleatério
para cada dtomo de Bismuto a cada passo temporal e verificando se este € maior ou menor que
probabilidade dele decair, permitindo o decaimento ou ndo. O mesmo procedimento foi feito
para o decaimento do Polonio em Chumbo.

O trabalho estd organizado da seguinte maneira: Capitulo 1 foi destinado a uma apresen-
tacdo mais aprofundada de conceitos de fisica nuclear e de radioatividade. A solu¢do analitica
para o problema de decaimento radioativo se encontra no Capitulo 2. Além da solug¢do analitica,
foram utilizados métodos numéricos e computacionais (em linguagem C), os quais estdo des-
crito no Capitulo 3. Os resultados obtidos a partir dos métodos nimericos e da solucdo analitica
se encontram no Capitulo 4. Em seguida encontram-se as Consideragdes Finais. Os c6digos,
em linguagem C, estdo no Apéndice.



Capitulo 1

Fisica Nuclear

Neste capitulo foi feita uma abordagem sobre a composi¢c@o do nicleo atdmico, nessa apre-
sentacdo foi discutido, além de alguns modelos atdmicos, do que sdo feitos os prétons e os
néutrons, e brevemente sobre anti-particulas. Mais adiante, foi feito um estudo sobre decaimen-
tos radioativos.

1.1 Composicao do nacleo atomico

O primeiro cientista a propor a existéncia de um nucleo no dtomo foi Rutherford. O modelo
anterior a Rutherford foi proposto por J. J. Thomson, nesse modelo o d&tomo era composto
por uma distribui¢do continua de cargas positivas com elétrons uniformemente distribuidos na
esfera de carga positiva. Esse modelo ficou conhecido como o “pudim de passas” (Figura
1.1) [6].

Figura 1.1: Representacdo esquemaética do modelo atdomico de J. J. Thomson. As cargas nega-
tivas (em verde) estdo distribuidas uniformemente pela esfera de carga positiva (em rosa).

Em 1911, Rutherford mostrou que o modelo de Thomson era inadequado. A partir de
experimentos de espalhamento de particulas o pelos dtomos, descobriu-se que toda a carga
positiva se concentra em uma regido bem pequena no centro do &tomo, chamado de nucleo [4],
como representado na Figura 1.2.



Figura 1.2: Representacdo esquemadtica do modelo atdmico de Rutherford. Os elétrons (em
verde) estao orbitando o nucleo.

Mas existiam diversas dividas sobre a estabilidade do modelo atdmico de Rutherford, princi-
palmente sobre a 6rbita do elétron em torno no nicleo. Bohr propds alguns postulados que
trouxeram a estabilidade ao modelo proposto por Rutherford.

O modelo atdomico atual € um modelo quantico, o qual propde um nucleo formado por
prétons e néutrons com uma nuvem de probabilidade de encontrar o elétron em torno do nicleo:
os orbitais. Em cada orbital s6 pode conter dois elétrons, os quais devem ter spin opostos. Cada
nucleon, isto é, prétons e néutrons, é formado de quarks.

Os quarks sdo particulas subatomicas. Existem seis tipos de quarks: up, down, bottom,
strange, top e charm. Neste caso, podemos focar nos quarks up e down. Os quarks up tem
carga elétrica %e e os quarks down tem carga elétrica —%e, onde e € a carga elementar e tem
médulo de 1,6 x 10~1° C [7].

Os nicleons sdo formados de quarks up e down. O préton € formado por dois quarks up e
um quark down, tendo uma carga elétrica resultante 4+-e. O néutron é formado por dois quarks
down e um quark up, tendo uma carga resultante nula.

Os quarks sdo responsaveis por criar a for¢a nuclear forte. Essa forca tem uma atragdo muito
maior que a repulsio da forga eletrostatica, mantendo os nucleons unidos e é uma for¢a de curto
alcance [4].

1.2 Anti-matéria

Praticamente tudo no universo € feito de matéria, a matéria € feita de particulas como elé-
trons, quarks, entre outras.

Para cada tipo de particula existe uma anti-particula correspondente, a qual tem exatamente
as mesmas propriedades daquela particula, exceto a carga, a qual € oposta a da particula corres-
pondente. Por exemplo, a antiparticula do elétron, o pdsitron, tem mesma massa que o elétron
mas carga de sinal oposto. Algumas particulas sdo suas proprias antiparticulas, como por exem-
plo o f6ton e o néutron, cujas cargas sao nulas [8].

Quando uma particula e uma antiparticula se encontram, anulam-se e se aniquilam. Toda
sua energia € liberada em forma de outras particulas [9].

Como as particulas de antimatéria sdo essencialmente iguais as particulas de matéria regular,
a nao ser pela carga oposta, elas podem se combinar para formar antiprétons, anti-ditomos, anti-
moléculas e etc [8].

A energia de uma particula relativistica € dada pela equacao,

E? = (pc)® + (mc?), (1.D)
a qual podemos escrever como,

E = +[(pc)? + (mc*)?])V/2. (1.2)



Normalmente se escolhe o sinal positivo e ignora-se o sinal negativo por “argumentos fisicos”,
mas a matemdtica da equacgdo de Dirac requer a existéncia de uma fun¢do de onda correspon-
dente a esse estado de energia negativa [10].

Com o desenvolvimento do eletromagnetismo quantico por Feymann, essa energia negativa
foi expressa de maneira mais conveniente. A energia negativa da solucio da equagdo de Dirac
foi expressa como uma solucio de energia positiva para uma nova particula, a anti-particula [4].

1.3 Radioatividade

A instabilidade energética dos nucleos dos elementos € muito comum na natureza. Apenas
266 dos 3000 nuclideos' sdo estaveis. Todos os outros sdo radioativos [4].

Os radioisétopos decaem por pelo menos 9 meios diferentes, entretanto a maioria dos decai-
mentos ocorrem por meio de um ou dois decaimentos mais comuns: decaimento o, decaimento
B e decaimento y. Outros ocorrem por meios ndo usuais, como uma emissdo de um préton ou
néutron ou fissdo espontanea. Alguns nicleos podem decair de modo ainda mais raro, como
decaimento beta duplo [4].

O estudo de nuclideos radioativos € importante para obter informagdes sobre a estrutura nu-
clear, sobre a natureza da forca nuclear forte e sobre as propriedades de particulas elementares.

Os decaimentos ocorrem sempre que o niicleo se encontra em um estado em que a anergia
ndo € a mais baixa possivel com um certo nimero de nucleons. A instabilidade é ocasionada
por uma diferenca entre o nimero de prétons e néutrons no nicleo do dtomo [6].

O nucleo € quase sempre levado a um estado instavel por uma reag¢do nuclear. Em alguns
casos essa reacdo nuclear € gerada nos aceleradores de particulas, mas em outros casos foi
ocasionado por fendmenos naturais que ocorreram ha bilhdes de anos, quando o universo estava
sendo gerado [6].

A Figura 1.3 mostra os mais de 5000 nuclideos teoricamente previstos catalogados de acordo
com o decaimento radioativo que eles sofrem.

'Espécie atomica caracterizada pelo niimero de prétons, néutrons e estado energético do niicleo.
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Figura 1.3: Mais de 3000 nuclideos teoricamente previstos e catalogados de acordo com o
decaimento radioativo que eles sofrem [1].

Os decaimentos radioativos procedem conforme as leis de conservacao da fisica. Em par-
ticular: massa, energia relativistica, carga elétrica, momento linear, momento angular, nimero
de niicleons e nimero de 1éptons 2 sdo todos quantidades conservadas [4].

Vamos considerar um sistema com varios nicleos de mesma espécie os quais sofrem decai-
mento o, B ou y. Em um instante inicial tem N nicleos que ndo decairam, apés um intervalo de
tempo dt, dN nucleos irdo decair. Assim, podemos escrever o nimero médio de nicleos que se
desexcitam como

dN =—N o dt. (1.3)

em que ® € uma constante de proporcionalidade, chamada constante de decaimento. A proba-
bilidade do d&tomo decair em um intervalo ¢ e t +dt € ® dt. O sinal de menos € necessario, pois
o numero de nucleos excitados diminui com o tempo. Podemos reescrever a expressao como,

dN
— =—dt. (1.4)
N
Integrando, obtemos,
N(1) dN t
/ v _ —0)/ dr, (1.5)
No N 0
N
InN(t) — InNp = ln# = —t, (1.6)
0

20 ntimero de Iéptons é um nimero quantico conservado que representa a diferenga entre niimero de 1éptons e
nimero de anti-léptons em uma reago de particula elementar [11].
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logo,
N(t) = Noe™ ™. (1.7)

Essa expressdo é chamada de lei do decaimento exponencial, em que Ny é o nimero de
niicleos que ndo haviam decaido no instante inicial e N(¢) é o nimero de nicleos que ainda
nao decairam no instante 7 [12]. A taxa de decaimento, R, € dada pela razdo entre o nimero de
nucleos que irdo decair neste intervalo de tempo,

dN
R=——. 1.8
7 (1.8)
Substituindo (1.4)
R=oN(t) = ®Npe ® = Rpe ™ (1.9)

Tanto o ndmero de nicleos quanto a taxa de decaimento diminuem exponencialmente.
Podemos determinar o tempo médio que o nicleo sobrevive antes de decair, a vida-média
T [12]. O nimero de nicleos, com tempo de vida entre 7 e t 4 dt, € o nimero que decai em dt,
o qual é ® N dt. Assim, tem-se a funcdo distribuicdo f(7):
_ ONdt

fode == = e “d1 (1.10)

Quando usamos essa funcao de distribui¢ao, a vida-média é

(o] (=] 1
1:/ tf(t)dt:/ twe Ydt = — (1.11)

0 0 (V)
O tempo de meia vida é definido como o tempo para o nimero de nticleos radioativos dimi-

nuir pela metade [12]. Portanto,
1

ENo = Npe ®1/2, (1.12)
N =2 (1.13)

In2
fjp= % — In 2T = 0.6931 (1.14)

Dada uma quantidade de nuicleos que ndo decairam, apds alguns decaimentos, haverd a
mistura de varios nucleos radioativos correlacionados decaindo sucessivamente uns nos outros.
Por exemplo, o 334U decai por emissao O no ggOTh, que decai no §§6Ra, etc. Assim, um sistema
com apenas um tipo de nicleo eventualmente terd uma mistura de varios nucleos.

Um série de equagdes diferenciais regem esse sistema e elas podem ser resolvidas de ma-
neira relativamente simples [4].

O objetivo deste trabalho € resolver um problema parecido com o citado. Inicialmente tem-
se uma certa quantidade de 210Bj ¢ de 219Pg, o Bismuto ird decair em Polonio e o Polonio em
Chumbo. Por meio de dois métodos computacionais e de um método analitico foi encontrado a

densidade de 4&tomos para cada espécie em funcdo do tempo.

1.3.1 Decaimentos Radioativos
Decaimento Alfa

Os decaimentos alfa ocorrem em nticleos instdveis cujo nlimero atdbmico € maior que Z = 82.
O ntcleo pai instavel decai em um nicleo filho de menor energia e emite uma particula o (Figura
1.4). A particula o0 € um nucleo de Hélio, He‘z‘, dois protons e dois néutrons [6].
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Figura 1.4: Representacdo do decaimento o. O nucleo pai excitado emite um nucleo de Hélio
para diminuir sua energia, resultando em um ntcleo filho mais estdvel e uma particula alfa. Em
rosa estdo representados os prétons e em azul os néutrons.

A energia do decaimento o pode ser escrito como,
E=[Mzs—(Mz 24 4+Mpy4)lc? (1.15)

em que, Mz 4 € a massa atdmica do niicleo pai, Mz_> 44 € a massa do nucleo filho, e M>4 a
massa da particula a.

Nas regides do dtomo a particula sofre a acdo de um potencial efetivo, que € a soma do po-
tencial Coulombiano e do potencial nuclear. Na regido interna do nucleo, isto €, para distancias
menores que ', em que ' é a soma dos raios das distribui¢des uniformes de cargas do nicleo
filho e do nudcleo de Hélio, o potencial nuclear é extremamente forte e predomina na atracdo
da particula. Esse potencial é de curto alcance e é devido a for¢a nuclear forte. No ponto 7/
o potencial assume seu valor maximo Vj e a partir deste ponto, o potencial Coulombiano €
predominante e a particula € repelida do dtomo [6].

No geral, a particula o ndo tem energia suficiente para escapar da regido de atracao. Clas-
sicamente a particula ficaria confinada nesse poco de potencial e nunca escaparia do dtomo.
Quanticamente, a particula sofre o efeito de “tunelamento”, no qual a particula atravessa a ber-
reira de potencial maior que sua energia [12].

A taxa de decaimento radioativo R depende da espessura da barreira. Se ela for fina, a
particula tem maior probabilidade de tunelar, assim o efeito ocorre rapidamente. Se a barreira
for espessa, a particula leva mais tempo para atravessar, pois a probabilidade dela tunelar é
menor.

Para o decaimento «, a constante de decaimento pode ser escrita como,

©— Tv
2R
em que, T € o coeficiente de transmissdo, o qual determina a probabilidade da particula tunelar,

e v € a velocidade da particula o [4].
Um exemplo de decaimento alfa € o nucleo pai de Uranio, (92U238) , emite um nucleo de

Hélio e decai em Tério, (**Th***) [13].

(1.16)

Decaimento Beta

Existem trés tipos de decaimentos radioativos que ndo alteram o nimero de massa A, os
decaimentos B, B~ e a captura eletronica [6].
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No decaimento B~ um quark down de um dos néutrons do nicleo se transforma em um
quark up mais uma particula de carga —e, conservando a carga total. Assim, temos um néutron
n se transformando em préton p e emitindo uma particula B, o elétron.

Além da conservacdo de carga, devemos levar em consideragdo também, a conservagdo do
momento linear. Para que isso ocorra, é emitido um anti-neutrino® V, junto ao elétron (Figura
L.5).

(1.17)

Figura 1.5: Representacdo do decaimento B~. O niicleo pai excitado emite um elétron e um anti-
neutrino. Esse processo transforma um néutron em um préton. Em rosa estdo representados os
prétons, em azul os néutrons, em verde as particulas B~ e em roxo os anti-neutrinos.

Neste processo, a massa atOmica permanece inalterada e o nimero atdbmico aumenta em
uma unidade, ja que um néutron € substituindo por um préton. A energia do decaimento Q é
dada por,

Q= [Mz— (Mg, +2m,)]c? (1.18)

em que, Mz € a massa atdmica do nucleo pai, Mz € a massa atobmica do nucleo filho e m, € a
massa do elétron.

Um exemplo de decaimento 3~ € o ndcleo pai de Iodo, (
em XenoOnio, (131X654) [13].

No decaimento B um quark up de um dos prétons do niicleo se transforma em um quark
down mais uma particula de carga e. Assim, temos um préton p se transformando em néutron
n e emitindo uma particula B, o pésitron, e um neutrino v, (Figura 1.6).

131153), emite um elétron e decai

p—n+Pt+v. (1.19)

30 anti-neutrino é a subparticula do neutrino. O neutrino é uma particula que interage muito pouco com a
matéria, tem uma massa muito pequena e carga neutra.
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Figura 1.6: Representa¢do do decaimento B*. O nicleo pai excitado emite um pésitron e um
neutrino. Esse processo transforma um préton em um néutron. Em rosa estdo representados os
prétons, em azul os néutrons, em verde os neutrinos e em laranjado as particulas B.

Neste processo, a massa atdmica também permanece inalterada e o nimero atdmico diminui
em uma unidade, j4 que um préton € substituindo por um néutron. A energia do decaimento Q
¢ dada por,

0= [Mz;—(Mz_1+2m,)|c? (1.20)

em que, Mz é a massa atdmica do nucleo pai, Mz é a massa atdbmica do nucleo filho e m, é a
massa do pdsitron.

Um exemplo de decaimento B € o nicleo pai de Carbono, (“C6), emite um positron e
decai em Boro, (HBS) [13].

Na captura eletrOnica, o 4&tomo captura um elétron e transforma um quark up do préton em
quark down. Assim, o préton com um elétron vira um néutron e € emitido um neutrino para
conservar o momento linear (Figura 1.7).

p+e —n+v, (1.21)

Figura 1.7: Representacdo da captura eletronica. O nicleo pai excitado captura um elétron e
emite um neutrino. Esse processo transforma um préton em um néutron. Em rosa estdo repre-
sentados os protons, em azul os néutrons, em verde os elétrons e em verde claro os neutrinos.
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A energia do decaimento Q € dada por,
0 =[(Mz+m,)— (Mz_i+m,)|c* (1.22)

em que, Mz é a massa atdmica do nucleo pai, Mz € a massa atobmica do nucleo filho e m, € a
massa do elétron [6].

Um exemplo de captura eletronica € o nucleo pai de Rubidio, (81Rb37) , captura um elétron
e se transforma em Criptonio, (3'Krse) [13].

Decaimento Gama

No decaimento Y o nicleo muda de um estado excitado para um de energia mais baixa
do mesmo isotopo por emissdo de um féton de alta energia (Figura 1.8). Esse decaimento
normalmente ocorre apés um decaimento o ou 3 onde o nicleo filho ndo estd no estado de
energia mais favorecido possivel [4].

Figura 1.8: Representacdo do decaimento y. O nticleo excitado decai em um nicleo mais estavel
emitindo radiacdo y. Em rosa estio representados os protons e em azul os néutrons.

A energia i f do féton do raio gama é
hf =E; —E (1.23)

em que E; é a energia do estado mais alto e E; € a energia do estado mais baixo.

No préximo Capitulo foi discutido o problema do decaimento radiativo em que existe uma
certa quantidade inicial de Bismuto e de Polonio, o Bismuto decai em Polonio que decai em
Chumbo, desejou-se encontrar a densidade de dtomos de cada espécie em funcdo do tempo de
forma analitica.

16



Capitulo 2

Meétodo Analitico

Neste Capitulo foi estudado o método de fator integrante para resolu¢do da equacgdo dife-
rencial que rege o sistema, a qual foi resolvida logo em seguida.

2.1 Meétodo de fator integrante

Estudaremos equagdes diferenciais da forma

dy
E_f(tay)a (21)

cuja solucdo y = ® pode ser qualquer fun¢ao diferencidvel que satisfaz a equacdo para todo ¢
dentro de algum intervalo [14].

Para utilizar o método de fatores integrantes, a equacao diferencial em questdo deve ser
de primeira ordem e linear, isto é, f(y,t) deve depender linearmente da varidvel y. Vamos
considerar a forma mais geral para uma equacio diferencial de primeira ordem linear, ou seja,

d
)y =g, 2.2)

dt
em que p e g sdo funcgdes da varidvel independente 7.

As vezes é possivel resolver a equagio diferencial integrando diretamente, como foi o caso
da equacdo (1.3). Na maioria das vezes as equacOes difenciais de primeira ordem e lineares nao
podem ser resolvida desta maneira [14].

Para resolve-las podemos multiplicar a equagdo por uma fungdo u(r), chamada de fator
integrante. Consideraremos que p(t) = a, em que a é uma constante [14]. Entdo,

dy
—= =g(t 2.3

Multiplicando pelo fator integrante obtemos,

dy
u(t) - +ult)ay = pu(t)g(r). (2.4)
A questdo agora é: qual € a funcdo que escolhemos para que o lado direito seja a derivada
de um produto? Para encontrar a resposta para essa pergunta derivaremos o produto u(t)y e

compararemos 0S termos,
d du(t)

E[ﬂ(f))’] T +u(?)

dy

o (2.5)
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Comparando a equagdo (2.5) com a (2.4), podemos ver que

du(r)
Assim, »
du(t)
m = adt. (27)

Integrando dos dois lados e isolando u(z) obtemos a fungio procurada,

u(t) = &, (2.8)

Substituindo na equagdo (2.4) obtemos,

d
eald—f +e“ay =e"g(t). (2.9)
Reescrevendo, verificamos que
d
E[e‘”y] =e“g(t). (2.10)

Integrando ambos os lados da equacg@o obtemos,

¢y — c—i—/e‘”g(t)dt, @.11)

em que ¢ é uma constante a ser determinada partindo do problema de valor inicial [14]. Logo a
solucdo de maneira mais geral pode ser escrita como,

y=ce “+e " /e“’g(t)dt. (2.12)

2.2 Problema do decaimento radioativo

Estamos interessandos, como ja dito, em resolver o problema do decaimento radioativo.
Inicialmente tem-se uma certa quantidade de atomos de Bismuto, Np;(0) e de Polonio Np,(0).
O Bismuto sofre um decaimento § decaindo em Polonio, o qual sofre 0 mesmo decaimento se
transformando em Chumbo.

Assim, a taxa de variacdo de dtomos de Bismuto pode ser escrita como,

dNB,'(t)
dt

= —COBZ'NBZ'(I) (2.13)
A solugdo desta equacgao ja foi estudada no Capitulo 1, e € dada pela equacao (1.7),
NBi(l‘) = NBi(O)e_wBil (214)

em que ®p; € a constante de decaimento do Bismuto e é equivalente a

In2
tl /23,‘

Wp; = (2.15)

em que, 71 /5, € 0 tempo de meia vida do Bismuto.
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O caso do Pol6nio é um pouco mais complicado, pois a0 mesmo tempo em que atomos
de Polonio estdo sendo formados pelos dtomos de Bismuto, também ha dtomos de Poldnio
decaindo em Chumbo, assim podemos escrever,

deo(l‘)
dt

em que ®p, € a contante de decaimento do Poldnio,

= —Wp,Np, (t) + WBiNp;i(1). (2.16)

In2

11/2p,

Wp, = (2.17)

e 11 /2, € 0 tempo de meia vida do Polonio. Podemos observar que o primeiro termo do lado
direito da equacgdo € equivalente a taxa de &tomos de Polonio que decaem no tempo e o segundo
termo € a taxa de dtomos de Bismuto se transformam em Pol6nio. A resolugdo desta E.D.O.
nao ¢ tdo obvia quanto a outra, mas pode ser resolvida de maneira simples utilizando o método
de fatores integrantes discutido anteriormente.
Para resolver, substituiremos a solu¢do (2.14) na equacao 2.17 e multiplicar o resultado por
u(t), assim,
dNp, (t )

ar /J(l) = —(DPUNP(,(l‘),u(Z) —+ (DBiNBi(O)eimBit/,l(t), (218)
dNp, o
%(t)ﬂ(f ) + @poNpo (t)u(r) = @piNpi(0)e™ " u(r). (2.19)

Do mesmo modo que feito anteriormente, derivaremos o produto u(f)y e compararemos os

termos,

d du(r) dy

Comparando a equagdo (2.20) com a (2.19) podemos ver que,
du(t
% = @poplt), (2.21)
integrando e isolando u(t) obtemos,
u(t) = e®r", (2.22)
Substituindo na equacgdo (2.19), constamos que,
dNp,(t
—2;( )ewp”l + ®p,Np, (l‘)ewp"t = O)BiNBi(O)e_wBitemP”t. (223)

O lado esquerdo, como esperado, é a derivada de ¢®”'Np,(t). Entdo,

d
dt [Npo(t)e®™"] = @piNp;(0)el OBt (2.24)

Integrando dos dois lados, obtemos,

OJBiNBi(0>e(_mBi+wP1))t

Np,(t)e® = +C, 2.25
polt) —Wp; +Op, (222
em que C' é uma constante. Isolando Np,(¢) obtemos,
0p;iNpi(0)e™ @8
NPO (t) — Bi Bl( )e + C/ef(,opol‘. (226)

—g; + Wpy
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Chamando de C = C'(—wg; + ®p, ), em que C € outra constante, averiguamos que

_ 0piNpi(0)e 5l 4 Ce™ Ore!

Np,(t
Polt) —p; + Opy

(2.27)

Agora devemos utilizar as condi¢des iniciais do problema para determinar a contante C.
Sabemos que no tempo 7 = 0 o nimero de dtomos de Pol6nio é Np, (1) = Np,(0). Substituindo
na equagao obtida temos,

U)BiNBi(O) +C
Npy(0) = ——MM—. 2.28
ro(0) —Wp; + Op, (2:28)
Isolando a constante obtemos,
C= (_(’)Bi -+ (DPO)NPO(O) — COBiNBi(O). (2.29)
Por fim, a solug¢do para o nimero de dtomos de Pol6nio em funcdo do tempo é,
Np,(t) = 0giNpi(O)e” " + [(—pi + Opo)Npo (0) — Opilpi(0)]e” " . (2.30)

—p; + Opy

O niimero de 4tomo de Chumbo € simplesmente o nimero de 4tomos inicial menos 0 nimero
de Bismuto e o namero de Polonio, isto é,

Npy(t) = (Ngi(0) +Npo(0)) — (Nai(t) +Npo(t)) (231

Isso significa que dos d&tomos presentes na amostra, os que nao sdo Polonio nem Bismuto, sdo
obviamente Chumbo, conservando o nimero total de 4tomos.

Para uma melhor anélise, podemos expressar os resultados obtidos em termos das densida-
des de dtomos de cada espécie. Para que isso seja possivel, basta dividir o niimero de dtomos
de determinada espécie pelo niimero total de d&tomos, obtendo finalmente,

N3i(0) gt
(N3i(0) +Npo(0)

Dgilt) = (2.32)

_ 0p;Np;i(0)e™ %" + [(—0p; + 0py)Npo (0) — 0p;iNp;(0)]e 7!
Drolt) = (—wp; +©p,) (Npi(0) +Np, (0)) ’ (233

Dpp(t) = 1— (Dpi(t) + Dpo(2)), (2.34)

em que D;(t) = N;(t)/(Npi(0) + Np,(0)) e i pode ser Bi, Po ou Pb.

As equagdes (2.32), (2.33) e (2.34) sdo as solugdes analiticas do problema para cada espécie.
Visando revisar esse problema, no préximo Capitulo foi discutido dois métodos numéricos, o
de Runge-Kutta e o0 de Monte Carlo. Os dois métodos sdo aprensentados como alternativa para
encontrar as solugdes para as equacdes diferencias acopladas do problema discutido.
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Capitulo 3

Meétodos de Calculo Numérico

Os métodos numéricos estdo cada vez mais sendo utilizados na fisica devido a complexidade
dos problemas. Assim, neste Capitulo foram discutidos dois métodos numéricos, o método de
Runge-Kutta e o de Monte Carlo.

3.1 Meétodo de Runge-Kutta

Os métodos de Runge-Kutta sdo uma familia de métodos numéricos para resolver equacoes
diferenciais de forma aproximada. Esses métodos sdo uma versdo melhorada do método de
Euler.

O método de Euler € um procedimento de primeira ordem para resolver as E.D.O.s a partir
de um valor inicial. E 0 método mais simples dos métodos de Runge-Kutta [14].

O problema central a ser resolvido consiste a equagdo diferencial

dy
— = flt,y(t 3.1
== [0, G0
com a condicao inicial
¥(t0) = yo. (3.2)

Vamos supor que a fungdo é continua no plano ¢y contendo o ponto (fo,yp). Existe uma
solugdo dnica y = ¢(r) [15].
Podemos escrever a equagao diferencial (3.1) no ponto t = ¢, na forma

do(t,)
= fltn, 0(t2)). (3.3)

Assim, podemos aproximar a derivada para a diferenca do ponto da frente pelo ponto de trés,
dividido pela diferenca temporal,

(I)(trH-l ) - (I)(ln) ~

fltn, 0(tn)]- (3.4)
Int1 —1In
Chamando, y,+1 = ¢(ty+1) € y, = 0(¢,), obtemos,
Yn+1 :}’n+f(tn;yn)(tn+l—fn>7 n:0,1,2,.... (35)

Se o tamanho do passo #,,+1 —t, tem um valor uniforme % para todo n e denotando f(z,,y,)
por f,, chegamos a

Vo1 =Yn+hfn, n=0,1,2,.. (3.6)
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O método de Euler consiste em repetir a equagdo (3.6) usando o resultado de cada passo para
executar o préximo passo. Assim, obtemos a sequéncia de valores yg,y1,y2, ..., Vu, ... qU€ apro-
xima os valores da soluc¢@o ¢(¢) nos pontos #g,t1,t2,...,tn, ... [15]. A Figura 3.1 representa grafi-
camente o método.

f(tn ) yn)

tn tn+ 1 t

Figura 3.1: Representacao esquematica do método de Euler. Na Figura & € o passo no eixo t, e
f(tn,yn) € a reta tangente a solu¢ao em vermelho.

O algoritimo de Euler usa pequenas linhas retas para encontrar uma aproximagdo para a
solu¢do da E.D.O.. Exceto para o primeiro ponto, os dados utilizados para os célculos siao
apenas aproximacoes para o valor da solu¢do nos pontos especificos [14].

Nos métodos computacionais, ndo € possivel tender o passo a zero (o que seria correto pela
defini¢do de derivada), assim, a cada passo apenas nimeros com digitos finitos sdo utilizados,
tendo um erro envolvido. Quanto menor for o passo, menor serd o erro [16].

O método de Runge-Kutta segue a mesma légica do método de Euler mas utilizando uma
média das retas tangentes em diversos pontos do intervalo ¢, <t < f,,;. Para o método de
Runge-Kutta de segunda ordem sdo dados dois passos, um intermedidrio e um final. Para o de
quarta ordem sdo dados quatro passos intermedidrios e um final [14]. Deste modo,

Ynt1 =Yn+h (k”‘ +2k”222k”3 +k”4) , (3.7)
em que,
kn1 = f(tn,yn) (3.8)
knz = f(ta + %h,yn + %hknl)
s = F o+ 530+ 3hkio) (3.9)

kna = f(tn +h,yn +hknl)

A soma (ky1 + 2ky2 + 2ky3 + kna) /6 pode ser interpretada como uma inclinagdo média. &y
pode ser interpretada como a inclinacdo a esquerda do intervalo, k,» € a inclinagdo no ponto
médio, k,3 € uma segunda aproximag¢do para a inclinacao no ponto médio e k4 € a inclinagdo
no ponto 7, + h. Os coeficientes multiplicando cada inclinagdo sdo os pesos estatisticos que
minimizam o erro [14].
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Para exemplificar, vamos realizar o primeiro passo graficamente. Primeiramente aplicamos
o método de Euler para estimar o valor da funcio no ponto médio (Figura 3.2).

ty & t
—+—
h/2 h/2

Figura 3.2: Representacdo grafica do método de Runge-Kutta apds o primeiro passo interme-
diario. Em roxo esta representada a solu¢do da E.D.O. e em azul a reta tangente k.

Por meio deste ponto estimado, calculamos a inclina¢cdo na metade do intervalo, k> (Figura
3.3).

t() ' tll t
—t—
h/2 h/2

Figura 3.3: Representacao grafica do método de Runge-Kutta apés o segundo intermedidrio.
Em roxo estd representada a solucdo da E.D.O. e em tom alaranjado a reta tangente k.

Utilizamos a nova inclinagdo para estimar um novo valor para a fun¢do no ponto médio.
Para isso, transladamos a reta para o ponto 7o e utilizamos o valor dela no ponto médio como
novo valor para y (Figura 3.4).
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y(t1)

y(to)

—t——f
h/2 h/2

Figura 3.4: Representacdo grafica do método de Runge-Kutta ap6s o terceiro passo intermedid-
rio. Em roxo estd representada a solucio da E.D.O., em tom alaranjado tracejado a reta tangente
ko e em tom alaranjado continuo a reta tangente k, transladada.

Neste novo ponto, calculamos novamente a inclinacio da reta, obtendo k3, e repetimos o
procedimento (Figuras 3.5a, 3.5b e 3.5¢) anterior até realizar o passo final (Figura 3.5d) [17].

y(t1)

y(to)

y(t1)

y(to)

Bt PR
h/2 " h/2 h/2 hj/2
(©) (d)

Figura 3.5: Representacao grafica do método de Runge-Kutta (a) apds o terceiro passo interme-
didrio, (b) ap6s transladar a reta tangente k3, (c) apds o passo final, (d) apds transladar o passo
final.
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O método de Runge-Kutta de 4* ordem é muito mais preciso que o de Euler, e foi utilizado
neste trabalho para encontrar a solu¢ao do decaimento radioativo do Bismuto em Pol6nio e do
Polonio em Chumbo em funcdo do tempo. O c6digo em Linguagem C se encontra no Apéndice
A

3.2 Meétodo de Monte Carlo

O Método de Monte Carlo é um método estatistico, e genericamente falando, ele proporci-
ona a solu¢do de problemas que descrevem algum tipo de evolucao temporal. O método consiste
em utilizar nimeros aleatdrios para aplicar as leis que regem o sistema repetidas vezes, de modo
que o resultado final converge para o comportamento do sistema [5].

Entretanto, o que exatamente € aleatoriedade? A nocdo de aleatoriedade estd fortemente
ligada a dois conceitos: determinismo e nao determinismo. O determinismo tem por defini¢do:
“negacdo do livre-arbitrio” [18]. Isto é, regido por leis e regras, todo evento é consequéncia de
uma causa. Em contraste o ndo determinismo diz que uma causa pode ter diversas consequén-
cias e nenhuma regra diz qual delas ird ocorrer, ndo hd como prever as consequéncias.

A defini¢do de aleatorio é: "incerto", isto €, acontece sem previsibilidade [18]. Demdcrito
dizia que:

Aleatoriedade é o desconhecido.

A fala de Demdcrito € justificada com o exemplo: dois homens concordam em mandar seus
escravos para buscar d4gua no mesmo momento de modo a fazer os escravos se encontrarem.
Entdo os escravos se encontram na fonte e um deles diz: “Oh, que aleatdério nos encontrarmos
aqui” [19].

Em contraste 2 Democrito, Epicuro disse:

Aleatoriedade é objetiva, é propriedade natural dos eventos.

Epicuro diz que existe sim uma aleatoriedade que € independente do nosso conhecimento
[19].

Um exemplo € o rolar de um dado, cada face tem a mesma probabilidade de ser jogada
e € impossivel de prever o resultado. Para Demdcrito essa imprevisibilidade estd associada
ao sistema ser muito complexo para nosso cérebro compreender (se analisarmos a velocidade,
rotacdo, posicdo, etc, talvez conseguiriamos prever o resultado). Para Epicuro, os resultados
sdo imprevisiveis por natureza.

A fisica utiliza constantemente modelos aleatérios para descrever e analisar processos fi-
sicos que ndo sdo necessariamente aleatérios, mas podem ser muito complicados para serem
completamente analisados de forma deterministica [19].

O computador ndo compreende a ideia de aleatoriedade de Epicuro visto que as agdes to-
madas sdo completamente deterministicas e calculadas. Desta forma, na simulagdo de Monte
Carlo foi utilizada a biblioteca GSL: GNU Scientific Library.

Essa biblioteca utiliza uma funcdo que recebe um parametro, conhecido como semente, € a
partir disso, o programa gera uma sequéncia de nimeros que chamamos de: pseudo-aleatorios.
Sempre que a mesma semente for utilizada para rodar o programa, a mesma sequéncia de nu-
mero serd gerada. Essa sequéncia de nimeros respeita todas as propriedades estatisticas de um
numero aleatorio.

Os nameros pseudo-aleatdrios sdo vantajosos. Por exemplo: suponha que utilizamos essa
biblioteca para gerar as condi¢des iniciais de uma simulagdo, ap6s iniciado e finalizado o pro-
grama, obtemos um resultado. Ent3o, decidimos acrescentar outro parametro ao problema a
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fim de encontrar quais as mudancas que esse parametro gera no resultado final. Se utilizar-
mos a mesma semente para gerar as condi¢des iniciais podemos comparar os resultados obtidos
antes e depois da inser¢do do parametro. As condi¢Oes iniciais vao continuar respeitando as
propriedades de numeros aleatorios.

Apesar do nome “Monte Carlo” ter sido inserido apenas em 1947, as amostras estocdsticas
eram conhecidas muito tempo antes do advento dos computadores. O naturalista, mateméatico
e escritor francés Georges-Louis Leclerc, conde de Buffon, em 1777 encontrou que a proba-
bilidade de uma agulha de comprimento L jogada em um plano com duas linhas paralelas de
separacdo d > L atravessar uma das linhas é:

1

2L

= (3.10)

p
Seu experimento foi jogar a agulha diversas vezes nesse plano e anotar quantas vezes ela ultra-
passava uma das linhas [19].

O método de Monte Carlo tem inimeras aplicagdes e é de extrema importantancia para
diversas areas da ciéncia, principalmente para a medicina e para a radioatividade. Por exemplo,
ele pode ser utilizado para simular a evolucao temporal de uma reacio do tipo A+ B = C até
que condi¢do de equilibrio termodindmico seja atingida. A equagdo que rege esse sistema é da
forma:

d[A]

hadl i AU 2
== —2K[A] (3.11)

em que [A] é a concentragdo do reagente A e k a constante de velocidade.

Para resolver esse problema da quimica podemos utilizar a mesma logica aplicada ao pro-
blema deste trabalho que foi descrita a seguir [20].

Neste trabalho, o método de Monte Carlo foi utilizado para calcular o nimero de atomos de
cada elemento em funcio do tempo. E um método simples que segue o seguinte algoritimo: o
programa sorteia um nimero aleatério, n, no intervalo 0 < n < 1. Se esse nimero for menor
que a probabilidade do atomo decair, ele decai, se nao, ele ndo decai. Cada vez que um nimero
€ sorteado, o nimero de atomos de cada elemento € gravado [21].

O cddigo em Linguem C para a solugdo do decaimento radioativo por meio do método de
Monte Carlo estd no Apéndice A.

Os método numéricos sdo extremamente importantes para a fisica, principalmente quando
a equacao diferencial estudada ndo possui solug¢do analitica ou quando é muito complicado de
encontrd-la. Neste trabalho o problema possui uma solu¢do analitica. Assim, podemos validar
os métodos numéricos comparando os resultados com a solucao encontrada. Isso foi feito no
proximo Capitulo.

'Estocdsticos: origem em eventos aleatdrios.
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Capitulo 4

Resultados

Neste capitulo iremos mostrar os resultados obtidos para o problema de decaimento radi-
oativo discutido. Uma determinada amostra tem 1000 dtomos de Bismuto e 500 de Polonio.
O Bismuto sofre um decaimento beta e se transforma em Polonio, o Poldnio sofre o0 mesmo
dacaimento se transformando em Chumbo. O 2'°Bi tem um tempo de meia vida de 120 horas
e 0 21%Po tem um tempo de meia vida de 3312 horas. O objetivo foi encontrar a densidade de
atomos de cada espécie em fun¢do do tempo em segundos.

Levando em consideragio o tempo de meia vida do 2'°Bi e do ?!°Po podemos encontrar a
constante de decaimento de cada espécie por meio da equagdo (1.14) obtendo: wp; = 5,776 X
1073 s e wp, =2,093 x 1074 s~ 1,

A Figura 4.1 mostra um gréfico confeccionado utilizando o software Gnuplot. Ela exibe
a dependéncia da densidade de dtomos em fun¢do do tempo em segundos obtida pelo método
analitico apresentado no Capitulo 2.

1 L Bismuto
Polénio
Chumbo
0,8
<b]
20,6
=
0,4
-
0,2
0 b
| | | | | | | | | | | | | | |
10 100 1000 10000

Tempo

Figura 4.1: Mostra a dependéncia da densidade de 4tomos em fun¢do do tempo em segun-
dos encontrada pelo método analitico. As condigdes iniciais utilizadas foram: Np;(0) = 1000,
Np,(0) =500 e Npp(0) = 0. As constante de decaimento de cada espécie é wp; = 5,776 X
1073 57 e wp, = 2,093 x 10~* s~1. Grifico confeccionado utilizando o software Gnuplot.
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Além do método analitico, foram utilizados dois métodos numéricos, o de Runge-Kutta de
4% ordem e o de Monte Carlo.

A Figura 4.2 mostra um grafico confeccionado utilizando o software Gnuplot. Ela exibe
a dependéncia da densidade de dtomos em fun¢do do tempo em segundos obtida pelo método
numérico de Runge-kutta discutido no Capitulo 3.
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Figura 4.2: Mostra a dependéncia da densidade de d&tomos em fun¢do do tempo em segundos
encontrada pelo método numérico de Runge-Kutta de 4* ordem. As condigdes iniciais utilizadas
foram: Np;(0) = 1000, Np,(0) = 500 e Np,(0) = 0. O passo temporal utilizado no método foi
dt = 0.00001 s. As constantes de decaimento de cada espécie sdo wp; = 5,776 X 103s e
0p, = 2,093 x 10~* s~!. Gréfico confeccionado utilizando o software Gnuplot.

A Figura 4.3 mostra um grafico confeccionado utilizando o software Gnuplot. Ela apresenta
a dependéncia da densidade de dtomos em fun¢do do tempo em segundos obtida pelo método
numérico de Monte Carlo discutido no Capitulo 3.

28



1 Bismuto A AA
— . A
Polonio A AL
A
N A
Chumbo \adAdas, R
ad A AA
0,8 — WA A, R
N
AA‘ AA A
N
A A

o AAMMA A “A“ AA A A

0,6 — Aa A N N
< Y AL, A
< Ay A‘ A A
E A, ‘AA AA
0 AAT%A Ap
g ans? a 4 a

A N
A 0,4 AAAA AMA “‘“A‘A AL A AA
N N
A A A
A
A AA A
0 2 AA AA A
) Bl A A A
A A A
a, NS A
A, LAl N s,
A
AAAALTSA, Ay
() 4400 AM AMAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAL AMMAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAALRSA,
L | | L | | L | | L |

10 100 1000 10000
Tempo

Figura 4.3: Mostra a dependéncia da densidade de atomos em funcdo do tempo em segundos
encontrada pelo método numérico de Monte Carlo. As condi¢des iniciais utilizadas foram:
Npi(0) = 100000, Np,(0) = 50000 e Np,(0) = 0. As constantes de decaimento de cada espécie
sdo wp; = 5,776 x 103s e wp, = 2,093 x 10~* s~1. Gréfico confeccionado utilizando o
software Gnuplot.

Neste método numérico as condi¢des iniciais foram ligeiramente diferentes, como € possivel
observar no programa em C criado. Utilizou-se 100000 dtomos de Bismuto e 50000 de Polonio.
Como os graficos confeccionados utilizam a densidade de dtomos de cada espécie e a propor¢cao
entre eles nao mudou, o resultado obtido deve ser o mesmo. Neste caso utilizou-se um nimero
maior de 4&tomos para aumentar a precisao do resultado.

Para melhor analisar os métodos, foram plotados todos graficos anteriores em um so, este
se encontra na Figura 4.4.
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Figura 4.4: Mostra a dependéncia da densidade de atomos em funcdo do tempo em segundos
encontrada pelos diferentes métodos. No grafico os pontos com formato triangular representam
o método de Monte Carlo, os de formato circular representam o método de Runge-Kutta e
a linha continua representa a solucdo analitica. As curvas com cores em tons de vermelho
representam a densidade de Bismuto, as com cores em tons de azul representam a densidade
de Polonio e as com cores em tons de verde representam a densidade de Chumbo. Gréfico
confeccionado utilizando o software Gnuplot.
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Consideracoes Finais

Neste trabalho foi apresentado solugdo analitica e solu¢des numéricas para o problema do
decaimento radioativo.

No Capitulo 1 foi discutido os principais pontos da teoria dos decaimentos radioativos e da
composi¢do dos nicleos atdmicos.

O Bismuto (*!°Bi) decai em Polonio (*!°Po) por meio da emissdo de uma particula p. O
Pol6nio sofre o mesmo decaimento se transformando em Chumbo (ZIOPb). Esses decaimentos
sdo regidos por equacdes diferenciais, que foram resolvidas por 3 métodos, um analitico e dois
numéricos. O analitico foi discutido no Capitulo 2 e os numéricos no Capitulo 3. Os resultados
encontrados para o decaimento radioativo foram expressos no Capitulo 4.

Neste trabalho, a equacdo diferencial estudada possui uma solugdo analitica (a qual nem
sempre € possivel obter para outras EDOs). Os métodos numéricos estudados trazem solucdes
numéricas de forma simples e coerente para qualquer equagdo diferencial. Quando associa-
dos com os métodos computacionais, que otimizam o processo, tornam-se ferramentas extre-
mamente tuteis na Fisica. Assim, podemos aplicar os métodos discutidos em outras equagdes
diferencias, obtendo um resultado satisfatorio.
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Apéndice A

Codigo em Linguagem C

A.1 Método de Runge-Kutta

// Compilacao: gcc (nome do programa) —Im
// Execucao : ./a.out > data.dat

#include <stdio.h>
#include <stdlib .h>
#include <math.h>

/* Numero inicial de atomos x/
#define N_Bi_O 1000.0

#define N_Po_O 500.0

#define N _Pb O 0.0

/* Densidade de atomos x*/

#define D_Bi_O N_Bi_O/(N_Bi_O+N_Po_O+N_Pb_O)
#define D_Po_O N_Po_O/(N_Bi_O+N_Po_O+N_Pb_O)
#define D_Pb_O N_Pb_O/(N_Bi_O+N_Po_O+N_Pb_O)

/* Tempo de meia vida do Bismuto e do Polonio em horas

#define T_Bi_2 120
#define T_Po_2 3312

/+* Probabilidade do Bismuto e€ do Polonio em horas

#define P_Bi (log(2)/T_Bi_2)
#define P_Po (log(2)/T_Po_2)

#define to 0.0 // Tempo inicial
#define dt 0.00001 /1 Intervalo de tempo
#define tf led /!l Tempo final
#define np 79 /!l Numero de pontos

/* Passo em escala logaritmica x/
#define q pow((tf/dt), (1.0/(np—1)))

double f(double x, double y, double t){
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// dN_Bi/dt= —P_BixN_Bi
[/ dx/dt = f(x, t)

// x—> atomos de bismuto
return —(P_Bi)x*x;

}

double g(double x,

double vy,

double t){

// dN_Po/dt= —P_PoxN_Po + P_BixN_Bi
/1 dy/dt = f(x, y, t)
/l y—> atomos de Polonio

return —(P_Po)xy+(P_Bi)xx;

}

int main(int argc, char sxargv){
int 1, j;

double x, y, z, t;
double k1, k2, k3, k4, cl1, c2,

double a=dt;

/* Condicoes iniciais x/
x= D _Bi;

y= D_Po;

z= D_Pb;

t= to;

FILE xfile= fopen("rk4.dat",
intf (file , "%e %e %e %ec\n",

fpr

/%
for
for
/%
/%
k1=
cl=

k2=
c2=

k3=
c3=

k4=
c4=

X+=
y+=
t4+=

}

Evolucao do sistema */

(i= 0; i< np; i++){
(j= 0; j< a; j++H){

k—> passo RK4 para os atomos de Bismuto
c—> passo RK4 para os atomos de Polonio

f(x, y, t);
g(x, y, t);

f(x+0.5xdtxkl, y+0.5xdtxcl,
g(x+0.5xdtxkl, y+0.5xdtxcl,

f(x+0.5xdtxk2, y+0.5xdtxc2,
g(x+0.5xdtxk2, y+0.5xdtxc2,

f(x+dtxk3, y+dtxc3,
g(x+dtxk3, y+dtxk3,

t+dt) ;
t+dt);

c3, c4;

"o n .
w )

t, X, y, 2);

t+0.5xdt);
t+0.5xdt);

t+0.5xdt);
t+0.5xdt);

dt*x(k1+2.0xk2+2.0xk3+k4)/6.0;
dt*(cl+2.0xc2+2.0xc3+c4)/6.0;

dt;
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z= 1—(x+y);

/* Impressao dos dados com espacamento em escala log x/

if(t>=a){

fprintf (file , "%e %e %e %e\n",
ax=q;

}

}
fclose (file);
return

A.2 Meétodo de Monte Carlo

t, X, y, z2);

// Compilacao: gcc (nome do programa) —lgsl —Igslcblas —Im

// Execucao: ./a.out
#include <stdio.h>
#include <stdlib .h>
#include <math.h>
#include <gsl/gsl_rng.h>
#include <time.h>

/* Numero inicial de atomos de
#define N_Bi_O 100000

#define N_Po_O 50000

#define N Pb O O

Bismuto, Polonio e Chumbo x/

/+* Tempo de meia vida do Bismuto e do Polonio em horas x/

#define T_Bi_2 120
#define T_Po_2 3312

/+* Probabilidade do Bismuto e do Polonio decair =/

#define P_Bi (log(2)/T_Bi_2) x0.
#define P_Po (log(2)/T_Po_2)x0.

#define to 0.0
#define dt 0.5
#define tf 3e4d

/* Passo em escala logaritmica

5

5
// Tempo inicial
/! Intervalo de tempo
/! Tempo final

*/

#define q pow((tf/dt), (1.0/(100—-1)))

int main(int argc, char xxargv){

int i, N_Bi, N Po, N Pb, N;
double t= to;
double a=dt;

while (axgq—a < dt){
ax=q;
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}

/* Gerador de semente x/
gsl_rng_default_seed= (argc == 2 ) ?7 atoi(argv[1])

9

gsl_rng sw= gsl_rng_alloc(gsl_rng_taus);

/* Condicoes iniciais x/
N_Bi= N_Bi O;
N Po= N Po O;
N_Pb= N_Pb_O;

/* Evolucao do sistema x*/
while (t < tf)/{

N= N_Bi;

for(i= 0; i< N; i++){
if(gsl_rng_uniform(w) < P_Bi){
N_Bi——;

N _Po++;

}

}

N= N _ Po;

for(i= 0; i< N; i++){
if(gsl_rng_uniform(w) < P_Po){
N Po——;

N _Pb++;

}

}

t+= dt;

/* Impressao dos dados com espacamento em escala logaritmica

if(t>= a){

time (NULL)

x/

printf ("%e %e %e %e\n" ,t, 1.0xN_Bi/(N_Bi_O+N_Po_O+N_Pb_O),

1.0xN_Po/(N_Bi_O+N_Po_O+N_Pb_O) ,
1.0xN_Pb/(N_Bi_O+N_Po_O+N_Pb_0));
ax=q;

}

}

gsl_rng_free (w);

return O0;

}
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