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Resumo

Este trabalho revisitou alguns métodos de solucdo analitica de equagdes diferenciais
estudados durante a graduacdo do curso de Fisica. De modo que foram utilizadas as
transformadas de Fourier e Laplace, fun¢do de Green e separacdo de varidvel. Utili-
zando dos métodos citados, foram resolvidas as equagdes de difusdo e de onda em
para uma e trés dimensdes. Além disto, esses métodos foram aplicados para dois casos
presentes em situagdes experimentais reais, obtendo-se resultados possiveis de uma

interpretagdo fisica.

Palavras chave: métodos matematicos, transformadas integrais, equag¢des diferenciais.
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Introducao

Tendo como base o conceito de infinitesimal, com origem nos gregos antigos (2000-
1200 a.C), posteriormente retomado por Arquimedes de Siracusa (287-212 a.C) e por
Galileu Galilei (1564-1642 d.C) [1], juntamente com os estudos iniciais de calculo de
Pierre Fermat (1607 - 1665 d.C), Bonaventura Cavalieri (1598 - 1647 d.C) e Isaac Bar-
row (1630 - 1677 d.C) [2] , foi que os estudos de Isaac Newton (1643 -1727 d.C) e
Gottfried Wilhelm Leibniz (1642-1716 d.C) [3], no século 17, deram inicio e criaram de
fato o calculo diferencial e integral; consequentemente, dando uma formulag¢do para
equacdes diferenciais [4]. Calculo este que foi aprimorado por seus sucessores, como
Leonhard Euler (1707-1783 d.C), Pierre-Simon Laplace (1790-1827 d.C), Giuseppe Luigi
Lagrange (1736-1813 d.C), entre outros, que geraram uma revolu¢do matematica na
fisica, iniciando em estudos sobre mecanica classica [5].

Sendo assim, partindo do raciocinio cientifico utilizado por Galileu, de que uma vez
estabelecida a lei matematica que governa um fendmeno, as conclusdes sdo legitimas
e ndo requerem o recurso ao experimento a toda hora [3], a utilizacdo de equagoes di-
ferenciais para descri¢do de fendomenos fisicos passa a ter importancia imprescindivel,
pois tais equagdes podem descrever problemas cada vez mais complexos e, consequen-
temente, com menos aproximagdes e mais préximos da realidade.

Deste modo, na fisica matematica surgem equacdes diferenciais que explicam desde
problemas triviais, muitas vezes sendo esses fisicamente ndo realizdveis, mas com o
unico objetivo de obter alguma resposta e interpretacdo qualitativa de um problema
abordado, até problemas envolvendo equagdes complexas, essas podendo inclusive
usar como ponto de partida uma equagéo trivial para o desenvolvimento futuro de
uma equacdo adequada, geral ou especifica, ao problema envolvido. Dentre esses
casos, encontram-se a equagdo da difusdo, com origem nos estudos de conducdo de
calor de Fourier e que futuramente foi utilizada nos estudos de Albert Einstein (1879-
1955 d.C) sobre o movimento browniano [6], e a equagdo de onda, que descreve a
evolugdo temporal e espacial de uma onda, inicialmente derivada da descri¢do do
movimento de uma corda vibrante por D’ Alembert (1717-1783) [4].

Uma vez tendo em maos uma equacado diferencial que descreva o sistema fisico
em andlise, o proximo passo é obter uma solugdo para tal, portanto, concomitante-

mente com a criacdo de equagdes diferenciais foram desenvolvidos varios métodos



para soluciona-las. Tais métodos variam de acordo com o tipo de equacdo envolvida,
sendo essa homogénea ou nao, linear ou ndo linear, parcial ou ndo parcial, e se a mesma
possui condicdo inicial ou condi¢des de contorno. Em todo caso, o que se busca é uma
solucdo analitica, exceto em casos em que s é possivel obter solu¢des numéricas com
auxilio de métodos computacionais.

Para equagdes diferenciais parciais, classe essa que descreve diversos sistemas fisicos
reais e possiveis, um método bastante conhecido é o método de separagdo de varidveis.
Porém, essa abordagem néao é ttil para casos em que a equagdo tenha um termo de
potencial, ou seja, quando se tem uma equacdo diferencial parcial ndo homogénea.
Felizmente para esses casos, existem outros métodos que nos permitem encontrar
solugdes analiticas, entre as quais estdo as transformadas de Fourier, Laplace e Henkel,
métodos estes que, como o proprio nome sugere, propdem o uso de transformadas
integrais, cada qual com um ntcleo de transformacéo, limites de integragao e condigdes
de existéncia proprias [7]. Temos, ainda, a funcdo de Green, um método operacional
que propde que uma func¢do que satisfaz a equacdo diferencial em questdo com um
termo de potencial do tipo delta de Dirac no lugar do potencial da fungdo estudada.

Tendo em vista a importancia histérica e o papel fundamental na descricdo da
natureza que as equagdes diferenciais tém para a fisica, este trabalho tem como objetivo
revisitar alguns métodos de solugao analitica estudados no curso de graduacdo para
duas das mais importantes equagdes diferenciais da Fisica: a equagdo de difusdo e a
equacdo de onda, com e sem a presenga de um termo de potencial, assim como comparé-
las. Dentre os métodos investigados, se encontram a funcdo de Green, transformada de
Laplace, transformada de Fourier e separacdo de varidvel, os quais sdo desenvolvidos
nos casos unidimensional e tridimensional para coordenadas cartesianas, cilindricas e
esféricas.

O que segue do presente trabalho estd organizado da seguinte forma. No capitulo
1, é apresentada uma revisao historica, tanto para as duas equagdes diferenciais citadas
anteriormente, quanto para os métodos que serdo utilizados no decorrer do trabalho.
Em seguida, no capitulo 2, é desenvolvida a teoria inicial dos métodos propostos, no
qual sdo tratados os fundamentos teéricos dos mesmos. Por fim, no capitulo 3, sdo
apresentadas aplica¢des dos métodos para solucionar casos relacionados a fendmenos
tisicos reais.



Capitulo 1

Historia das equac¢des, métodos e seus

autores

Este capitulo faz uma breve incursdo histérica de alguns dos grandes nomes da

Fisica e Matematica e autores de métodos e equagdes importantissimas para a Fisica.

1.1 Equacao de onda

Jean le Rond d’Alembert (1717-1783) foi um grande matematico francés que exerceu
muita influencia cultural em sua época. Em seus dias de colégio, inicialmente recebeu
uma educacdo voltada para o ensino cldssico, com pouco énfase na matematica e uma
énfase maior na retérica. Mais tarde em sua vida, apods rejeitar a carreira religiosa,
assim como os estudos de direito e medicina, decidiu dedicar-se a carreira matematica.
Estudou por conta prépria obras de Varingnon, Isaac Newton, L'Hopital e de outros
matematicos do seu periodo. Sua estreia no cendrio cientifico deu-se em 1739, ao
enviar para a Academia Francesa de Ciéncias a sua primeira comunicagdo versando
sobre problemas da matematica e fisica [5].

Seus estudos acerca da mecénica analitica foram de grande importancia e fornece-
ram contribui¢des para a realizagdo e desenvolvimento de grandes trabalhos na éarea,
como foi o caso do Méchanique Analitique de Joseph-Louis Lagrange, no qual o mesmo
faz uso do principio dos trabalhos virtuais', juntamente com o Principio de d’Alembert,
descrito por d’Alembert no Traité de Dynamique (1743) [5], e o Découverte d"um nouveau
principe de mécanique de Leonhard Euler, que faz uso do trabalho Recherces sur la Pré-
cission des Equinoxes et sur la Nutation de I’ Axe de la Terra Das le Systéme Newtonian, feito
em 1749 por d’Alembert, na qual ele demonstra a existéncia do eixo instantdneo de
rotagao [5].

Além dessas contribuig¢des, ao estudar o problema das cordas vibrantes, d’Alembert

10 termo "trabalhos virtuais"passou a ser utilizado mais recentemente (ver [5]).



deduz a equagdo de onda em 1746, cuja solugdo foi obtida em 1747 por ele mesmo [8].
Essa equacdo chamou muito a atencdo de grandes nomes como Leonhard Euler, Daniel

Bernouli (1700 - 1782) e Lagrange [8]. Tal equagdo pode ser escrita como

Pflx,t)  Pf(x, 1)

o o (1)



Para o caso unidimensional, a solugdo é dada por

u(x,t) = f(x+1t)+g(x—1t), (1.2)

sendo f e g fungdes arbitrarias. Como mencionado anteriormente, um ano depois de

divulgada tal solugdo, Euler formulou a equagdo em termos mais gerais, descrita por

Pfx,t) 282f(x,t).

e T 13)
Nesse caso, v é a velocidade de propagacado de onda [9] e a solugdo fica
u(x,t) = f(x +ot) + g(x — ovt), (1.4)

sendo f e ¢, novamente, fungdes arbitrarias.

1.2 Equacao de difusao e transformada de Fourier

Ao pensar na equagdo da difusdo o nome Jean Baptiste Joseph Fourier (1738 -
1830) é um dos primeiros que surge em nossas mentes. Fourier foi, além de politico
francés, um matemaéatico que iniciou aos treze anos seus estudos na area, tornando-se
um dos grandes matematicos franceses do século XIX [5]. Em novembro de 1801, ele
foi nomeado por Napoledo Bonaparte para prefeito do departamento de Isere, que fica
proximo a fronteira com a Itdlia, onde se dedicou a dois trabalhos académicos, sendo
um deles o Théorie de la Propagation de la Chaleaur dans les Solides [10].

Noano de 1807, ele submeteu a Académie des Sciences, de Paris, o trabalho supracitado
que descreve a difusdo de calor com base na equagdo de difusdo, para o caso de trés
varidveis espaciais, mostrando que o movimento de calor em uma esfera sélida pode

ser descrita, de acordo com sua notagao [5], por

7~ cp\ax T i (1.5)

dv K (dzv ZdU)

Para resolver tal equagdo, Fourier valeu-se do método de separagdo de variaveis,
inicialmente descoberto por Leibniz [4], o que o levou a uma solug¢do na forma de
séries trigonométricas infinitas, que ficaram conhecidas como séries de Fourier. Além
disso, ele também obteve solu¢des na forma integral, que vieram a ser chamadas de
transformadas de Fourier [10]. Porém, esse trabalho nao foi aceito como vencedor do
prémio oferecido pela Acedémie por conta de uma resisténcia por parte de Lagrange,
devido ao uso das séries e por motivos matemaéticos de convergéncia e periodicidade

algébrica [10]. Felizmente, anos mais tarde, uma versao revisada desse trabalho com-
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posta por duas partes, o Théorie des mouvementes de la chaleur dans les corps solides, que
venceu tal prémio e foi publicada em 1822, e a segunda com titulo Théorie physique de la
chaleur, que acabou nao sendo publicada [5].

Com isso, os trabalhos de Fourier chegaram ao conhecimento da comunidade ci-
entifica ap6s a publicacdo do supracitado artigo e os métodos utilizados por Fourier
passaram a ser aplicados em estudos ndo apenas ligados a condugédo de calor, sendo
alguns deles na area de eletricidade, teoria dinamica de gases, andlise da difusdo mole-
cular em liquidos e s6lidos e mais recentemente (comeco do século XX), na construcao
dos processos estocésticos [11]. Grandes nomes da ciéncia como Georg Simon Ohm
(1787 - 1854), William Thomson (Lord Kelvin) (1824 - 1907), Adolf Eugen Fick (1829 -
1901) e Albert Einstein (1879 - 1955) [12] utilizaram-se dos trabalhos de Fourier para
desenvolver suas teorias.

Dentre os nomes citados anteriormente, vale ressaltar o de Adolf Fick. Foi ele
quem desenvolveu leis fenomenoldgicas, ou seja, leis cujas proposi¢des referem-se a
propriedades e relacdes empiricamente acessiveis entre os fendmenos observados. Em
seu trabalho, ele usou como ponto de partida os estudos sobre difusdo de sais em dgua
de Thomas Graham (1805 - 1869) e fez uma analogia do mesmo com os estudos de
conducdo de calor de Fourier e a teoria de condutividade elétrica de George Ohm [12].
Sendo assim, Fick realizou seus estudos desconsiderando a atuacdo de forgas externas
e descreveu duas leis que mais tarde foram nomeadas como primeira e segunda lei de

Fick, em sua homenagem. A primeira lei de Fick diz que [12]:

1° Lei de Fick - A taxa de difusdo para espécies quimicas em uma solugdo aumenta
com a diferenga na concentracio entre duas regioes adjacentes. Essa diferenca atua
como uma forca motriz para o movimento espontineo das particulas do soluto na
direcdo da regido de menor concentragio.

Matematicamente, podemos expressar a lei de Fick para o caso tridimensional,

como [12]

J = -DVp. (1.6)

Ao aplicar o divergente na equagao anterior (considerando D constante) e combinar
o resultado com a equagdo de continuidade (equacdo que expressa a conservacao de
matéria) dada por [12]
%P i vy=0 (1.7)
— + = , .
or V)

obtém-se a equagdo de difusao usual na da forma

8p_

5 = Vp. (1.8)
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Essa equagdo pode apresentar alguma fonte ou sumidouro de particulas, adquirindo
a forma geral descrita como [12]
)
a—‘? = V?p + fonte, (1.9)

sendo fonte uma funcdo da posicdo e do tempo.

1.3 Separacao de variaveis

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), filho de Friedrich Leibniz e Catharina Sch-
muck, nasceu em Leipzig, Alemanha. Ingressou na vida académica através da Univer-
sidade de Leipzig com 14 anos e completou seu doutorado em direito na Universidade
de Altdorfem, defendendo uma tese intitulada De Casibus Perplexis in Jure, quando
tinha 20 anos [13]. O mesmo também estudou direito, teologia e matematica, sendo
autodidata nessa tltima disciplina.

Leibniz chegou a ser convidado para integrar o corpo docente da Universidade de
Altdorf; porém, preferiu ingressar no servigo ptiblico como diplomata, sob o patronato
do bardo Johann Christian Von Boineburg (1622-1672), passando a maior parte de sua
vida viajando pelas capitais europeias em missdes politicas [13].

Juntamente com Isaac Newton (1642-1727), deu os primeiros passos para o desen-
volvimento do célculo diferencial e integral, que hoje sdo indispensédveis em todas as
areas da ciéncia. Foi um dos maiores estudiosos do século 17 e contribuiu muito com
a fisica e a matemadtica de sua época. Tanto Leibniz quanto Newton aplicaram suas
descobertas matematicas na mecanica; porém cada um com sua vertente de visdo fisica
do mundo [11]. Newton com sua abordagem mecanicista influenciou outros grandes
estudiosos como Laplace. Por outro lado, Leibniz com sua abordagem dindmica, teve
seguidores como Euler, Lagrange e Hamilton [11]. A diferenca desses pontos de abor-
dagem reside no fato de que o primeiro propde que o conhecimento das forcas e dos
momentos do sistema (quantidade vetoriais) determina completamente seu comporta-
mento. Em contrapartida, o tltimo sugere que é possivel descrever o mesmo sistema
conhecendo o trabalho (energia) e a agdo, as quais sdo quantidades escalares [11].

Por fim, dessa rdpida perspectiva histérica sobre uma das maiores mentes da huma-
nidade, entre algumas das contribui¢des matemadticas devidas a Leibniz encontram-se
a descoberta do método de separagdo de varidveis, a redugdo de equagdes homogéneas
a equagdes separdveis e o procedimento para resolver equacdes lineares de primeira
ordem, além de que, como descreve James Stewart [14], ele procurou desenvolver uma
l6gica simbolica e um sistema de notagao que simplificassem o raciocinio 16gico, dando
origem a sua notagdo para derivada e integral. Uma prova de seu sucesso é o fato de

que a mesma continua a ser utilizada até os dias de hoje.



1.4 Transformada de Laplace

Pierre-Simon Laplace (1749-1827) foi um francés astrénomo, matematico e fisico.
Nascido em Beaumont-en-Auge, cidade da Normandia, desenvolveu o seu interesse
por matemaética enquanto estudava teologia na Universidade de Caen [15]. Tornou-se
professor na escola militar de sua cidade natal e posteriormente professor na Academia
Militar de Paris. Também foi eleito para a Academia de Ciéncias de Paris em 1773 e
obteve grande destaque com seu trabalho Traité de mécanique celeste.

Ele, parafraseando Roberto Evangelista [5], foi um simbolo da procura da estabi-
lidade solar, que surgiu durante o século XVIII. Obteve conclusdes a partir de seus
estudos sobre o problema celeste de trés corpos usando uma andlise perturbativa que
desprezava termos de segunda ordem (ou mais elevados) de massa e admitia pequenos
valores para a excentricidade da 6rbita dos planetas.

Laplace foi um seguidor da abordagem mecanicista de Newton, mas também in-
corporou outras teorias aos seus estudos [5]. Entre elas, encontram-se a teoria do
caldrico, teorias de fluidos imponderéveis associados a luz, a eletricidade e ao magne-
tismo [5]. Também estudou problemas de calculo integral, cosmologia, probabilidade,
tisica matemadtica, velocidade do som, entre outros. Em 1810, Laplace desenvolveu um
método integral que ele utilizou na drea da probabilidade, chamado posteriormente
de transformada de Laplace em sua homenagem [15], que, curiosamente, s6 passou a
ter aplicagdo em equagdes diferenciais posteriormente [4]. Além disso, ele trabalhou
com uma equagdo diferencial em conexdo com estudos de atracdo gravitacional [4],
que ficou conhecida como equacado de Laplace em sua homenagem. Vale ressaltar que
a equagdo de Laplace passou a ser utilizada em toda fisica matematica e que até hoje

possui um papel fundamental na fisica.

1.5 Funcao de Green

Nascido em Sneinton, condado de Nottinghamshire, Inglaterra, no dia 14 de Julho
de 1793, George Green foi um fisico e matematico autodidata que se consolidou como
um grande nome para o meio cientifico. Em 1801, foi matriculado na escola Robert Go-
odascre’s Academy, onde permaneceu apenas dois anos e meio, e que posteriormente
teve como tutores dois matematicos que foram diretores da Nottingham Grammar
School, o reverendo John Challand Forrest e John Toplis.

Em 1821, Green publica um ensaio chamado Essay on the Application of Mathematical
Analysis to the Theories of Electricity and Magnetism, que segundo William Thomsom
(Lord Kelvin), o fez durante os intervalos do trabalho que exercia no moinho do seu
pai [16]. Nesse trabalho, Green desenvolve estudos matemadticos sobre integrais de
volume e técnicas de resolugdo de equacgdes diferenciais, entre elas as chamadas pri-



meira férmula de Green e o teorema de Green ou segunda férmula de Green, além
do método das funcdes de Green. Ele também generaliza estudos de eletricidade e
magnetismo feitos por Siméon-Denis Poisson [17], nos quais ele usa o termo potencial
para a eletricidade, sendo considerada a primeira vez que esse termo foi citado no meio
cientifico.

Com 40 anos, Green decide ir para a University of Cambridge para ter uma formacao
mais completa em matemadtica, graduando-se em 1837. No ano de 1832, ele envia
para Sir Edward Bromhead o seu trabalho entitulado como Mathematical Investigations
Concerning the Law of the Equilibrium of a Fluid Analogous to the Electric Fluid with other
similar researche. Bromhead, que ja possuia conhecimento de seu primeiro ensaio, envia
para seu amigo William Whewell os dois trabalhos de Green para que esse trabalho de
1832 fosse apresentado na Cambridge Philosophical Society, sendo esse publicado em 12
de novembro de 1832 e impresso no Transactions of Cambridge Philosophical Society vol V,
1833 [16]. O revisor foi Robert Murphy que também recebeu uma cépia do ensaio de
Green. Murphy publicou um artigo que citava o ensaio de Green, artigo que foi lido
por William Thomsom em 1842. Apenas em 1845, Thomsom adquiriu uma cépia do
ensaio de George Green. Apoés isso, Thomsom destacou em uma nota introdutéria da
revista Journal fur Mathematic, que investiga¢des feitas inicialmente por Green foram
encontradas em trabalhos independentes de autores posteriores a Green. Fica nitido
que Thomsom procurou divulgar os trabalhos de Green assim que tomou conhecimento
dos mesmos. Em 1840, George Green retorna a sua cidade Natal, acabando por falecer
em 31 de maio de 1841.



Capitulo 2

Métodos de solucao analiticos para

equacoes diferenciais

Este capitulo busca desenvolver e apresentar os métodos que serdo utilizados para

resolver as equacdes diferenciais do préximo capitulo.

2.1 Alguns conceitos e definicOes

Antes de darmos inicio aos métodos, é interessante retomarmos algumas classifica-
¢Oes e defini¢des sobre condi¢des de contorno e equagdes diferenciais. A primeira delas
é a definicdo de uma equagdo diferencial geral que, como descreve James Steward [18],
é uma equagdo que contém uma func¢do desconhecida e uma ou mais de suas derivadas.

Uma equacdo diferencial contém uma funcdo de uma ou varias varidveis inde-
pendentes entre si, deste modo, classifica-se uma equagdo diferencial como equagdo
diferencial ordinaria (ou EDO) caso a mesma contenha uma funcdo de uma variavel.
Definimos como equacdo diferencial parcial (ou EDP), uma equagdo que envolva uma
funcdo de duas ou mais varidveis. Além disso, define-se como grau de uma equagdo
diferencial o valor para o expoente da derivada de mais alta ordem da equagéo [18].

Quando uma equagdo diferencial de ordem n possui uma solugdo analitica, essa
solugdo é definida como solugdo geral se a mesma fica dependente de n constantes.
Caso sejam fornecidas as condi¢des de contorno do problema, temos entdo a solugdo
particular, uma vez que se definem as n constantes.

Sendo assim, para problemas envolvendo EDOs, o mesmo fica completamente
descrito se nos for dado o valor inicial da fungdo em um ponto e for possivel obter uma
funcdo que substituida na equagdo em questdo a satisfaga. Tal problema é chamado de
problema de valor inicial (PVI) [4].

De maneira semelhante, para um problema descrito por uma EDP, o mesmo fica

completamente descrito se nos forem dadas as condi¢des de contorno do problema e
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for possivel de obter uma fun¢do que substituida na equagdo a satisfaca.

De modo geral, as condi¢des de contorno se apresentam de trés formas:

e Condigdo de contorno de Cauchy: valor da fun¢do e sua derivada no contorno;
e Condicao de contorno de Dirichlet: valor da fun¢ao no contorno;

e Condicao de contorno Neumann: valor da derivada da fun¢do no contorno.

Por fim, vale ressaltar que a condigdo inicial nada mais é que um tipo especial de

condi¢do de contorno [7].

2.2 Separacao de variavel

O método de separagao de varidvel tem como ideia separar uma equagéo diferencial
parcial (EDP) em n equagdes diferenciais ordinarias (EDO) com 1 — 1 constantes associ-
adas a essas equagdes, de modo que n é do ntimero de varidveis presentes na EDP. Essas
constantes sdo determinadas pelas condigdes de contorno que o problema apresenta.
O motivo para trabalhar com EDOs se baseia no fato de que resolver uma equacao dife-
rencial que envolve apenas em uma varidvel é mais facil. Além disso, nessa abordagem
inicial iremos trabalhar com coordenadas cartesianas unidimensionais para uma EDP,
que no caso serd a equacao de calor.

Portanto, a equagdo do calor unidimensional em coordenadas cartesianas é dada

por
Pfect)  10f(x)

o2 D ot '’

sendo D o coeficiente de difusdo, considerado constante nesse caso. Em seguida,

2.1)

fazemos a seguinte imposicdo para a fungdo solugdo da EDP
flx,t) = X()T(#), (2.2)

a qual caracteriza o método de separacdo de varidvel.

Substituindo essa expressdo na equacdo da difusdo, temos

> (XMT(EH) _ 1dXXT(H))

ox? D ot ’
PX(x)  X(x) dT(b)
T®) dx> D dt’ (2.3)

1 dX(x)  X(x) dT(t)
X(x) dx2  DT(t) dt

(04 (84
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Ambos os lados da equagdo devem ser igualados a a porque a igualdade entre
duas fungdes, sendo cada uma fungdo de uma varidvel independente da outra, s6 se é
possivel se ambos os lados forem constantes [19]. O préximo passo consiste em resolver

as EDOs separadamente, isto é,

dZX(Zx) — axX(),
g;{ o (2.4)
7 = OéT(t)

Essas equagdes tém como possiveis solugdes as seguintes fungdes:

a >0 temos solucdo dotipol X(x) = A V& 4 BemxVa
X(x) =4 a=0 temossolugdodotipoll X(x)=Cx+D , (2.5)
a <0 temos solugdo do tipo Il  X(x) = Ee* V& 4 Fe~ixVa

a>0 temos solu¢do do tipol” T(t) = A’e! +B'e™™
T(t) =9 a=0 temossolugdodotipoll’ T(t)=C , (2.6)
a <0 temos solugdo do tipo III" T(t) = E’e"* + F'e™™

sendo A, A’, B, B, C, C’, D, E, E’, F e F’ constantes. Além disso, o sinal de « e,
consequentemente, o tipo de solugdo descrito acima, ficam condicionados ao tipo de
condicdo de contorno descrita no problema. Caso tenha-se condi¢des de Dirichlet para
valores finitos, analisando apenas a varidvel espacial, a solugdo do tipo III é a indicada.
Por outro lado, se for fornecida condi¢des de Dirichlet para valores infinitos, novamente
fazendo o exemplo da varidvel espacial, o tipo de solucdo indicado é o I. Esse tipo de
andlise é valido para a qualquer varidvel da fun¢do f e também deve ser feita para os
outros tipos de condi¢do de contorno (Neumann e Cauchy).

Existe uma maneira mais comum de se abordar a equagédo 2.3, que consiste em usar
a constante —a? no lugar de a para néo se usar a raiz quadrada que surge nas solugdes
X(x) e T(t), de modo que os possiveis tipos descritos para a solugdo de X(x) e T(t)
continuam os mesmos, uma vez que sdo as condi¢des de contorno que condicionam
o tipo de solugdo e o valor de a, e ndo o contrdrio. De qualquer modo, ambas sdo
equivalentes, pois «a foi introduzida como uma constante arbitraria.

Uma vez que se sabe o tipo de solugdo que teremos em nas expressdes 2.5 e 2.6,
basta substituir os resultados na equagdo 2.2 para obtermos a solucdo particular da

EDP. Sendo assim, para uma solugdo do tipo I das equagdes supracitadas, ficamos com

12



a solugdo particular dada por

flx, 1) = X(0T(t),
= (Ae“ V¥ + BVE) (A% + Ble™), 2.7)
— AA/exVEHa +AB/eX\/E—ta + BA/e—X\/EHa + BB/ex\/E—ta.

Além disso, a solugdo geral se escreve como

flx,t) = Z [Aaex‘/a”“ + Dyt Vorte 4 C gmxVatta 4 B o ‘/E_t“] . (2.8)

a=1

Por fim, obtemos os coeficientes A, = AA’,B, = BB’,C, = BA’ e D, = AB’ fazendo o
uso das condig¢des de contorno na expressao acima e realizando operagdes algébricas
como o “truque de Fourier”, assim descrito por Griffiths [20]. Esse procedimento é
valido porque a equacdo de difusdo é uma equacao linear e, ao encontrar uma solugao
para a mesma, ou seja, a solugdo particular, temos que uma combinagdo linear dessa
solucdo também serd solugdo da equacdo 2.1, uma vez que encontre os coeficientes
dessa combinacao [4].

O motivo desse tltimo procedimento se dé pelo fato de que a solugdo obtida pelo
método de separagdo de varidveis é restritiva, ja que partimos do pressuposto de que
a funcdo principal f(x, t) possa ser escrita como foi na equagdo 2.2; portanto, para uma
solugdo qualquer se faz uso desse recurso.

2.2.1 Método de separacao de variaveis para o caso 3D em coordena-

das cartesianas

A generalizacdo para o caso tridimensional em rela¢do ao espaco do método de sepa-
ragdo de varidveis em coordenadas cartesianas segue analoga ao caso unidimensional.
Nesse caso, a equacado de difusdo toma a forma

19f(x,y,2,1)

2 -

V2,0 = 5= (2.9)
De modo que impomos uma solucdo do tipo

£061,2,8) = XYW ZET(E), (2.10)
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conduzindo a

_ 10X@YWZE)T(E)

V2(X(X)YW)ZE@)T(®) = 5 pn ,
d>X(x) d*Y (y) d*Z(z) 1.dT(t)
1 d*X(x) 1 d*Y(y) 1 d°Z(z) _ ldzT(t)
X(x) dx? Y(y) dy? Z(z) dz2 D dt ’
1 d*X(x) 1 d*Y(y) 1 d*Z(z) _ ldzT(t)
X(x) dx>  Y(y) dy*  Z(z) dz2 D dt
[
_az —(X2
(2.11)
Assim, temos a seguinte EDO na variavel ¢
a1 _ —a?DT(t). (2.12)
dt
Da equagao 2.11, repetimos o processo, ou seja,
1 d*X(x) _ 1 d*Y (y) 1 d*Z(z) 2 (2.13)
X(x) dx>  Y(y) dy? Z(z) dz? ’ '
_ﬁz _ﬁZ
gerando a EDO em x
d*>X(x) )
e —B~X(x). (2.14)
Da equagdo 2.13, temos ainda
1LY 1 P2,
) dp |z az P 21
2 —?
da qual obtemos a EDO em y
TYG) _ 2y, (2.16)
dy?
Por fim, da equagdo 2.15, temos
2
L A2@ g (2.17)
Z(z) dz?
S——— 2

da qual obtemos a EDO em z
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d*Z(z)
dz?

Portanto, mais uma vez temos que cada igualdade s6 é valida se ambos os lados

= —n*Z(2). (2.18)

forem iguais as constantes de separacdo usadas. Sendo assim, a obtenc¢do da solugdo
particular e geral se da de forma analoga a desenvolvida para uma dimensao, ou seja,
a solugdo particular é obtida substituindo-se as solu¢des separadas de X(x), Y(y), Z(z) e
T(t) na equagdo 2.10 e a solugao geral fica

flx,y,z,t) = i i i Xx)Y(y)Z()T(#). (2.19)

a=1 p=1 y=1

Novamente, obtemos os coeficientes relacionados com as constantes de separagdo «, f8
e ) recorrendo as condi¢des de contorno e utilizando de operagdes algébricas para tal.

Sendo assim, a generalizagdo é condizente com o caso unidimensional, uma vez
que obtivemos quatro EDOs para as quatro varidveis da funcdo f, com trés constantes

envolvidas.

2.3 Transformada de Fourier

A transformada de Fourier é uma transformada integral. Uma transformada inte-
gral genérica é dada por [7]

g(a) = f F(HK(a, Hdt, (2.20)

sendo g(a) a transformada da fungdo f(t) pelo ntcleo K(g,t) [7]. Tal transformada é

linear se f(t) = c1 fi(t) + c2 fo(t). Nesse caso, temos

g(a) = f[clfl(t) + c2 fo(t)]K(ax, t)dt,
= fC]f](t)K(a, t)dt + fCZfZ(t)K(a, t)dt,
=0 ffl(t)K(a, t)dt +C ffz(t)K(a, t)dt,

= 0181(a) + ©282(a).

(2.21)

Sendo assim, uma transformada integral, como o préprio nome sugere, faz uma
passagem de uma funcdo, que no caso é a f(t), de um espaco t qualquer para uma
funcdo em um espacgo a qualquer, por meio de um ntcleo que pode assumir vérias
formas, desde que haja convergéncia.

A vantagem de se trabalhar com uma operacédo desse tipo se justifica porque existem
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facilidades de fazer operagdes matematicas em alguns espagos do que em relagdo a ou-
tros, obtendo-se mais facilmente respostas para o problema envolvido. Portanto, uma
vez obtidas essas respostas nesse espaco da transformada, basta fazer a transformada
inversa, uma vez que ela exista, para obtermos a solugdo no espaco inicial [7].

Com isso em mente, podemos aplicar transformadas integrais para resolver equa-
¢oes diferenciais, procurando assim um meio de resolver com mais facilidade as mes-
mas. A figura (2.1), retirada do livro Arkfen [7] ilustra muito bem o objetivo de se fazer

0 uso de tais transformadas.

Solugdo relativamente ficil .
Problema no ¢ Solugdo no espaco
espaco da transformada da transformada
A
Transformada Transformada
integral inversa
A
Problema Solugio dificil Solugdo do

original ~ |7TTTTTTTTTTTTTTTTOT R problema original

Figura 2.1: Ilustracdo do uso de transformadas integrais para solucionar equagdes
diferenciais. Figura retirada do Arkfen [7].

A transformada de Fourier provém das séries de Fourier, nas quais se faz uma
representacdo por séries de uma fungdo peridédica em uma faixa infinita. Assim como
no livro Arkfen [7], podemos fazer um desenvolvimento formal e ndo rigoroso a partir
das séries de Fourier para obtermos sua transformada. Nas séries de Fourier de uma

funcao peridédica com periodo arbitrario, temos

flx) = % + Z.:: (ancos (?) + b, sen (%)),

a, = %f_iLf(t)cos(%)dt
b, = %f_Lf(t)sen (%)dt

(2.22)

Sendo! =

Para tornar essa série periddica em uma ndo periddica, basta supor que o periodo L
tenda a infinito, conforme ilustra a figura (2.2).

Com isso e levando em consideragdo que a f(x) deve ser integrdvel [7], ficamos com

f(x) = lim [% f z fydt| + lim i [ancos(?) ; bnsen(%)], (2.23)
- 1

na qual o primeiro termo, 4y, vai a zero pois a integral é finita. Em seguida, fazendo as

substitui¢des da equacgdo 2.22 para 4,, b, e também w = "%, além de usar a identidade

! f(t) ¢ a mesma fungio f(x) uma vez que x é a varidvel muda nessa expressao.
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X

Figura 2.2: Fungdo periddica f(x) no limite em que seu periodo tende a infinito. Figura
retirada do Arkfen [7].

cos(a — b) = cos(a)cos(b) + sen(a)sen(b), obtemos

=1 — t —b)dt]|. 2.24
fx) = lim [Z - f fit)eos (@(ex =) ] (2.24)
Sendo assim, uma vez que Aw = @ — "% = I, ao substituir esse resultado na

expressdo anterior obtemos

. > Aw [T
f(x) = %1_{?0 [21‘ — IL f(t)cos (w(x —t)) dt] , (2.25)
a qual, para o limite dado ?, toma a forma

flx) = %jo‘ da)]: f(t)cos (w(x —t))dt, (2.26)

que também pode ser reescrita quando desenvolvemos o cosseno, isto é,

flx) = % ‘fo ) [A(w)cos(wx) + B(w)sen(wx)] dw,

A, =1[ O; cos(wt)dw (227)

B, = 1f_°:osen(a)t)da) '

T n

Sendo = {

A série de Fourier também pode ser representada na forma exponencial. Tal forma

é descrita por
0 i L .
f) = XL cue™ com ¢, =5 [ f(t)edt. (2.28)

Partindo desta forma, podemos desenvolvé-la para a sua forma integral, que tem o

2No limite L — o0, 0 termo };° Aw se torna fooo dw.
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mesmo significado da relagdo 2.26. Tomando novamente o limite de L indo ao infinito

para a expressdo 2.28 e usando novamente Aw = %, temos

[ —iwx L )

. . —iwaw : iwt
0 = im |3 50 [ s dt], 29)
fx) = % f %y f Fyedt,
—c0 —o0

(*)

que, enfim, resulta na forma mais padrdo de uma transformada, na qual o termo
marcado com (*) na expressdo anterior é conhecido como a transformada de Fourier.
Vale ressaltar, que o sinal nas exponenciais da tltima expressdo pode ser trocado de
acordo com a forma escolhida para representar a equagdo 2.28, sendo cos[w(x — t)] ou
cos[w(t — x)]; porém, qualquer uma das representagdes estd correta.

A equacgdo 2.29 nos fornece um resultado interessante. Ela contém uma transfor-
mada integral, chamada de transformada de Fourier em homenagem ao mesmo, que
tem como ntcleo o termo exponencial positivo ¢!. Além disso, obtemos automatica-
mente a sua inversa que apresenta como nucleo o termo exponencial negativo e™*,
de modo que a func¢do f(x) foi inicialmente levada ao espago das transformadas por
meio da transformada de Fourier e depois essa f(f) retorna, por meio da inversa, para
o espago real x. Sendo assim, qualquer fungdo ndo periddica que cumpra os condigdes
de Dirichlet e seja absolutamente integravel, pode ter sua representagdo na forma da
equacao 2.29.

O préximo passo é utilizar a transformada em equagdes diferenciais. A vantagem de
usar a transformada de Fourier para representar fungdes ndo periédicas em equagdes
diferenciais fica clara quando calculamos a transformada de Fourier para a derivada

de f(x). Assim, temos para a primeira derivada que

— 1 - df(X) iwx
g1(w) = \/Ej—‘oo I e“Ydx,

P e (2.30)
— _ iwxd
$@= 5., Vo | s

na qual o primeiro termo da dltima equagdo se anula uma vez que f(x)° vai a zero nos

31sso deve ser verdade para que haja a convergéncia da transformada.
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limites. Portanto, ficamos com

g1(w) = f f (x)e'“*dx. (2.31)

Para a segunda derivada, temos

d2
(@) = \/_ f f x) ¢y,

v df@7 e (7 df)
B |

cujo primeiro termo da tltima equagdo é nulo pelo mesmo argumento usado no caso

(2.32)

(w) = e¥dx,

da primeira derivada. Desse modo, o resultado final fica

© Jf(r)
$(w) = —(iw) \/12_71 I N {iix)e“‘”‘dx, (2.33)

ou seja, retornamos ao caso da primeira transformada g1(w) a menos de um fator —(iw),

que, ao integrarmos novamente, ird retornar o mesmo fator, ficando com

2
gz( ZCU) f f(x)elwxdx (234)

Sendo assim, ao analisarmos os resultados de 2.34 e 2.31, fica evidente que podemos

generalizar o resultado para a transformada da n-ésima ordem da derivada de f(x) como
(@) = (~iw)"g(w). (2.35)

Desse modo, ao aplicarmos a transformada na equagdo da difusdo, por exemplo,

- iwx azf (x’ t) 1 = iwx
j:ooe 2 dx = D j:ooe f(x, t)dx,
10

obtemos

” iwx aZf (x’ t) — ” iwx (2 36)
j: ) e % dx = Dot ~ e f(x, t)dx,
(—iw)*F(w, t) F(w, t)

que resulta em uma EDO de primeira ordem na varidvel ¢, uma vez que a derivada
parcial em t sai da integral pois ndo temos nenhuma derivada em relacdo a w [7], ou
seja,

dF(w, t)

(-iw)*DF(w, 1) = —

(2.37)
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cuja solugio é F(w, t) = Ce D!
Caso seja fornecida uma condigdo inicial, podemos obter a constante C que na

verdade é uma func¢ao de w, isto €,
F(w,0) = F(w) = C(w). (2.38)

Por fim, com todos esses resultados em maos, podemos resolver a transformada inversa

e obter a expressdo para a fungdo f(x, ) no espago real, resultando em
1 ” —iwx ,w?Dt
flx,t) = o= Clw)e "™ e "dw. (2.39)

2.3.1 Método de transformada de Fourier para o caso 3D em coorde-
nadas cartesianas
A generalizacdo tridimensional em coordenadas cartesianas para a transformada

de Fourier toma forma quando se representa os termos exponenciais do ntcleo da

transformada como vetores. Fazendo isso, temos

- 2 2 A
@ = Wil + wy] + w.k,
w* = W+ cui + @?, (2.40)
- 4 2 2
¥ =xi+yj+zk.

Aplicando a transformada na equacdo de difusao, temos

fffvzf(x y,z,0)e® 7 dxdydz = fff of . y,z ) ¢ 7 dxdydz . (2.41)

parte 1 parte 2

Da parte 1, tem-se

fff(azf(x Y.z, t) + 82f(x Y,z t) " azf(x y/Z t)) i@- rdxdydz —

2%y
s ,Z,t 82 2zt
fff f(xyz TIGHED @7 pdyaz s . fff f(xyz TIOYED @7 fgya,. (242)
——
parte 1.2
parte 1.1 parte 1.3
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Da subparte 1.1, ficamos com

00 ] 00 ] 00(92 Y, ,t ]
f eleZde ela)yydyf f(-);zzz )eza}Xdel

o0 0o o0 (2.43)
= (—iw,)? f e dz f e“vdy f f(x,y,z, t)e“"dx,
que resulta em
(_iwx)zF(w/ t)/ (244)
com . . .
F(w,t) = f e dz f eiwyydy f flx,y,z, P dx, (2.45)

sendo F(w, t) a transformada de Fourier para a funcédo f(x, y, z, t).
Repetindo o processo feito para as subpartes 1.2 e 1.3 e somando com o resultado
obtido da subparte 1.1, obtemos

(—iwy)*F(w, 1) + (—iwy)*F(w, ) + (-iw.)*F(w, t) = (—iw)*F(w, t). (2.46)
Por sua vez, a parte 2 fica
10

Por fim, igualando as partes 1 e 2, obtém-se

’F(w, t) = %F(w, t), (2.48)

com solucao
F(w, t) = Ce“"™". (2.49)

Como esperado, essa generalizacdo leva a um resultado muito similar com o caso
unidimensional, no qual obtivemos uma EDO de primeira ordem em relagdo a varia-
vel temporal. Por fim, similarmente ao caso unidimensional, a solu¢do para a EDP
da equagdo de difusdo é encontrada quando se usa a condigdo inicial, que nos per-
mite encontrar a expressdo para C(w) e substitui esses valores de F(w,t) e C(w) na a
transformada inversa de Fourier, resultando em

(x,1,z,1) = 1 Clw)e” e 7 dw,dw,dw,. (2.50)
Y @n) y
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2.4 Transformada de Laplace

A transformada de Laplace tem como forma mais utilizada a expressao

g(s) = j; f(te'dt, (2.51)

conhecida também como a transformada unilateral de Laplace por conta de seu limite
de integracdo inferior ndo conter o termo —co.

Diferentemente da transformada de Fourier, a transformada de Laplace busca tra-
balhar com fun¢des mais abrangentes. Para transformadas de Fourier, vimos que uma
das principais restri¢des era de que a funcao a ser transformada deveria ser integrével.
Para transformada de Laplace, f(t) ja ndo precisa seguir tal condicdo. No entanto, é
necessdrio impor duas condi¢des. Uma para cada valor do limite de integracdo e que,
tisicamente, sdo geralmente cumpridas, para que a transformada exista. A primeira
delas, para o limite superior, é impor que exista uma constante sy que garanta a con-
vergéncia da transformada no limite em que t tende a infinito. Logo, no caso em que

j;]m f(t)dt diverge, podemos garantir que existe um valor M qualquer e finito tal que
f®

Esot

valida [7]. A segunda restricdo é de que f(t) ndo possua um ponto de singularidade

< M. Portanto, temos que para todo valor de s > s, a equagdo 2.51 se tornard

forte em t = 0. Desse modo, definimos as duas restrigdes para que a transformada de
Laplace de f(t) exista.

Assim como foi ilustrado na segdo 2.3, a utiliza¢do da transformada de Laplace para
resolver equagdes diferenciais torna-se visivel quando aplicamos a mesma em uma

derivada da funcdo f(t), ou seja,

I {0
g(s)—j; e o dt,
;°+st f(t)etdt,

=[fte0)=5 - F@11] + 5F),
= —f(O) + SF(S)/

= S (2.52)

na qual o primeiro termo da pentltima equagdo vai a zero porque se faz uso da condic¢do

imposta para s que foi definida no comego dessa segéo.
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O mesmo pode ser feito para a derivada segunda de f(¢), isto é,

© JdAf(t
0= [ et

_df  ” “df)
= 76 . +S>fo‘ 76 dt,
df(t af(t “df(t
es®  dt x=c0 eO dt x=0 0 dt (253)
_ 4B f i) (t)esfdt
Cdt | o dt ’
~—_——
caso para derivada de ordem 1
af(t
_ 40 — s£(0) + $2E(s).
at |,

Portanto, vemos que a transformada de Laplace também reduz o grau de transcen-
déncia da funcdo, s6 que nesse caso o resultado é uma equacdo algébrica linear que,
como esperado, pode ser obtida para qualquer que seja a ordem da derivada de f(t).

A generalizacdo para n-ésima derivada de f(t) fica expressa por [7]

d"1F(s)
ds

¢(s) = [s"F(s) = s" 'F(0) — ... — . (2.54)

Infelizmente a sua inversa ndo é tdo simples como no caso de Fourier. Porém,
podemos obté-la mesmo assim como segue. O primeiro passo para chegarmos a tal
representacdo, de maneira semelhante a realizada no livro do Arkfen [7], é representar

uma funcdo j(t) por meio das integrais de Fourier,

HOf (e = j(b), (2.55)

sendo H(t) a funcdo Heaviside e a > 0 e real. Além disso, vale mencionar que f(t) pode
ou nao ser integravel, condigdo essa que a transformada de Laplace permite.

Temos agora que impor uma restri¢do necessdria para a fungdo j(t). Obviamente,
a mesma precisa ser integravel nos limites de 0 e +co que aparecem na transformada
de Laplace; portanto, fazemos com que no limite para t indo ao infinito, f(t) deve
crescer mais lentamente do que o termo em exponencial. Fisicamente isso geralmente
é possivel uma vez que o valor de a é arbitrario e pode ser escolhido para cumprir tal
condi¢do. Essa imposi¢do pode ser resumida pela expressao

lim j(t) = lim [H® f(Be] =0. (2.56)

t—+oo

Em seguida, obtemos a transformada de Fourier para j(t), ou seja,
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o(@) = f ite“rat,
= f ) H(t) f(He e ™ dt,

= fo f(t)e e ' dt, 2.57)
. —

— f f(t)e—t (za) + a)dt,
0

= f f(t)e™dt,
0

e sua inversa fica
ity = Hit) f(t)e™ = % I g(s)e“ dw. (2.58)

Ao dividirmos ambos os lados da equagédo anterior por ™, o termo exponencial na
transformada fica

iwt+at — 5t

e e

e a equagdo resultante toma a forma

j(t):% f g(s)etdw. (2.59)

Por altimo, fazendo a troca de varidveis dw = ids que, consequentemente, muda os

limites de f_ o; para jj_ j:o, obtemos

1 +ico
i(t) = — s)e’ds, 2.60
=m0 (2.60)
a qual define a expressdo para transformada inversa de Laplace. A mesma é conhecida
como integral de Bromwich ou integral de Fourier-Mellin. Vale comentar, novamente,
que f(t) ndo precisa ser integravel e deve estar definida para valores maiores ou iguais

a zero. A constante arbitraria a deve ser escolhida de maneira que seja valida a relagdo
}im f(he ™ =0, (2.61)

satisfazendo as restri¢des expressas no comego dessa segéao.

Além disso, com a mudanga de varidvel dw para ds, a transformada inversa passa
a ser uma integral no eixo imaginario, ou seja, “giramos a linha de integracdo usando
ds = idw. O caminho tornou-se uma reta vertical infinita no plano complexo [...]”,

conforme descreve Arkfen [7].
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Portanto, podemos, enfim, aplicar a transformada de Laplace para uma equacdo

diferencial. Como exemplo, para a equacdo de onda unidimensional temos

P f(x, t * P f(x, t
0 ox? 2 ot?
(2.62)
_ofwh —5£(0,t) + s*F(s, 1) = la—21-"(5 t)
ox o 1O, o

para a qual, caso sejam sdo forcenidas as condi¢des de contorno do tipo de Cauchy para
a fungdo f(x,t), pode-se usar dos mesmos argumentos usados na equacgdo da difusdo
resolvida pela transformada de Fourier, que culminou em uma EDO de segunda ordem.

Se esse for o caso, teremos uma equagdo diferencial ordinaria de segunda ordem

parecida com a que foi encontrada por este tiltimo método, ou seja,

102

;ﬁF(S, t) = v*s°E(s, 1), (2.63)

com solucgao
F(s, t) = Ae™ + Be™™", (2.64)

cuja transformada inversa é dada por

1 +ico
et =5~ f (Ae™ + Be™™") e™ds, (2.65)

sendo os coeficientes A e B definidos pelas condigdes de contorno apropriadas para a
variavel t.

24.1 Método da transformada de Laplace para o caso 3D em coorde-
nadas cartesianas

A transformada de Laplace tridimensional em coordenadas cartesianas para a equa-

¢do de onda fica descrita quando se usa a notagdo vetorial parase o7, isto é,

d o 2~ B

§ =s5;i+5,] +5k,

2_ 2,2, 2

§" =8y +s,+5, (2.66)

v d ~ 2 2
7 =xi+yj+zk.
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Logo, ao aplicar a transformada de Laplace a equagdo de onda, tem-se

1 *f(x,y,z,t)
sz(x Y,z t) —ZT,

fff VA£G y, 2t T dxdydz = f f f 7 (J;g’z D 37 draydz (2.67)

parte 1 parte 2

Da parte 1 temos

fff(azf(x ,y,2,1) 82f(x y,Z H 92f(x %Z t)) 7 dxdydz =

fff P’ f(x, y,z D 27 g0 dyizs fff aZf(x y,z h s 7 dxdydz. (269

subparte 1.2
subparte 1.1 subparte 1.3

Da qual resolvemos a subparte 1.1 fazendo

o o 0082 Y, ’t )
f 0% 1z f eVdy f Melsxxdx
,z,t
f lsZZde 1syydyf |xf(x Y, z, t)elsx Sxf(o Y,z t f xa]/ z, )) ]dx/
0

que se assemelha muito ao que foi feito na se¢do 2.3.1. Aqui, considerando novamente

(2.69)

a condicdo de contorno de Cauchy para a varidvel x da funcdo f(x, y, z,t), tem-se
52 f e dz f esnvd f (x,v,z,t)e™dx
0 0 y 0 Jy (2.70)
=5*F(s, t).

E, desta forma, repetindo o processo para as subpartes 1.2 (que envolve a derivada

parcial de segunda ordem em relagdo a y) e 1.3, a parte 1 resulta na expressao

(sx* + sy* + sz°)F(s, t),

(2.71)
= s°F(s, 1).
Por outro lado, a parte 2 fica
1 0F(s, 1)
— . 2.72
v>  Of? (2.72)
Por tim, igualando os resultados obtidos para as partes 1 e 2, ficamos com
0%F(s, t)
?$°F(s, t) = : 2.7
v°s°F(s, t) EToRRL (2.73)
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cujas possiveis solug¢des sao

F(s,t) = Ae™ + Be™™", Para condigdes de contorno em que t — oo; 071
F(s,t) = Ce™ + De™", Para condi¢des de contorno em que t — 0. '

Uma vez obtidos os coeficientes da equagdo 2.74, basta substitui-los na transformada

inversa de Laplace para obtermos a solugdo para equacdo de onda no espago real, ou

1 NN
flx,y,zt) = W fffF(s, tye® " ds,ds,ds,. (2.75)

2.5 Funcao de Green

seja,

A fungdo de Green tem como objetivo propor uma funcdo G que seja solugao para
a equacao diferencial parcial ndo homogénea em questdo, sendo essa fungdo chamada
funcado de Green e tendo como potencial uma fonte pontual unitaria.

Essa equagdo diferencial original pode ser reescrita como um operador diferencial
que atua em uma determinada fungdo e produz o mesmo efeito descrito pela equagdo
diferencial em questdo. Podemos ver isso para o caso unidimensional da equagdo da
difusdo ao chamarmos este operador diferencial por L(x,t), sendo

L(x,t)f(x,t) + FONTE = > li] f(x,t) + FONTE. (2.76)
ox? Dot

Assim, temos que a func¢do de Green unidimensional para a equacdo da difusdo

com termo de fonte seria

l:(x, t)G(.’Xl, X>, t) 26(XZ - xl),

7 10
[_8x2 - 5&] G(x1, x2,t) =6(x2 — x1), (2.77)
(92G(x1, X2, t) 1 aG(xll X2, t) _
D o otemx)

O que fazemos a partir desse resultado é usar o teorema de Green, que em sua
forma geral usa uma relagao de identidade com duas fungdes escalares, u = u(x, y,z) e

v = v(x, y,z), de modo que

V(uVv) = uV.Vo + (Vu)(Vo),

(2.78)
V(©oVu) = vV.Vu + (Vo)(Vu),
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e, ao subtrairmos uma da outra, obtemos

V(@©Vu) - V(vVu) = uV.Vo — vV.Vu,

(2.79)
VI[(@Vu) — (vVu)] = uV.Vo — oV.Vu.

Ao integramos sobre um volume em ambos os lados e usando o teorema da diver-

géncia no lado esquerdo, temos

ff(qu —vVu)do = ff (uV.Vo —oV.Vu)dv. (2.80)

Utilizando esse resultado e lembrando que o teorema da divergéncia nada mais
é que o teorema fundamental do cédlculo para o caso da integral de volume, sendo
que esse teorema estabelece que a integral da derivada de uma fungdo é igual aos
valor da mesma no contorno, podemos partir da versdo unidimensional equagdo 2.80

unidimensional, obter a seguinte relagdo

(1002 o0

du(x))

2
f(()d”(x)— o) (x)) . (2.81)

Por fim, repetindo-se a passagem feita para essa tiltima expressado, s6 que agora para

o operador diferencial da equagdo de difusdo no lugar do operador V da equacao 2.80,
2

temos que as derivadas — passam a ser o operador L(x, f) e que as fungdes passam a
ser u(x) = G(x,t) ev(x) = f(x,t), ou seja,

8G(x f)
ox

(G( 8f(xt oy

b
)‘ f [G(x, ) L(x, 1) f(x, ) — f(x, ) L(x, )G(x, )] dx.
’ (2.82)
Todos esses célculos foram realizados porque na equagdo anterior, usando da pri-
meira relagdo 2.77, temos que o termo que envolve o L(x, t)G(x, t) nos d4 6(x; — x1) que
anula a integral em questdo, de modo que nos resta

of (x, (x t)

(G(x, t) = flxt)

Af(x,t)
ox

)' f G(x, 1) L(x, ) f(x, t)dx — f(x1, 1),

(2.83)
dG(x, 1)
ox )

+ f(x, 1)

(—G(x, f) + f G(x, 1) L(x, ) f(x, t)dx = f(x1,1),

a
resultando na solugdo f(x;,t) para a equacdo 2.76. Aqui, as condigdes de contorno
podem anular todo o primeiro termo do lado esquerdo da equagdo anterior, caso
elas sejam de Neumann ou Dirichlet para as fungdes f(x,t) e G(x,t). De qualquer
modo, podemos encontrar a expressdo para a fungdo G(x, t) da equagao 2.77 por outros
métodos conhecidos, como a transformada de Laplace ou de Fourier e, uma vez obtida
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tal expressdo, substituimos a mesma na relacdo 2.83 para obtermos o resultado da
fungdo f(x, t)* para o problema dado em 2.76.

4O subindice 1 diz apenas que obtemos o valor da fungéo f(x,t) no ponto x1, no qual atua o termo de
fonte da equagdo 2.76.
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2.5.1 Método da funcao de Green para o caso 3D em coordenadas

cartesianas

Segue-se que a func¢do de Green para trés coordenas espaciais no sistema cartesiano
de equacdo de difusdo fica representada por
1df(x, v,z t
Vi, gzt = LD | poNTE,
1 G0 1,5 8) ot (2.84)
V2G(x, y,z,t) = 5# +0(x2 — x1)0(y2 — y1)6(22 — z1).
Usando-se o teorema de Green da equagdo 2.80 e sendo f = f(x,y,z,t) e § =

g(x,y,z,t), temos que

#(GVf— FVG)do = f f (GLF - FLG)dbv. (2.85)

Do mesmo modo que no caso unidimensional, ao substituirmos os valores da equa-

#(—GV/‘+ fVG)da+% f f f GLf = f(x1,y1,21,t). (2.86)

0
sendo L = L(x,y,z,t) = [VZ — %E .
Novamente, as considerag¢des sobre o modo de encontrar a fungdo G(x, y, z, t) e sobre

¢ao 2.84 temos

a influéncia das condi¢des de contorno para obtermos a solucdo sdo as mesmas que

foram feitas para o caso unidimensional.
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Capitulo 3

Aplicacao dos métodos

Neste capitulo, sdo aplicados os métodos de transformada de Laplace e Fourier
para a equacdo de difusdo-advecgdo e o método de fungdo de Green para a equagdo da

difusdo com um termo de fonte nao-local.

3.1 Transformada de Laplace

A equacdo da difusdo-advecgdo com termo de decaimento de primeira ordem des-
creve a transferéncia de uma quantidade escalar fisica para dentro de uma sistema
devido a agdo da difusdo e advecgdo. Transcrevendo [21], podemos definir difusdo e
adveccdo da seguinte forma:

“O fendmeno da difusdo é o processo pelo qual uma substincia é transferida de uma parte
de um sistema para outra, advindo de movimentos moleculares aleatérios ou de efeitos de
turbuléncia. O transporte advectivo é provocado por agentes externos, como a movimentagio das
particulas e o fluxo direcionado que é resultante [por exemplo] de ventos e padroes circulatérios”.

Sendo assim, a equagdo geral da difusdo-advecgdo com termo de decaimento é dada

por

W = —oVf(x,y,z,t) + D’V2f(x,y,z,t) — B*f(x,,2,1), (3.1)
na qual b?, v e D sdo constantes positivas. Aqui, f(x, y,z, t) ¢ uma grandeza escalar como
a concentragdo de uma substancia, b*> um coeficiente de decaimento de primeira ordem
(podendo ser fisicamente entendido como a destrui¢do da grandeza escalar f(x, y, z, t)),
v a velocidade de adveccdo e D? o coeficiente de difusdo, uma constante nesse caso
constante.

Essa equagdo surgiu em decorréncia de estudos de modelagem da temperatura da
dgua de um rio sujeito ao lancamento de efluentes térmico e é utilizada em hidro-
logia para modelagem unidimensional de problemas de qualidade da 4gua em rios,
como menciona [22]. Além disso, tal equagdo incorpora fatores diversos, microscépi-

cos e macroscopicos, ou seja, fontes de ingresso de poluentes, transporte advectivo e
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difusibilidade.

Sendo assim, iremos resolver essa equacdo no caso unidimensional, uma vez que tal
equagdo é geralmente aplicada ao estudo de dispersdo de poluentes em rios ou lugares
onde a extensdo dos mesmos é muito maior que sua profundidade ou largura [21].
Portanto, para o problema em questdo, temos as seguintes condi¢des de contorno

f(ol t) = fO/ (32)
f(x,0)=0, (3.3)
e
lim f(x,t) = 0. (3.4)
Aplicando a transformada de Laplace em relagdo a varidvel ¢ para a equagdo 3.1,
temos
f(x,t)  If(x,1) L7 f(x,t)
TR -D e +b7f(x, 1),
© _0f(x, 1) © _, df(x, 1) 0 f(x 1) <
st — st _ st 12 st1,2
f(; e T dt fo e dt f(; e D e dt+£ e b" f(x, t)dt,

(3.5)
como visto no capitulo 2, as derivadas parciais em relacdo a varidvel x saem da integral,
uma vez que a mesma é em relacdo a t. Além disso, integrando por partes a segunda
linha da equacgdo anterior e usando a condicdo de inicial 3.4, obtemos

2

—st o —st 2 —st 1,2 —st
s‘[o e f(x, tydt = Uc?xfo e f(x, t)ydt+ D 8x2£ e f(x, t)dt = b I) e f(x, t)dt,

2
sf(x,s) = —v%f(x, s) + Dz%f(x,s) — b*f(x,5).
(3.6)
de modo que f(x, s) representa a transformada de Laplace de f(x, t).
O que se faz a seguir é resolver a equagdo descrita na segunda linha de 3.6, sendo
essa uma EDO homogénea na varidvel x. Esse procedimento nos leva a calcular a

equacdo caracteristica da mesma [4]. Supomos que f(x,s) = ¢!* e isso nos leva a

e}tx e/\x
se’ = —v— + D*— - e,
X X
s = —pAeM + D2A2eM — pRe (3.7)

s=—vA+D*A* =1,
rearranjando a tltima linha, temos a equacgao polinomial de segundo grau abaixo

—D*A’4+0A+s+b*=0 (3.8)
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cujas raizes sao

_U-— V02 + 4b2(D2 + 3)

& 2Dz (3.9)
v+ 0?2 + 462 (D2 + 5)
/\2 = 2D2 .

Assim, a equacdo diferencial homogénea 3.6 fica com solugdo geral dada por
f(x,8) = creM* + e, (3.10)
na qual as constantes c; e c; sdo obtidas usando as condi¢des 3.2 e 3.4, resultando em

c1=—,c0=0. (3.11)

©® | =

Logo, f(x,s) ficamos com
e/\lx

flx,8) =

Por fim, aplica-se a transformada inversa de Laplace em 3.10 a fim de obter-se a

— (3.12)

solugdo no espaco real. Fazendo isso, temos

—ico

1 )/+ioo - d
B = — .
flet =g | s

f(x t) B L fy+ioo estle/\Ide (313)
oni ), e s '
Essa tltima integral possui solucdo analitica [22] e é dada por
fo hx Agx
f) = 2| +erf@)es + (1= erfa) e |, (3.14)
sendo 1 e C definida por
—x + Vv? + 4D?b%t
C=
2Dt (3.15)
_ x+ Vv? +4D?b%t
1 2DVE
Aqui, erf(x) representa a fungdo erro descrita pela integral (Apéndice A)
2 X /
erf(x) = —f e dx’. (3.16)
T Jo

Desse modo, a equagdo 3.14 representa a solucdo geral da equacdo de difusao-

advecc¢do com um termo de decaimento.
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3.2 Transformada de Fourier

Uma outra maneira de desenvolver uma solugdo analitica para a equagao de difuséo-
advecgdo é usar transformada de Fourier no lugar da transformada de Laplace. Porém,
um primeiro problema surge devido ao fato que a versdo unidimensional da equa-
¢do 3.1 possui condigdes de contorno nula para f(x,t) para t < 0, ou seja, uma vez
que a transformada de Fourier apresenta uma simetria de integracdo indo de —o a
o0, a mesma fica incompativel para resolver a equacdo em questdo. Felizmente esse
problema pode ser contornado fazendo a extensdo impar da fungdo f(x,t), de modo

que sua transformada fica

flw, t) = f flx, He ¥ dx,

ﬁ(a), ) = f ) f(x,t) [cos(wt) — isen(wt)] dx,
oo (3.17)

flw,t) = f ) f(x, t)cos(wt)dx — i f ) f(x, t)sen(wt)dx,
ﬁ(a), t)=-2i f ) f(x, t)sen(w, t)dx.
0

na qual a integral que contém o termo f(x, f)cos(wt) da equagdo 3.17 se anula, uma
vez que esse produto de funcdes gera uma expressdo impar integrada num intervalo
simétrico.

Um segundo problema surge ao fazermos a primeira derivada de f(x,t), pois a
derivada de uma fungado impar é par e vice-versa. Sendo assim, temos que considerar
v = 0 na equagdo 3.1 a fim de mantermos uma solu¢do puramente impar, atendendo
assim as exigéncias que fizemos ao considerar a extensdo impar para f(x, t).

Para a segunda derivada de f(x,t), que é impar, ficamos com

R * P f(x,t
fwn= [ 50

fAZ(a)/ t) = _ZiC‘)fO - wzgl(a), t).

e—iwx dx,
(3.18)

em que as condi¢des de contorno ja foram utilizadas e fi(w,t) é a transformada de
Fourier para f(x,t) da equagdo 3.17.

O que se faz entdo é aplicar a transformada de Fourier na equagdo 3.1, lembrando
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que v = 0, temos

of(x,t)  _,Pf(x,1)
S = DZT — b f(x, 1),
00 00 2 0
f e—zwxafg; t) dx = D2f g lwx j;gx t dx —bzf e_i“’xf(x, t)dx,

iq%izzDz[Zmﬁr' f(w,0)] - (@, ), (3.19)

(9f(acu t) [b2 + Dw 2] f(a) f) = —Zla)fo
———
Cy G

Altima linha da expressao anterior nos remete a uma equacao diferencial ordinéria

na variavel t, de modo que podemos resolvé-la com uma solugao do tipo

Ke ™M + G

flw,t) = o (3.20)

sendo K uma constante a ser definida. Deste modo, temos que ao substituirmos essa

soluc¢do na EDO mencionada, temos

_AKe M + (Ke%ﬂ+%;)c2_(1,

—AKe —At + CZKe—At — O, (321)

/\:C2.

Por fim, A pode ser encontrado utilizando-se da condigdo 3.3, resultando assim que

flw,t=0)=0= K+%,
C12 (3.22)
K=-=.
C
Logo, f (w, t) fica
~ _ C1
)= —Le G4 2L 3.23
flw,t) G S (3.23)
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Por fim, a transformada inversa de Fourier fica

flx, t) = % f : flw, He dw,

flx, t) = 1 f ) f [cos(wx) + isen(wx)] dw
7 - P . 7

flx,t) = 22—; fo f(w, t)sen(wx)dw,

. oo (3.24)

flx,t) = %f [C—Czle_czt + %] sen(wx)dw,
0
— i ” —2if0a)D2 b2+D2w?

f(x, t) = % L m [1 —€ ]sen(a)t)da),

2D2f0 « @ B2 +D20?
flx,t) = - fo ERNSIRE [1 -t ]sen(a)x)da),

cuja solugdo tabelada é dada por [22]
a1 b b
f = fol| e + 3 (erfete? - erfe@e®)| (3.25)

com 1) e C expressas em 3.15 e

erfc(x) =1 —erf(x)

sendo a fung¢do erro complementar (Apéndice A).

3.3 Funcao de Green

Para a aplicagdo de fun¢do de Green iremos seguir o trabalho [23] e resolver a
equacdo da difusdo com um termo de fonte ndo local dada por

LoD pZID o [Cavk-xe-nan. 629
0 —c0

ot

na qual o segundo termo do lado direito da igualdade representa uma fonte nédo local
que é descrita de acordo com K(x —x’, t —t'). Além disso, vale ressaltar que as varidveis
marcadas com um ap6strofo (’) se referem ao tempo e posigdo em relagdo ao termo de
fonte.

Sendo assim, iremos estudar o primeiro caso que o trabalho de referéncia supraci-
a(t)
|x|l+y 4

tado descreve. Para este caso, temos que o termo k(x — x’, t — t') é proporcional a
com0 < u<2.

O que fazemos entdo é comecar com a transformada de Fourier para a parte espacial.
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Assim, de 3.26, temos

00 00 2
f e—iwxaf(;;’ 2 = Df e—lwxa f(x t) dw

f da)fdtf dx’e"K(x —x', t — ') f(x, 1), (3.27)
0
f(aat) ) _ 2f(a),t)—fodtK(cu,t—t)f(a),t .

sendo

flw, t) = f ) flx, He ¥ dx,

K(w,t) = f dx f dx'e " K(x —x',t = t).

a transformada de Fourier de f(x, t). Vale ressaltar que em 3.27 integramos em relagdo

(3.28)

a x e ndo x’, restando, assim, apenas uma fung¢do nas varidveis w e t.
O préximo passo consiste em usar a transformada de Laplace para t em 3.27, resul-
tando em
sf(@,s) - f(w,0) = —Da?f(w,s) — K(w, s) f(w, s). (3.29)

sendo

flw,s) = fo ) flw, Hedt,

t 00
R(w,s) = f dr f e R(w, t — t')dt.
0 0

De modo que no termo a esquerda da igualdade 3.27 foi utilizada a transformada de

(3.30)

Laplace para a primeira derivada, conforme visto na secao 2.4.
Desse modo, temos que a equagdo 3.29 tem como solugéo f(w,s) = f (w,0)G(w, s),
ou seja,

sf(w,0)G(w,s) — f(w,0) = —Da’*f(w,0)G(w,s) — Kf(w,0)G(w, s),
sG(w,t) = 1 = =Da*G(w, t) — (a) s)G(w, ),
1
s+ Dw? + I%(a), s).

(3.31)
G(w,s) =

em que f (w,0) é a transformada de Fourier de f(x,t) na condic¢do inicial e G(w,s) a
funcdo de Green da equacdo 3.26.

O motivo de assumirmos uma solu¢do que envolva a fun¢do de Green se justifica
quando substituimos o termo de fonte por K(x —x’,t —t') = 6(x — x")6(t — t’) na equagdo
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3.26. Fazendo isso, resolvemos a equagdo 3.26 para a funcdo de Green g(x, t)

a az t 00
(E — Dﬁ)g(x, t) = f dt’f dx'o(x = x")o(t — t')g(x', t),
0 > (3.32)
2 D2 )t t) = —stx.
ot~ Copz )8 = T8
que pode ser resolvida por transformada de Fourier, ou seja,
d 9?
(5 - Dﬁ)g(-xl t) - _g(x/ t)/
” —iwx ag(x’ t) ” —iwx 82g(x’ t) _ ” —iwx
Ioodxe T—Diwdxe e ——dexe g(x,t), (
99w, t) A A 3.33)
£ — @, = —§(w,),
d§(w, t)

= [0)2 - 1] g(a)l t)/
8t P—
na qual a dltima linha da expressdo acima nos leva a uma EDO de primeira ordem com
solucdo
Hw, t) = e™. (3.34)

O resultado descrito anteriormente é a solugdo vélida apenas para o potencial do
tipo delta de Dirac utilizado. Para obtermos a solugdo geral deste problema, ou seja,
f(x,t), basta tomarmos a combinagdo linear dessas solugdes, portanto

flw,t) = Clw)e™. (3.35)

sendo C(w) o coeficiente da solugdo geral acima, que pode ser obtido quando fornecida

a condicdo inicial de f (x, 1), logo
f(w,0) = C(w). (3.36)

Por ultimo, basta tomar a transformada de Laplace de 3.35, sendo e* a solugdo
g(w, t) de Green para a equagdo 3.26, para obtermos a solugdo proposta anteriormente

a o~

de f(w,s) = f(w,0)G(w, s), ou seja

flw, t) = Cw)e™,
flw, ) = f(w, e,

f dte™ f(w, t) = f dte™ f(w, t)e™,
0 0

-3 ~n

flw,s) = f(w,0)G(w, s).

(3.37)

38



Sendo assim, com a tiltima linha da expressdo 3.31 obtemos a solu¢do para a equagao
diferencial 3.26 no espaco de Fourier-Laplace. Portanto, o que nos resta fazer sdo as
transformadas inversas. Comecando pela transformada de inversa Laplace, temos que

para a equagdo anterior com o termo K(w, s) = K|w|#, ficamos com

_ [0
—Dw?t — Kot

flw, ) (3.38)

Uma vez que é bem conhecida a transformada inversa de uma funcdo semelhante a

expressdo anterior, sendo essa do tipo ﬁ, na qual 4 é uma constante em relagdo a
varidvel de transformacdo. Em seguida, basta fazer a transformada inversa de Fourier

e obtermos a solugdo de 3.26 no espaco real. Temos entdo

flx,t) = Iw dx'G(x —x',t) f(x',0), (3.39)

(o]

com G(x, t) sendo

(1-nu3).(13)

(3.40)

00 2 n
1 1 K 22| Il
G, t)y==) —|- S| X HIY | —=
271,;"!( <Dt)’f) | VDt

Aqui, H é a func¢do H de Fox [24] (Apéndice B). Portanto, como descreve referéncia [23],

n(13)

a presenga desse tipo de funcdo indica que o termo de fonte ndo-local produz uma
difusdo anémala, ou seja, um processo de difusdo com uma relacdo de dispersdo ndo
linear no tempo. Além disso, a solu¢do encontrada na equacao 3.40 apresenta dois tipos
de regimes, um para tempos curtos e outro para tempos longos (solugdo assintética),

na qual o primeiro nos leva para o caso usual Gaussiano dado por

G(x, t) =~ , 3.41
(x, £) N7t (3.41)

que retrata a equagdo da difusdo na auséncia de forgas e termos de reagdo. O segundo

caso nos leva para uma distribui¢do do tipo de Lévy, expressa por

(2)(13)

X

G(x, t) ~ L pp2

(3.42)
1,1 +
x| (KB |(1,1),(1,1)
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Conclusao

Nesse trabalho foram desenvolvidos métodos de solugdo para equagdes diferenciais,
dentre eles o método de separacdo de varidveis, transformada de Fourier, transformada
de Laplace e funcdo de Green. Obtemos solugdes analiticas para dois exemplos: no
primeiro resolvemos usamos as duas transformadas integrais citadas e no segundo
empregamos o método da funcdo de Green.

Desse modo, verificamos que é possivel obter resultados analiticos interessantes
para o estudo de problemas préximos aos que vemos na natureza, possibilitando um
modo de analisarmos e tirarmos conclusdes gerais acerca do fendémeno fisico que a
equagdo diferencial aborda. Esse procedimento contrasta com os métodos de solu-
¢do numérica, os quais, ao contrario de abordagens analitica, sdo especificos para o
problema em que questdo com todas as suas particularidades, gerando assim um re-
sultado tnico e que dificilmente conduz a generaliza¢bes para as possiveis variagdes
da equacdo diferencial estudada.
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Apéndice A
Funcao erro e func¢ao erro complementar

A fungédo erro er f(x) [25] é definida como

1 (" .
erf(x) = ﬁIxe dt. (A1)

Na estatistica, ela representa (para valores ndo negativos de x) a probabilidade de uma
varidvel aleatéria, gaussiana, de média nula e varidncia 1/2 ocorrer no intervalo [—x, x].

Ja a fungdo erro complementar er fc(x) [25] é dada pela seguinte relacédo

erfc(x) =1 —erf(x). (A.2)
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Apéndice B
Funcao H de Fox

A fungdo H de Fox foi introduzida em 1961 por Charles Fox (1897-1977) [24]. Trata-se
de um funcdo bastante geral que inclui muitas outras fun¢des especiais da matematica

aplicada como casos particulares. Podemos definir esse fungdo como
m,n (allAl)/"v(ﬂp/Ap) _ L 5
Hrw [xl(bl,Bl),...,(bq,BfI)] = o ﬁ K(s)e’ds (B.1)

comz # 0,0 <n<p,z° = exp(s[In(z]) + iarg(z)] e x(s) sendo o ntcleo da integral que

varia de acordo com o caso da generalizagdo para a funcdo H de Fox.
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