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Resumo

O aprendizado de equacgoes diferenciais é de grande importancia para a ciéncia, especial-
mente para a fisica, mas nem sempre é possivel encontrar uma solucao de maneira simples.
Assim, surge a motivagao para se estudar os métodos numéricos. Neste trabalho, apresenta-
remos os métodos de Runge-Kutta de primeira e segunda Ordens e, com o segundo método,
resolveremos dois tipos de equacoes de grande importancia: a equagao do oscilador harmonico,
que pertence a fisica, e as equagoes de Lotka-Volterra, que fazem parte da ecologia, especifica-
mente, da dinamica de populagoes.

A equagao do oscilador harmonico sera resolvida para diversas situacoes, verificaremos a efi-
ciéncia do método comparando a solucao obtida numericamente com a solugao analitica. Para
o caso das equacoes de Lotka-Volterra abordaremos apenas a solucao numérica.

Palavras-chave: equacoes diferenciais, método de Runge-Kutta de primeira ordem, mé-
todo de Runge-Kutta de segunda ordem, oscilador harmonico, Lotka-Volterra.



Introducao

Equacoes sao igualdades entre expressoes e sao verificadas para determinados valores das
incégnitas nelas contidas [1]. Quando falamos de equagoes algébricas as incgnitas sdo nimeros,
no caso de equagoes diferenciais as incognitas sao fungoes.

A descrigdo do mundo fisico e suas leis torna-se muito limitada sem o entendimento de
equagoes diferenciais. O desenvolvimento da propria Matematica nao seria o mesmo sem este
ramo. As equagoes diferenciais foram impulsionadas com a descoberta do calculo diferencial e
integral, com Isaac Newton e Gottfried W. Leibniz no século XVII [2].

Em sua atuagdo na area de equagoes diferenciais, Newton desenvolveu um método para
resolver um tipo especifico da equacao de primeira ordem. O seu desenvolvimento do célculo
e a solugao dos principios basicos da mecanica foram essenciais para a aplicacao das equacoes
diferenciais no século XVIII, especialmente por Euler [3].

Leibniz foi um autodidata em Matematica, descobriu o método de separacao de variaveis, a
reducao de equagoes homogéneas a equagoes separaveis e o procedimento para resolver equacoes
lineares de primeira ordem [3].

A contribuicao de Leibniz é muito significativa; porém, nos permite solucionar apenas de-
terminados tipos de equagoes diferenciais, e nao todas as equacoes diferenciais que existem.
Assim surge a necessidade de encontrar outras maneiras para resolvé-las ou, ao menos, obter
sua solugao aproximada. Dos diversos métodos existentes, serao elaborados neste trabalho os
métodos numéricos de Runge-Kutta. Abordaremos, especificamente, os métodos de primeira e
de segunda ordens.

Como esses métodos nos dao uma solugao aproximada, que nem sempre é igual a solugao
exata da equacao diferencial, existe um erro associado aos métodos, que também sera discutido.

Este trabalho possui o objetivo de apresentar os métodos mencionados e utiliza-los para
resolver a equacao do oscilador harmonico unidimensional e as equagoes de Lotka-Volterra.



Capitulo 1

Métodos Numeéricos

Chamamos problema de valor inicial (P.V.I.) de primeira ordem a seguinte expressao

{ﬁ—f@w,

y(to) = Yo,

(1.1)

cujo significado geométrico é encontrar uma solugao para a equagao diferencial y' = f(¢,y) que
passe pelo ponto (tg, y0) [4]. O ponto (tg,yo) recebe o nome de condigao inicial ou condigao de
contorno, a depender se as variaveis do problema sao temporais ou espaciais.

No caso de um P.V.I. de segunda ordem, temos

2

@ =1y,
y(to) = vo, (1.2)
Yy (to) = v,

Procuramos a solugao y(t) que passe pelo ponto (tg,yo) de forma que a inclina¢ao da curva
nesse ponto seja y; [4].

Os métodos numéricos que serao trabalhados aqui devem ser aplicados em equacgoes dife-
renciais de primeira ordem (1.1). Para o caso de problemas de valor inicial de segunda ordem
(1.2), podemos fazer uma reducao de ordem, transformando uma equacao diferencial de se-
gunda ordem em duas equagoes diferenciais de primeira ordem. Esse procedimento sera feito
em breve.

A existéncia e unicidade das solugoes é geralmente garantida pela teoria (veja a referéncia [5])
e os métodos numéricos sao extremamente valiosos para os casos em que nao conseguimos obter
a solugao analitica das equacoes diferenciais.

Vamos discutir os métodos numéricos de Runge-Kutta de primeira e segunda ordens, de-
monstrar sua eficiéncia e aplicar o segundo método para resolver os problemas propostos.

Os métodos de Runge-Kutta sdo generalizagdes da férmula bésica de Euler, isto é,

Yn+1 = Yn + h(wlkl + w2k2 —+ ...+ wmk:m), (13)

em que o termo entre parénteses é uma média ponderada das inclinagoes ao longo do intervalo
em que queremos calcular a aproximagao da funcao. Os pesos w; = 1,2, ...,m sdo constantes
que geralmente satisfazem wy + ws + ... + w,,, = 1, e cada k; é o resultado da funcdo num dado
ponto (t,y) no intervalo. A ordem do método é igual a m [4].

O fato de que os métodos de Runge-Kutta nao dependem do célculo das derivadas de y nos
pontos ¢; os tornam muito vantajosos.



1.1 Meétodo de Runge-Kutta de primeira ordem

O método de Runge-Kutta de primeira ordem, também chamado de Método de Euler, é
obtido quando m =1, wy = 1 e ky = f(t,,ys) na equagao (1.3), isto é,

Yn+1l = Yn + hf(tm yn)‘

A dedugao geométrica do método de Euler é feita a seguir [6].
Considere além do P.V.I. (1.1), a Figura 1.1, que mostra uma fungao f(t,y), representada
em vermelho, que queremos determinar, e que contém o ponto A = (tg,yo)-

Y

Yo

Figura 1.1: Deducao geométrica do método de Runge-Kutta de primeira ordem [7].

Tome um ponto (1, y;) posterior a (tg, o), de modo que ty+ h = t;. Dado que y' = f(t,y)
é a inclinagdo da reta tangente a funcao f(¢,y) em qualquer ponto, temos para o ponto A (cuja
reta tangente esta representada na cor azul):

4) = f(+ %yl—yozyl—yo
y'(to) = f(to, vo) t — to A

hf(to,%0) = y1 — Yo
Y1 ~ yo + hf(to, vo)-
O ponto C' = (t1,y;) ficard mais proximo do grafico da fungao conforme a distdncia h,

também chamada de passo, seja diminuida. Assim, no limite em que h — 0, o sinal de
aproximacao podera ser substituido por um sinal de igualdade:

y1 = 1Yo + hf(to, o),

Yo =11 + hf(ti, 1),

Yn+1 = Yn + hf(tna yn)- (14)



O método de Euler consiste na equacao de recorréncia (1.4). Pela Figura 1.1, percebe-se
que o ponto calculado pelo método de Euler (C) estd um pouco distante da fungao (ponto B).
Esse método pode ser aprimorado, como é o caso do método do ponto médio.

1.2 Método de Runge-Kutta de segunda ordem

O método de Runge-Kutta de segunda ordem consiste em encontrar valores para a equagao
(1.3) considerando [4]:

Ynt+1 = Yn + h(wiky + waks),
kl = f(tn7yn)7 (15)
ky = f(tn + ha,yn + hfky).

Para o método de segunda ordem, os parametros devem satisfazer:

Wy + wy = ]_,
(1.6)

WX =

wo =

N= N

Como ws # 0 pode ser escolhido arbitrariamente, hd muitos métodos de Runge-Kutta
possiveis. No método tratado aqui, consideramos w; = 0, we = 1 e &« = § = 1/2 nas equagoes
(1.5) e (1.6), o que nos leva a equagao:

h h
Ynt1 = Yn + hf [tn + 57% + §f(tn7 yn) )

que ¢ também conhecida como método do ponto médio ou método de Euler modificado [5].
Para compreender sua dedugao geométrica considere a Figura 1.2, em que, novamente, o ponto
A = (to,90) ¢ uma condi¢do inicial do P.V.I. e com o método de Euler vamos estimar o valor

de f(t,y) em y(t) =y (to + %), ou seja,

h h
y (to + 2) =yo+ §f(to,?/0)-

Y A

h
t, h/2 t,

Figura 1.2: Deducao geométrica do método de Runge-Kutta de Segunda Ordem [8].



Note que o passo dado aqui foi de % e chame k; = f(t9,y0). Com esse ponto, que na figura

é chamado de D = (to + %, Yo + %kq), calculamos a inclinacdo ko da curva f(t,y) na metade
do caminho, isto é,

h h
ko= flto+ <, y0+ <k |,
2= f ( 0Ty Yo 5 1)
essa inclinacao corresponde a reta laranja do grafico que passa pelo o ponto D. Ao transladar
essa reta para que ela intercepte o ponto A e dando um passo completo a partir de %y, ou seja,

t = to + h, somos levados ao ponto E, que é a aproximagao para a solugao em y(to + h):

Y1 (t) = Yo + h/{?Q,

h h
y1(t) =yo+ hf (to + 57310 + 2k1> .

O método do ponto médio consiste na seguinte relagdo de recorréncia

h h
Ynt+1 = Yn + hf [tn + §>yn + §f(tna yn)] : (17)

O ponto B destaca por onde a func¢ao passa, C' é o resultado obtido com o método de Euler,
e F é o resultado com o método do ponto médio. E visivel na Figura 1.2 que o segundo método
se aproxima melhor da fun¢ao exata, o que serd provado de forma analitica a seguir.

1.3 Erro de Truncamento Local dos Métodos de Runge-
Kutta

Os erros nos métodos numéricos possuem duas causas principais: uma delas é o erro de
arredondamento, que possui natureza aleatoria, pois os calculos sao realizados com um ntimero
finito de termos, e depende de diversos fatores, como o computador utilizado e o método de
arredondamento. Outro fator de erro se deve ao utilizar uma férmula aproximada para calcular
Yns1, O erro de cada passo depende da fungao f(t,y) e recebe o nome de erro de truncamento
local, e o erro acumulado em todos os passos é o erro de truncamento global [3].

Calcularemos aqui o erro de truncamento local dos métodos. Para isso, suponha que a
solucao do P.V.I. possa ser escrita como

O(tn) = Yn, (1.8)
que possui a seguinte derivada de primeira ordem (em relagao a t)
¢ (tn) = yp = [(tn, Yn), (1.9)

para a derivada de segunda ordem em relagao a t utilize a regra da cadeia, temos assim,

Of (tn; Yn) i Of (tn; Yn) OYn N Of (tn; Yn) i Of (tnsyn)

Otn) = vn = =5, ay ot ot gy v
8f<t’m yn) af(tn7 yn)
1 R/
tn) =y =—"p,— + f(tn,yn)iay : (1.10)

Considere que a solu¢do y = ¢(t) tem uma série de Taylor em torno de t,



h2 hs h4
6(t) = &tn) + he/(tn) + 570" (tn) + 576" (0n) + Fb(‘*) (tn) + (...).

As reticéncias representam os termos seguintes da série. Considerando t — t,,1, temos

h? h3 ht
O(tnt1) = B(tn) + Ao (ta) + 570" (8n) + 570" (8n) + 70 (t0) + (). (1.11)

Além disso, admitindo que a solugao ¢(t,) tem derivadas continuas até a terceira ordem
e, portanto, f tem derivadas parciais continuas até a segunda ordem, o Teorema de Clairault-
Schwarz [2] expresso por

o0 f B 0*f
otdy — Oyot’

é valido, de modo que erro de truncamento local dos métodos pode ser escrito como

€n+l = ¢(tn+1) — Yn+1- (1'12)

1.3.1 Erro do Método de Runge-Kutta de Primeira Ordem

O erro é calculado substituindo-se as equagoes (1.4) e (1.11) na equagao (1.12)

h? h? h*
i = B(1a) 1 (1) + 576" () F 576" (1) + 00 (00) () = [y Rf (b)) (113)

Organizando os termos semelhantes, temos

h? h3 h*
€Ent+1 = ¢<tn) — Un + h¢,(tn) - hff(tm yn) + jgb//(tn) + ?Qﬁm(tn) + E¢(4) (tn) + () (114)
Considerando as equagoes (1.8) e (1.9) chegamos ao resultado
2 h3 h4
nrt = g6 (k) + 576" (k) + 00 (t) + (), (1.15)

que mostra que o erro de truncamento local do método ¢ proporcional a h? mais termos de
ordens superiores.

1.3.2 Erro do Método de Runge-Kutta de Segunda Ordem

Calculamos o erro da mesma forma que antes, utilizaremos as equagoes (1.12) e (1.11), mas
agora y,+1 € dado pela equagao (1.7), ou seja,
/ h2 // h3 u h h
En+l = ¢(tn) + h¢ (tn) + §¢ (tn) + §¢ (tn) + () —Yn Tt hf tn + 57 Yn + §f(tna yn) :

Ap0s rearranjar os termos, temos

h? h h h?
€Ent+1 = ¢(tn> — Yn + hqb/(tn) + Egé/,(tn) - hf |fn + 57 Yn + §f<tn7 yn)] + ggﬁm(tn) + ()7

e recordando a equagao (1.8), podemos escrever

h? h h h3
€nt+1 = hf(tmyn) + aqb”(tn) - hf [tn + 57 Yn + Zf(tn’yn)‘| + aqu(tn) + () (116)
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Para continuar, precisamos da seguinte relagao

OF(a,b)

k

OF(a,b)

1 0*F 0*F 0*F

Fla+hb+k)=F(a,b)+h +

ot

o

h?®—— + 2hk

RIE + K

oty

Y

¢

n

dy

( )

0y?

t
Y

intitulada aproximagcao de Taylor com resto para uma fungao F(t,y) de duas varidveis. Em
nosso caso, temos que a — t,, h — h/2, b =y, e k — (h/2) f(t,, yn), 0 que nos leva a

Wk B hOf(tuya) O (b, )
f [thr 5 Un T 2f(tn,yn)1 = fltuyn) + 55—+ Qf(tn7yn)7ay +
L{(h\* &fty)  hh,,  Pfty) (h O (ty)
2 Kz) B TR A e CEAC) B
Para simplificar a notagao, considere
o |, oz
fty)| St yn)
otdy |,_, otoy 7
fty)| P (tnyn)
o |, a2
E entao:
ﬁ E . Eaf(tm yﬂ) E af(tna yﬂ)
f [tn g Yt 2f(tnayn)‘| = fltayn) + 55, Qf(tmyn)iay +
L1\ & f(tnyn) B Pf(tn,ya) | (b © 0 (bns )
5 [<2> “or +2§§f<tnayn)Tay + §f(tmyn) o2 |
Retornando a equagao (1.16):
B h? [0f (tn, yn) Of (tn, yn) ]
€nt1 = hf(tn, yn) + o l@t + f(tn, yn)T +
B hof(tn,yn)  h Of (tn, yn) ]
h [f(tn7yn) to 7 T §f(tnayn)T +
BB\ 02 f (tusyn) | hh P f(twrn) (D * O (b, )
—3 [<2> oz T 2§§f(tnayn)Tay + §f(tnayn) o2 +
h3 "

_ Eazf(tn7yn>

. h73 " ¢
€nt+1 = 3' ¢ ( n) 8 atg

h3
- Zf(tmer

a2f(tm yn)
dtoy

282f(tm yn)
Oy?

- héf@m@/ﬂ) + (),

concluimos, assim, que o erro do método é proporcional a h® mais termos de ordens superiores.

1

1



1.3.3 Comparacgao Grafica dos Erros

Produzimos os graficos das solugoes analitica e numéricas da equagao diferencial % =
cos(10t) para comparar os métodos. Perceba na Figura 1.3 o quanto o método de Runge-
Kutta de segunda ordem é mais preciso que o método de Euler (Runge-Kutta de primeira
ordem) quando comparados a solugao analitica:

2.15 T

T
Analitico &
Euler
RK-2 ——

21} \ A \ A /\\ A A

2.05 ‘ ‘ \ -

T

y(t) 2

- | | | “
1.95 “ ‘ \

1ol \\.' \v \\4 \« \\/ \/ y \

1.85 Il Il Il Il

Figura 1.3: Comparacao entre os métodos analitico e numéricos.

Uma comparacao mais detalhada entre os métodos é mostrada na Figura 1.4.

1.98 T T T T T T T T . T
Analitico &
Euler
1.97 RK-2 ——

1.96

1.95

1.94

y(t)

1.93

1.92

191

1.9

1.89 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0.4 0.42 0.44 0.46 0.48 0.5 0.52 0.54 0.56 0.58 0.6

Figura 1.4: Comparacao mais detalhada entre os métodos analitico e numéricos.
Para mais detalhes sobre a solu¢ao numérica consulte o Apéndice A.

Apresentados os métodos numeéricos, vamos agora aplica-los aos problemas propostos para
este trabalho.
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Capitulo 2

Oscilador Harmonico

O movimento oscilatorio, ou periédico, é aquele em que um corpo se move de um lado para
o outro alternadamente em torno de uma posigao de equilibrio [9].

As oscilagoes estao presentes nao apenas na ciéncia, como no movimento de moléculas de
sélidos que oscilam em fungao da temperatura, ondas eletromagnéticas e actstica [10], mas
também no cotidiano, como ¢é o caso do balancar das folhas de uma arvore e o movimento de
cordas e palhetas em instrumentos musicais [9)].

Ao provocar uma perturbagdo em um sistema que estd em equilibrio estavel ele passa a
oscilar, e a propagacao dessas vibracoes localizadas sao as ondas.

2.1 Movimento Harménico Simples

Consideremos inicialmente que o sistema seja dado por um corpo solido de massa m preso
a uma mola de constante elastica k (medida da rigidez da mola) conforme ilustra a Figura 2.1.
As forcas que atuam sobre o sistema se igualam na posicao de equilibrio.

0 x(t)

Figura 2.1: Sistema massa-mola [11].

Ap6s deslocar o corpo em uma distancia x a partir da posicao de equilibrio, surge uma
forca que tende a fazer com que o corpo retorne a posicao de equilibrio. Esta forca é chamada
restauradora e, no caso de um sistema massa-mola, é dada pela Lei de Hooke

F = —kx. (2.1)

O sinal negativo na forca indica que ela possui sentido oposto ao do deslocamento a partir
da posicao de equilibrio. No caso de pequenos deslocamentos, a Lei de Hooke rege a maioria
das forgas restauradoras [12].

A forga resultante sobre o corpo é dada pela 2* Lei de Newton

d*x

YF = =m—s. 2.2
ma =m- (2.2)

13



Se lembrarmos que estamos considerando o caso unidimensional, ndo é preciso colocar a
notagao vetorial. Portanto, usando as leis de Hooke e de Newton, temos

d*x
P
d*z 9
w? =k/m. (2.4)

A equacdo (2.3) nos mostra que a acelera¢do e a posi¢do sdo proporcionais uma a outra,
com sinal oposto. Para uma equagao dessa forma, podemos supor uma solucao do tipo:

z(t) = acos(wt) + bsin(wt), (2.5)

z(t) = Acos(wt + ). (2.6)

E simples provar que as equagoes acima sao solugoes da equacao (2.3). Por se tratar de uma
equacao diferencial de segunda ordem, devemos encontrar suas duas constantes, que denomi-
namos a e b na equagao (2.5), e de A e ¢ na equagao (2.6). Essas constantes sdo determinadas
a partir da posigao e velocidade iniciais (zg e vg), de modo que A é a amplitude do movimento
(deslocamento maximo a partir do equilibrio) e ¢ é denominada constante de fase, que nos
permite ajustar a solugao para o caso em que ela se dé por uma funcao seno.

O periodo T é o tempo necessario para que o corpo percorra um ciclo completo, isto é, deixe
a distancia x, passe por —z e retorne a posigao de partida (z). O nimero de ciclos por unidade

de tempo é a frequéncia
1

= 2.7
f=7 (2.7
O periodo T é o menor intervalo de tempo que satisfaz para todo t a equacao
z(t) =zt +1T). (2.8)
Usando a condigdo anterior na solugao (2.6), temos
Acos(wt + ¢) = Acos[w(t +T) + ¢),
Acos(wt + ¢) = Acos|wt + wT + ¢], (2.9)

Para que a equagao (2.9) seja satisfeita, wT = 2mn, com n sendo um ndimero inteiro.
Considerando n = 1 temos w1 = 27. Substituindo a expressao da frequéncia (2.7) e recordando

que w = +/k/m (da equacao (2.4)), temos

2
w:27rf:%,

1 m
T = ? = 271'\/2. (2.10)

A equagao (2.10) nos informa que o periodo de oscila¢ao nao depende da amplitude (disten-
sao a partir do ponto de equilibrio), mas sim de k e m. Assim, se dois sistemas idénticos tiverem
suas massas deslocadas da posi¢do de equilibrio a diferentes distancias, atingirao a posicao de
equilibrio simultaneamente [12].

e, portanto,

14



2.2 Oscilacoes Amortecidas

Consideremos o caso em que o amortecimento ocorre de forma linear e é dado pela expressao
empirica [12]
F = —bv, (2.11)

em que b é o coeficiente do amortecimento (¢ uma constante de proporcionalidade), e v é
a velocidade do oscilador. A forca de amortecimento é proporcional a velocidade, e o sinal
negativo indica que essa forga se opoe ao movimento do oscilador, reduzindo-o. A Figura 2.2
ilustra como seria um sistema amortecido.

Figura 2.2: Representagao de um sistema massa-mola unidimensional (horizontal) com amor-
tecimento [13].

Para esse sistema, a forga resultante é dada por [14]

d?x dz
SF=m&L = pr %L, 2.12
mdt2 kx bdt ( )

Rearranjando os termos e considerando v = b/m e wg = k/m obtemos

d’x  dv
Supondo uma solugao do tipo
z(t) = Ae™, (2.14)
cujas derivadas temporais sao
dx Aot
— = Ace
dt ’
d*x 2 at
W = AQ{ e

Substituindo os termos correspondentes na equagao (2.13), encontramos a equagao do se-
gundo grau

a?Ae® 4+ yade™ + wide™ =0,

o + ya +wj = 0. (2.15)

Para encontrar o, basta resolver a equacio (2.15) usando a férmula de Bhaskara!

!Bhaskara Acharya ndo descobriu a expressio para resolver equacdes do segundo grau, mas tratou sobre ela
em seu livro de algebra Bijaganita. Esta equacdo ja era conhecida pelo matematico Sridara, que viveu hé mais
de 100 anos antes de Bhaskara [15].
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2
a= —% (g) — W (2.16)

Temos trés resultados possiveis dentro da raiz: pode ser maior, menor ou igual a zero. Cada
caso nos leva a uma solucao e todas serao abordadas em seguida.

2.2.1 Amortecimento Subcritico

Ocorre quando o termo dentro da raiz é negativo, isto é,

portanto, o serd um nimero complexo

a:—% \J(—l) [(wg—gﬂ :—%i—i ng—g)z]. (2.17)

2
Definindo w? = w? — (%) > 0, obtemos

Y .
a = 5 =+ dw,
que corresponde a
ap = —3 +iw,
ap = —3 —iw.

2
A solucao da equacao diferencial é dada por uma combinacao linear das duas solugoes, a; e
. Mas nao do jeito que estd, pois depende de termos imaginarios e a solugao procurada deve
ser real. Isso porque a solugao real possui significado fisico, enquanto que a solugao imaginaria
nao tem. Para isso, considere uma funcao complexa z(t) dada em termos de a; e ay
7 1 Xty
Z(t) = aje 2t+zwt_'_a26 5t 'Lwt.

Recordando a equacio de Euler? e = cos(f) & isin(f), podemos escrever z(t) da forma

2(t) = e~ 2tay [cos(wt) + i sin(wt)] + e~ 2 as[cos(wt) — i sin(wt)].

A solugao da equagao do oscilador harménico é obtida tomando a parte real de z(t)

Re[z(t)] = [ay + as]e” 'cos(wt).

Semelhante ao caso do oscilador harmoénico simples, vemos que a solugao geral da equagao
(2.13) é dada por

x(t) = Ae 3 cos(wt + ¢). (2.18)

2Esta é uma das equactes de Euler, j& que ele possui importantes contribuicdes na mecanica, dindmica dos
fluidos e em todas as areas da matematica que existiam na época em que viveu, como geometria, calculo e teoria
dos ntimeros, entre tantas outras [16].
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2.2.2 Amortecimento Supercritico

Ocorre quando o termo dentro da raiz é positivo, entdo o é dado por

gl 7\?
Definindo 8 = (%)2 — wg, temos dois resultados para «

—
Q 0
) —
I

[

R N2

I+
® =

Assim a solugao z(t) é dada por:

2(t) = aye 2P 4 g3

z(t) = e 2 (are® + age ™). (2.20)

Quanto maior ¢ se torna, mais rapido o segundo termo decai, e neste caso o decaimento segue
. . _ . ~ , . WOT .
o primeiro termo a;e” 2. O movimento ndo é mais periédico, e o amortecimento prevalece.

2.2.3 Amortecimento Critico

E caso em que o termo dentro da raiz quadrada é zero (/2 = wyp) e o polinémio tera apenas
uma raiz

Y
= —= 2.21
a=-7 (221)

que substituida na equagao (2.14) resulta na solugao
_ Xy
x1(t) = are” 2", (2.22)
Precisamos de mais uma solugao, chame-a de z5(t), que pode ser escrita da forma:

z2(t) = f(t)ar(t) = f(B)are” 3,

e procurar a funcao f(t) que permite que x(t) satisfaca a equacao diferencial (2.13).
Calculando as derivadas de z5(t), temos

drs(t) _ df(t)ale—%t + f(tae 2 (—7> ;

dt dt 2
Cas(t) _ PFE) g, G HE) g Y RS
@ ap MC T il <_2> T Bmer <_2) ’
e substituindo-as em (2.13), temos
ol x 2
dz};gt) + 2df ae —5t ( %) ale—ft (_%) +
—1—7[ ()ae gt—i—f( t)aje” %t( )}—i—wof( t)aje~3t =0,

2 2 2
T =y G+ 2 f () + 7S 4+ =S (1) + () =

G+ ) [+ ] =0
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Como estamos no caso em que v/2 = wy, o termo entre colchetes se anula e

df(t)
dt?

d (df\ i
dt(dt>_0 7 a

:(:]7

conduzindo a

f(t) =ct+cy = f(t) =it
em que c¢; e ¢y sao constantes. Além disso, foi considerado que c; = 0 para simplificar um
pouco. Assim a outra solucao é

2o(t) = aste™ 3",

com ap = cia;. A solugao geral z(t) = x1(t) + x2(t) é dada por

z(t) = aje” 2! + agte 3",
2(t) = e 2! (ay + ast) . (2.23)

2.3 Oscilagoes Forcadas

Estudamos os casos em que, apos dado o impulso inicial, o oscilador evolui livremente. E
cujo periodo de oscilagdo é determinado pela natureza do oscilador (por sua inércia e pelas
forgas restauradoras que atuam sobre ele). Quando levamos em conta as forgas dissipativas
atuantes o movimento é amortecido [14].

Abordaremos o caso em que uma forga externa periddica é aplicada sobre o sistema. Em
geral, o periodo dessa for¢ga ndo coincide com o periodo préprio do oscilador e as oscilagoes
produzidas serdo ditas forcadas. A forca externa supre continuamente a energia do oscilador,
compensando a dissipacgao.

Consideremos que a forga externa periédica seja dada por F(t) = Fycos(wt).

2.3.1 Oscilagcoes Amortecidas Forcadas

Na equagao (2.12), basta somar o termo de forga externa a forga resultante, conduzindo a

d? d
YF = md—; = —kr — bd—f + Fycos(wt),
d’z dx Fy
ﬁ + ’}/E + ng = ECOS(W??). (224)

Com v =b/m e w? =k/m. A frequéncia da for¢a externa é dada por w, enquanto que wy é
a frequéncia natural do sistema (frequéncia em que o sistema oscilaria caso ndo houvesse uma
forga externa).

A equagao diferencial (2.24) é linear e inomogénea, e o Principio da Superposicao para
equagoes lineares inomogéneas afirma que se x1(t) é solugao para o primeiro termo inomogéneo
Fi(t), e z5(t) para o segundo termo inomogéneo Fy(t), entdao z(t) = ayx1(t) + asxs(t) é solucao
para o segundo termo F'(t) = a1 Fi(t) + axFy(t).
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Tomando Fy(t) = 0, vemos que somando a uma solu¢ao da equagao inomogénea uma solugao
da equacao homogénea, obtemos uma solucao da mesma equacao inomogénea.

A solucdo particular é a solucio estacionaria, a parte de oscilagoes livres é um transiente,
ou seja, tem efeito transitorio, que depende das condigoes iniciais. Em geral, nas oscila¢oes
forcadas, interessa-nos apenas a solugao estacionaria, que sera calculada adiante.

Empregando a notagao complexa z(t) = x(t) +iy(t), a solucao serd a parte real de z(t), isto
é, 2(t) = Re[z(t)], porque apenas a solucio real tem significado fisico. E de se esperar que a
solugao produzida pela forca externa tenha a mesma frequéncia que essa forca. Isso nos leva a
pensar na equacao (2.24) da forma

dz  dz  , Fy
com a solugao particular
2(t) = 2™, (2.26)

em que zg = Ae é uma constante. As derivadas temporais de (2.26) sdo 2(t) = zo(iw)e™? e

5(t) = zo(iw)?e™ . Substituindo-os na equagdo (2.25), temos

Zo(iW)QQZWt 4 ,Yzo(iw)ezwt + wgzoezwt — iezwt’
F
2o]—w? +iw + wi] = —.
m

Assim,

Fo
m(wd — w? 4+ iyw)’

A = 25 = (2.27)
Admita que a solugao z(t) depende de duas fungdes, z;(t) = 7€ e 25(t) = 1¢2. E que
cada uma das solugoes z; (t) e z3(t) estao relacionadas a uma constante de fase, respectivamente,

¢1 € ¢o, de modo que '
21 rieif

20 = = —.
29 To€i®2

Podemos supor que ¢ = 0, fazendo com que z;(t) seja uma fungao real, isto é,

Z1=— =T,
m

e supor que o termo que faz com que a solugao seja imaginaria dependa de 25(t) e, entdo,
¢y # 0, de modo que

2 = Wi — w? +iqw = e (2.28)
A notacao fasorial simplifica o trabalho com fungoes senoidais no tempo. Representados por

numeros complexos, os fasores possuem modulo e fase. Vamos utilizd-los para obter o médulo
de ry, veja sua representacao na Figura 2.3.
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Yyw

wé — 2 Re

Figura 2.3: Grafico de z5. O fasor 75 é representado em vermelho. No eixo horizontal esta
representada a parte real do vetor e no eixo vertical esta a parte imaginaria. O angulo que 75
faz com o eixo horizontal é ¢ [17].

O médulo de ry é um ntimero real dado por:

I7a]? = (W8 = )? + (Ww)? = |ra] = /(W — w2)? + (yw)?.

E a fase ¢9 €
Yw

w
——— = ¢ = arctan 2772 .
wg — wg — w

tan Qﬁg =3 o

A diferenca de fase ¢ = ¢9 — @1 = ¢, pois consideramos ¢ = 0.
A equagao (2.27) possui um termo imagindrio, mas com as relagbes acima podemos tomar
sua parte real, z2 = (Ae™?)? = A% Desta forma chegamos a:

P
V(6§ — w22 + (02

(2.29)

Yw
= arct — | - 2.30
¢ = arctan (w% — w2> (2.30)
A parte real de z(t) = Ae'@9) & a solucdo:

x(t) = Acos(wt + ¢).

Perceba que, por (2.29) e (2.30), tanto a amplitude de movimento, A, quanto a constante
de fase, ¢, sao fungoes que dependem da frequéncia w, portanto, A = A(w) e ¢ = ¢(w).

2.4 Solucoes numérica e analitica do oscilador harmo-
nico

Para calcular a expressdo para as solugbes analiticas, basta aplicar na solugao z(t) dos
sistemas correspondentes as condi¢oes

z(t=0) =g
)
v(t =0) = v
da(t . A . ~ .
em que v(t) = ’25/ ). Considere os parametros do sistema em todos os casos que serao resolvidos:
massa presa a mola, constante elastica da mola, deslocamento inicial em que a massa é solta
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em relagdo a posicao de equilibrio, velocidade inicial da massa, e no caso de sistemas em que
seja aplicada uma forga externa, a frequéncia dessa forca.

Vamos comparar a solugao analitica com a obtida pelo método de Runge-Kutta de segunda
ordem, os programas implementados estao no Apéndice B.

2.4.1 Simples

Para comparar os métodos podemos escolher valores para os parametros do sistema, esses
parametros podem ser alterados conforme o sistema que se queira representar. Assim, conside-
rando que uma massa de 2kg seja solta da posi¢ao inicial z(t = 0) = z¢ = 1m (para simplificar
a notagao) ligada a uma mola de constante eldstica k = 5ON temos que w = 5

Substituindo os parametros na solucao do oscilador harmomco simples (equa(;éo (2.6))

x(t) = Acos(wt + ¢),

com a seguinte condi¢ao inicial

x(t =0) = zg = Acos(¢) =1, (2.31)

sera dada por
z(t) = cos(5bt). (2.32)

A Figura 2.4 mostra a comparacao entre as solugoes analitica e numérica do sistema massa-
mola simples (em todos os graficos aqui discutidos z(t) é expresso em metros e t em segundos).
A solugao numérica é feita pelo método de Runge-Kutta de segunda ordem, e sua implementacao
sera discutida adiante.

Sol Analitica 4
Sol. Numerica ——

AAAA
Yy

I I
0 1 2 3 4 5
t

5

Figura 2.4: Comparagao entre as solugoes analitica e numérica do oscilador harmdnico simples.

No oscilador harmonico simples nao existem forcas dissipativas, portanto, o sistema oscila
sempre com a mesma amplitude maxima.

2.4.2 Amortecido Subcritico

Escolhemos os pardmetros wy = 2 e

Considere também z(t = 0) = 1 e v(t =
conduz a

2

ey = g, isso para que eles obedecam a relacao 2 < wy.
0) = v = 0 na solucao obtida anteriormente, que nos
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x(t) = e *[cos(5t) + 0, 4sin(5t)],

a comparacao entre as solucoes analitica e numérica é mostrada na Figura 2.5.

T
Sol. Analitica 4
Sol. Numerica

0.8 -

0.6 |-

x(t)
0.2

0.4

Figura 2.5: Comparacao entre as solugoes analitica e numérica do oscilador harmoénico com
amortecimento subcritico.

O amortecimento faz com que a amplitude da oscilacdo diminua até que o corpo fique em
repouso.

2.4.3 Amortecido Supercritico

Considere os pardmetros wy = 2, v = 2, que obedecem a relacdo I > wy, e a solucdo
S

s 2
analitica (2.20)

o(t) = e a e + age ™.

A partir das condi¢Oes iniciais para a posi¢ao e velocidade temos que:

a; = 1,07735m
as = —0,07735m
6 — 8,66025

s

Plotando os graficos das solu¢oes analitica e numérica obtemos:
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T
Sol. Analitica 4
Sol. Numerica

0.6 - 1

x(t)

0.4 1

0.2 1

Figura 2.6: Comparacao entre as solugoes analitica e numérica do oscilador harmoénico com
amortecimento supercritico.

2.4.4 Amortecido Critico

Consideramos aqui wy = 2 e 7 = 2, que satisfazem 2 = w,. Vejamos a solucdo analitica e
] s 2

o grafico com as solug¢oes analitica e numérica:

z(t) = e ' [1 + 5t].

T
Sol. Analitica 4
Sol. Numerica

0.8 - 1

0.6 - 4

x(t)

Figura 2.7: Comparagao entre as solugdes analitica e numérica do oscilador harmoénico com
amortecimento supercritico.

E possivel ver na figura que a amplitude do movimento diminui tao rapidamente que nao
ocorre oscilagao.
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Observe nas figuras a seguir as comparagoes entre os métodos numérico e analitico:

x(t)

Figura 2.8: Comparacao

mento.

x(t)

-0.2

Figura 2.9: Comparacao

mento.

T
Subcritico
Supercritico
Critico

T
Subcritico
Supercritico
Critico

entre as solu¢des numéricas do oscilador harmonico com amorteci-

entre as solugoes analiticas do oscilador harménico com amorteci-

2.4.5 Forcado com Amortecimento

Em todos os casos, considere Fy = 20N, m = 2kg, w = %, x(t

disso,

g )

V(Wi — w2)? + (yw)?

w
¢ = arctan (272> ,
w§ — w

z(t) = Acos(wt + ¢).
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Subcritico

Para o oscilador harmonico forcado com amortecimento subcritico nés consideramos wy = %

ey = %, além das condigOes iniciais mencionadas anteriormente. Obtemos assim a seguinte
solugao

x(t) = 0,11765 cos[10t + arctan(—0, 53333)],

cuja representacao grafica é apresentada a seguir

T
Sol. Analitica 4
Sol. Numerica

x(t)

Figura 2.10: Comparagao entre as solucoes analitica e numérica do oscilador harménico forcado
com amortecimento subcritico.

Como podemos obter de forma analitica apenas a solugao estacionaria do problema, isto é,
a solucao cuja amplitude nao varia no tempo, a solugdo analitica na Figura 2.10 nao coincide
com a solugao numérica proximo da origem.

A divergéncia no inicio dos graficos se deve ao fato de calculamos a solucao estacionaria
do problema, mas nas proximidades de ¢ = 0 a solu¢ao é um transiente, o que significa que
ao menos uma variavel do problema esta variando com o tempo, neste caso é a amplitude da
oscilagao.

Supercritico

Para o oscilador harmonico forcado com amortecimento supercritico, considere wy =

v = % e as condigoes iniciais do problema para obter a solucao

59

x(t) = 0,04682 cos[10t + arctan(—2, 66667)],

com o seguinte grafico
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T
Sol. Analitica 4
Sol. Numerica

x(t)

Figura 2.11: Comparagao entre as solucoes analitica e numérica do oscilador harménico forcado
com amortecimento supercritico.

A solucao analitica obtida é a estaciondria, e nao coincide com a solugao numérica, que
possui um transiente. Note que as solucoes comecam a coincidir em ¢ = 3s.
Critico

Para o oscilador harménico forcado com amortecimento critico, podemos escolher wy = 2

s?
v = % e as condicgbes iniciais. A solugao é dada por

z(t) = 0,08 cos[10t + arctan(—1, 33333)],

com o seguinte grafico

T
Sol. Analitica 4
Sol. Numerica

x(t)

as > as R as ab,
a A a A K
N a . a/a 2 a
4 = A el e A A
= x 2
- N a\ 4 a a a a
\ N ' a L \a a ' \a
A AL ad s £y At

0 1 2 3 4 5

Figura 2.12: Comparagao entre as solucoes analitica e numérica do oscilador harménico forcado
com amortecimento critico.

Novamente, a solugao analitica obtida é a estacionaria e nao coincide com a solugao numé-

rica, que possui um transiente. Note que as formas das solugoes comecam a se assemelhar em
t=1s.
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Capitulo 3

Equacoes de Lotka-Volterra

Podemos considerar que os trabalhos de Fibonacci, Euler, Malthus, Verhulst, Lotka e Vol-
terra foram os pioneiros no estudo de dindmica de populagoes [18].

Vito Volterra procurava descrever um aumento da populagao de uma espécie de peixe pre-
dador e a consequente diminuicao da populagao uma espécie de peixe presa no Mar Adriatico
durante a Primeira Guerra Mundial. Enquanto que o quimico e matematico Alfred J. Lotka
buscava um modelo para descrever reagoes quimicas em que as concentragoes dos elementos
quimicos oscilavam de maneira semelhante a que ocorre com populagdes em competigao [18].

Lotka e Volterra propuseram de forma independente um par de equagoes diferenciais de
primeira ordem nao lineares que frequentemente sao utilizadas para descrever a dinamica de
sistemas bioldgicos, particularmente quando duas espécies interagem, uma como presa e outra
como predadora [19]. Esse conjunto de equagoes é dado por

= = ar — Qyx
a = ~by + Pay

A primeira equacao representa a variagdo do numero de presas (z), que cresce & medida
que a populacdo atual aumenta (primeiro termo a direta do sinal de igualdade) e decresce
conforme a efetividade em que a predagao ocorre (segundo termo). A segunda equagao refere-
se a variagdo do nimero de predadores (y), que diminui com a morte dos predadores (primeiro
termo a direita) e aumenta a medida que os predadores conseguem se reproduzir (segundo
termo).

Os coeficientes a, «, b e [ sdo constantes positivas, que representam a taxa com que as
presas nascem (a), predadores morrem (b) e interagoes entre as espécies (a e [3) ocorrem.

A dindmica de Lotka-Volterra é um modelo bastante simplificado, que mostra o comporta-
mento geral das populagoes, mas nao leva em conta fatores como: que a taxa de predadores
possa saturar por saciedade ou incapacidade de consumir mais que uma certa quantidade de
presas, ou ainda que, na auséncia de predadores, o nimero de presas cresce exponencialmente,
e nao de forma logistical.

Tratamos aqui as relagoes de predacao, em que a presenga de uma espécie A é favoravel
para B e B é prejudicial a A. Existem também as relacoes de competicao, quando ambas as
espécies prejudicam uma a outra e a de simbiose (ou mutualismo), quando ambas as espécies
se favorecem, entre outras interagoes (como amensalismo, comensalismo e neutralismo) [21].

(3.1)

I Crescimento exponencial: a taxa de crescimento por individuo da populacio se mantém independentemente
do seu tamanho.

Crescimento logistico: a taxa de crescimento populacional per capita diminui conforme o tamanho da popu-
lagao se aproxima de um méximo imposto pelo ambiente [20].
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3.1 Solucao

3.1.1 Analise qualitativa

Para fazer uma anélise qualitativa das equagoes de Lotka-Volterra, divida a segunda equagao
de (3.1) pela primeira

W dy  y(=b+ pr)

L dr zla—oay)’

separando os termos que dependem de y dos termos dependentes de z e integrando, temos

/ (a —yay)dy _ / (—b—;ﬁx)dm

Logo,
aln(y) — ay + ¢; = —bIn(z) + Bz + ¢, (3.2)

em que c; e ¢y sao constantes que surgem do fato de que a integral estava indefinida (sem os
limites de integra¢ao). Reorganizando a equagao (3.2) e considerando ¢; — ¢y = k, temos

—bIn(z) + fx = aln(y) — ay + k,

ou seja,
fx +ay —bln(z) —aln(y) = k.

Como z e y sao fungoes que dependem do tempo,

Bx(t) + ay(t) — bln(x(t)) —aln(y(t)) = k. (3.3)

A solucao das equagoes (3.1) devem satisfazer (3.3), sendo que a segunda nao possui solu¢ao
trivial e cada valor de k£ corresponde a uma curva na trajetéria de fase Predadores X Presas.

Por conta disso, vamos abordar apenas as solugbes numéricas, cuja implementacao do mé-
todo numérico para obté-las estd no Apéndice C.

Apresentaremos em seguida alguns exemplos de graficos que podemos obter ao variar os
parametros a, «, b e 3 (escolheremos valores quaisquer). Neles é possivel ver que as variagoes
do nimero de presas e predadores sao ciclicas, comportamento que é observado na natureza.
Como ¢é o caso do trabalho de Eugene P. Odum e Gary W. Barrett, que fizeram a modelagem
da populagdo de lebres e linces do Canada e perceberam que a variagao de linces e lebres é
periédica com periodos entre 9 e 10 anos, e que os picos estao defasados de 1 a 2 anos [22].

A interpretacdo para o comportamento oscilatério é que conforme a populacdo de presas
aumenta, ha mais alimento disponivel para a populagao de predadores, que também cresce,
o que faz com que a populacdo de presas diminua, gerando maior competicdo por alimento,
fazendo com que o nimero de predadores diminua. Com a predagao menor, o nimero de
presas cresce e o processo se repete indefinidamente, como podemos ver tanto nos graficos de
Individuos x Tempo®, quanto nos graficos do espaco de fase dos exemplos aqui mostrados.

2Nos casos tratados aqui, pense no tempo como expresso em anos.
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3.1.2 Exemplos
Exemplo I

Na equacao (3.1), se forem escolhidos a = a = b = = 1 e que a relagdo inicial de presas
e predadores seja de 2:1. A evolugdo do ntmero de individuos em funcao do tempo pode ser
vista na Figura 3.1.

2.2 T T T

Presas
Predadores

individuos

tempo

Figura 3.1: Solucao numérica das equacoes de Lotka-Volterra para os pardmetros a = a = b =

B=1.

E possivel relacionar o nimero de predadores em fun¢ao do niimero de presas, por meio do
grafico que também é chamado de espaco de fase, representado na Figura 3.2.

Predadores X Presas

16 B

14 B

Predadores
=
N
T
L

0.8 - 1

0.6 |- B

0.4 B

0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
Presas

Figura 3.2: Espago de fase: relacdo entre o ntiimero de predadores em funcao do nimero de
presas.

Note que o sentido do espago de fase é anti-hordrio (é mais facil perceber isso comparando
o nimero de individuos na Figura 3.1), e é possivel demonstrar que suas trajetérias sao érbitas
fechadas (mas nao o faremos aqui).
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Exemplo 11

Na equagao (3.1), tome a =5, « =2 e b= [ = 1. A populagdo inicial de presas em relacao
a populacao inicial de predadores novamente é de 2:1. A Figura 3.3 mostra a quantidade de
individuos em relacao ao tempo.

6

Presas
Predadores

individuos
N w » w
T T

-
T

0 5 10 15 20
tempo

Figura 3.3: Soluc¢ao numérica das equagoes de Lotka-Volterra para os parametros a = 5, o = 2
eb=p=1.

Na Figura 3.4 podemos ver grafico do espaco de fase.

T T T
Predadores X Presas

Predadores

! ! !
0 1 2 3 4 5
Presas

Figura 3.4: Ntumero de predadores em funcao do ntiimero de presas.
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Exemplo III

Na equagao (3.1), considere a = o« =1, b =5 e § = 2. A populagado inicial de presas em
relacao a populacao inicial de predadores novamente ¢é de 2:1. Vemos na Figura 3.5 a quantidade
de individuos em relagao ao tempo.

35

Presas
Predadores

individuos

15k 1

-
T

0.5 ! ! !
0 5 10 15 20

tempo

Figura 3.5: Solucao numérica das equagodes de Lotka-Volterra para os pardmetros a = o = 1,
b=5ep=2.

O grafico do espago de fase pode ser visto na Figura 3.6.

1.6

T T
Predadores X Presas

15 B

13 B
1.2 -

11 B

Predadores

0.9 | B

0.8 - i

0.7 | i

0.6 b

0.5 ! ! ! ! ! !
1.8 2 2.2 2.4 2.6 2.8 3 3.2

Presas

Figura 3.6: Ntumero de predadores em funcao do ntiimero de presas.

Perceba que na Figura 3.6 a escala do grafico para os predadores é muito menor que a escala
para as presas.
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Exemplo IV

Ao seguir a sugestao da referéncia [23], considere a = 0,5; o = 0,01; b = 0,2 e 5 = 0,001
na equacao (3.1). E que inicialmente a populagdo de presas seja de 200 individuos e a de
predadores 80. Para este exemplo utilizamos ¢y = 40 (pois ¢; = 20 ndo foi um tempo suficiente
para que o espago de fase ficasse fechado). A solugao serd entao

450

T
Presas
Predadores

400 -

350 -

300

250 -

individuos

200 -

150

100

0

I I I I I I
0 5 10 15 20 25 30 35 40
tempo

Figura 3.7: Solug¢do numérica das equagoes de Lotka-Volterra para os parametros a = 0, 5;
a=0,01;0=0,2e 5 =0,001.

Na Figura 3.8 temos espago de fase.

90

T T
Predadores X Presas

80

70

60 -

Predadores

50 -

40 -

30

20

! ! ! ! ! ! !
50 100 150 200 250 300 350 400 450
Presas

Figura 3.8: Numero de predadores em funcao do nimero de presas.

Note que na Figura 3.8 a escala do grafico é muito maior para as presas do que para os
predadores.
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Conclusoes

Métodos numeéricos sao extremamente valiosos para obter a solucao de equacgoes diferenciais.
Existem métodos ainda mais precisos, como o método de Runge-Kutta de terceira ordem (menos
utilizado), o de quarta ordem (muito empregado), o de quinta ordem (método de Runge-Kutta-
Fehlberg), e assim sucessivamente. Conforme aumentamos a ordem do método, a precisao
maior quando comparado ao método analitico, em contrapartida o trabalho computacional
maior.

O método de Runge-Kutta de primeira ordem foi abordado para introduzir um dos métodos
de segunda ordem, ambos foram abordados detalhadamente, e com o segundo método obtivemos
as solugoes numeéricas para diversos casos do oscilador harmoénico unidimensional, vimos que
nossos resultados coincidem com a teoria. Resolvemos também as equacoes de Lotka-Volterra,
apenas numericamente, mas de acordo com a pesquisa realizada para o trabalho, foi possivel
ver que os resultados obtidos coincidem com a teoria.

D O~
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Apéndice A

Comparacao entre os métodos
analiticos e numéricos

Para mostrar que o método do ponto médio é mais preciso que o de Euler, considere como
exemplo o seguinte problema de valor inicial:

% = cos(10¢)
y(t=0) =2

cuja solucao facilmente obtida de forma analitica é:

sin(10¢t)
y(t) = 10 + 2.

Todos os codigos implementados para este trabalho foram feitos em linguagem C, os pro-
gramas foram compilados e executados pelo terminal do Linux e os graficos produzidos com o
Gnuplot. Como o terminal nao permite acentuacao, as palavras dos graficos e programas nao
estao acentuadas. A respeito dos separadores decimais, usamos virgula no texto e ponto nos
graficos (pois este é o estilo padrao do Gnuplot).

Para obter os arquivos de extensao "*.dat" que serdo mencionados, consideramos dt = 0, 01;
y0:2;t0:Oetf:5.

A.1 Método de Euler

Considere que o programa receba o nome "euler.c"

//compilacao : gcc euler.c -1m
//execucao : ./a.out dt yO tO tf

//bibliotecas necessarias para o funcionamento do programa:
#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

#include <math.h>

//declara uma funcao f(t,y) que recebe valores reais:

double f(double t, double y){

// dy/dt = £(t,y)

return cos (10*t);//podemos colocar qualquer funcao no lugar de "cos
(10*t)"
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//inicio do programa:
int main(int argc, char x*x*xargv){

//declaracao das variaveis necessarias para o programa:
double dt, yO, y, t, tf;

//verifica se os parametros para que o programa funcione foram
digitados:

if (argc '= 5){

printf ("%s dt yO tO tf\n", argv[0]);

exit (0) ;

}

//atribui para as variaveis os parametros inseridos:
dt= atof (argv[1]); // variacao do passo (dt = h)

y= atof (argv([2]); // valor inicial de y [y0 = y(t0)]
t= atof (argv[3]); // valor inicial de t

tf= atof (argv[4]); // valor final de t

//cria um arquivo de nome "euler.dat", nele serao escritos os valores
obtidos:

FILE *file= fopen("euler.dat", "uw");

fprintf (file, "%e %e\n", t, y);

//calculo do Metodo de Euler:
while (t<=tf){

fprintf (file,"%e %e\n", t, y);
y+= dt*xf(t, y);

t+= dt;

}

//encerramento do arquivo de escrita e do programa:
fclose(file);
return O;

3

A.2 Meétodo de Runge-Kutta de segunda ordem (RK-2)

Considere que o nome do programa seja "rk2.c" e a tnica diferenca entre ele e o programa
"euler.c" estd dentro do comando "while"

//compilacao : gcc rk2.c -1lm
//execucao : ./a.out dt yO tO tf

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>
#include <math.h>
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double f(double t,
// dy/dt = f(t,y)
return cos (10*t) ;

}

int main(int argc,
double dt, yO, y, t,

5){

if (argec !=

printf ("%s dt yO tO tf\n",

exit (0);
}

//
//
//
//

dt= atof (argv[1]);
y= atof (argv[2]);
t= atof (argv[3]);
tf= atof (argv[4]);

double y){

char *xargv){
tf;

argv [0]);

h)
y(£0)]

variacao do passo (dt =
valor inicial de y [y0 =
inicial de t

final de t

valor
valor

FILE *file= fopen("rk2.dat", "w");
fprintf (file, "%e %e\n", t, y);
while(t <= tf){

y+= dt*f (t+0.5%dt,
t+= dt;
fprintf (file,
b

II%e

fclose(file);
return O;

¥

he\n",

y+0.5%dt*f (t,y));

t, y);
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Apéndice B

Implementacao do cédigo para resolver
a equacao do oscilador harmonico

Para obter os arquivos de extensao "*.dat" que serao mencionados, consideramos dt = h =
1073 v9 = 0; 29 = 15 to = 0 e t; = 20.

As equagoes diferenciais obtidas no Capitulo 2 sdo de segunda ordem, para poder aplica-las
no método de Runge-Kutta basta recordar que

Pz _ dv
at? ~ dt?
o — y,

dt
O codigo para resolver numericamente a equacao do oscilador harmoénico esta no quadro
abaixo.

//compilacao : gcc oscilador.c -1lm
//execucao : ./a.out dt v0 x0 tO tf

//bibliotecas importantes para o funcionamento do programa:
#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

#include <math.h>

//declara a funcao que recebe valores reais:
double f(double v, double x, double t){
return -2b%x;

//funcao f : d2x/dt2 = dv/dt = f(v, x, t)

b

// inicia o programa:
int main(int argc, char **xargv){

//declaracao das variaveis inteiras:
int i, j, n;

//declaracao das variaveis reais:
double dt, v, x, t, tf, x_temp, v_temp;

//verifica se todas as condicoes iniciais foram digitadas e nao inicia

o programa se estiver faltando alguma delas:
if (argec '= 6){
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printf("%s dt vO x0 tO tf\n", argv
exit (0);

[(01);

variacao do tempo (passo h)
valor inicial de v0 = v(t0)
valor inicial de xO x(t0)
valor imnicial do tempo

X

//atribui para as variaveis os parametros inseridos:
dt= atof (argv[1]); //

v= atof (argv [2]); //

x= atof (argv [3]); //

t= atof (argv [4]); //

tf= atof (argv[5]); //

tempo final

//cria um arquivo de nome "oscilador-simples.dat":

FILE *file= fopen("oscilador-simpl

//escreve o tempo, posicao e veloc
simples.dat":
fprintf (file, "%e %e %e\n", t, x,

while(t <= tf){

//Passo intermediario no RK-2:
v_temp= v + 0.5xdtxf(v, x, t);
Xx_temp= x + 0.5*%dtx*v;

//Passo completo no RK-2:
v+= dt*f(v_temp, x_temp, t+0.5*dt)
x+= dt*v_temp;

//da um passo de tamanho h= dt no
t+= dt;

//escreve o tempo, posicao e veloc
em "oscilador-simples.dat":
fprintf (file, "%e %e %e\n", t, x,

+

//fecha o arquivo "oscilador-simpl
fclose(file);

//termina o programa:
return O;

}

}

O codigo implementado acima é para o caso do oscilador harmonico simples, para os outros
sistemas trabalhados aqui basta substituir o "

es.dat", "w");
idades iniciais em "oscilador-

v);

//para a velocidade
//para a posicao

; //para a velocidade
//para a posicao

tempo :

idades calculados pelo metodo RK-2

v);

es.dat":

return -25*x;" por:

Amortecimento Subcritico: "return -4*v -25*x;"
Amortecimento Supercritico: "return -20*v -25*x;"

Amortecimento Critico: "return -10*v -25*x;"

For¢ado com Amortecimento Subcritico: "return -4*v -25%x+10*cos(10*t);"
For¢ado com Amortecimento Supercritico: "return -20*v -25*x+10*cos(10*t);"
Forgado com Amortecimento Critico: "return -10*v -25%*x+10*cos(10*t);"
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Apéndice C

Implementacao do cédigo para resolver
as equacoes de Lotka-Volterra

Para obter os arquivos de extensao "*.dat" que serao mencionados, consideramos dt = h =
107% tg = 0 ety = 20. Além de yo = 1 e zyp = 2 para os exemplos [, IT e III; e yo = 80 e
xo = 200 para o exemplo IV.

// compilacao : gcc lotka-volterra.c -1m
// execucao : ./a.out dt yO x0 tO tf np

//bibliotecas necessarias para funcionamento do programa:
#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

#include <math.h>

double f(double x, double y, double t){
//declara a funcao que representa a populacao de presas:
//dx/dt= a*x - (alpha)*xxy = f(x,y,t)

// return a*x - (alpha)*xx*y;
return 1*x-1x*xx*y;
}

double g(double x, double y, double t){

//declara a funcao que representa a populacao de predadores:
//dy/dt= - bxy + (beta)x*x*xy = g(x,y,t)

// return - bxy + (beta)*x*y;

return -1l*xy+1l*xx*y;

3

int main(int argc, char *x*xargv){
//declara variaveis inteiras:
int i, j, n , np;

//declara variaveis reais:
double dt, x, y, t, tf, y_temp, x_temp;

//verifica se todas as condicoes do problema foram inseridas:

if (argc!= 6){
printf ("Execute com: %s dt yO x0 tO tf \n", argv[0]);
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exit (0) ;
}

//atribui para as variaveis os parametros inseridos:

dt= atof (argv[1]) ;
y= atof (argv[2]) ;
x= atof (argv[3]) ;
t= atof (argv[4]) ;
tf= atof (argv[5]) ;

//cria um arquivo com o nome "lotka-volterra.dat" para escrever os

dados:

//
//
//
//
//

variacao do tempo (dt = h)

numero inicial de predadores (yO0)
numero inicial de presas (x0)
valor inicial do tempo (tO)

valor final do tempo (tf)

FILE *file= fopen("lotka-volterra.dat", "w");

//escreve os valores

while(t <= tf){
//Para as presas:

iniciais de x, y e t:
fprintf (file, "%e %e %e \n", x, y, t);

//passo intermediario de RK-2:
x_temp= x +0.5xdt*xf(x,y,t);

//passo completo de RK-2:
x+= dtxf(x_temp, y_temp, t+0.5x%dt);

//Para os predadores

//passo intermediario de RK-2:
y_temp= y +0.5xdt*xg(x,y,t);

//passo completo de RK-2:
y+= dt*g(x_temp, y_temp, t+0.5xdt);

//passo de tamanho dt no tempo:

t+=dt;

//impressao de t, x e y apos cada passo:
fprintf (file, "%e %e %e \n", x, y, t);

¥

//fecha o arquivo:
fclose(file) ;

//encerra o programa:

return O;

3

O codigo apresentado é para o Exemplo I, para os outros casos basta substituir o "return 1*x-
I*x*y;" em f (populagdo de presas) e o "return -1*¥y+1*x*y;" em ¢ (populacao de predadores)

por:
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Exemplo II:

Exemplo III:

Exemplo IV:

g “return — 0.2 xy + 0.001 * 2 * y;’

Creturnbxx — 2x x xy”

Direturn — Txy + 1xx*xy;”

sreturnl xx — 1xxxy;”

Direturn — 5k y + 2% xxy;”

{f s“return0.5x x — 0.01 x x x y;”
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